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OZET

ATANGANA-BALEANU TUREVLI LINEER ADVEKSIYON-DIiFUZYON
DENKLEMININ BASLANGIC-SINIR DEGER PROBLEMLERI
YUKSEK LiSANS
AYLIN YETIiM
BALIKESIR UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK

(TEZ DANISMANI: DR. OGR. UYESI DERYA AVCI)
BALIKESIR, HAZIRAN - 2019

Kesirli analiz tam say1 mertebeli tiirev ve integrallerin, keyfi mertebeye
genisletilmesi  olarak tanimlanmaktadir. Kesirli operatorler, ger¢ek hayatta
karsilagilabilen birgok problem igin problemin gergekligine en yakin modellenme
olanagi verdiklerinden dolay1 uygulamali matematik, fen ve miihendislik alanlarinda
kullanilmaktadir. En yaygin kullanilan operatorler Riemann-Liouville ve Caputo
kesirli tlrev operatorleri olarak ifade edilebilmektedir. Bu kesirli tdrevler,
problemlerin modellenmesinde avantaj sahibi olmalarina ragmen, singiiler yapida
cekirdek fonksiyonu ile tanimlandiklarindan ¢ogu zaman analitik ¢6zumlerin
bulunmasinda zorluklara neden olmaktadir. Bu duruma ek olarak bu tlrevlerin,
dogadaki iistel fonksiyon yasasina uygun davranan siire¢lerin modellenmesinde, bazi
zayifliklart oldugu bilinmektedir.

2015 yili itibariyle, Caputo-Fabrizio ve Atangana-Baleanu olmak uzere iki
tiirev tanim1 ortaya konmustur. Bu tiirevler, singiiler olmayan iistel tipten ¢ekirdege
sahiptir. Dolayisiyla ilgili tlrevler modelleme surecindeki eksiklikleri gidermekte ve
pek cok problemin analitik ¢éziimlerine ulasmasina imkan vermektedir. Bu sebeple
uygulama alanlar1 glinden giine artmaktadir.

Bir maddenin yatay olarak tasinmasi adveksiyon, yayilarak tasinmasi ise
diflizyon olarak ifade edilmektedir. Bir tasinim olayinda, adveksiyon ve diflizyonun
maddeye etki etmesi durumunda, problemin modellenmesi adveksiyon-difiizyon
denklemiyle ifade edilmektedir. Yer alti suyunun akisi, deniz suyunda kimyasal
reaksiyona giren sivinin yayilmasi, havaya salinan gazlarin atmosferi kirletmesi,
gozenekli ortamdaki 1s1 ve kiitle transferleri gibi bir¢ok taginim olay1 adveksiyon-
diflizyon denklemiyle ifade edilebilmektedir.

Bu c¢alismada, Atangana-Baleanu tirevli adveksiyon-difiizyon denkleminin
belli baslangig-sinir degerleri i¢in temel ¢oziimleri incelenmektedir. Bunun igin
Laplace ve Fourier integral doniisiim teknikleri kullanilmakta ve bir veya iki
parametreli Mittag-Leffler fonksiyonlari cinsinden temel ¢oziimler elde edilmektedir.
Ayrica, grafik c¢izimi i¢cin MAPLE programi kullanilip Kkesirli mertebenin ve
siriklenme hiz1 parametresinin etkileri yorumlanmaktadir.

ANAHTAR KELIMELER: Atangana-Baleanu tiirevi, adveksiyon-difiizyon
denklemi, Mittag-Leffler fonksiyonu, Laplace doniigiimii, Fourier doniisiimii, temel
¢cozum.



ABSTRACT

INITIAL-BOUNDARY VALUE PROBLEMS FOR LINEAR ADVECTION-
DIFFUSION EQUATION WITH ATANGANA-BALEANU DERIVATIVE
MSC THESIS
AYLIN YETIiM
BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE

MATHEMATICS

(SUPERVISOR: ASSIST. PROF. DR. DERYA AVCI )

BALIKESIR, JUNE 2019

Fractional calculus is defined as the extension of integer order derivatives and
integrals to arbitrary order. Fractional operators give the opportunity to model the
reality of the problem for many real-world problems, for this reason, they are used in
applied mathematics, science and engineering. The most commonly used operators
are Riemann-Liouville and Caputo fractional derivative operators. Although these
fractional derivatives have the advantage of modeling problems, they often cause
difficulties in finding analytical solutions since they are defined by the kernel
function in the singular structure. In addition, it is known that these derivatives have
some weaknesses in the modeling of processes that comply with the law of
exponential function in nature.

By year of 2015, two derivative definitions, Caputo-Fabrizio and Atangana-
Baleanu, have been put forward. These derivatives have a non-singular exponential
type kernel, therefore, the related derivatives eliminate the deficiencies in the
modeling process and enables analytical solutions to many problems.

Horizontal transport of a substance is referred to as advection and diffuse
transport is referred to as diffusion. In a transport event, if the advection and
diffusion affect the substance, the modeling of the problem is expressed by the
advection-diffusion equation. Many transport phenomena, such as groundwater flow,
diffusion of chemically reacted liquid in sea water, polluting the atmosphere by gases
released into the air, heat and mass transfers in porous media, can be expressed by
advection-diffusion equation.

In this study, fundamental solutions of advection-diffusion equation with
Atangana-Baleanu derivative under certain initial-boundary values are examined. For
this reason, Laplace and Fourier integral transformation techniques are used and
fundamental solutions in terms of one or two parameter Mittag-Leffler functions are
obtained. In addition, MAPLE program is used for graphing and the effects of
fractional order and drift velocity parameter are interpreted.

KEYWORDS: Atangana-Baleanu derivative, advection-diffusion equation, Mittag-
Leffler function, Laplace transform, Fourier transform, fundamental solution.
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1. GIRIS

Adveksiyon olay1 basit anlamiyla bir maddenin sivi veya gaz icerisinde yatay
olarak tasinmasi, diflizyon ise bir maddenin ayni sekilde madde igerisinde yayilmasi
olarak ifade edilmektedir. Madde sivi veya gazin igerisine birakildiginda bu maddeye
iki olay da etki edebilir. Yani madde yatay olarak tasinirken bir yayilma gosterebilir.
Bu olay adveksiyon-difizyon denklemiyle ifade edilmektedir. Bu denklem ile
okyanuslardaki veya herhangi bir su toplulugundaki kirlilik, havaya karigan zararl
gazlarin yayilmasi ve ayni1 zamanda yeralti suyu olusumlarindaki kirlilik gibi bir¢ok

doga olay1 agiklanabilmektedir.

Kesirli analiz, tam say1 mertebeli tlirev ve integrallerin tam say1 olmayan
mertebeye genisletilmesi seklinde tanimlanir. 1695 yilinda Leibniz ve L’Hospital
arasindaki  mektuplasmalar ile kesirli analiz  ¢alismalarinin  basladig
varsayilmaktadir. Bu alanda birgok bilim adami yeni tiirev tanimlar1 gelistirmistir.
Bu tamimlar Grunwald-Letnikov, Riemann-Liouville, Caputo, Hadamard, Marchaud,
Riesz, Riesz—Miller, Miller-Ross, Weyl, Erdélyi-Kober tiirev tanimlaridir.
Literatirde kesirli tirev ile ilgili sik¢a kullanilan tiirevler Caputo ve Riemann-
Liouville kesirli tiirevleridir. Bu tiirev tanimlar;; madde tasmimi, akiskanlar
mekanigi, popiilasyon modelleri, kontrol sistemleri, finansal degisimler gibi pek ¢ok

gercek hayat problemine etkili bir sekilde uygulanmistir.

Geleneksel kesirli tiirev tanimlar1 her ne kadar literatiirde yaygim kullanim
alan1 bulsalar da tanimlarindan kaynaklanan bazi zayif yonleri bulunmaktadir.
Geleneksel tiirevlerin zayifliklarin1 gidermek amaciyla 2015 yilinda Caputo-Fabrizio
[1] ve 2016 yilinda Atangana-Baleanu [2] tiirev tanimlari ortaya konmustur. Bu tiirev
tanimlar1, ¢ekirdek fonksiyonun degistirilmesiyle olusturulmustur. Is1 transferi
sistemlerinde, kapali akifer igindeki yeralti suyu akisi, sig su yiiziindeki dalga
hareketi, elektrik devreleri, dielektrik ortamda elektromanyetik dalgalar gibi

problemlerde basariyla kullanilmiglardir [3-8].



Bu tezde Atangana-Baleanu tirevli adveksiyon-difizyon denklemi farkl

tanim bolgelerinde ele alinmastir.

Bu baglamda tez bes ana boliimden meydana gelmistir.

Ikinci boliimde, temel kiitle ve 1s1 transferi tiirleri incelenmistir.

Uclincti boltimde, kisaca kesirli analizin tarihsel gecmisi, kesirli analizin baz1
temel fonksiyonlari1 ve 6zellikleri, baslica kesirli tiirev tanimlari, Laplace ve Fourier
doniistimleri ve bunlarin temel O6zellikleri, singuler olmayan cekirdekli tirev

tanimlari, 6zellikleri ve neden tercih edildigi verilmistir.

Dordlncu bolimde, adveksiyon-diflizyon denkleminin ortaya ¢ikisi, tanimi

ve bununla ilgili yapilan galismalar yer almistir.

Besinci boliimde, Atangana-Baleanu kesirli tiirevi ile olusturulan adveksiyon-
diflizyon denkleminin reel eksende Cauchy ve kaynak problemlerinin yari sonsuz ve
sonlu araliklarda Cauchy ve Dirichlet problemleri ele alinmistir. Temel ¢oziimler

grafik yorumlar ile birlikte verilmistir.

Altinc1 bélimde, ¢alismanin sonuglar1 degerlendirilmistir.



2. TEMEL KUTLE VE ISI TRANSFERI TURLERI

2.1  Adveksiyon

Sivinin veya havanin hareketi sonucunda atmosfer icindeki herhangi bir
0zelligin veya bir maddenin yatay hareket ile tasinimina adveksiyon denir. Burada
stvi olarak adlandirilan maddeyi su olarak kabul edebiliriz. Okyanuslardaki su
akintilarinda veya atmosferdeki biiyiik ¢capli hava hareketlerinde adveksiyon olusur.
Eger tasinim mekanizmasi saf adveksiyon ve kirletici tek pargacik olarak kabul edilir
ise bu pargacigin hizi akimin ortalama hizina esit bir hizla tasinmaktadir. Béylece bir
parcacigin konumu, hareketinden t siire sonraki hizi ile zamanin ¢arpimi olan Vt
bicimindedir. Bu sekilde bir pargacik kiimesi diisliniildiigiinde bu kiimedeki biitiin
parcaciklar benzer yer degistirmeyi yapacaklardir. Teorik olarak bu taginim
siirecinde maddenin sekli aynm1 kalmaktadir. Bu durum adveksiyon olarak ifade

edilmektedir.

2.2  Difuzyon

ilk olarak Brownian hareketin tanimini yaparsak, Brownian hareket aymi
zamanda rastlantisal hareket olarak ifade edilmektedir. Rastlantisal hareket, t0z
parcgaciklar1 veya polen gibi biiylik parcaciklara sivi veya gaz molekiilleri gibi kiiciik
pargaciklarin etkisi sonucunda olusan hareket olarak tanimlanir. Bir hareketsiz suyun
icinde bir parcacik alirsak bu pargaciga etrafindaki su molekiillerinin Brownian
hareketinden dolay1 kuvvetler etki etmektedir. Bu parcacik eger su ile aym
yogunlukta ise Brownian hareketin rastgele dogasindan dolay1 parcaciga etki eden
net bir kuvvet olmamaktadir. Bundan dolay1 bu pargacik bir sure ilk konumunu
korumaktadir. Ama bir pargacik kiimesi ele alinirsa pargacik hareketini belirlemede
pargacik sayist 6onemli hale gelmektedir. Alinan bir pargacigin herhangi bir yone
gitme olasilig1 esittir. Fakat maddelerin arasinda derisim farki var ise pargaciklar
derisimin yiiksek oldugu yerlerden az oldugu yerlere dogru ilerler. Bu durum

difizyon olarak ifade edilmektedir. Fiziksel olarak diflizyon olayi, molekdler

3



difiizyon ve tiirbiilanshi difiizyon olmak {izere ikiye ayrilmaktadir. Molekdler
diflizyon; durgun ve akinti olmayan sivi veya gaz ortaminda asili duran pargaciklarin
rastgele hareketi sonucu tasinmasidir. Tirbiilanshh difiizyon ise tlirbiilansli bir
akigkanin igerisinde maddenin daha biiyiik derisimde rastgele hareketleri sonucu

olusan taginim mekanizmasidir.

Eger difizyon taniminda kullanilan hareketsiz madde yerine akisin oldugu bir
madde ele alinirsa adveksiyon ve difiizyon siiregleri birlesecektir. Parcacik kiimesi
adveksiyon tanimindaki gibi hiz ¢arpi zaman olarak ifade edilen Vt kadar yer
degistirecektir. Fakat diflizyon etkisinden dolay1 seklini koruyamayacak ve
dagilacaktir. Bu taginan parcaciklar, ¢cevredeki diisiik derisimli bolgelere dagilmaya

devam edecektir. Bu dagilmanin etkisiyle tasinan kiime genisleyecektir.

>

Eonum

O -
O

O . .
T T

(@) (b)
Sekil 2.1: (a) Adveksiyon, (b) Diflizyon iletim slregleri.

konum

Kiitle transferiyle benzer yapiya sahip olan 1s1 transferi iki madde arasinda
1sinin degismesiyle olusan fiziksel termal enerjidir. Sicaklik arttikga molekiillerin
hareketi ve titresimi artar. Bu yiizden kinetik enerji yuksek sicakliktaki bdlgeden
daha disiik sicakliktaki bolgeye dogru aktarilir. Ist iletimi kondlksiyon (iletim),

konveksiyon (tasinim) ve radyasyon (1sinim) olarak temel anlamda siniflandirilabilir.



2.3 Konduksiyon

Molekiillerin dogrudan birbiri ile ¢arpismasi sonucu olusan 1s1 transferine
iletim yolu ile 1s1 transferi denir. Bu transfer boyunca kiitle degisimi yoktur. Kinetik
enerji, yuksek enerjiye sahip bir alandan diisiik enerjiye sahip bir alana taginir. Bu
tasinma sirasinda yiiksek hizdaki parcaciklar diisiik hizdaki parcaciklarla carpisir. Bu
carpigma sonucu hizi diisiik olan parcaciklarin da Kinetik enerjisi artar. Konduksiyon
fiziksel temas yolu ile gergeklesen en yaygin 1s1 transferi yontemidir. Bir demir
cubugu atesin lizerine yerlestirdigimizde gubukta olusan 1s1 bu 1s1 transferi yontemine
ornek olarak verilebilir. Herhangi bir cisimde sicaklik akigi daima kinetik enerjisi
ylksek olan bolgeden diisiik olan bolgeye dogru veya sicaktan soguga dogru olur.
Farkl1 sicakliktaki iki madde arasinda termal denge saglandiginda 1s1 transferi durur.
Karmasik olmayan bir 1s1 iletimi probleminde iletilen 1sinin miktar1 asagidaki

denklem ile hesaplanir.

T

) |/ (21)

Q [kxAx(T

sicak

Burada kullanilan Q = birim zamanda transfer edilen 1s1 miktari, k = 1s1 transferi

iletim katsayisi, A= 1s1 transferi yiizey alani, T, = sicak bolgenin sicakligi,
Tz = soguk bolgenin sicakligi, d = malzemenin kalinhigini ifade etmektedir.

2.4  Konveksiyon

Akiskan bir madde iginde 1simnin kiitle hareketi araciligiyla tasinmasina
konveksiyon denir. Akiskan bir madde 1sitildiginda olusan 1s1 farkindan dolay1 termal
enerji de tasinir. Isitilan bir sivi genisler. Bu yiizden sivi daha az yogunlasir ve
yukselir. Molekdl dizeyinde diistiniirsek molekillere termal enerji uygulandiginda
molekiiller genisler. Sivi kiitlenin sicakligi arttikga dogru orantili olarak bu
molekiillerin genislemesinden dolay1 sivinin hacmi de artar. Sivi lzerinde bu etki

stvinin yer degistirmesine sebep olur. Yani sicak madde yiikselirken soguk madde



asagiya coker. Asagidaki denklem ile konveksiyon 1s1 iletimi birim zamanda elde

edilen 1s1 transferi miktar1 hesaplanabilir.

Q=h xAx(T,-T,) (2.2)

Bu denklemde Q = birim zamanda transfer edilen 1s1 miktari, h, = tagmm ile 1s1

transferi katsayisi, A= 1s1 transferi yiizey alani, T, = yilizey sicakligi, T, =

akiskanin sicakligini ifade etmektedir.

2.5 Radyasyon

Elektromanyetik dalgalarin yayinimi ile olusan 1s1 transferine radyasyon ile
1s1 transferi denir. Maddenin temel yapisini atomlar olusturur. Atomlarin ¢ekirdegi
proton ve noétrondan olusmaktadir. Aynmi zamanda ¢evresinde dénmekte olan
elektronlar mevcuttur. Yiukli proton ve elektronlarin hareketi, elektromanyetik
dalgalarin yayilmasina neden olur. Is1 radyasyonuna ornek olarak Giines verilebilir.
Glines radyasyonla 1s1 yayilimi sayesinde Giines sistemi boyunca 1s1 yaymaktadir.
Radyasyon ile taginimda kiitle degisimi yoktur. Saf radyant enerji 151k hizinda
hareket eder. Termal radyasyon Stefan-Boltzman yasasi kullanilarak asagidaki

sekilde hesaplanir.

P=exox Ax(Tr4 —TC4) (2.3)

Denklemde P = toplam gig, e = yayilabilme katsayisi, o = Boltzmann sabiti, A=

radyasyon alani, T, = gevrenin sicakligin1 gostermektedir.
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)

Sekil 2.2: Is1 iletimi tiirleri: (&) Konveksiyon, (b) Kondiksiyon, (c) Radyasyon.

(©)

Bahsedilen 1s1 iletim tiirlerinin gergek hayattan 6rnek bir gosterimi sekil 2.2
de verilmistir. Burada (a) sekliyle ifade edilen, 1simin yiikselmesinden dolay1
konveksiyonu ifade etmektedir. Isinan hava genislemekte bu yiizden (b) sekilli
gosterim ¢ubuktaki molekiiller ile 1sinin yayilimini ifade eden konduksiyondur. Son
olarak (c) gosterimi manyetik dalgalar ile 1sinin yayilmasini gostermektedir. Bu da

bilindigi gibi radyasyon ifadesidir.



3. KESIRLi ANALIZIN BAZI TEMEL KAVRAMLARI

Bu bolimde, camsi veya gozenekli ortamdaki madde iletimi, dielektrik
materyallerin davraniglari, polimerlerin yapisal Ozellikleri, kalitimsal O6zellikler,
hafizali mekanik sistemler gibi bir¢cok karmasik dinamigi tanimlamak i¢in kullanilan
gucli bir ara¢ olan kesirli analizin bazi temel fonksiyonlari ve sik¢a kullanilan

Riemann-Liouville ve Caputo tiirevlerinin tanimlari verilmektedir.

3.1 Tammm (Gamma Fonksiyonu [9]): T'(.) notasyonu ile gosterilen gamma

fonksiyonu, T': C/{0,-1,-2,...} > C igin

IXx)ziéﬁ*Ht (3.1)

bi¢iminde tanmimlanmaktadir. Gamma fonksiyonu, faktoriyel fonksiyonunun keyfi

mertebeye genislemesi olarak ifade edilen bir fonksiyondur. Asagidaki o6zelliklere

sahiptir.
i.  T(x+1)=x!, (xeN), (3.2)
i, T(x+1)=x(x), (3.3)
i r(%}ﬁ, (3.4)
iv. T(x)[(1-x)= Sin”ﬂx , (3.5)



v.  Gamma fonksiyonu x =-n, (n=0,1,...) noktalarinda basit kutba sahiptir.

3.2 Tamim (Beta Fonksiyonu [9]): Beta fonksiyonu

B(xy)= jt“ (1-t)" dt,

integraliyle veya buna denk olarak

2
B(xy)=2[(sin@)"" (cos0)”" do,
0

integralleriyle tanimlanir.

Gamma fonksiyonu ile arasinda asagidaki bagintilar mevcuttur:

i.  B(x1-x)=T(x)I'(1-x)=

(3.6)

3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)

3.3 Tamim (Tek Parametreli Mittag-Leffler Fonksiyonu [9]): & >0 olmak Uzere

E, (.) notasyonu ile gésterilen ve



3 , 0, C 3.11
kzz(;l" ak+) @>52e (3.11)

bigiminde tanimlanan fonksiyona bir parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu denir.

Bu fonksiyon (Ustel fonksiyonun bir genellestirilmesi olarak ifade
edilmektedir. 1903 yilinda Isvegli bir matematik¢i olan Magnus Gustaf Mittag-

Leffler tarafindan bulunmustur. Ozel halde, « =1 alindiginda

© Zk 0o 7 ,
z):;r(kﬂ):zﬁze (3.12)

olur.

3.4 Tamim (Cift Parametreli Mittag- Leffler Fonksiyonu [9]):a >0 ve >0

olmak Uzere ¢ift parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu

il“ k< B) ,2€C, a,peC, a,>0 (3.13)

bi¢iminde tanimlanir.

1953 yilinda Ravi P. Agarwal ve Arthur Erdelyi tarafindan bulunmustur. o

ve [ parametrelerinin 6zel segimleriyle bilinen bazi fonksiyonlara doniismektedir.

i E,.(z)=E,(2). (3.14)

10



Ell<2>:§;r<§+l)=e“ (3.15)
E“(Z)_kir(kziz) %ﬁ;(f:)fe;l’ (3.16)
Ez'l(zz):kir(zz;kﬂ):Z(gzkk) = cosh(2) (.17

) Sy a1 61

Kesirli diferansiyel denklem ¢oziimlerinde siklikla ortaya ¢ikan Mittag-Leffler

fonksiyonun bazi geometrik davranislar1 asagidaki grafiklerle verilmistir [10].

1.00

0.25

0.00

1.00

0.75

Eqal—x)

0.50

0.25

0.00

0

Sekil 3.1: (@) 0<a <1 icin E, (-

(a) (b)

x) tek parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu (b) 0 <« <1 i¢in

E,. (—x) ¢cift parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu.
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3.5 Tamim (Riemann-Liouville Kesirli Integrali [9]): [a,b] (—o<a<b <)

araliginda tanimlanan bir f (t) fonksiyonunun « katli sol ve sag Riemann-Liouville

kesirli integrali sirasiyla

a|ff(t):rLa)j(t_f)“'lf(r)df, t>a, a>0, (3.19)
tlg‘f(t)=ﬁjl(r—t)alf(r)dr, t<b, a>0. (3.20)

olarak tanimlanir.

Bu integral tanimu klasik katli integral yaklasimiyla veya sabit katsayili lineer
diferansiyel denklemlerin Laplace doniisiimii yontemiyle ¢oziimii esnasinda ortaya
cikar. Faktoriyel fonksiyonunun gamma fonksiyonu ile yer degistirmesi fikriyle de

genellestirilmis olur.

3.6 Tamim (Riemann-Liouville Kesirli Tirevi [9]): f, [a,b]c R tizerinde

integrallenebilen zaman degiskenli bir fonksiyon ve N—=1<a<n (n eN+) olmak

Uzere a. mertebeden sol ve sag Riemann-Liouville kesirli tiirevleri sirasiyla

RLa 1 d " n-a-1
RLa 1 d " n-a-1
D f (t):m(_aj J(e-0 1 (e)ae (3.22)

12



seklinde tammlamr. o €Z” olmasi  durumunda ®;Dff (t)= (—j ve

DI f(t)= (—%) seklinde tam say1 mertebeli tiirevlere doniisiir.

Riemann-Liouville (RL) kesirli tiirevinin o6zelliklerini asagidaki gibi

siralayabiliriz.

1) p>0 ve t>a icin %DP("DPf(t))=f(t)dir. Bu da RL kesirli tiirev
operatériniin ayni1 p. mertebeden RL Kkesirli operatoriin sol tersi oldugu

anlamina gelmektedir.

2) k-1< p<k olacak sekilde

K ) t_a)p*J
D P (D2 (1)) =f(t)=Y | D2 f (t () 3.23
D (WP H(Y)=1 (-2 %D ()Lr(p_m) (3:23)
ifadesi elde edilir.
3) f(t) slrekli olmak lizere
"DP ("D (1)) = DU (1) (3.24)

seklindedir. Eger p>q>0 ise ", D f (t) tiirevi mevcuttur.

4 D (YDEF (1) = DE T ()= X[ o <t>l_ar((t%3_,-) (325)

esitligi saglanir.

13



3.7 Tammm (Caputo Kesirli Turevi [9]): f, n. mertebeden surekli tirevlenebilir

bir fonksiyon ve n-l1<a<n (neN") olmak tzere sol ve sag kesirli Caputo

tiirevleri sirasiyla

olarak tanimlanir.

RL ve Caputo turevleri arasinda iligski soyledir:

SO f (t)=[ Dr1< | 5De f (1)

= D[ 146D7 f (1) ]

n-1 tk
= D¢ f(t)- (0
ot (h)-S - t0(g)
o ST (k—a+1)
veya
RLD”’f(t):CD‘”f(t)+nZ_lLf(k)(O).
ot ot kzor(k—a+1)

14

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)



3.1 Teorem: f fonksiyonu her sonlu (a,t) araliginda siirekli ve
integrallenebilir bir fonksiyon olsun. m, m—-1< «a <m olacak sekilde pozitif bir tam

sayl ve o« herhangi bir pozitif sayir olmak iizere f (t), (k=012,...,m-1)
tirevleri de [a,t] kapali aralifinda siirekli ve integrallenebilir olsun. Bu takdirde

eger k=0,1,2,...m—-1icin f® (a)=0 sartlar: saglanirsa

"D f(t)=35Df f(t) (3.30)

esitligi saglanir.

Kesirli analizin dnemli iki tirevi olan RL ve Caputo kesirli tlirevlerinin bazi

yonlerden karsilastirmalar1 asagidaki gibi ifade edilebilir:

I.  RL kesirli tiireviyle tanimlanan baslangi¢ deger problemleri limit durumunda

ifade edilen

(3.31)

baglangic  kosullarin1  gerektirebilmektedir. Bu tip kosullar ~matematiksel
hesaplamalarda oldukca kullanigli olmasina ragmen fiziksel olarak yorumlanabilir

olmadiklarindan uygulamada ¢ok kullanisli olmayabilirler.

ii.  Caputo kesirli tiirevinin Laplace doniisiimii tam say1 mertebeli fiziksel olarak
yorumlanabilir  baslangi¢  kosullar1  gerektirir. Bu anlamda miihendislik

uygulamalarinda yaygin olarak kullanilmaktadir.

15



ct™
Nl-eo)

iii.  Birsabitin RL kesirli tiirevi ""D“c = #0, >0, t>0dir. Bu ise yine

fiziksel olarak yorumlanabilir bir sonu¢ degildir. Buna karsin sabitin Caputo tiirevi

sifirdir.

iv. RL ve Caputo kesirli tiirevleri arasindaki diger 6nemli bir fark ise, Caputo

trevi igin
D7 (SO f (1))=SDm f (1), (M=0,12,..;n-1<a<n) (3.32)

olmasina karsin RL kesirli tlirevi igin

DM (D f(t)=,Dr (1), (M=0,12..;n-1<a<n) (3.33)

olmasidir. (3.32) ve (3.33) denklemlerinde diferansiyel operatorlerin yer

degistirebilmesi asagidaki kosullar altinda miimkiin olmaktadir.

SO (SO (1)) = $D 5Dy f (1)) = SDy ™ f (1)

f“)(o):o, s=nn+l..m (Mm=012,..;n-1<a<n)
(3.34)

aDtm(aDtaf (t))= aDtO!<aDtmf (t))= D (t)

f¥0)=0, s=012,..,n-1 (M=0,12,..;n-1<a<n)

(3.34) esitliginden de gorilmektedir ki RL yaklasiminin aksine, Caputo tlirevinde
£ (0)=0, (s=0,12,..,n-1) degerlerinde herhangi bir kisitlama yoktur.

v.  Caputo anlaminda bir fonksiyonun kesirli tiirevinin var olabilmesi igin tam
saylr mertebeden tiirevlenebilir olmasi gerekir ki bu sart, RL kesirli tlrevindeki

stireklilik sartina gére matematiksel olarak daha agir bir kosuldur.

16



vi. Ortak dezavantaj, singiler ¢ekirdek fonksiyonu ile tanimlanmalari
problemlerin analitik ¢ézimlerinin bulunmasini ¢ogunlukla giiclestirir. Literaturde

siklikla nlimerik ¢aligmalara rastlanmasinin nedeni budur.

3.1  Laplace integral Déniisiimii ve Ozellikleri

3.1.1 Tammm (Laplace Dontlisimii [10]): f,t>0 zaman degiskeninin tek

degerli bir fonksiyonu olsun f (t)'nin Laplace doniistimii

L{f(t)}=1"(s)=] f(t)e”dt, seC (3.35)
0
bi¢iminde tanimlanir.

3.1.2 Tamm [11]: Bir T >0 icin e | f (t)| < M olacak sckilde M >0 ve «

sabitleri varsa f (t) fonksiyonuna, t — oo durumunda « Ustel mertebedendir denir.

3.1.3 Tamm [11]: Bir f(t) fonksiyonunun Iimf(t):f(tg) ve

totg

lim f (t)= f(tg) sag ve sol limitleri var iken f(tg);t f(tg) ise f'nin t,

toty

noktasinda bir sigrama stireksizligi vardir denir.

3.1.4 Tammm [11]: Eger bir f(t) fonksiyonu sigrama siireksizligine sahip
oldugu sonlu sayida nokta harig [a,b] araliginin  her noktasinda siirekli ise

fonksiyona pargali siireklidir denir.

17



3.1.1 Teorem [11]: f fonksiyonu [0,00) araliginda pargali siirekli ve bir «

reel sayisi icin « Ustel basamaktan ise L{f(t)} Laplace déniisiimii S >« igin

mevcuttur.

3.1.5 Tammm (Ters Laplace Doniisiimii [10]): t>0 ve L{f(t)}: f*(S)

olsun. O halde ters Laplace doniisiimii

Lfl{ f*(s)} = f(t) :i_cmc f'(s)e*ds, t>0,ceR", (3.36)

Cc—ioo

seklinde tanimlanir.

Laplace doniisiimiiniin baz1 temel 6zellikleri asagidaki gibidir:

i (Lineerlik Ozelligi) £{g(t)}=G(s) ve L{f(t)]=F(s) vec,c,eR

olmak Uizere

Licf(t)+c,g(t)f=cL{f(t)}+c,L{g(t)}=cF(s)+c,G(s)  (3.37)

bagintisi gegerlidir.

t
ii.  f(t) fonksiyonunun integrali I{f(t)}=jf(r)dr olmak tizere Laplace
0

doniistimii L{If (t)}:%f*(s) dir. Benzer sekilde f (t) fonksiyonunun m kath

t 1’} tn1
1"f(t)= Idtljdtz... I f (t,)dt, integralinin Laplace doniisiimii
0

0 0

18



LOmF(O)} == 17(s) (3.39)

olur.
iii.  f,f',..., f™Y tirevleri surekli ve tstel mertebeden ve f™ parcali siirekli
ise
. m-1
L{EM ()} =s""(s)- > 1 (07)sm (3.39)
k=0
seklindedir.
iv.  t>0 olmak tizere f(t) ve g(t) fonksiyonlarmin konvoliisyon ¢arpimi

RL ve Caputo kesirli tirevleri igin Laplace doniisiimii 6zellikleri asagida

verilmektedir.

3.1.6 Tammm (RL Kesirli Tiirevinin Laplace Doniisimii [10]): RL kesirli

tirevinin Laplace dontisiimii:

-1

3

L{Dg f(t)}=s"f7(s)- > DI"“f(07)s™™*, m-l<a<m.  (3.40)

k

Il
o
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dir.

Dikkat edilirse bu tanim, kesirli tiirevli baglangic kosullar1 gerektirmektedir.

3.1.7 Tammm (Caputo Kesirli Tiirevinin Laplace Doniisiimii [10]): Caputo

kesirli turevinin Laplace doniistimii

df(t) )N £ () 1
Lo =o' (s)-2 f©(07)s*™*, m-l<a<m. (3.41)
k=0

bagintisi ile tanimlanir.

Burada RL tiirevinden farkli olarak tam sayi mertebeli tiirevli baslangig
kosullar1 yer almaktadir. Bu ise Ozellikle analitik ¢oziim aranilan problemlerde

Caputo tiirevini kullanish yapmaktadir.

3.2 Ters Laplace Doniisiimii ile Mittag-Leffler Fonksiyonu
Arasindaki iliski

Kesirli tirevli diferansiyel denklemlerin analitik ¢6zumleri bulunurken ters
Laplace donitisiimii uygulandiginda iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu elde

edilir:

L‘l{ s } =t"'E, ,(-bt*). (3.42)

Ozel halde g sirasiyla f=1, f=2 ve B =a alindifinda;

20
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- Sa72 Y
“ 1{S“+b} :tE“'Z(_bt ) (3.44)
— 1 o—. o
L 1{s“+b} = t“* E,  (-bt*). (3.45)

sonuclarina ulasilir. Analitik ¢oziim siirecinde eger bu bagintilarla sonug elde
edilebiliyorsa bu oOnemli bir avantajdir. Ancak bazen ters Laplace doniisimii
alindiginda Mittag-Leffler gibi 6zellikleri bilinen cebirsel fonksiyonlar ortaya ¢ikmaz

ve bu yuzden Laplace doniisiimii i¢in niimerik yontemlere basvurulur.

3.3 Fourier integral Déniisiimii

3.3.1 Tamm (Ustel ve Ters Ustel Fourier Déniisiimleri [10]): —oo < X < o0

araliginda tanimlanan bir f(X) fonksiyonu eger mutlak integrallenebilirse yani

I | f (X)|dx integrali yakinsak ise Fourier (Ustel Fourier) ve ters Fourier doniisiimleri

sirastyla

F{f (x)}:?(g):%f f (x)e™dx, (3.46)
7T (&)= (x) :%j F()ede (3.47)

seklinde tanimlanir.



Bir fonksiyonun m. mertebeden tiirevinin Fourier dontisiimii

7,{0'” (X)}:(_ig)m 7(e) (3.48)

dx™

ve 6zel halde ikinci mertebeden tiirevinin Fourier doniisiimii

5:{@}:_52?(5) (3.49)

bigimindedir. Bu 6zellik diferansiyel denklem c¢dziimlerinde sik¢a kullamlir. Ustel

Fourier doniisiimiiniin konvoliisyon 6zelligi soyledir:

F(O)(8) == [ f(x-u)g(u)au.  (350)

3.3.2 Tanmm (Sin-Fourier ve Ters Sin-Fourier Dontigiimleri [10]):0< X <o

arahifinda mutlak integrallenebilir bir f(x) fonksiyonunun sin-Fourier ve ters

doniisiimii sirasiyla asagidaki bigimde tanimlanir:
7—”{f(x)}:?(g):jf(x)sin(xg)dx, (3.51)
0

FHT(E)=1(x) :%ﬁ(g)sin(xg)dg. (3.52)

22



Eger bir sinir-deger problemi Dirichlet sinir kosullar1 altinda tanimlanmissa
sin-Fourier doniisiimii uygulanarak ¢dziime ulasilir. Ikinci mertebeden tiirev igin

doniistimiln 6zelligi

(3.53)

olmaktadir.

3.3.3 Tamum (Cos-Fourier ve Ters Cos-Fourier Doniistimleri [10]): 0< X <

arahginda mutlak integrallenebilir bir f(x) fonksiyonunun cos-Fourier ve ters

doniigiimii sirasiyla asagidaki bigimde tanimlanir:

?‘{f(x)}:?(dj):Tf(x)cos(xg)dx, (3.54)
7T =100 =2] T (£)eos(x¢) oz (355

Benzer sekilde ikinci mertebeden turevin cos-Fourier doniistimii

(3.56)

¢{M}:_§z?(§)_ df (x)

dx? dx

x=0

dir. Bu 6zellikten de goriildiigii gibi eger Neumann sinir kosullart altinda sinir-deger

problemi ¢ozlluyorsa cos-Fourier doniisiimii uygulanir.
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3.3.4 Tammm (Sonlu Sin-Fourier ve Ters Sonlu Sin-Fourier Doniistimleri

[10]): 0 < x < L arahiginda tanimlanan f (x) fonksiyonunun sonlu sin-Fourier ve ters

doniisiimii, &, :kT”(k =1,2,...) olmak lizere

T{f(x)}=?(§k)=j‘ f(x)sin(x&,)dx, (3.57)
FHT(E) =t (x):%g?(gk)sin(xgk ) (358)

olarak tanimlanir. Yine ikinci mertebeden tiirev igin Dirichlet sinir kosulu gerektiren

baginti

A gt@a[ro- ] e

bigimindedir.

3.3.5 Tamm (Sonlu Cos-Fourier ve Ters Sonlu Cos-Fourier Doniistimleri

[10]): 0<x < L arahginda tammlanan f (x) fonksiyonunun sonlu cos-Fourier ve ters

doniisiimleri, &, :kT”(k =1,2,...) olmak iizere

¢{f(x)}:?(§k):f f (x)cos(x&, )dx (3.60)
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olacak sekilde tanimlanir. Burada, toplam sembollnin Gzerindeki tirnak gosterimi,
k=0 a karsilik gelen terimin 7 ile carpilmast gerektigini belirtir. Neumann smir

kosulu altinda tiirev 6zelligi

.\ (_1)k dfd(xx)

x=0

T{de(Zx)}z_gﬁ(gk)_df_(m (3.62)

dx dx

x=L

bagntisi ile verilir.

3.4  Singuler Olmayan Ustel Tipten Cekirdek Fonksiyonlu Turev

Operatorleri

3.4.1 Caputo-Fabrizio Turevi

Bilindigi tizere RL ve Caputo gibi geleneksel kesirli tirev tanimlar1 singiiler
yapidaki kuvvet ¢ekirdek fonksiyonu icerir. Teorik olarak kendiliginden ortaya ¢ikan
bu tipteki ¢ekirdek fonksiyonlar1 matematiksel modellemede iki sebepten zorluk
ortaya ¢ikarmaktadir. Bunlardan ilki, singtleriteden kaynaklanan hesapsal zorluk ve
yogun niimerik hesaplamalarin gerekliligidir ki bu ¢ogu zaman olduk¢a karmasik
bilgisayar algoritmalarinin gelistirilmesiyle asilabilir. Bu ise hem zaman hem de
maliyet acisindan dezavantaja doniisebilir. ikinci zorluk ise kuvvet fonksiyonu
seklindeki ¢ekirdek fonksiyonlarinin dogada iistel tipten davranig gosteren olgularin
modellenmesindeki yetersizlikleridir. Ornegin, birden fazla reaksiyona giren
maddenin yer aldig1 bir kimyasal reaksiyon olayindaki konsantrasyon degisimi,
akiferlerdeki yer alti suyunun yayilimi, 1s1 transferi, metabolizma igindeki ilag
salmimlar1 ve toksik maddelerin tasinimi, elektromanyetik radyasyon yogunlugu,
mekanik sarkaclarin soniimleri gibi ¢ok sayida olay tistel fonksiyon yasasina uygun

davranir. Tim bunlar1 géz oniine alarak Caputo ve Fabrizio 2015 yilinda Caputo

kesirli turevinin ¢ekirdek fonksiyonu olan (t—7)™* ifadesini exp(—%tj ifadesi
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katsayisini M)
I'l—a) l-a

ile

katsayis1 ile degistirerek asagidaki tanimi elde

etmislerdir.

3.4.1.1 Tamm [12]: (a,b) araliginda bir boyutlu Sobolev uzay1

H*(a,b) ={u | u mutlak siirekli ve u’ € L* (a,b)} (3.63)

olarak tanimlanir.

3.4.1.2 Tamm (Caputo-Fabrizio Tiirevi [1]): f e H'(a,b), b>a ve 0<a <1

olmak lzere Caputo-Fabrizio turevi

M (@)

)i f’(r)exp{—M}dr (3.64)

D f(t)=

l-« l-«

—

biciminde tanimlanir. Burada M(a), M(0)=M(1)=1 sartim1 saglayan bir

normallestirme fonksiyonudur.

Eger 6zel halde =179 e[0,0] ve a=

€[0,1] olarak alimrsa tamm
a l+o

asagidaki formda ifade edilir:

FD?(f (1)) =¥j £(x) exp[—(t%._r)}dr. (3.65)
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Dikkat edilirse Caputo-Fabrizio (CF) tirevinde de Caputo turevindeki gibi
sabitin tirevi 0’dir. Ancak Caputo tiirevinden farkli olarak CF taniminda t=17

noktasinda singulerite yoktur.

CF tirevi Hl(a,b) ait olmayan fonksiyonlara da uygulanabilir. ae(O,l]

icinve f e L'(—o,b) olmak tizere

Dt (1) = XM (“)_jm(f (t)- f (T))exp[—m}df (3.66)
Ayrica

I|m—exp{ (t= T)} S(t—7) (3.67)
(o2

-0 o

ozelligi goz oniine alinarak
Ilm CFD”’f(t)—llm N(o )J.f '(r )exp{ (t= )}d = f'(t) (3.68)
o

oldugu gorilir. Diger yandan, « — 0 (G - +oo) oldugunda,

lim <7D (1) = L@)%i f’(z-)exp[_ al(t—r)}dr
(3.69)
ﬂimMj'f’(f)exp{ (t- )}d — f(t)- f(a)
O—0 o A
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elde edilir.

0 < a <1olmak Uzere CF tirevininin Laplace doniisiimii konvoliisyon 6zelligi

g6z Oniine alinarak asagidaki bicimde elde edilebilir [1].

L { D f (t)} = ﬁzexp (—st)! f'(r)exp {— al(t__ar)

}drdt

24

1 , at
zl—L{f (t)}L{exp[—l—}} (3.70)

_sL{f(t)}—f(O)
- s+a(l-s)

L£{% D (1)) = 1#1;{ £7(t)} L{exp{—lit}}

s -
(3.71)
_SPL{f(t)}-sf(0)- f'(0)
- s+a(l-s)
LoD (1)) = 1 (t)}L{exp{—%}}
(3.72)
s™L{f(t)}-s"f(0)-s"f'(0)—...— " (0)
- s+a(l-s)

3.4.2 Atangana-Baleanu Kesirli Tlrevi

Atangana ve Baleanu 2016 yilinda CF kesirli tlrevindeki Ustel cekirdek

fonksiyonunu Mittag-Leffler fonksiyonu ile degistirerck daha genel bir tanim elde
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etmislerdir. Atangana-Baleanu tiirevi olarak bilinen bu yeni tanimin ortaya ¢ikisi

asagidaki yaklagima dayanmaktadir:

oy (D)
E (-t )_;F(akﬂ) (3.73)

fonksiyonunu goz Oniine alalim. t noktasmin bir komsulugunda exp(—(t—y))

fonksiyonunun Taylor serisi agilimi

exp(-a(t-y))= iw (3.74)

bicimindedir. Burada a = alinirsa ve (3.64) esitliginde yerine yazilirsa

l-«

oy (1 (1)) = M) s e 2 Wity oy (3.75)

ifadesi elde edilir. (3.75) esitligindeki k! terimi T'(ak +1) ve (t—y)k cekirdegi

(t—y)™ ile degistirilirse

oy (1 (1) =21 S o { dfd(yy)(t—y)“kdy (3.76)

sonucuna ulasilir. Bunun sonucu olarak, asagidaki tlirev tanimi ortaya konmustur.
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3.4.21 Tanmm (Caputo Anlaminda Atangana-Baleanu Turevi [2]):

f eH'(a,b), b>ave ae [0,1] olsun. Caputo anlaminda Atangana-Baleanu tirevi

B(a)

eopr (1) =29 [ (0, {—a (tx) }dx @)

-«

olarak tamimlanir. Buradaki B(«), CF tiirevinde yer alan normallestirme

fonksiyonudur.

Dikkat edilirse verilen fonksiyonun orijinde sifir olmasi durumu hari¢ o — 0
limit durumunda tiirev hesaplandiginda fonksiyonun kendisi elde edilemez. Bu

zay1flig1 gidermek i¢in tiirev tanimi1 RL formunda asagidaki bicimde de dnerilmistir.

34.22 Tamm (RL Anlaminda Atangana-Baleanu Tirevi [2]):

f eH! (a, b), b>ave ae [0,1] olmak {izere RL anlaminda Atanga-Baleanu tlrevi

ABR o B d
o0r (F(1) =20

j f(X)E, {—a (t=x)" }dx (3.78)

olarak tanimlanir.

Caputo anlaminda oldugu gibi sabit fonksiyonun tiirevi sifirdir. Sirastyla
Caputo ve RL anlaminda Atangana-Baleanu (AB) tlrevinin Laplace doniisiimii

ozellikleri

L{"%5D (1(1)}(s)= , (3.79)
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olarak bilinir. (3.79) ve (3.80) esitlikleri kullanilarak asagidaki teorem verilebilir.

3.4.21 Teorem [2]: fe Hl(a,b), b>avea e[O,l] olsun. TIki tiirev

arasindaki iliski

CDE (f (1)) = "22Dg (f(t))- B(a) ¢ (0)E, {—%t“} (3.81)
bagintisi ile agiklanir.

f, neNolmak Uzere n. mertebeden diferansiyellenebilir bir fonksiyon ise

£ (0)=0 (k=1,2,3,...,n) kosullar: altinda asagidaki bagint1 gegerlidir:

d"f(t)] d"
ABC ya _ ABR o
3.4.2.3 Tamm (Atangana-Baleanu Integrali [2]): Atangana-Baleanu integrali,

AB|a 21

W Ol=5 O s

f(y)(t—y) " dy (3.83)

0 e

o =0 oldugunda baslangi¢ fonksiyonunu saglanir ve « =1 oldugunda Kklasik

integral elde edilir.
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3.4.3 Literatiir Calismalari

RL ve Caputo kesirli tiirevleri, gergek diinya problemlerinden ortaya ¢ikan
kalitsallik ve bellek 6zelliklerini tanimlamak icin avantajli olsa da, her iki tiirev de
hafizali sistemlerdeki hafiza 6zelligini tam olarak ifade etmede yeterli degildir. Ayn1
zamanda tanimlarindaki ¢ekirdek fonksiyonu singiiler 6zellige sahip oldugundan
dolay1 analitik ¢oziimler elde etmek genellikle zordur [13-18]. Ayrica diflizyon, 1s1
transferi ve gerilme-gerinme iliskileri gibi birgok dagitic1 fiziksel siireg, gekirdek
fonksiyonuna tam olarak uymaz. Geleneksel kesirli tiirevlerin dogal tanimlarindan
kaynaklanan tum bu yetersizlikler, singtler olmayan gekirdekli yeni kesirli tirevlerin

tanimlanmasina sebep olmustur.

Bu eksiklikleri gidermek amaciyla ilk olarak 2015 yilinda Caputo ve Fabrizio
[1] kendi adlariyla anilan singiiler olmayan iistel ¢ekirdek fonksiyonlu kesirli tiirevi;
ardindan 2016 yilinda Atangana ve Baleanu [2] genellestirilmis Ustel fonksiyona
karsilik gelen Mittag-Leffler cekirdek fonksiyonlu kesirli tirevleri ortaya
koymuslardir. Bu operattrler mihendislik problemlerinde zaman filtreleri olarak da
diistiniilmektedir ve bu nedenle kesirli parametre bir tlrev mertebesi olmasinin yani
sira bir filtre regiilatorii olarak da islev gormektedir [19,20]. Bu yeni singiler
olmayan operatorler, uygulamali bilimlerin ¢esitli alanlarinda  madde
heterojenliklerini g6z 6nune almak ve farkli Glgeklerdeki bir¢ok tasima olayini
modellemek icin geleneksel kesirli tlrevlere oldukga iyi alternatif olmustur. Losada
ve Nieto [21], CF tirevinin kesirli integralini tanimlamislardir. Integral tanimim
kullanarak, Caputo ve Fabrizio [22], kesirli difizyon denklemiyle ilgili temel
matematiksel iligkiler ortaya koymuslardir. Caputo ve CF tirevlerinin bir kismi
diferansiyel denklem fiizerindeki etkilerini karsilastirmak i¢in Baleanu ve dig. [23]
bazi iterasyonel teknikleri kullanarak niimerik ¢6ziimleri vermislerdir. Rubbab ve
dig. [24], CF tirevli bir adveksiyon-diflizyon denkleminin Dirichlet probleminin
analitik ¢Oziimlerini incelemislerdir. Hristov [25], Jeffrey'nin {istel ¢ekirdegi
tarafindan modellenen aki gevsemesi i¢in Cattaneco modeli ile CF tiirevli 1s1
diflizyonu arasindaki gergek fiziksel iligskiyi vermistir. Yine, Hristov [26], CF
taniminin aki ile {istel bozunma yasasinin gradyani arasindaki temel bir iliskiden

kaynaklandigin1 gostermistir. Singh ve dig. [27], CF tureviyle tanimlanan bilgisayar
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virtsleri icin epidemiyolojik bir modelin ¢6ziminin varligini ve tekligini
incelemislerdir. Evirgen ve Yavuz [28], CF tirevli optimizasyon problemi igin
optimal ¢6zim yorungelerini arastirmislardir. Owolabi ve Atangana [29], CF tirevi
ile tanimlanan adi diferansiyel denklem icin yeni bir {i¢ adimh kesirli Adams-
Bashforth semasi Onermislerdir. Alkahtani ve Atangana [30], CF tlrevi ile
modellenen s1g suyun hareketini kontrol etmislerdir. Zhou ve dig. [31], gdzenekli
ortamdaki Darcian olmayan akis ve ¢Oziinen madde tasimmimi CF tirevi ile
modellemisler ve ¢6zim icin Laplace integral doniisiimiinii kullanarak analitik
¢oziimler elde etmislerdir. Ullah ve dig. [32], CF turevinin tiberkiloz modelinin
dinamikleri Gzerindeki etkisini incelemislerdir. Qureshi ve dig. [33], CF tlrevinin
niimerik yonlerini arastirmiglar ve ¢alismalarinda yeni nilimerik bir yaklagim
tanimlamiglardir. Dokuyucu ve dig. [34], kanser tedavisi icin bir model incelemisler
ve modelin ¢oziminin varhigini incelemek i¢in CF tirevini uygulamslardir.
Ardindan, ¢oziimiin tekligi arastirmis ve modelin hangi kosullar altinda tek bir

¢Oziim sagladig: tespit edilmislerdir.

Yavuz ve Ozdemir [35], CF ve AB tirevlerini iceren kismi diferansiyel
denklem tipleri igin niimerik bir ¢6ziim yontemi olan Laplace homotopi doniisiim
yontemini 6nermislerdir. Ugar ve dig. [36], sigara icme modelinin dinamiklerini ve
halk saglig iizerindeki etkisini AB tirevi ile incelemislerdir. Ilgili modele ait varlik
ve teklik problemlerini, sabit nokta teorisi ile incelemislerdir. Owolabi ve Atangana
[37], Adams-Bashforth methodunu kullanarak AB tireviyle modellenen bir kaotik
sistemin yaklagik ¢ozlimlerini elde etmislerdir. Ayn1 sekilde Owolabi ve Atangana
[38], AB tilrevli epidemik bir HIV / AIDS bulasici sistemininin davranisini
incelenmislerdir. Owolabi [39], Caputo ve AB turevlerini iceren lineer olmayan
reaksiyon-difizyon denklemini yari-nimerik Laplace Adams - Bashforth metodunu
kullanarak ¢ozmiislerdir. Gomez-Aguilar ve dig. [40], ¢alismalarinda AB tlrevini
Caputo ve RL anlaminda kullanarak, RC, LC ve RL elektrik serileri icin analitik
cozimler elde etmislerdir. Alkahtani ve Koca [41], bir av-avci modelindeki hafiza
etkisini  AB tireviyle iliskilendirerek c¢oziimlerin varligi ve tekligi iizerine
calismiglardir. Algahtani [42], serbest akifer olarak bilinen yeralti olusumunda AB
tirevli yer alt1 suyu modelini incelemistir. Atangana ve Koca [43], AB tirevine sahip

Lorenz cekicinin dogrusal olmayan bir sistemdeki kaotik yapisini incelemislerdir.
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Yavuz ve dig. [44], singiiler ve singiiler olmayan ¢ekirdekli zaman kesirli kismi
diferansiyel denklemlerin yaklasik analitik ¢oziimlerini elde etmislerdir. Farkli bir
bakis acis1 kazandirarak Atangana [45-47], RL, CF ve AB tirevlerinin olasilik
teorisiyle iliskisini karsilastirmali olarak ortaya koymustur. Otomatik kontrol ve
sinyal alanlarinda singiiler olmayan tiirevler tarafindan modellenen gercek diinya
problemlerinin kararlillk ve yakinsama analizini tanimlamak ic¢in transfer
fonksiyonlar1 ve Bode diyagramlar1 yine Atangana tarafindan sunulmustur [48].
Biitiin bu ¢alismalara ek olarak literatirde CF ve AB tlrevlerinin bircok gergek

dinya problemlerine uygulamasi yer almaktadir [49-56].
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4. ADVEKSIYON-DIiFUZYON DENKLEMIi

Herhangi bir gii¢ alaninda, belli bir dizlemin belli bir kesitinden gectigi

varsayilan gii¢ ¢izgisi aki olarak ifade edilmektedir. Bir nehirden veya akinti olan bir

akiskan maddeden kiigiik bir kesit alan1 alindiginda bu alana giren ve ¢ikan aki

miktarlarini diislinerek asagidaki esitlik yazilabilir:

V%:q(x,t)A—q(x+Ax,t)A.

(4.1)

Burada c kesit alandaki madde konsantrasyonunu ve ¢ akiy1 ifade eder. (4.1) esitligi

dizenirse

dc  a(x+Ax,t)—q(xt)

dt AX

ifadesi elde edilir. (4.2) esitligi asagidaki gibi yeniden ifade edilebilir:

bagntisi ile bilinir. (4.3) ve (4.4) esitlikleri kullanilarak
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2
@zi(a@j:aa_g (4.5)
ot ox\ ox OX

sonucuna ulagilir. (4.5) esitligi difiizyon denkleminin ifadesidir. Bu esitlige
adveksiyon tipi iletim de etki ederse adveksiyon-difiizyon denklemi elde edilmis

olur. Bir boyutlu adveksiyon-difiizyon denklemi

2
X_a0C & (4.6)
ot OX OX

seklindedir. Bu denklemde a difiizyon katsayisin1 ve V sapma parametresi (yatay
yonli iletim hizi) olarak bilinir. Yer altt suyunun akisi, gozenekli ortamdaki 1s1 ve
kiitle transferleri, nehirlerde kirletici madde taginimi, deniz suyunda kimyasal olarak
reaksiyona giren sivinin yayilmasi, havaya salinan gazlarin atmosferi kirletmesi gibi
birgok tasinim olay1 adveksiyon-difuzyon denklemiyle ifade edilmektedir. Farkli
bilim alanlarinda uygulamalar: olmasi nedeniyle arastirmacilar arasinda ilgi duyulan

bir konu olmustur. [57-60].

Fick yasasmin lokal olmayan genellemesi, Caputo turevli adveksiyon-
difizyon denklemine vyol acar. Kesirli adveksiyon-difiizyon denkleminin
matematiksel ve fiziksel arka planina dair kapsamli bir arastirma Povstenko
tarafindan ortaya konmustur [61]. Farkli boyutlu kesirli adveksiyon-difiizyon
denkleminin analitik c¢ozimleri Green, Fox ve H- fonksiyonlari cinsinden elde
edilmistir [62, 63]. Diger yandan, zaman Kkesirli adveksiyon-difiizyon denkleminin
temel ¢ozimleri, kaztezyen dizlemin farkli bolgelerinde integral dontisiim teknikleri
kullanilarak Mittag-Leffler fonksiyonlarin ¢esitli kombinasyonlar1 seklinde elde
edilmistir [64-67].

36



5. ATANGANA-BALEANU TUREVLI ADVEKSIYON-
DIFUZYON DENKLEMININ TEMEL COZUMLERI

Bu tezde, adveksiyon-diflizyon denklemi AB tiireviyle tanimlanmaktadir.
Belli baslagic ve sinir kosullar1 goz Oniine alinarak farkli iletim (taginim)
boélgelerindeki difiizyon davranisi incelenmistir. Temel ¢6zumlerin elde edilmesinde
tanim bolgesine uygun integral donisiim teknikleri secilmistir. Elde edilen
sonuglarin avantaji vurgulanirken Povstenko’nun [61,64-67] calismalar1 referans

olarak alinmistir.

5.1 Reel Eksende Cauchy Probleminin C6zUmu

Bu kisimda, AB turevli adveksiyon-diflizyon denklemi

o%c(x,t)  ac(x,t)

ABC [y )= _ ’
‘e(xt)=a v v o
(5.1)
(0<a<l, —w<x<ow, 0<t<w)
olmak Uzere
t=0: ¢(x,0)=5(x) (5.2)
baslangi¢ kosulu ve
limc(x,t)=0 (5.3)

X—>to0

sonsuzdaki limit kosulu dikkate alinmaktadir.
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Fiziksel olarak a>0 difiizyon katsayisin1 ve v>0 yatay yonli sivi iletim
hizini, diger bir deyisle x-ekseni boyunca sapma parametresini ifade eder. (5.1)-(5.3)

esitlikleriyle tanimlanan problemi daha basit forma indirgemek icin u(x,t) yardimci

fonksiyonu tanimlanir:

c(x,t):exp(%ju(x,t). (5.4)

Burada Dirac delta fonksiyonunun f(x)&(x)=f(0)5(x) Ozelligini

kullanarak problem

wppu(xt)=a e Yy (55)
u(x,0)=5(x),

(5.6)
limu(x,t)=0

X—>to0

seklinde indirgenir. Bu indirgenmis problemin ¢6ziimii i¢in t zaman degiskenine
Laplace doniisiimii, X degiskenine denklemin tanim araligi goz oniine alinarak Ustel

Fourier doniisiimU uygulandiginda

~* 1 % s ! 1
u(&s)= , Y= (5.7)
\/277: 2 VZ 2 V2 1_a

+af +— —

y+as 4da ar| 8 +4a

% + >

7+a§2+v—

da

seklinde elde edilir. Burada L{u(x,t)l=u"(x,s) ve F{u(xt)j=0(&t)
gosterimleri kullanilmustir.
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Integral doniisiimlerinin tersi uygulandiginda ve Euler formilii dikkate

alindiginda yardime1 fonksiyon

[ 2 VZJ

ay|a& +—

< 4

u(xt) = [—L—E, | - 3t lcosx)de (5.8
272'7 2V 2

olarak elde edilir. Elde edilen u(x,t) yardimeci fonksiyonu (5.4) esitliginde yerine

yazilirsa reel eksende tanimlanan Cauchy probleminin temel ¢6zimi

2
! ) a;/[a§2+4a)
c(x,t)zgexp(gjf /4 " E, |- —t“ |cos(x£)dé (5.9)
—w;/+a§2+4— ;/+a§2+4—
a a

seklinde elde edilir. Ozel halde « =1(7/ - 00) olmasi durumunda klasik adveksiyon-

diflizyon denkleminin temel ¢6zlimiine ulasilir:
1 VX ) 7 , V2
c(x,t)=—exp| — || exp| —| a&” +— |t |cos(x&)dE. 5.10
(xt)=—- p[Zaj_jw p“é 4aN (x5)dé (5.10)
Sonucu sadelestirmek igin

Ie—atrfz cos(xf)d§ =\/§exp[—ﬁj (5.11)

bagintisindan yararlanilirsa ¢6ziim asagidaki forma dontisiir:
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1 ~vt)’
c(x,y)= e exp{—%}. (5.12)

Bu ve bundan sonraki bélimlerde elde edilen matematiksel ¢ozimlerin
fiziksel davramiglarini problem parametrelerinin degisimine gore incelemek icin

MAPLE programi kullanilarak elde edilen grafiklere yer verilmistir.

Bu amagla Sekil 5.1’de a=v=t,, =1 keyfi parametre secimleri yapilarak
o 'nin degisimi altinda konsantrasyon degisimi incelenmistir. « € (0,1) igin orijin
etrafinda keskin bir yayilim gozlenirken o =1 durumunda yerini dizgin bir

davranisa birakmustir. vV parametresi, yatay yonli hiz alanimm belirtir. Bu yiuzden

sapma parametresi olarak da bilinir.

Sekil 5.2’de o =0.5 alinarak v sapma parametresinin etkisi arastirilmustir.
Sapmanin 0’dan 1’e degistikce konsantrasyonun maksimum degeri kii¢iilmektedir.

Ancak davraniginda anlamli bir degisim s6z konusu degildir.
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0.5

—o—=025
—&— =050
0.4
—A—0=075
—4*— =100
0.3
=
O 0.2
0.1 Y
A
0.0 t-#ﬂ"‘:t
3 2 i i 7 2 3
X

Sekil 5.1: Cauchy probleminin temel ¢6zimiinde a=v =t =1 degerleri igin & nin degismesiyle

olusan konsantrasyon degigimi.

0.6
T r=.0.2
0.5 =ik =05
—A— y=1.0

5 6

Sekil 5.2: Cauchy probleminin temel ¢oziminde o =05 , a=t_, =1 degerleri icin V sapma

parametresinin etkisi.
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5.2  Reel Eksende Kaynak Probleminin Cozimu

Kaynak terimli, AB tirevli adveksiyon-difiizyon denklemi

o%c(x,t oc(x,t
Dfc(x,t)=a a§<2 )—v gx )+5(x)5(t)

(5.13)
O<a<l —-w<X<ow O<t<ow, a>0,v>0

bi¢iminde tanimlanmigtir. Problemin baslangi¢c kosulu ve sonsuzdaki limit kosulu

sirastyla

t=0: c¢(x0)=0,
(5.14)
limc(x,t)=0

X—>to0

olarak alimir. Cauchy probleminde yaptigimiz ¢oziime benzer sekilde (5.4)
denklemiyle ifade edilen yardimci fonksiyon kullanmilir. Bu durumda kaynak

probleminin indirgenmis formu:

A8 e _du(xt) v
Diu(xt)=a PV 4au(x,t)+5(x)5(t) (5.15)

olur. Denklemin baslangi¢ ve limit kosulu ise

u(x,t)=0,
(5.16)
limu(x,t)=0

X—>to0
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sekline doniisiir. (5.15) denklemine Laplace ve (stel Fourier doniistimleri

uygulandiginda

~* 1 1 ay? 1
u (5,5):5 v 4 — v (5.17)
+all+— 2,V ay| ag? +—
y+ag 1a [7/+a§ +4aj ] 7(5 1a
+aé’+-——
7+as 4a
ifadesi elde edilir. Bu denkleme ters Laplace doniisiimii uygulanirsa
~ 1 5(t)
u(x,t)=
2r 2,V
+al+—
et
) (5.18)
.,V
+ 7/ 2toc—lE - ta
2,V - y+ast+
+ak +— N
et

seklinde elde edilir. x>0, t>0 icin denklemde birinci terimdeki &(t)=0 dir ve

t =0 noktasinda tanimli degildir. Bu durum go6z oniinde bulundurularak ters uUstel

Fourier doniisiimii uygulanirsa

, VP
1= o ay| as +4—a
U(X’t):EI r — 1B, | - 2 t* lcos(x&)dé  (5.19)
m(7+a§2+:1/] 7+a§2+a
a
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sonucu elde edilir. (5.4) esitliginde yerine yazilirsa problemin ¢oziimii

1 VX ) ¢ ay?
c(x,t)—gexp(?a)£ oY
7/+a§2+£

(5.20)

2

ay(a§2+4aj

xt“'E, | - — t* |cos(x&) |d&
+asl+——
7+as 4a

olarak elde edilir. (5.20) coziimiinde a =1 (y > ) alirsa kaynak terim ile
tanimlanan klasik adveksiyon-difiizyon denkleminin temel ¢6zumi

c(xt) :Ziexp(%j T exp[—(ag82 +Z—;jthos(x§)d§ (5.21)

T

bulunur. Reel eksende Cauchy probleminin ¢oziimiinde kullanilan (5.11) bagintisi

(5.21) ¢6ziimiinde kullanildiginda

()= —M} (5.22)

elde edilir.

Sekil 5.3’te Cauchy sonuclarinda meydana gelen baslangigtaki keskinligin
Source ¢ozumlerinde gorunmemektedir. Grafik farkli o kesirli parametre degerleri
icin konsantrasyon fonksiyonunun profillerini gosterir. Beklendigi gibi a, O ile 1

arasinda degisirken konsantrasyon artar.
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V sapma parametresinin etkisi Sekil 5.4’te goriildiigi gibi Cauchy
problemine olduk¢a benzerdir. Ayrica konsantrasyon fonksiyonu, x —yoninde kayda
deger bir sapma 0Ozelligine sahiptir. Bu da kaynak sonuglarinin sapma parametresine

Cauchy probleminden daha duyarli oldugunu ortaya ¢ikarir.

0.35
—n—a =025
0.30
R ., - —
a=0.50 *,r****}
0.25 —A— =080 e .
— r— s *, \*
a=1.00 E: "
0.20 * *-.\‘
* S
prPy o ‘“_‘ - A
x 0.15 b /‘)‘ %
AL ¥
O >~ & a X
* ‘/ 5
0.10 4 ’&\
> ak .,
* A .
005 */* A‘A ‘r. . ﬂ-." . m‘ .“.-._ *'
F ] ) "Ne. g
# A .r"‘ .
X A .8 e
28 % o m-E-E-EEE-E-E-E-EE-N-E-E - w-
0.00 x”‘;“:‘:ll»ﬁ-l-l—l pam o ———
-3 -2 -1 0 7 5 5
X

Sekil 5.3: Kaynak probleminin temel ¢oziimiinde a=v=t_, =1degerleri i¢in & ’nin degismesiyle

olusan fiziksel davranis.
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0.25

i)
0.20 —k— =05
. —aA— =10

3 / ™
0.15 P Y N
/,.- £ NN\
2 X

= s/ / %
> ! :
O 0.10 /*, 2 \*«\ a
f f <
/.,.f 4 @ " &
! ."l \\ “
& A
*/ ® 5y
0.05 22 X N
* A 2% N
AA * a
rd W* s
/:_.,* Af ‘M‘“.-"'*__ "‘-‘h
2 :if - x.:‘:‘_‘
0.00| m-m-m=-R=R-K- 4
B 5 4 3 2 9 0 1 2 3 4 5 ©
X

Sekil 5.4: Kaynak probleminin temel ¢ézimiinde « =0.5 , a =t,, =1degerleri icin V sapma

parametresinin etkisi.

5.3  Yari Sonsuz Aralikta Cauchy Probleminin C6zUmu

AB tirevli adveksiyon-difiizyon denklemi asagidaki sekilde ele alindiginda,

o%c(x,t)  ac(x,t)

MCDic(x,t)=a -V
(1) ox? OX
(5.23)
O<a<l 0<x<oo, O<t<oo,a>0,v>0
esitligi elde edilir. Bu problemin baslangi¢ ve sinir kosullari
t=0 c(xt)=6(x-¢) 0<{ <o,
x=0 c(xt)=0, (5.24)
limc(x,t)=0
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olarak alinir. Daha sonra (5.4) esitligi problemde kullanildiginda

ABC Dt“u (X,t)

a——4—u(x,t) (5.25)

esitligi ve

u(x,t)=0, (5.26)

limu(x,t)=0

X—0

baslangi¢ ve sinir kosullari elde edilir. Laplace doniistimii ve tanimli oldugu araliktan

dolay1 sin-Fourier doniistimii uygulanirsa asagidaki form elde edilir:

ﬂ*(g,s):exp(—%jsin(.{f) Y (5.27)

v V2
+aci+-—— ac’ +-——
yrac 4a “7(§+4J

Ters Laplace ve ters sin-Fourier doniisiimleri uygulandiginda
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, VP
0 057(398 +46J
u(xt)= exp[ jj L __E|- 2 t*
0

v
+aé’+-—— +aé’+-——
7ras 4a 7ras 4a

(5.28)
xsin(¢&)sin(x&) [dé&

ifadesine ulasilir. Buldugumuz sonu¢ (5.4) yardimci fonksiyonunuda yerine

yazildiginda temel ¢6zim bulunur:

(5.29)
xsin(¢&)sin(x&) [dé&

=1(y - o) durumunda klasik ¢6ziim elde edilir.

c(x,t):iexp(L(x_g)jIexp( [af +£J ]sm(gﬁf)sm(x(,‘)df (5.30)

s 2a

Sekil 5.5’te « 'nin degisimi altinda konsantrasyon davranisi incelenmistir.

a €(0,1) i¢in orijin etrafinda keskin bir yayilim durumu varken o =1 durumunda

davranis diizgiin bir davranistir.

Sekil 5.6’da a=0.5 alimip v sapma parametresinin etkisi arastirilmistir.
Sapma parametresi 0’dan 1’e¢ degistikge konsantrasyonun maksimum degeri

azalmakta fakat davranisinda anlamli bir degisim olmamaktadir.
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Sekil 5.5: Cauchy probleminin temel ¢6zimiinde a=v =t_, =1 degerleri icin @ nin degismesiyle

olusan diflizyon probleminin kargilagtirilmasi.

0.45
0.40 —u—v=00
—e—y=02
0.235
—Aa—vy=05
0.20 —*—y=10
0.25
= o020
Eah
L]
0.15
0.10
0.05 :::* *
R ==t ey
0.00 =
0.0% ] 7 Z 3 z E E
X

Sekil 5.6: Cauchy probleminin temel ¢6zimiinde « =0.5 , a=t,, =1 degerleri igin V hiz

parametresinin etkisi.
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5.4  Yan Sonsuz Aralikta Dirichlet Probleminin C6zimu

(5.23) denklemi asagidaki baslangi¢ ve Dirichlet sinir kosullari altinda

0

limc(x,t)

X—00

ele almir. Yardimci fonksiyon olan (5.4) denklemi

(5.31)

kullanilip  problem

indirgendiginde yar1 uzayda Cauchy problemine benzer sekilde (5.25) esitligi ve

u(x,0)=0,

u(0,t)=4(t),

limu(x,t)=0

X—>00

(5.32)

baslangi¢ ve sinir kosullart elde edilir. Bu probleme Laplace ve sin-Fourier integral

doniigiimleri uygulanirsa

0 (&5)=aé L o
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1
v
4a
, VP
+alt+—
e

) V2 2 2 2
y+aé t yragts ay[a§2+
4a N N LV

(5.33)



esitligi elde edilir. Bu esitlige ters Laplace ve sin-Fourier integral donisiimleri

uygulandiginda

u(x1t):EaT§ Lz
T | yragt+

4a
(5.34)

2

) a}/[a52+j
@ t'E, .| - 12 ) e sin(x¢&) |dé

2

, VY ragte L
y+aé +E v la

+

ifadesi elde edilir. Temel ¢6ziime ulasabilmek igin bulunan u(x,t) ¢ozimi (5.4)

esitliginde yerine yazilirsa

c(x,t):zaexp[%j

T

[{ —0—
O | y+as +E

(5.35)

2

oy’ ay/(afz + 4aJ

¥ ~t*E, | - — t |sin(x¢&) |d&
2 +aft+——
[7/+a§ + j yract+ o

+

4a

¢ozlimiine ulasilir. Burada (3.42) esitligi dikkate alinmistir. (5.35) denklemindeki ilk

terim t >0 igin 5(t) =0 dir. Benzer bir matematiksel sonug, adveksiyon-difiizyon

denkleminin CF tdrevli temel ¢6zumleri igin elde edilmistir [54]. Adveksiyon-
difizyon denkleminin AB tirevi ve CF tirevi ile elde edilen sonuglar, Caputo

tiirevinin ilk teriminden farklidir. Matematiksel agidan bu dikkat ¢ekicidir.
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a:1(7—>oo) durumunda ve aymi zamanda t>0 igin Klasik ¢6zim

asagidaki sekilde elde edilebilir:

c(x,t)= %aexp(%ﬁésin(xé)exp(_(aed +Z—;jtJd§. (5.36)

Dirichlet probleminden elde edilen ¢O6zimin grafigi Sekil 5.7 ile
gosterilmektedir. Sonuglarin Cauchy ¢oziimlerinden anlamli bir sekilde farkli oldugu

dikkat cekicidir. Ornegin maksimum konsantrasyon degeri, a =0.25 yerine

a =0.75 igin ortaya ¢ikar.

1.0
—8a—qa =025
—— —
i a =050
= — M =0 .75
A A
i . —*—0a=1.00
06 Py A
s'l ‘
= A
X [ P -
O 04 ' A oy
o-® N0y . A -_*
| .. * \.L‘* *
0d [P X T N
I./ ** x: ._. *
II * ‘._.-.-_‘.'.-..-_.' g ‘L“.‘“‘-'_ 2
Ik g
00| & e S SEE R
0 1 2 3 4 5 [
X

Yar1 sonsuz aralikta Dirichlet probleminin temel ¢6ziimiinde « nin degisimi

Sekil 5.7:
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5.5  Smmrh Arahkta Cauchy Probleminin C6zimu

Adveksiyon-difiizyon denklemi 6nceki problemlerde oldugu gibi ele alinirsa

o%c(x,t) oc(xt)

CDfc(x,t)=a ~V :
re(x) ox? X
(5.37)
O<a<l0<x<L,O<t<oo,a>0,v>0
seklinde ifade edilebilir. Burada baslangi¢ kosulunun
t=0:c(x,t)=5(x-¢), <¢e(0,L) (5.38)
oldugu kabul edilir. Ayrica, homojen sinir kosullari
x=0: c(xt)=0,
(5.39)

x=L: c(xt)=0

olarak almir. Ana problemi basitlestirmek amaciyla (5.4) yardimecr fonksiyonu

kullanilirsa problem asagidaki forma doniistir:

) o’u(x,t) V2
e u(x,t)=a%—gu(x,t) (5.40)

u(x,O)zé(x—()eXp(—%)

(5.41)
u(0,t)=u(L,t)=0.
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Baglangic kosulunu elde ederken f(x)o(x—¢)= f(£)d(x—¢) ozelligi kullantlir.

Laplace ve sonlu sin-Fourier dontisiimleri uygulandiktan sonra

Sa—l

n (&.8)= r_ ( ) ] sin (fkg)exp[—%j (5.42)
ay

v v
+aél +— akl +——
y +ag da Sk 4a

ST+ 3

v
+all +—
Y +ag 4da

seklinde sonug elde edilir. Burada &, = kTﬂ seklinde tanimlidir. Coziime ulasmak icin

integral doniisiimlerinin tersi uygulandiginda

V2
; ay(aszJr]
u(x,t):%exp(_gjz /4 E A\,/a t

(5.43)
xsin(&.g)sin(&x)

seklinde yardimci fonksiyonun ¢oziimii elde edilir. c¢(x,t) konsantrasyon
fonksiyonunun ¢o6zimunu elde etmek igin (5.43) esitligi (5.4) ifadesinde yerine

yazildiginda sinirl aralikta Cauchy probleminin temel ¢6zimu

} ay(aészrvzj
c(x,t):%exp[v(x_g)jz /4 E 4a t”

(5.44)
xsin(&.¢)sin(&x)
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olarak bulunur. « =1(7—>oo) olmas1 durumunda klasik ¢6ziim asagidaki gibi elde

edilir:

2

c(x,t):%exp[%]gexp[—(agf+%jt}sin(§kg)sin(§kx). (5.45)

Hesaplama kolayligi agisindan a (difiizyon katsayisi) = t (zaman) = 1 oldugu

varsayilarak sekil 5.8 ve sekil 5.9 grafikleri ¢izilmistir. Grafiklerde farkli o degerleri

icin v sapma parametresinin degisimi ile c(x,t) konsantrasyon miktarlari arasindaki

iliski incelenmistir. Sekil 5.8’de goriildiigii gibi a =0.5 degeri i¢in farkli sapma
parametreleri g6z Oniine alindiginda konsantrasyon x=0.5 civarinda maksimum
degerine ulasir. Fakat farkli sapma parametreleri igin @ =1 olmast durumunda
konsantrasyonun maksimum degerleri sekil 5.9’da goriildiigii gibi X degiskenine

gore farklilik gosterir.

0.30
| ]
N —u— =
0.25
\ —*—v=l
)
\.\.\ —x— v=4
a
0.20 a .
\!\ e
*ok .
oy I|I *.*'* AN
X 0.15 ) *ﬁ\*.*:\'
O .'f n “:'-t.**
/ / " ‘. N
* L2 *o
0.10 T ! % LS "
! ~ L N .
{ L . *
/ .‘l ., *
’*‘ H.\. ._\. ",‘1‘
0.05 L. . %
* Wy ‘\.
/ .-. ~
* Lt
0.00| & .
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

X

Sekil 5.8: Cauchy probleminin temel ¢6ziimiinde ¢ =05 , @ =t =1 degerleri i¢in vV sapma

parametresinin etkisi.
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Sekil 5.9: Cauchy probleminin temel ¢éziimiinde o = a =t =1degerleri igin V sapma parametresinin

etkisi.

56  Smmrh Aralikta Dirichlet Probleminin C6zimu

Sinirh aralikta AB tirevli adveksiyon-difiizyon denklemi farkli iki tip sinir

deger problemiyle ele alindiginda sonuglari asagidaki bicimde degerlendirebiliriz.

5.6.1 Birinci Durum

Bu bolimde (5.37) denklemi homojen baglangic ve Dirichlet smir

kosullartyla ele alinmistir:

x=0: c(xt)=5(1), (5.46)
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Onceki problemlere benzer sekilde (5.37) denklemi ve (5.46) baslangig-sinir
kosullariyla tanimlanan problem (5.4)’teki yardimci fonksiyon ile indirgenerek
(5.40) denklemi ve asagidaki kosullar elde edilir:

u(x,0)=0,

u(0,t)=5(t), (5.47)

u(L,t)=0.

Sirasiyla Laplace ve sonlu sin-Fourier doniigiimleri uygulandiginda

0 (&,5)=as, L o 2 L Zj (5.48)

2
2, V. v 2V
7+a§k+4a (7/+a§f+4a] . a7(a§k+4a
4+ 7

+a§2+ﬁ
PP T 4a

ifadesi elde edilir. Benzer sekilde ters integral doniisiimleri alindiginda yardimci

fonksiyonun ¢6zim

u(x,t):%aigk &2

k=1 2,V
+agl+——
y+ag da

2 (5.49)
,
o aj/(agk +4a]
+ r B, | - v t |sin(&x)
2 V. +all+—
(}/-i-a‘/:k +4a] e gk 4a
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seklinde elde edilir. Bu ¢6ziime ulasmak igin (3.45) esitligi kullanilir. Konsantrasyon
fonksiyonu olan c(x,t)’ye dénmek icin (5.4) esitligi ve t>0 icin §(t)=0 oldugu

g6z Oniine alinir. O halde temel ¢6zim

) VP
2 VX )& ar? ay| B "4a
c(x,t):—aexp(—jZfk Y ~E, .| - <t
L 2a )io , 7+a§2+L
y+aé +4—a K™ 4a

(5.50)
xt“sin(&x)

olur. =1(7/ — oo) durumunda Kklasik ¢6ziim asagidaki gibi elde edilir:

c(xt)= %aexp (\zl—zj ifk exp(—[aé,f +Z—;]tjsin (&X)- (5.51)

Sekil 5.10 ve sekil 5.11, v sapma parametresinin degisimi durumunda sinirlt

aralikta Dirichlet problemi igin birinci duruma ait C(X,t) konsantrasyon

degisimlerini gosterir. Bu grafikler « =0.5 ve a =1 alindiginda ¢oziimiin v sapma
parametresinin degisiminden etkilenme durumu verir. Sapma parametresi v' nin

¢cOzlmlerin ¢arpikligini etkiledigi agikga gorulebilir.

58



0.10
—m— =0
—.— =
o 08 v=1 ’.“****
. P v=2 * * &
& U
— & — y=3 ‘=Q .-... . *\
J '.‘ »
0.06 ,-”’ *,* a W
oy ) . \
" x ® Ly
. g L L . Lk
— ® oy . A
> /o u ] N, 3
2 0.04 * . .
(&) / 'm N,
; j'" - l\ L%
"% L * |
¥ " \
0.02 * ‘|, .
. \
o
"
LN
[ ]
0.00]
0.0 0.5 10 15 2.0 25 3.0

Sekil 5.10: ¢ =0.5alindiginda konsantrasyon ifadesinin birinci durumdaki Dirichlet probleminin sinir

degerlerinden kaynaklanan degisimi.
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Sekil 5.11: @ =1 durumunda v sapma parametresinin degisiminin konsantrasyon fonksiyonuna

etkileri
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5.6.2 ikinci Durum

Sinirli aralikta Dirichlet probleminin ikinci durumunu incelemek icin (5.37)

esitligi ele alinir. Baglangic ve sinir kosullart sirasiyla

x=0: c(xt)=c,(c,eR), (5.52)

seklinde tanimlanir. Yine (5.4)’teki yardimc1 fonksiyon kullanilarak (5.40)
denklemiyle
u(x,0)=0,
u(0,t)=c,, (5.53)
u(L,t)=0

baslangi¢ ve sinir kosullari elde edilir. Laplace ve tanim araligindan dolay1 sonlu sin-

Fourier integral doniisiimleri uygulandiginda

~ & 1 s”
u(&.9)= kt\)/z - /4 v v (5.54)
2 2
¢§k+R 7+a§k+£ ) ay[a§f+4aj
S
v
y+agi+—
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sonucuna ulasilir. Ters integral doniistimlerinin uygulanmasiyla

sinh(V(L-x)j B
u(xt)=c, 2a - EZ 2 4 g
sinh(vj Lid (sz +Vj(7/+a§f +V]
2a a’ 4a

4

V2
ay/(aékz +j
4a )
x E D |

o 2

v
+aél +-——
y +ag 4a

sin(&.x)

elde edilir. Bu ¢ozum (5.4) esitliginde yazildiginda temel ¢oziim

c(x,t):coexp(%j Sinh(z\;‘(L_X)j_Ei S

.. (vL L& V2 v?
sinh| — kst] g2 ¥ 2 v
(Zaj (ék +4a2J(y+a§k +4a]

(5.56)
2
a;/(aé’lfjtan
xE, | - — t* |sin(&x)]
+ali+—
y +ag, 4da
olarak bulunur. Klasik ¢6ziime ulagsmak i¢in a = 1( y— oo) alinir ve
v
sinh| —(L—x
X (Za( )j 23 Sk
c(xt)=coexp| — - ’
. vL Lis .. Vv
sinh| — s
2a da
(5.57)



elde edilir.

Sekil 5.12°de sapma parametresi v=1 alinarak farkli a degerleri icin

konsantrasyon fonksiyonu c(x,t)'nin degisimi incelenmistir. & 'nin azalan degerleri

icin konsantrasyon degisiminin fiziksel olarak anlamli olmadig: asikardir. Ele alinan
bu problemin fiziksel davraniglarinin Caputo anlaminda ele alinan model [66] ile
benzerlik gosterdigi gortlebilir. Bu sonug, onceki kisim problemlerinde de oldugu
gibi AB tirevinin adveksiyon-diflizyon sireclerinin modellenmesinde Caputo
tamimina iyi bir alternatif oldugu gercegini ortaya koymustur. Ustelik AB tiirev
taniminin singiiler olmayan yapisit hesapsal olarak da avantaj saglamistir. Temel
¢oziimlerin  hepsinde elde edilen sonuglara bakildiginda Mittag-Leffler

fonksiyonunun farkli kombinasyonlar1 oldugu goriilmektedir.

Sekil 5.12: Dirichlet probleminin ikinci durumunda v =1alinarak farkl kesirli derecelerde

konsantasyon fonksiyonunun degisimi.
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6. SONUC VE ONERILER

Tezin bes ana boliimiiniin degerlendirilmesi asagida bigimde yapilabilir.

Birinci boliim giris boliimii olmakla birlikte tezin ana hatlari ¢izilmistir.

fkinci boliimde temel kiitle ve 1s1 transferi tiirleri verilmistir. Bu baslik altinda
adveksiyon, diftzyon, konduksiyon, konveksiyon ve radyasyon kavramlari

matematiksel ve fiziksel agidan degerlendirilmistir.

Uciincli boltimde kesirli analizin bazi temel fonksiyonlar1 ve temel iliskileri
anlatilmistir. Literatiirde en ¢ok kullanilan Caputo ve RL kesirli tirevlerinin
tanimlar1 ve Ozellikleri verilmistir. Laplace ve Fourier integral doniisiimleri
tanimlanmig olup bu doniisiimlere ait baz1 6nemli 6zelliklere yer verilmistir. Bunlara
ek olarak 2015 yili ve sonrasinda tanimlanan CF ve AB tiirevleri tanitilmis, bu

tirevlerin 6zellikleri, avantajlar1 ve literatiirde yapilan ¢alismalar sunulmustur.

Dordlinct  bolimde tezin  ana problemi olan adveksiyon-diflizyon

denkleminin ortaya ¢ikis1 ve uygulama alanlarindan bahsedilmistir.

Besinci bolimde ise singiiler olmayan c¢ekirdege sahip olan AB tirevli
adveksiyon-difuizyon denkleminin reel eksende, yar1 sonsuz ve smirli araliklardaki
temel ¢ozumleri arastirnllmistir. Reel eksende Cauchy ve kaynak problemlerinin ele
alindig1 caligma “Cauchy and source problems for an advection-diffusion equation
with Atangana—Baleanu derivative on the real line” [68] basligiyla Choas, Solutions
and Fractals dergisinde yaymlanmistir. Ayrica yari sonsuz ve sinirli araliktaki

Cauchy ve Dirichlet problemlerinin ¢cozimleri sirasi ile “Analysis of advective—
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diffusive transport phenomena modelled via non-singuler Mittag-Leffler kernel” [69]
basgligiyla Mathematical Modelling of Natural Phenomena dergisinde, “Analytical
solutions to the advection-diffusion equation with the Atangana-Baleanu derivative
over a finite domain” [70] baslhigiyla da BAUN Fen Bilimleri Enstitlisu Dergisinde
yaymlanmistir. Problemlerin temel ¢éziimlerini elde etmek icin Laplace doniisiimii
ve tanim araliklarina uygun Fourier doniisiimleri kullanilmigtir. Temel ¢ozumler,
Mittag-Leffler fonksiyonu ve trigonometrik fonksiyonlarin gesitli kombinasyonlari
olarak elde edilmistir. Grafik cizimi igin Maple yazilim programi kullanilmus,
grafiklerde «'nin ve vsapma parametresinin etkileri incelenmistir. Sonug olarak bu
caligmada, Atangana-Baleanu turevinin bir adveksiyon-difiizyon tipi tagima siirecinin
modellenmesinde Caputo kesirli tirevine oldukca iyi bir alternatif oldugu ve bu
tiirevin singiiler olmayan ¢ekirdeginden dolay1 hesapsal olarak daha avantajli oldugu
gercegi de ortaya konmustur. & =1 olmasi durumunda klasik ¢ozlimlerin Ortiismesi

de asikar bir sonugctur.
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	ÖNSÖZ
	Yüksek lisans öğrenimine başladığım günden itibaren bana yol gösteren, tecrübeleriyle beni aydınlatan, desteğini ve rehberliğini benden esirgemeyen sevgili danışmanım Dr. Öğr. Üyesi Derya AVCI’ya sonsuz teşekkür ederim.
	Çalışmalarıma destek veren ve çalışmam boyunca yardımlarını benden esirgemeyen Dr. Öğr. Üyesi Beyza Billur İSKENDER EROĞLU ve Dr. Öğr. Üyesi Mehmet YAVUZ’a, aynı zamanda akademik alanda her türlü desteği vermeye hazır olan Prof. Dr. Necati ÖZDEMİR’e teşekkür ederim.
	Yüksek lisans öğrenimimde “2210-A Genel Yurt İçi Yüksek Lisans Burs Programı” kapsamında maddi destek veren TÜBİTAK’ a teşekkür ederim.
	Lise hayatımın başlangıcından itibaren her daim yanımda olan manevi desteklerini benden esirgemeyen arkadaşlarım Aslıhan Çakır, Büşra Gövenç, Kübra Selçuk ve Tubanur Bulut’a ve aynı zamanda yüksek lisans için beni cesaretlendiren arkadaşım Elif Yüzügüldü’ye teşekkür ederim.
	Hayatım boyunca maddi ve manevi her türlü destekte bulunan biricik aileme teşekkür ederim.
	1. GİRİŞ
	Adveksiyon olayı basit anlamıyla bir maddenin sıvı veya gaz içerisinde yatay olarak taşınması, difüzyon ise bir maddenin aynı şekilde madde içerisinde yayılması olarak ifade edilmektedir. Madde sıvı veya gazın içerisine bırakıldığında bu maddeye iki olay da etki edebilir. Yani madde yatay olarak taşınırken bir yayılma gösterebilir. Bu olay adveksiyon-difüzyon denklemiyle ifade edilmektedir. Bu denklem ile okyanuslardaki veya herhangi bir su topluluğundaki kirlilik, havaya karışan zararlı gazların yayılması ve aynı zamanda yeraltı suyu oluşumlarındaki kirlilik gibi birçok doğa olayı açıklanabilmektedir. 
	Kesirli analiz, tam sayı mertebeli türev ve integrallerin tam sayı olmayan mertebeye genişletilmesi şeklinde tanımlanır. 1695 yılında Leibniz ve L’Hospital arasındaki mektuplaşmalar ile kesirli analiz çalışmalarının başladığı varsayılmaktadır. Bu alanda birçok bilim adamı yeni türev tanımları geliştirmiştir. Bu tanımlar Grünwald-Letnikov, Riemann-Liouville, Caputo, Hadamard, Marchaud, Riesz, Riesz–Miller, Miller–Ross, Weyl, Erdélyi–Kober türev tanımlarıdır. Literatürde kesirli türev ile ilgili sıkça kullanılan türevler Caputo ve Riemann-Liouville kesirli türevleridir. Bu türev tanımları; madde taşınımı, akışkanlar mekaniği, popülasyon modelleri, kontrol sistemleri, finansal değişimler gibi pek çok gerçek hayat problemine etkili bir şekilde uygulanmıştır. 
	Geleneksel kesirli türev tanımları her ne kadar literatürde yaygın kullanım alanı bulsalar da tanımlarından kaynaklanan bazı zayıf yönleri bulunmaktadır. Geleneksel türevlerin zayıflıklarını gidermek amacıyla 2015 yılında Caputo-Fabrizio [1] ve 2016 yılında Atangana-Baleanu [2] türev tanımları ortaya konmuştur. Bu türev tanımları, çekirdek fonksiyonun değiştirilmesiyle oluşturulmuştur. Isı transferi sistemlerinde, kapalı akifer içindeki yeraltı suyu akışı, sığ su yüzündeki dalga hareketi, elektrik devreleri, dielektrik ortamda elektromanyetik dalgalar gibi problemlerde başarıyla kullanılmışlardır [3-8].
	Bu tezde Atangana-Baleanu türevli adveksiyon-difüzyon denklemi farklı tanım bölgelerinde ele alınmıştır. 
	Bu bağlamda tez beş ana bölümden meydana gelmiştir. 
	İkinci bölümde, temel kütle ve ısı transferi türleri incelenmiştir.
	Üçüncü bölümde, kısaca kesirli analizin tarihsel geçmişi, kesirli analizin bazı temel fonksiyonları ve özellikleri, başlıca kesirli türev tanımları, Laplace ve Fourier dönüşümleri ve bunların temel özellikleri, singüler olmayan çekirdekli türev tanımları, özellikleri ve neden tercih edildiği verilmiştir. 
	Dördüncü bölümde, adveksiyon-difüzyon denkleminin ortaya çıkışı, tanımı ve bununla ilgili yapılan çalışmalar yer almıştır.
	Beşinci bölümde, Atangana-Baleanu kesirli türevi ile oluşturulan adveksiyon-difüzyon denkleminin reel eksende Cauchy ve kaynak problemlerinin yarı sonsuz ve sonlu aralıklarda Cauchy ve Dirichlet problemleri ele alınmıştır. Temel çözümler grafik yorumları ile birlikte verilmiştir.
	Altıncı bölümde, çalışmanın sonuçları değerlendirilmiştir.
	2. TEMEL KÜTLE VE ISI TRANSFERİ TÜRLERİ
	2.1 Adveksiyon
	2.2 Difüzyon
	2.3 Kondüksiyon
	2.4 Konveksiyon
	2.5 Radyasyon

	Sıvının veya havanın hareketi sonucunda atmosfer içindeki herhangi bir özelliğin veya bir maddenin yatay hareket ile taşınımına adveksiyon denir. Burada sıvı olarak adlandırılan maddeyi su olarak kabul edebiliriz. Okyanuslardaki su akıntılarında veya atmosferdeki büyük çaplı hava hareketlerinde adveksiyon oluşur. Eğer taşınım mekanizması saf adveksiyon ve kirletici tek parçacık olarak kabul edilir ise bu parçacığın hızı akımın ortalama hızına eşit bir hızla taşınmaktadır. Böylece bir parçacığın konumu, hareketinden  süre sonraki hızı ile zamanın çarpımı olan  biçimindedir. Bu şekilde bir parçacık kümesi düşünüldüğünde bu kümedeki bütün parçacıklar benzer yer değiştirmeyi yapacaklardır. Teorik olarak bu taşınım sürecinde maddenin şekli aynı kalmaktadır. Bu durum adveksiyon olarak ifade edilmektedir.
	İlk olarak Brownian hareketin tanımını yaparsak, Brownian hareket aynı zamanda rastlantısal hareket olarak ifade edilmektedir. Rastlantısal hareket, toz parçacıkları veya polen gibi büyük parçacıklara sıvı veya gaz molekülleri gibi küçük parçacıkların etkisi sonucunda oluşan hareket olarak tanımlanır. Bir hareketsiz suyun içinde bir parçacık alırsak bu parçacığa etrafındaki su moleküllerinin Brownian hareketinden dolayı kuvvetler etki etmektedir. Bu parçacık eğer su ile aynı yoğunlukta ise Brownian hareketin rastgele doğasından dolayı parçacığa etki eden net bir kuvvet olmamaktadır. Bundan dolayı bu parçacık bir süre ilk konumunu korumaktadır. Ama bir parçacık kümesi ele alınırsa parçacık hareketini belirlemede parçacık sayısı önemli hale gelmektedir. Alınan bir parçacığın herhangi bir yöne gitme olasılığı eşittir. Fakat maddelerin arasında derişim farkı var ise parçacıklar derişimin yüksek olduğu yerlerden az olduğu yerlere doğru ilerler. Bu durum difüzyon olarak ifade edilmektedir. Fiziksel olarak difüzyon olayı,  moleküler difüzyon ve türbülanslı difüzyon olmak üzere ikiye ayrılmaktadır. Moleküler difüzyon; durgun ve akıntı olmayan sıvı veya gaz ortamında asılı duran parçacıkların rastgele hareketi sonucu taşınmasıdır. Türbülanslı difüzyon ise türbülanslı bir akışkanın içerisinde maddenin daha büyük derişimde rastgele hareketleri sonucu oluşan taşınım mekanizmasıdır. 
	Eğer difüzyon tanımında kullanılan hareketsiz madde yerine akışın olduğu bir madde ele alınırsa adveksiyon ve difüzyon süreçleri birleşecektir. Parçacık kümesi adveksiyon tanımındaki gibi hız çarpı zaman olarak ifade edilen  kadar yer değiştirecektir. Fakat difüzyon etkisinden dolayı şeklini koruyamayacak ve dağılacaktır. Bu taşınan parçacıklar, çevredeki düşük derişimli bölgelere dağılmaya devam edecektir. Bu dağılmanın etkisiyle taşınan küme genişleyecektir.
	Şekil 2.1: (a) Adveksiyon, (b) Difüzyon iletim süreçleri.
	Kütle transferiyle benzer yapıya sahip olan ısı transferi iki madde arasında ısının değişmesiyle oluşan fiziksel termal enerjidir. Sıcaklık arttıkça moleküllerin hareketi ve titreşimi artar. Bu yüzden kinetik enerji yüksek sıcaklıktaki bölgeden daha düşük sıcaklıktaki bölgeye doğru aktarılır. Isı iletimi kondüksiyon (iletim), konveksiyon (taşınım) ve radyasyon (ışınım) olarak temel anlamda sınıflandırılabilir. 
	Moleküllerin doğrudan birbiri ile çarpışması sonucu oluşan ısı transferine iletim yolu ile ısı transferi denir. Bu transfer boyunca kütle değişimi yoktur. Kinetik enerji, yüksek enerjiye sahip bir alandan düşük enerjiye sahip bir alana taşınır. Bu taşınma sırasında yüksek hızdaki parçacıklar düşük hızdaki parçacıklarla çarpışır. Bu çarpışma sonucu hızı düşük olan parçacıkların da kinetik enerjisi artar. Kondüksiyon fiziksel temas yolu ile gerçekleşen en yaygın ısı transferi yöntemidir. Bir demir çubuğu ateşin üzerine yerleştirdiğimizde çubukta oluşan ısı bu ısı transferi yöntemine örnek olarak verilebilir. Herhangi bir cisimde sıcaklık akışı daima kinetik enerjisi yüksek olan bölgeden düşük olan bölgeye doğru veya sıcaktan soğuğa doğru olur. Farklı sıcaklıktaki iki madde arasında termal denge sağlandığında ısı transferi durur. Karmaşık olmayan bir ısı iletimi probleminde iletilen ısının miktarı aşağıdaki denklem ile hesaplanır.
	Burada kullanılan  birim zamanda transfer edilen ısı miktarı,  ısı transferi iletim katsayısı,  ısı transferi yüzey alanı,  sıcak bölgenin sıcaklığı,  soğuk bölgenin sıcaklığı,  malzemenin kalınlığını ifade etmektedir.
	Akışkan bir madde içinde ısının kütle hareketi aracılığıyla taşınmasına konveksiyon denir. Akışkan bir madde ısıtıldığında oluşan ısı farkından dolayı termal enerji de taşınır. Isıtılan bir sıvı genişler. Bu yüzden sıvı daha az yoğunlaşır ve yükselir. Molekül düzeyinde düşünürsek moleküllere termal enerji uygulandığında moleküller genişler. Sıvı kütlenin sıcaklığı arttıkça doğru orantılı olarak bu moleküllerin genişlemesinden dolayı sıvının hacmi de artar. Sıvı üzerinde bu etki sıvının yer değiştirmesine sebep olur. Yani sıcak madde yükselirken soğuk madde aşağıya çöker. Aşağıdaki denklem ile konveksiyon ısı iletimi birim zamanda elde edilen ısı transferi miktarı hesaplanabilir.
	Bu denklemde  birim zamanda transfer edilen ısı miktarı,  taşınım ile ısı transferi katsayısı,  ısı transferi yüzey alanı,  yüzey sıcaklığı,  akışkanın sıcaklığını ifade etmektedir.
	Elektromanyetik dalgaların yayınımı ile oluşan ısı transferine radyasyon ile ısı transferi denir. Maddenin temel yapısını atomlar oluşturur. Atomların çekirdeği proton ve nötrondan oluşmaktadır. Aynı zamanda çevresinde dönmekte olan elektronlar mevcuttur. Yüklü proton ve elektronların hareketi, elektromanyetik dalgaların yayılmasına neden olur. Isı radyasyonuna örnek olarak Güneş verilebilir. Güneş radyasyonla ısı yayılımı sayesinde Güneş sistemi boyunca ısı yaymaktadır. Radyasyon ile taşınımda kütle değişimi yoktur. Saf radyant enerji ışık hızında hareket eder. Termal radyasyon Stefan-Boltzman yasası kullanılarak aşağıdaki şekilde hesaplanır.
	Denklemde  toplam güç,  yayılabilme katsayısı,  Boltzmann sabiti,  radyasyon alanı,  çevrenin sıcaklığını göstermektedir.
	/
	Şekil 2.2: Isı iletimi türleri: (a) Konveksiyon, (b) Kondüksiyon, (c) Radyasyon.
	Bahsedilen ısı iletim türlerinin gerçek hayattan örnek bir gösterimi şekil 2.2 de verilmiştir. Burada (a) şekliyle ifade edilen, ısının yükselmesinden dolayı konveksiyonu ifade etmektedir. Isınan hava genişlemekte bu yüzden  (b) şekilli gösterim çubuktaki moleküller ile ısının yayılımını ifade eden kondüksiyondur. Son olarak (c) gösterimi manyetik dalgalar ile ısının yayılmasını göstermektedir. Bu da bilindiği gibi radyasyon ifadesidir. 
	3. KESİRLİ ANALİZİN BAZI TEMEL KAVRAMLARI
	3.1 Laplace İntegral Dönüşümü ve Özellikleri
	3.2 Ters Laplace Dönüşümü ile Mittag-Leffler Fonksiyonu Arasındaki İlişki
	3.3 Fourier İntegral Dönüşümü
	3.4 Singüler Olmayan Üstel Tipten Çekirdek Fonksiyonlu Türev Operatörleri
	3.4.1 Caputo-Fabrizio Türevi
	3.4.2 Atangana-Baleanu Kesirli Türevi
	3.4.3 Literatür Çalışmaları


	Bu bölümde, camsı veya gözenekli ortamdaki madde iletimi, dielektrik materyallerin davranışları, polimerlerin yapısal özellikleri, kalıtımsal özellikler, hafızalı mekanik sistemler gibi birçok karmaşık dinamiği tanımlamak için kullanılan güçlü bir araç olan kesirli analizin bazı temel fonksiyonları ve sıkça kullanılan Riemann-Liouville ve Caputo türevlerinin tanımları verilmektedir.
	3.1 Tanım (Gamma Fonksiyonu [9]):  notasyonu ile gösterilen gamma fonksiyonu,  için
	biçiminde tanımlanmaktadır. Gamma fonksiyonu, faktöriyel fonksiyonunun keyfi mertebeye genişlemesi olarak ifade edilen bir fonksiyondur. Aşağıdaki özelliklere sahiptir.
	v. Gamma fonksiyonu  noktalarında basit kutba sahiptir.
	3.2 Tanım (Beta Fonksiyonu [9]): Beta fonksiyonu 
	integraliyle veya buna denk olarak 
	integralleriyle tanımlanır. 
	Gamma fonksiyonu ile arasında aşağıdaki bağıntılar mevcuttur:
	3.3 Tanım (Tek Parametreli Mittag-Leffler Fonksiyonu [9]): olmak üzere  notasyonu ile gösterilen ve 
	biçiminde tanımlanan fonksiyona bir parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu denir. 
	 Bu fonksiyon üstel fonksiyonun bir genelleştirilmesi olarak ifade edilmektedir. 1903 yılında İsveçli bir matematikçi olan Magnus Gustaf Mittag-Leffler tarafından bulunmuştur. Özel halde,  alındığında 
	olur.
	3.4 Tanım (Çift Parametreli Mittag- Leffler Fonksiyonu [9]): ve  olmak üzere çift parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu
	biçiminde tanımlanır. 
	 1953 yılında Ravi P. Agarwal ve Arthur Erdelyi tarafından bulunmuştur.  ve  parametrelerinin özel seçimleriyle bilinen bazı fonksiyonlara dönüşmektedir.
	Kesirli diferansiyel denklem çözümlerinde sıklıkla ortaya çıkan Mittag-Leffler fonksiyonun bazı geometrik davranışları aşağıdaki grafiklerle verilmiştir [10].
	/
	Şekil 3.1: (a)  için  tek parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu (b)  için  çift parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu.
	3.5 Tanım (Riemann-Liouville Kesirli İntegrali [9]):   aralığında tanımlanan bir  fonksiyonunun  katlı sol ve sağ Riemann-Liouville kesirli integrali sırasıyla
	olarak tanımlanır. 
	Bu integral tanımı klasik katlı integral yaklaşımıyla veya sabit katsayılı lineer diferansiyel denklemlerin Laplace dönüşümü yöntemiyle çözümü esnasında ortaya çıkar. Faktöriyel fonksiyonunun gamma fonksiyonu ile yer değiştirmesi fikriyle de genelleştirilmiş olur.
	3.6 Tanım (Riemann-Liouville Kesirli Türevi [9]): üzerinde integrallenebilen zaman değişkenli bir fonksiyon ve  olmak üzere  mertebeden sol ve sağ Riemann-Liouville kesirli türevleri sırasıyla
	şeklinde tanımlanır.  olması durumunda  ve  şeklinde tam sayı mertebeli türevlere dönüşür.
	 Riemann-Liouville (RL) kesirli türevinin özelliklerini aşağıdaki gibi sıralayabiliriz.
	1)  ve  için dir. Bu da RL kesirli türev operatörünün aynı  mertebeden RL kesirli operatörün sol tersi olduğu anlamına gelmektedir. 
	2)  olacak şekilde
	ifadesi elde edilir.
	3)  sürekli olmak üzere
	şeklindedir. Eğer  ise  türevi mevcuttur.
	eşitliği sağlanır.
	3.7 Tanım (Caputo Kesirli Türevi [9]): mertebeden sürekli türevlenebilir bir fonksiyon ve  olmak üzere sol ve sağ kesirli Caputo türevleri sırasıyla
	olarak tanımlanır.
	RL ve Caputo türevleri arasında ilişki şöyledir:
	veya 
	3.1 Teorem:  fonksiyonu her sonlu  aralığında sürekli ve integrallenebilir bir fonksiyon olsun. ,  olacak şekilde pozitif bir tam sayı ve  herhangi bir pozitif sayı olmak üzere ,  türevleri de  kapalı aralığında sürekli ve integrallenebilir olsun. Bu takdirde eğer  için  şartları sağlanırsa
	eşitliği sağlanır.
	 Kesirli analizin önemli iki türevi olan RL ve Caputo kesirli türevlerinin bazı yönlerden karşılaştırmaları aşağıdaki gibi ifade edilebilir:
	i. RL kesirli türeviyle tanımlanan başlangıç değer problemleri limit durumunda ifade edilen 
	başlangıç koşullarını gerektirebilmektedir. Bu tip koşullar matematiksel hesaplamalarda oldukça kullanışlı olmasına rağmen fiziksel olarak yorumlanabilir olmadıklarından uygulamada çok kullanışlı olmayabilirler.
	ii. Caputo kesirli türevinin Laplace dönüşümü tam sayı mertebeli fiziksel olarak yorumlanabilir başlangıç koşulları gerektirir. Bu anlamda mühendislik uygulamalarında yaygın olarak kullanılmaktadır.
	iii. Bir sabitin RL kesirli türevi dir. Bu ise yine fiziksel olarak yorumlanabilir bir sonuç değildir. Buna karşın sabitin Caputo türevi sıfırdır.
	iv. RL ve Caputo kesirli türevleri arasındaki diğer önemli bir fark ise, Caputo türevi için
	olmasına karşın RL kesirli türevi için
	olmasıdır.  ve  denklemlerinde diferansiyel operatörlerin yer değiştirebilmesi aşağıdaki koşullar altında mümkün olmaktadır.
	 eşitliğinden de görülmektedir ki RL yaklaşımının aksine, Caputo türevinde  değerlerinde herhangi bir kısıtlama yoktur.
	v. Caputo anlamında bir fonksiyonun kesirli türevinin var olabilmesi için tam sayı mertebeden türevlenebilir olması gerekir ki bu şart, RL kesirli türevindeki süreklilik şartına göre matematiksel olarak daha ağır bir koşuldur. 
	vi. Ortak dezavantaj, singüler çekirdek fonksiyonu ile tanımlanmaları problemlerin analitik çözümlerinin bulunmasını çoğunlukla güçleştirir. Literatürde sıklıkla nümerik çalışmalara rastlanmasının nedeni budur.
	3.1.1 Tanım (Laplace Dönüşümü [10]):  zaman değişkeninin tek değerli bir fonksiyonu olsun nin Laplace dönüşümü
	biçiminde tanımlanır.
	 3.1.2 Tanım [11]: Bir  için olacak şekilde  ve  sabitleri varsa  fonksiyonuna,  durumunda  üstel mertebedendir denir.
	3.1.3 Tanım [11]: Bir  fonksiyonunun  ve  sağ ve sol limitleri var iken  ise nin  noktasında bir sıçrama süreksizliği vardır denir.
	3.1.4 Tanım [11]: Eğer bir  fonksiyonu sıçrama süreksizliğine sahip olduğu sonlu sayıda nokta hariç  aralığının her noktasında sürekli ise fonksiyona parçalı süreklidir denir.
	3.1.1 Teorem [11]:  fonksiyonu  aralığında parçalı sürekli ve bir  reel sayısı için  üstel basamaktan ise  Laplace dönüşümü  için mevcuttur.
	3.1.5 Tanım (Ters Laplace Dönüşümü [10]):  ve  olsun. O halde ters Laplace dönüşümü
	şeklinde tanımlanır.
	Laplace dönüşümünün bazı temel özellikleri aşağıdaki gibidir:
	i. (Lineerlik Özelliği)  ve  ve  
	olmak üzere
	bağıntısı geçerlidir.
	ii.  fonksiyonunun integrali  olmak üzere Laplace dönüşümü  dir. Benzer şekilde fonksiyonunun  katlı  integralinin Laplace dönüşümü
	olur.
	iii.  türevleri sürekli ve üstel mertebeden ve  parçalı sürekli ise
	şeklindedir.
	iv.  olmak üzere  ve  fonksiyonlarının konvolüsyon çarpımı 
	ve bunun Laplace dönüşümübiçimindedir. Burada  ve  dir.
	RL ve Caputo kesirli türevleri için Laplace dönüşümü özellikleri aşağıda verilmektedir.
	3.1.6 Tanım (RL Kesirli Türevinin Laplace Dönüşümü [10]): RL kesirli türevinin Laplace dönüşümü:
	dir. 
	Dikkat edilirse bu tanım, kesirli türevli başlangıç koşulları gerektirmektedir. 
	3.1.7 Tanım (Caputo Kesirli Türevinin Laplace Dönüşümü [10]): Caputo kesirli türevinin Laplace dönüşümü 
	bağıntısı ile tanımlanır.
	Burada RL türevinden farklı olarak tam sayı mertebeli türevli başlangıç koşulları yer almaktadır. Bu ise özellikle analitik çözüm aranılan problemlerde Caputo türevini kullanışlı yapmaktadır.
	 Kesirli türevli diferansiyel denklemlerin analitik çözümleri bulunurken ters Laplace dönüşümü uygulandığında iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu elde edilir:
	Özel halde  sırasıyla  ve  alındığında;
	sonuçlarına ulaşılır. Analitik çözüm sürecinde eğer bu bağıntılarla sonuç elde edilebiliyorsa bu önemli bir avantajdır. Ancak bazen ters Laplace dönüşümü alındığında Mittag-Leffler gibi özellikleri bilinen cebirsel fonksiyonlar ortaya çıkmaz ve bu yüzden Laplace dönüşümü için nümerik yöntemlere başvurulur.
	3.3.1 Tanım (Üstel ve Ters Üstel Fourier Dönüşümleri [10]):  aralığında tanımlanan bir  fonksiyonu eğer mutlak integrallenebilirse yani  integrali yakınsak ise Fourier (Üstel Fourier) ve ters Fourier dönüşümleri sırasıyla
	şeklinde tanımlanır. 
	Bir fonksiyonun  mertebeden türevinin Fourier dönüşümü
	ve özel halde ikinci mertebeden türevinin Fourier dönüşümü
	biçimindedir. Bu özellik diferansiyel denklem çözümlerinde sıkça kullanılır. Üstel Fourier dönüşümünün konvolüsyon özelliği şöyledir:
	3.3.2 Tanım (Sin-Fourier ve Ters Sin-Fourier Dönüşümleri [10]): aralığında mutlak integrallenebilir bir  fonksiyonunun sin-Fourier ve ters dönüşümü sırasıyla aşağıdaki biçimde tanımlanır:
	Eğer bir sınır-değer problemi Dirichlet sınır koşulları altında tanımlanmışsa sin-Fourier dönüşümü uygulanarak çözüme ulaşılır. İkinci mertebeden türev için dönüşümün özelliği
	olmaktadır.
	3.3.3 Tanım (Cos-Fourier ve Ters Cos-Fourier Dönüşümleri [10]):  aralığında mutlak integrallenebilir bir  fonksiyonunun cos-Fourier ve ters dönüşümü sırasıyla aşağıdaki biçimde tanımlanır:
	Benzer şekilde ikinci mertebeden türevin cos-Fourier dönüşümü 
	dir. Bu özellikten de görüldüğü gibi eğer Neumann sınır koşulları altında sınır-değer problemi çözülüyorsa cos-Fourier dönüşümü uygulanır.
	 3.3.4 Tanım (Sonlu Sin-Fourier ve Ters Sonlu Sin-Fourier Dönüşümleri [10]): aralığında tanımlanan  fonksiyonunun sonlu sin-Fourier ve ters dönüşümü,  olmak üzere 
	olarak tanımlanır. Yine ikinci mertebeden türev için Dirichlet sınır koşulu gerektiren bağıntı 
	biçimindedir.
	3.3.5 Tanım (Sonlu Cos-Fourier ve Ters Sonlu Cos-Fourier Dönüşümleri [10]): aralığında tanımlanan  fonksiyonunun sonlu cos-Fourier ve ters dönüşümleri,  olmak üzere
	olacak şekilde tanımlanır. Burada, toplam sembolünün üzerindeki tırnak gösterimi,  a karşılık gelen terimin  ile çarpılması gerektiğini belirtir. Neumann sınır koşulu altında türev özelliği
	bağıntısı ile verilir.
	Bilindiği üzere RL ve Caputo gibi geleneksel kesirli türev tanımları singüler yapıdaki kuvvet çekirdek fonksiyonu içerir. Teorik olarak kendiliğinden ortaya çıkan bu tipteki çekirdek fonksiyonları matematiksel modellemede iki sebepten zorluk ortaya çıkarmaktadır. Bunlardan ilki, singüleriteden kaynaklanan hesapsal zorluk ve yoğun nümerik hesaplamaların gerekliliğidir ki bu çoğu zaman oldukça karmaşık bilgisayar algoritmalarının geliştirilmesiyle aşılabilir. Bu ise hem zaman hem de maliyet açısından dezavantaja dönüşebilir. İkinci zorluk ise kuvvet fonksiyonu şeklindeki çekirdek fonksiyonlarının doğada üstel tipten davranış gösteren olguların modellenmesindeki yetersizlikleridir. Örneğin, birden fazla reaksiyona giren maddenin yer aldığı bir kimyasal reaksiyon olayındaki konsantrasyon değişimi, akiferlerdeki yer altı suyunun yayılımı, ısı transferi, metabolizma içindeki ilaç salınımları ve toksik maddelerin taşınımı, elektromanyetik radyasyon yoğunluğu, mekanik sarkaçların sönümleri gibi çok sayıda olay üstel fonksiyon yasasına uygun davranır.  Tüm bunları göz önüne alarak Caputo ve Fabrizio 2015 yılında Caputo kesirli türevinin çekirdek fonksiyonu olan  ifadesini  ifadesi ile  katsayısını  katsayısı ile değiştirerek aşağıdaki tanımı elde etmişlerdir.
	3.4.1.1 Tanım [12]:  aralığında bir boyutlu Sobolev uzayı 
	olarak tanımlanır.
	3.4.1.2 Tanım (Caputo-Fabrizio Türevi [1]):  ve  olmak üzere Caputo-Fabrizio türevi
	biçiminde tanımlanır. Burada   şartını sağlayan bir normalleştirme fonksiyonudur. 
	Eğer özel halde  ve  olarak alınırsa tanım aşağıdaki formda ifade edilir:
	 Dikkat edilirse Caputo-Fabrizio (CF) türevinde de Caputo türevindeki gibi sabitin türevi 0’dır. Ancak Caputo türevinden farklı olarak CF tanımında  noktasında singülerite yoktur.
	CF türevi  ait olmayan fonksiyonlara da uygulanabilir.  için ve  olmak üzere
	Ayrıca
	özelliği göz önüne alınarak 
	olduğu görülür. Diğer yandan,  olduğunda, 
	elde edilir.
	olmak üzere CF türevininin Laplace dönüşümü konvolüsyon özelliği göz önüne alınarak aşağıdaki biçimde elde edilebilir [1].
	Atangana ve Baleanu 2016 yılında CF kesirli türevindeki üstel çekirdek fonksiyonunu Mittag-Leffler fonksiyonu ile değiştirerek daha genel bir tanım elde etmişlerdir. Atangana-Baleanu türevi olarak bilinen bu yeni tanımın ortaya çıkışı aşağıdaki yaklaşıma dayanmaktadır:
	fonksiyonunu göz önüne alalım.  noktasının bir komşuluğunda  fonksiyonunun Taylor serisi açılımı
	biçimindedir. Burada  alınırsa ve  eşitliğinde yerine yazılırsa
	ifadesi elde edilir.  eşitliğindeki terimi  ve  çekirdeği  ile değiştirilirse 
	sonucuna ulaşılır. Bunun sonucu olarak, aşağıdaki türev tanımı ortaya konmuştur.
	3.4.2.1 Tanım (Caputo Anlamında Atangana-Baleanu Türevi [2]):  ve olsun. Caputo anlamında Atangana-Baleanu türevi
	olarak tanımlanır. Buradaki  CF türevinde yer alan normalleştirme fonksiyonudur. 
	Dikkat edilirse verilen fonksiyonun orijinde sıfır olması durumu hariç  limit durumunda türev hesaplandığında fonksiyonun kendisi elde edilemez. Bu zayıflığı gidermek için türev tanımı RL formunda aşağıdaki biçimde de önerilmiştir.
	3.4.2.2 Tanım (RL Anlamında Atangana-Baleanu Türevi [2]): olmak üzere RL anlamında Atanga-Baleanu türevi
	olarak tanımlanır.
	Caputo anlamında olduğu gibi sabit fonksiyonun türevi sıfırdır. Sırasıyla Caputo ve RL anlamında Atangana-Baleanu (AB) türevinin Laplace dönüşümü özellikleri 
	olarak bilinir.  ve  eşitlikleri kullanılarak aşağıdaki teorem verilebilir.
	3.4.2.1 Teorem [2]:  olsun. İki türev arasındaki ilişki
	bağıntısı ile açıklanır.
	 olmak üzere  mertebeden diferansiyellenebilir bir fonksiyon ise koşulları altında aşağıdaki bağıntı geçerlidir:
	3.4.2.3 Tanım (Atangana-Baleanu İntegrali [2]): Atangana-Baleanu integrali,
	 olduğunda başlangıç fonksiyonunu sağlanır ve  olduğunda klasik integral elde edilir.
	RL ve Caputo kesirli türevleri, gerçek dünya problemlerinden ortaya çıkan kalıtsallık ve bellek özelliklerini tanımlamak için avantajlı olsa da, her iki türev de hafızalı sistemlerdeki hafıza özelliğini tam olarak ifade etmede yeterli değildir. Aynı zamanda tanımlarındaki çekirdek fonksiyonu singüler özelliğe sahip olduğundan dolayı analitik çözümler elde etmek genellikle zordur [13-18]. Ayrıca difüzyon, ısı transferi ve gerilme-gerinme ilişkileri gibi birçok dağıtıcı fiziksel süreç, çekirdek fonksiyonuna tam olarak uymaz. Geleneksel kesirli türevlerin doğal tanımlarından kaynaklanan tüm bu yetersizlikler, singüler olmayan çekirdekli yeni kesirli türevlerin tanımlanmasına sebep olmuştur. 
	Bu eksiklikleri gidermek amacıyla ilk olarak 2015 yılında Caputo ve Fabrizio [1] kendi adlarıyla anılan singüler olmayan üstel çekirdek fonksiyonlu kesirli türevi; ardından 2016 yılında Atangana ve Baleanu [2] genelleştirilmiş üstel fonksiyona karşılık gelen Mittag-Leffler çekirdek fonksiyonlu kesirli türevleri ortaya koymuşlardır. Bu operatörler mühendislik problemlerinde zaman filtreleri olarak da düşünülmektedir ve bu nedenle kesirli parametre bir türev mertebesi olmasının yanı sıra bir filtre regülatörü olarak da işlev görmektedir [19,20]. Bu yeni singüler olmayan operatörler, uygulamalı bilimlerin çeşitli alanlarında madde heterojenliklerini göz önüne almak ve farklı ölçeklerdeki birçok taşıma olayını modellemek için geleneksel kesirli türevlere oldukça iyi alternatif olmuştur. Losada ve Nieto [21], CF türevinin kesirli integralini tanımlamışlardır. İntegral tanımını kullanarak, Caputo ve Fabrizio [22],  kesirli difüzyon denklemiyle ilgili temel matematiksel ilişkiler ortaya koymuşlardır. Caputo ve CF türevlerinin bir kısmi diferansiyel denklem üzerindeki etkilerini karşılaştırmak için Baleanu ve diğ. [23] bazı iterasyonel teknikleri kullanarak nümerik çözümleri vermişlerdir. Rubbab ve diğ. [24], CF türevli bir adveksiyon-difüzyon denkleminin Dirichlet probleminin analitik çözümlerini incelemişlerdir. Hristov [25], Jeffrey'nin üstel çekirdeği tarafından modellenen akı gevşemesi için Cattaneo modeli ile CF türevli ısı difüzyonu arasındaki gerçek fiziksel ilişkiyi vermiştir. Yine, Hristov [26], CF tanımının akı ile üstel bozunma yasasının gradyanı arasındaki temel bir ilişkiden kaynaklandığını göstermiştir. Singh ve diğ. [27], CF türeviyle tanımlanan bilgisayar virüsleri için epidemiyolojik bir modelin çözümünün varlığını ve tekliğini incelemişlerdir. Evirgen ve Yavuz [28], CF türevli optimizasyon problemi için optimal çözüm yörüngelerini araştırmışlardır. Owolabi ve Atangana [29], CF türevi ile tanımlanan adi diferansiyel denklem için yeni bir üç adımlı kesirli Adams-Bashforth şeması önermişlerdir. Alkahtani ve Atangana [30], CF türevi ile modellenen sığ suyun hareketini kontrol etmişlerdir. Zhou ve diğ. [31], gözenekli ortamdaki Darcian olmayan akış ve çözünen madde taşınımını CF türevi ile modellemişler ve çözüm için Laplace integral dönüşümünü kullanarak analitik çözümler elde etmişlerdir. Ullah ve diğ. [32], CF türevinin tüberküloz modelinin dinamikleri üzerindeki etkisini incelemişlerdir. Qureshi ve diğ. [33], CF türevinin nümerik yönlerini araştırmışlar ve çalışmalarında yeni nümerik bir yaklaşım tanımlamışlardır. Dokuyucu ve diğ. [34], kanser tedavisi için bir model incelemişler ve modelin çözümünün varlığını incelemek için CF türevini uygulamışlardır. Ardından, çözümün tekliği araştırmış ve modelin hangi koşullar altında tek bir çözüm sağladığı tespit edilmişlerdir.
	Yavuz ve Özdemir [35], CF ve AB türevlerini içeren kısmi diferansiyel denklem tipleri için nümerik bir çözüm yöntemi olan Laplace homotopi dönüşüm yöntemini önermişlerdir. Uçar ve diğ. [36], sigara içme modelinin dinamiklerini ve halk sağlığı üzerindeki etkisini AB türevi ile incelemişlerdir. İlgili modele ait varlık ve teklik problemlerini, sabit nokta teorisi ile incelemişlerdir. Owolabi ve Atangana [37], Adams-Bashforth methodunu kullanarak AB türeviyle modellenen bir kaotik sistemin yaklaşık çözümlerini elde etmişlerdir. Aynı şekilde Owolabi ve Atangana [38], AB türevli epidemik bir HIV / AIDS bulaşıcı sistemininin davranışını incelenmişlerdir. Owolabi [39], Caputo ve AB türevlerini içeren lineer olmayan reaksiyon-difüzyon denklemini yarı-nümerik Laplace Adams - Bashforth metodunu kullanarak çözmüşlerdir. Gomez-Aguilar ve diğ. [40], çalışmalarında AB türevini Caputo ve RL anlamında kullanarak, RC, LC ve RL elektrik serileri için analitik çözümler elde etmişlerdir. Alkahtani ve Koca [41], bir av-avcı modelindeki hafıza etkisini AB türeviyle ilişkilendirerek çözümlerin varlığı ve tekliği üzerine çalışmışlardır. Alqahtani [42], serbest akifer olarak bilinen yeraltı oluşumunda AB türevli yer altı suyu modelini incelemiştir. Atangana ve Koca [43], AB türevine sahip Lorenz çekicinin doğrusal olmayan bir sistemdeki kaotik yapısını incelemişlerdir. Yavuz ve diğ. [44], singüler ve singüler olmayan çekirdekli zaman kesirli kısmi diferansiyel denklemlerin yaklaşık analitik çözümlerini elde etmişlerdir. Farklı bir bakış açısı kazandırarak Atangana [45-47], RL, CF ve AB türevlerinin olasılık teorisiyle ilişkisini karşılaştırmalı olarak ortaya koymuştur. Otomatik kontrol ve sinyal alanlarında singüler olmayan türevler tarafından modellenen gerçek dünya problemlerinin kararlılık ve yakınsama analizini tanımlamak için transfer fonksiyonları ve Bode diyagramları yine Atangana tarafından sunulmuştur [48]. Bütün bu çalışmalara ek olarak literatürde CF ve AB türevlerinin birçok gerçek dünya problemlerine uygulaması yer almaktadır [49-56].
	4. ADVEKSİYON-DİFÜZYON DENKLEMİ
	 Herhangi bir güç alanında, belli bir düzlemin belli bir kesitinden geçtiği varsayılan güç çizgisi akı olarak ifade edilmektedir. Bir nehirden veya akıntı olan bir akışkan maddeden küçük bir kesit alanı alındığında bu alana giren ve çıkan akı miktarlarını düşünerek aşağıdaki eşitlik yazılabilir:
	 . 
	Burada  kesit alandaki madde konsantrasyonunu ve  akıyı ifade eder.  eşitliği düzenirse
	ifadesi elde edilir.  eşitliği aşağıdaki gibi yeniden ifade edilebilir:
	 . 
	Akı ve konsantrasyon arasındaki ilişkiyi açıklayan birinci Fick yasası 
	bağıntısı ile bilinir.  ve  eşitlikleri kullanılarak
	sonucuna ulaşılır.  eşitliği difüzyon denkleminin ifadesidir. Bu eşitliğe adveksiyon tipi iletim de etki ederse adveksiyon-difüzyon denklemi elde edilmiş olur. Bir boyutlu adveksiyon-difüzyon denklemi
	şeklindedir. Bu denklemde  difüzyon katsayısını ve  sapma parametresi (yatay yönlü iletim hızı) olarak bilinir. Yer altı suyunun akışı, gözenekli ortamdaki ısı ve kütle transferleri, nehirlerde kirletici madde taşınımı, deniz suyunda kimyasal olarak reaksiyona giren sıvının yayılması, havaya salınan gazların atmosferi kirletmesi gibi birçok taşınım olayı adveksiyon-difüzyon denklemiyle ifade edilmektedir. Farklı bilim alanlarında uygulamaları olması nedeniyle araştırmacılar arasında ilgi duyulan bir konu olmuştur. [57-60].
	Fick yasasının lokal olmayan genellemesi, Caputo türevli adveksiyon-difüzyon denklemine yol açar. Kesirli adveksiyon-difüzyon denkleminin matematiksel ve fiziksel arka planına dair kapsamlı bir araştırma Povstenko tarafından ortaya konmuştur [61]. Farklı boyutlu kesirli adveksiyon-difüzyon denkleminin analitik çözümleri Green, Fox ve H- fonksiyonları cinsinden elde edilmiştir [62, 63]. Diğer yandan, zaman kesirli adveksiyon-difüzyon denkleminin temel çözümleri, kaztezyen düzlemin farklı bölgelerinde integral dönüşüm teknikleri kullanılarak Mittag-Leffler fonksiyonların çeşitli kombinasyonları şeklinde elde edilmiştir [64-67].
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	5.1 Reel Eksende Cauchy Probleminin Çözümü
	5.2 Reel Eksende Kaynak Probleminin Çözümü
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	5.5 Sınırlı Aralıkta Cauchy Probleminin Çözümü
	5.6 Sınırlı Aralıkta Dirichlet Probleminin Çözümü
	5.6.1 Birinci Durum
	5.6.2 İkinci Durum


	Bu tezde, adveksiyon-difüzyon denklemi AB türeviyle tanımlanmaktadır. Belli başlagıç ve sınır koşulları göz önüne alınarak farklı iletim (taşınım) bölgelerindeki difüzyon davranışı incelenmiştir. Temel çözümlerin elde edilmesinde tanım bölgesine uygun integral dönüşüm teknikleri seçilmiştir. Elde edilen sonuçların avantajı vurgulanırken Povstenko’nun [61,64-67] çalışmaları referans olarak alınmıştır.
	Bu kısımda, AB türevli adveksiyon-difüzyon denklemi
	olmak üzere
	başlangıç koşulu ve
	sonsuzdaki limit koşulu dikkate alınmaktadır.
	Fiziksel olarak  difüzyon katsayısını ve  yatay yönlü sıvı iletim hızını, diğer bir deyişle x-ekseni boyunca sapma parametresini ifade eder. - eşitlikleriyle tanımlanan problemi daha basit forma indirgemek için  yardımcı fonksiyonu tanımlanır:
	 . 
	Burada Dirac delta fonksiyonunun  özelliğini kullanarak problem
	şeklinde indirgenir. Bu indirgenmiş problemin çözümü için  zaman değişkenine Laplace dönüşümü,  değişkenine denklemin tanım aralığı göz önüne alınarak üstel Fourier dönüşümü uygulandığında 
	şeklinde elde edilir. Burada  ve  gösterimleri kullanılmıştır.
	 İntegral dönüşümlerinin tersi uygulandığında ve Euler formülü dikkate alındığında yardımcı fonksiyon
	olarak elde edilir. Elde edilen  yardımcı fonksiyonu  eşitliğinde yerine yazılırsa reel eksende tanımlanan Cauchy probleminin temel çözümü
	şeklinde elde edilir. Özel halde  olması durumunda klasik adveksiyon-difüzyon denkleminin temel çözümüne ulaşılır:
	Sonucu sadeleştirmek için
	bağıntısından yararlanılırsa çözüm aşağıdaki forma dönüşür:
	 . 
	 Bu ve bundan sonraki bölümlerde elde edilen matematiksel çözümlerin fiziksel davranışlarını problem parametrelerinin değişimine göre incelemek için MAPLE programı kullanılarak elde edilen grafiklere yer verilmiştir.
	 Bu amaçla Şekil 5.1’de  keyfi parametre seçimleri yapılarak’nın değişimi altında konsantrasyon değişimi incelenmiştir.  için orijin etrafında keskin bir yayılım gözlenirken durumunda yerini düzgün bir davranışa bırakmıştır.  parametresi, yatay yönlü hız alanını belirtir. Bu yüzden sapma parametresi olarak da bilinir. 
	 Şekil 5.2’de  alınarak  sapma parametresinin etkisi araştırılmıştır. Sapmanın 0’dan 1’e değiştikçe konsantrasyonun maksimum değeri küçülmektedir. Ancak davranışında anlamlı bir değişim söz konusu değildir.
	/
	Şekil 5.1: Cauchy probleminin temel çözümünde  değerleri için  nın değişmesiyle oluşan konsantrasyon değişimi.
	/
	Şekil 5.2: Cauchy probleminin temel çözümünde  ,  değerleri için  sapma parametresinin etkisi.
	Kaynak terimli, AB türevli adveksiyon-difüzyon denklemi 
	biçiminde tanımlanmıştır. Problemin başlangıç koşulu ve sonsuzdaki limit koşulu sırasıyla
	olarak alınır. Cauchy probleminde yaptığımız çözüme benzer şekilde  denklemiyle ifade edilen yardımcı fonksiyon kullanılır. Bu durumda kaynak probleminin indirgenmiş formu:
	olur. Denklemin başlangıç ve limit koşulu ise
	şekline dönüşür.  denklemine Laplace ve üstel Fourier dönüşümleri uygulandığında
	ifadesi elde edilir. Bu denkleme ters Laplace dönüşümü uygulanırsa
	şeklinde elde edilir.  için denklemde birinci terimdeki dır ve  noktasında tanımlı değildir. Bu durum göz önünde bulundurularak ters üstel Fourier dönüşümü uygulanırsa 
	sonucu elde edilir.  eşitliğinde yerine yazılırsa problemin çözümü
	olarak elde edilir.  çözümünde  alırsa kaynak terim ile tanımlanan klasik adveksiyon-difüzyon denkleminin temel çözümü
	bulunur. Reel eksende Cauchy probleminin çözümünde kullanılan  bağıntısı  çözümünde kullanıldığında
	elde edilir.
	Şekil 5.3’te Cauchy sonuçlarında meydana gelen başlangıçtaki keskinliğin Source çözümlerinde görünmemektedir. Grafik farklı  kesirli parametre değerleri için konsantrasyon fonksiyonunun profillerini gösterir. Beklendiği gibi , 0 ile 1 arasında değişirken konsantrasyon artar. 
	 sapma parametresinin etkisi Şekil 5.4’te görüldüğü gibi Cauchy problemine oldukça benzerdir. Ayrıca konsantrasyon fonksiyonu, yönünde kayda değer bir sapma özelliğine sahiptir. Bu da kaynak sonuçlarının sapma parametresine Cauchy probleminden daha duyarlı olduğunu ortaya çıkarır.
	/
	Şekil 5.3: Kaynak probleminin temel çözümünde değerleri için ’nın değişmesiyle oluşan fiziksel davranış.
	/
	Şekil 5.4: Kaynak probleminin temel çözümünde  , değerleri için  sapma parametresinin etkisi.
	AB türevli adveksiyon-difüzyon denklemi aşağıdaki şekilde ele alındığında,
	eşitliği elde edilir. Bu problemin başlangıç ve sınır koşulları
	olarak alınır. Daha sonra  eşitliği problemde kullanıldığında
	eşitliği ve 
	başlangıç ve sınır koşulları elde edilir. Laplace dönüşümü ve tanımlı olduğu aralıktan dolayı sin-Fourier dönüşümü uygulanırsa aşağıdaki form elde edilir:
	         . 
	Ters Laplace ve ters sin-Fourier dönüşümleri uygulandığında 
	ifadesine ulaşılır. Bulduğumuz sonuç  yardımcı fonksiyonunuda yerine yazıldığında temel çözüm bulunur:
	 durumunda klasik çözüm elde edilir.
	 Şekil 5.5’te ’nın değişimi altında konsantrasyon davranışı incelenmiştir.  için orijin etrafında keskin bir yayılım durumu varken durumunda davranış düzgün bir davranıştır.
	 Şekil 5.6’da  alınıp  sapma parametresinin etkisi araştırılmıştır. Sapma parametresi 0’dan 1’e değiştikçe konsantrasyonun maksimum değeri azalmakta fakat davranışında anlamlı bir değişim olmamaktadır.
	/
	Şekil 5.5: Cauchy probleminin temel çözümünde  değerleri için  nın değişmesiyle oluşan difüzyon probleminin karşılaştırılması.
	/
	Şekil 5.6: Cauchy probleminin temel çözümünde  ,  değerleri için  hız parametresinin etkisi.
	 denklemi aşağıdaki başlangıç ve Dirichlet sınır koşulları altında
	ele alınır. Yardımcı fonksiyon olan  denklemi kullanılıp problem indirgendiğinde yarı uzayda Cauchy problemine benzer şekilde  eşitliği ve
	başlangıç ve sınır koşulları elde edilir. Bu probleme Laplace ve sin-Fourier integral dönüşümleri uygulanırsa
	eşitliği elde edilir. Bu eşitliğe ters Laplace ve sin-Fourier integral dönüşümleri uygulandığında
	ifadesi elde edilir. Temel çözüme ulaşabilmek için bulunan  çözümü  eşitliğinde yerine yazılırsa
	çözümüne ulaşılır. Burada  eşitliği dikkate alınmıştır.  denklemindeki ilk terim  için  dır. Benzer bir matematiksel sonuç, adveksiyon-difüzyon denkleminin CF türevli temel çözümleri için elde edilmiştir [54]. Adveksiyon-difüzyon denkleminin AB türevi ve CF türevi ile elde edilen sonuçlar, Caputo türevinin ilk teriminden farklıdır. Matematiksel açıdan bu dikkat çekicidir.
	 durumunda ve aynı zamanda  için klasik çözüm aşağıdaki şekilde elde edilebilir:
	 . 
	Dirichlet probleminden elde edilen çözümün grafiği Şekil 5.7 ile gösterilmektedir. Sonuçların Cauchy çözümlerinden anlamlı bir şekilde farklı olduğu dikkat çekicidir. Örneğin maksimum konsantrasyon değeri,  yerine  için ortaya çıkar.
	/
	Şekil 5.7: Yarı sonsuz aralıkta Dirichlet probleminin temel çözümünde nın değişimi.
	Adveksiyon-difüzyon denklemi önceki problemlerde olduğu gibi ele alınırsa
	şeklinde ifade edilebilir. Burada başlangıç koşulunun
	olduğu kabul edilir. Ayrıca, homojen sınır koşulları 
	olarak alınır. Ana problemi basitleştirmek amacıyla  yardımcı fonksiyonu kullanılırsa problem aşağıdaki forma dönüşür:
	Başlangıç koşulunu elde ederken   özelliği kullanılır. Laplace ve sonlu sin-Fourier dönüşümleri uygulandıktan sonra
	şeklinde sonuç elde edilir. Burada şeklinde tanımlıdır. Çözüme ulaşmak için integral dönüşümlerinin tersi uygulandığında
	şeklinde yardımcı fonksiyonun çözümü elde edilir.  konsantrasyon fonksiyonunun çözümünü elde etmek için  eşitliği  ifadesinde yerine yazıldığında sınırlı aralıkta Cauchy probleminin temel çözümü 
	olarak bulunur.  olması durumunda klasik çözüm aşağıdaki gibi elde edilir:
	Hesaplama kolaylığı açısından (difüzyon katsayısı) =  (zaman) = 1 olduğu varsayılarak şekil 5.8 ve şekil 5.9 grafikleri çizilmiştir. Grafiklerde farklı  değerleri için  sapma parametresinin değişimi ile  konsantrasyon miktarları arasındaki ilişki incelenmiştir. Şekil 5.8’de görüldüğü gibi  değeri için farklı sapma parametreleri göz önüne alındığında konsantrasyon  civarında maksimum değerine ulaşır. Fakat farklı sapma parametreleri için   olması durumunda konsantrasyonun maksimum değerleri şekil 5.9’da görüldüğü gibi  değişkenine göre farklılık gösterir.
	/
	Şekil 5.8: Cauchy probleminin temel çözümünde  ,  değerleri için  sapma parametresinin etkisi.
	/
	Şekil 5.9: Cauchy probleminin temel çözümünde değerleri için  sapma parametresinin etkisi.
	Sınırlı aralıkta AB türevli adveksiyon-difüzyon denklemi farklı iki tip sınır değer problemiyle ele alındığında sonuçları aşağıdaki biçimde değerlendirebiliriz.
	Bu bölümde  denklemi homojen başlangıç ve Dirichlet sınır koşullarıyla ele alınmıştır:
	Önceki problemlere benzer şekilde  denklemi ve  başlangıç-sınır koşullarıyla tanımlanan problem ’teki yardımcı fonksiyon ile indirgenerek  denklemi ve aşağıdaki koşullar elde edilir:
	Sırasıyla Laplace ve sonlu sin-Fourier dönüşümleri uygulandığında
	ifadesi elde edilir. Benzer şekilde ters integral dönüşümleri alındığında yardımcı fonksiyonun çözümü
	şeklinde elde edilir. Bu çözüme ulaşmak için  eşitliği kullanılır. Konsantrasyon fonksiyonu olan ’ye dönmek için  eşitliği ve  için  olduğu göz önüne alınır. O halde temel çözüm
	olur.  durumunda klasik çözüm aşağıdaki gibi elde edilir:
	 . 
	Şekil 5.10 ve şekil 5.11,  sapma parametresinin değişimi durumunda sınırlı aralıkta Dirichlet problemi için birinci duruma ait  konsantrasyon değişimlerini gösterir. Bu grafikler  ve  alındığında çözümün  sapma parametresinin değişiminden etkilenme durumu verir. Sapma parametresi nin çözümlerin çarpıklığını etkilediği açıkça görülebilir.
	/
	Şekil 5.10:  alındığında konsantrasyon ifadesinin birinci durumdaki Dirichlet probleminin sınır değerlerinden kaynaklanan değişimi.
	/
	Şekil 5.11:  durumunda  sapma parametresinin değişiminin konsantrasyon fonksiyonuna etkileri
	Sınırlı aralıkta Dirichlet probleminin ikinci durumunu incelemek için  eşitliği ele alınır. Başlangıç ve sınır koşulları sırasıyla
	şeklinde tanımlanır. Yine ’teki yardımcı fonksiyon kullanılarak  denklemiyle
	başlangıç ve sınır koşulları elde edilir. Laplace ve tanım aralığından dolayı sonlu sin-Fourier integral dönüşümleri uygulandığında 
	sonucuna ulaşılır. Ters integral dönüşümlerinin uygulanmasıyla
	elde edilir. Bu çözüm  eşitliğinde yazıldığında temel çözüm
	olarak bulunur. Klasik çözüme ulaşmak için  alınır ve 
	elde edilir.
	 Şekil 5.12’de sapma parametresi  alınarak farklı  değerleri için konsantrasyon fonksiyonu nin değişimi incelenmiştir. nın azalan değerleri için konsantrasyon değişiminin fiziksel olarak anlamlı olmadığı aşikardır. Ele alınan bu problemin fiziksel davranışlarının Caputo anlamında ele alınan model [66] ile benzerlik gösterdiği görülebilir. Bu sonuç, önceki kısım problemlerinde de olduğu gibi AB türevinin adveksiyon-difüzyon süreçlerinin modellenmesinde Caputo tanımına iyi bir alternatif olduğu gerçeğini ortaya koymuştur. Üstelik AB türev tanımının singüler olmayan yapısı hesapsal olarak da avantaj sağlamıştır. Temel çözümlerin hepsinde elde edilen sonuçlara bakıldığında Mittag-Leffler fonksiyonunun farklı kombinasyonları olduğu görülmektedir. 
	/
	Şekil 5.12: Dirichlet probleminin ikinci durumunda alınarak farklı kesirli derecelerde konsantasyon fonksiyonunun değişimi.
	6. SONUÇ VE ÖNERİLER
	Tezin beş ana bölümünün değerlendirilmesi aşağıda biçimde yapılabilir. 
	Birinci bölüm giriş bölümü olmakla birlikte tezin ana hatları çizilmiştir.
	İkinci bölümde temel kütle ve ısı transferi türleri verilmiştir. Bu başlık altında adveksiyon, difüzyon, kondüksiyon, konveksiyon ve radyasyon kavramları matematiksel ve fiziksel açıdan değerlendirilmiştir.
	Üçüncü bölümde kesirli analizin bazı temel fonksiyonları ve temel ilişkileri anlatılmıştır. Literatürde en çok kullanılan Caputo ve RL kesirli türevlerinin tanımları ve özellikleri verilmiştir. Laplace ve Fourier integral dönüşümleri tanımlanmış olup bu dönüşümlere ait bazı önemli özelliklere yer verilmiştir. Bunlara ek olarak 2015 yılı ve sonrasında tanımlanan CF ve AB türevleri tanıtılmış, bu türevlerin özellikleri, avantajları ve literatürde yapılan çalışmalar sunulmuştur. 
	Dördüncü bölümde tezin ana problemi olan adveksiyon-difüzyon denkleminin ortaya çıkışı ve uygulama alanlarından bahsedilmiştir.
	Beşinci bölümde ise singüler olmayan çekirdeğe sahip olan AB türevli adveksiyon-difüzyon denkleminin reel eksende, yarı sonsuz ve sınırlı aralıklardaki temel çözümleri araştırılmıştır. Reel eksende Cauchy ve kaynak problemlerinin ele alındığı çalışma “Cauchy and source problems for an advection-diffusion equation with Atangana–Baleanu derivative on the real line” [68] başlığıyla Choas, Solutions and Fractals dergisinde yayınlanmıştır. Ayrıca yarı sonsuz ve sınırlı aralıktaki Cauchy ve Dirichlet problemlerinin çözümleri sırası ile “Analysis of advective–diffusive transport phenomena modelled via non-singüler Mittag-Leffler kernel” [69] başlığıyla Mathematical Modelling of Natural Phenomena dergisinde, “Analytical solutions to the advection-diffusion equation with the Atangana-Baleanu derivative over a finite domain” [70] başlığıyla da BAUN Fen Bilimleri Enstitüsü Dergisinde yayınlanmıştır. Problemlerin temel çözümlerini elde etmek için Laplace dönüşümü ve tanım aralıklarına uygun Fourier dönüşümleri kullanılmıştır. Temel çözümler, Mittag-Leffler fonksiyonu ve trigonometrik fonksiyonların çeşitli kombinasyonları olarak elde edilmiştir. Grafik çizimi için Maple yazılım programı kullanılmış, grafiklerde nın ve sapma parametresinin etkileri incelenmiştir. Sonuç olarak bu çalışmada, Atangana-Baleanu türevinin bir adveksiyon-difüzyon tipi taşıma sürecinin modellenmesinde Caputo kesirli türevine oldukça iyi bir alternatif olduğu ve bu türevin singüler olmayan çekirdeğinden dolayı hesapsal olarak daha avantajlı olduğu gerçeği de ortaya konmuştur.  olması durumunda klasik çözümlerin örtüşmesi de aşikar bir sonuçtur.
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