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ÖZET 

UYUMLU TÜREVLİ DEĞİŞİM ANALİZİ VE OPTİMAL KONTROL 

PROBLEMLERİ İÇİN KARŞITLIK KOŞULLARI 

YÜKSEK LİSANS TEZİ 

DİLARA YAPIŞKAN 

BALIKESİR ÜNİVERSİTESİ FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ 

MATEMATİK ANABİLİM DALI 

(TEZ DANIŞMANI: DR. ÖĞR. ÜYESİ B. BİLLUR İSKENDER EROĞLU) 

BALIKESİR,  HAZİRAN - 2019 

 

Son yıllarda, klasik türevin limit tanımı genişletilerek kesirli mertebeden 

türev operatörlerine alternatif bir tanım önerilmiştir. Uyumlu türev olarak 

adlandırılan bu yerel türev operatörü sağ ve sol türev yaklaşımlarına 

genelleştirilmiş ve yüksek mertebeden uyumlu türev tanımı da verilmiştir. Pek 

çok araştırmacı klasik türevin temel özelliklerinin uyumlu türevler için de 

sağlandığını göstermiştir. Dolayısıyla, uyumlu türevli diferansiyel denklemler 

analitik yollar ile kolaylıkla çözülebilmektedir. Uyumlu türevin bu avantajı 

uyumlu diferansiyel denklemlerin gerçek dünya problemlerine hem modelleme 

hem de kontrol anlamında hızlı bir şekilde uygulanmasına yol açmıştır. 

 

Bu tezde, uyumlu türevli değişim analizi ve optimal kontrol problemlerinin 

karşıtlık koşulları verilmektedir. İlk olarak, uyumlu integral ile tanımlanan 

uyumlu türevli değişim analizi problemleri için var olan gerekli koşul farklı olarak 

değişim yöntemiyle elde edilmiş ve karşıtlık koşulları önerilmiştir. Daha sonra,  

klasik integral ile tanımlanan genelleştirilmiş uyumlu türevli değişim analizi 

problemi için gerekli koşul ve karşıtlık koşulları elde edilmiştir. Değişim analizi 

için elde edilen sonuçlardan faydalanarak, uyumlu integral ile tanımlanan uyumlu 

türevli optimal kontrol problemi için karşıtlık koşulları Hamilton formülasyonu ve 

Lagrange çarpanı tekniği ile verilmiştir. Benzer şekilde, klasik integral ile 

tanımlanan genelleştirilmiş uyumlu türevli optimal kontrol problemi için karşıtlık 

koşulları önerilmiştir. Uygulama problemi olarak, zaman uyumlu türev ile 

tanımlanan yayılım denkleminin optimal kontrolü incelenmiştir. Optimal kontrol 

kuralı, durum ve kontrol değişkenlerinin özfonksiyon açılımlarının kullanılması 

ile elde edilen uyumlu türevli lineer diferansiyel denklemlerin analitik olarak 

çözülmesi ile bulunmuştur. Tüm sonuçlar MATLAB programı kullanılarak 

çizdirilmiştir. 

 

ANAHTAR KELİMELER: Uyumlu türev, uyumlu integral, değişim analizi, 

optimal kontrol, karşıtlık koşulu 



ii 

 

ABSTRACT 

TRANSVERSALITY CONDITIONS FOR CALCULUS OF VARIATIONS 

AND OPTIMAL CONTROL PROBLEMS WITH CONFORMABLE 

DERIVATIVE 

MSC THESIS 

DİLARA YAPIŞKAN 

BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE 

MATHEMATICS 

(SUPERVISOR: ASSIST. PROF. DR. B. BİLLUR İSKENDER EROĞLU ) 

BALIKESİR,  JUNE 2019 

 

In recent years, an alternative definition to fractional order derivative 

operators has been proposed by expanding the limit definition of the classical 

derivative. This local operator, named as conformable derivative, has been 

generalized with the left and right derivative approaches and also the higher order 

conformable derivatives have been given. Many researchers have shown that 

some fundamental properties of the classical derivative are provided for 

conformable derivative. Therefore, differential equations with conformable 

derivative became easily solvable in an analytical way. This advantage of 

conformable derivative leads quick applications of the conformable differential 

equations to the real world problems both in the view of modeling and control.  

 

In this thesis, transversality conditions for the calculus of variations and 

optimal control problems with conformable derivative are presented. First of all, 

the existing necessary condition for the calculus of variations problems with 

conformable derivative is obtained by variation method and the transversality 

conditions are proposed. Then, the necessary condition and transversality 

conditions for the generalized calculus of variations problems with conformable 

derivative defined by classical integral are acquired. Utilizing the results obtained 

for the calculus of variations, the transversality conditions for the optimal control 

problem with conformable derivative defined by conformable integral are given 

by the Hamiltonian formulation and the Lagrange multiplier technique. As a 

similar manner, the transversality conditions for the generalized optimal control 

problem with conformable derivative defined by the classical integral are 

proposed. Optimal control of the diffusion equation defined by time conformable 

derivative is examined as an application problem. The optimal control is achieved 

by solving the obtained linear differential equation with conformable derivative 

arising from eigenfunction expansions of state and control variables. All results 

are plotted using MATLAB program. 

KEYWORDS: Conformable derivative, conformable integral, calculus of 

variations, optimal control, transversality condition  
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1. GİRİŞ 

Klasik analiz kavramlarının tamsayı olmayan mertebeden türev ve 

integrallere genişletilmesi fikri 17. yüzyıla dayanmaktadır ve çıkış tarihindeki 

gelişmelerden dolayı literatürde halen içeriğini tam olarak yansıtmayan Kesirli 

Analiz ile anılmaktadır.  

 

Kesirli analiz, keyfi mertebe seçme imkanı verdiği için pek çok bilim dalına 

ait problemlerin modellenmesinde önemli rol oynamaktadır. Örneğin biyoloji ve 

biyomühendislik, fizik, elektromanyetik teori, termodinamik, mekanik, sinyal ve 

sistem teorisi, kaos teorisi ve fraktallar, jeoloji, akışkanlar mekaniği ve kompleks 

sistemler içerisindeki madde iletimi teorisi, olasılık ve istatistik teorileri, elektrik–

elektronik ve kontrol teori kesirli analizin en yaygın olarak kullanıldığı başlıca 

uygulama alanlarıdır [1–9].  

 

Kesirli analiz, L’Hospital’in 1695’te 
1

2
n   için 

n

n

d f

dx
 in ne anlama geldiğini 

sorması üzerine Leibniz tarafından tanımlanmıştır. Sonraki yıllarda Riemann–

Liouville, Caputo, Hadamard, Grünwald–Letnikov, Riesz vb. pek çok araştırmacı 

kesirli türevin farklı tanımlamalarını yapmıştır. Kesirli türev tanımlarının birden fazla 

olması, birbirleri arasındaki ilişkiler ve farklılıklar sistemin yapısına en uygun olanını 

seçme fırsatını sunmaktadır. Riemann–Liouville ve Caputo kesirli türevleri özellikle 

uygulama problemlerinde sıkça tercih edilen kesirli türevlerdir. Her iki türev 

operatörü de singüler çekirdeğe sahip konvolüsyon integralleri ile tanımlanır. Bu 

sebeple hafıza etkisine sahip süreçleri modellemekte oldukça başarılıdırlar. Ancak 

singüler çekirdek fonksiyonlarına sahip olmaları sebebiyle modelledikleri fiziksel 

süreçlere dair analitik çözümleri bulmak oldukça zor ve çoğu zaman da imkansızdır. 

Dolayısıyla kesirli mertebeden türev içeren diferansiyel denklemlerin çözümlerini 

bulmak için sayısal yöntemler üzerine yapılan çalışmalar oldukça önemli ve ilgi 

çekicidir [10–14].  



2 

 

Kesirli mertebeden diferansiyel denklemleri çözmenin zorluğu 

araştırmacılarda genel olarak analitik çözüme imkan veren farklı tipte kesirli 

operatörler tanımlama isteği uyandırmıştır [15–18]. Bu operatörler genel olarak yerel 

özellikte olduklarından hafızalı sistemleri modellemeye elverişli değildirler. Ancak 

yerel olmayan kesirli operatörlerin aksine klasik türevin çarpma kuralı, bölme kuralı 

ve zincir kuralı gibi pek çok özelliğini sağlamaktadırlar. Geleneksel kesirli türev 

operatörlerinin konvolüsyon özelliğini sağlamadığı için kesirli operatör sınıfına dahil 

edilmeyen yerel operatörlerin yerel ölçeklendirmeleri ve kesirli 

diferansiyellenebilirliği araştırmada oldukça kullanışlı olduğu gösterilmiştir [15].  

 

Literatürde farklı tiplerde kesirli mertebeden yerel türev operatörleri 

tanımlanmıştır. Geleneksel kesirli operatörlerde olduğu gibi hangi tip kesirli mertebe 

yerel türev operatörünün seçileceği de problem tipine uygun olarak belirlenir [19]. 

Bu tezde klasik türev tanımının bir genelleştirmesi olarak Khalil ve diğ. [18] 

tarafından tanımlanan ve uyumlu türev olarak adlandırılan yerel türev operatörü ile 

bu operatörün tersi olan uyumlu integral operatörü ele alınmıştır. Oldukça ilgi çeken 

bu operatörlere ait analiz kavramları pek çok araştırmacı tarafından çalışılmıştır. 

Abdeljawad, tanımlanan bu yeni yerel türevi, sol ve sağ türev yaklaşımlarıyla 

genelleştirmiştir ve yüksek mertebeden uyumlu türev (ardışık uyumlu türev) tanımını 

vermiştir [20]. Ayrıca, uyumlu türev için zincir kuralı, kısmi integrasyon, Taylor seri 

açılımı ve Laplace dönüşümü de Abdeljawad tarafından önerilmiştir. Iyiola ve 

Nwaeze [21], uyumlu türev ve uyumlu integral operatörlerinin bazı sonuçlarını 

kanıtlamışlardır. Abu Hammad ve Khalil [22], uyumlu türev için uyumlu Fourier 

serilerini vermiştir ve Fourier serilerini uyumlu kısmi diferansiyel denklemleri 

çözmek için kullanmıştır. Atangana ve diğ. [23], kısmi ve ardışık uyumlu türevle 

ilgili bazı yararlı özellikleri ve teoremleri tanıtmıştır. Zhao ve Luo [24], uyumlu 

türevin fiziksel ve geometrik yorumlarını vermiş ve böylece bu türevin fizik ve 

mühendislik alanındaki potansiyel uygulamalarına dikkat çekmiştir. Uyumlu türev 

klasik türevin bazı temel özelliklerini sağladığı için uyumlu diferansiyel 

denklemlerin analitik yöntemlerle kolayca çözülebilir olduğu gösterilmiştir [25–28]. 

Uyumlu türevin bu avantajı, kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin gerçek 

dünya problemlerine hızlı bir şekilde uygulanmasını sağlamıştır. Bu yüzden uyumlu 

türev birçok araştırmacı tarafından kabul görmüş ve son yıllarda biyoloji [29], fizik 
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[30–32], modelleme [33–35] ve kontrol teori [35–39] gibi pek çok uygulama 

alanında çalışılmıştır.  

 

Bilindiği üzere kesirli mertebeden sistemlerin modellemedeki etkililiği bu 

sistemlerin kontrol tasarımlarını önemli kılmıştır. Kesirli mertebeden kontrol tasarımı 

çalışmalarının öncüsü ve oldukça ilgi göreni kesirli optimal kontroldür [40–44]. 

Bunun doğal sonucu olarak, uyumlu türev içeren sistemlerin optimal kontrolü de 

literatürde yerini almaya başlamıştır. Optimal kontrolün temeli değişim analizi 

olduğu için uyumlu türevli optimal kontrol çalışmalarının başlangıcı uyumlu türeve 

bağlı terim içeren uyumlu integral ile tanımlanan değişim analizine dayanmaktadır. 

Bu kavram ilk kez Chung [30] daha sonra Lazo ve Torres [36] tarafından 

incelenmiştir. Dinamik kısıtları uyumlu diferansiyel denklem ve uyumlu türevli 

performans indeksi içeren optimal kontrol problemleri için gerekli koşullar yine Lazo 

ve Torres tarafından elde edilmiştir [36]. Bu tezin konusu olan optimal kontrol 

problemleri için karşıtlık koşulları için henüz literatürde yer alan bir çalışma yoktur. 

Bu boşluğun doldurulması için tezde öncelikle değişim analizi ve sonrasında uyumlu 

türevli optimal kontrol problemleri için karşıtlık koşulları Euler–Lagrange 

denklemleri, Hamilton formülasyonu ve Lagrange çarpanı teknikleriyle 

incelenmektedir. Elde edilen sonuçların uygulaması olarak uyumlu türev ile 

modellenen yayılım sisteminin optimal kontrolü verilecektir. Uyumlu türev ile 

modellenen yayılım denklemlerinin farklı formları Çenesiz ve Kurt [45], Avcı ve diğ. 

[46,47] çalışmalarında bulunabilir. Uyumlu türevli ısı denkleminin optimal sınır 

sıcaklığı kontrolü ise İskender Eroğlu ve diğerleri [37] tarafından çalışılmıştır.  

 

Bu tezin 2. Bölümünde kesirli merteben yerel olmayan türev operatörlerine 

değinilerek yerel türev operatörlerinin tanımlanmasındaki etken açıklanmıştır. 

Singüleritesi olmayan uyumlu türev operatörü ile uyumlu integral opretörünün 

literatürde var olan temel özellikleri verilmiştir. Literatüre katkı olarak uyumlu Rolle 

teoremi ve ortalama değer teoreminin birbirine denk olduğu gösterilmiş, uyumlu 

integralin bazı özellikleri verilmiştir. 
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3. Bölümde uyumlu integral ile tanımlanan uyumlu değişim analizi 

problemleri incelenmiştir. Literatürde var olan Euler–Lagrange denklemi burada 

farklı olarak değişim yöntemi ile elde edilmiştir. Daha sonra uyumlu türevli değişim 

analizi problemi için karşıtlık koşulu önerilmiştir. Uyumlu karşıtlık koşulunun genel 

durumundan yola çıkarak özel durumları incelenmiştir. Son olarak uyumlu karşıtlık 

koşulları için uygulama örnekleri verilmiştir. Buradan elde edilen 3.1.1 Teorem ve 

3.1.1.1 Sonuç ile elde edilen orijinal sonuçlar [48]’de yayınlanmıştır. Ayrıca klasik 

integral ile tanımlanan genelleştirilmiş uyumlu türevli değişim analizi problemi için 

Euler–Lagrange denklemi ve karşıtlık koşulları elde edilmiştir. Genelleştirilmiş 

uyumlu karşıtlık koşullarının özel durumları incelenmiş ve uygulama örnekleri 

verilmiştir. 

 

4. Bölümde uyumlu integral ile tanımlanan uyumlu türevli optimal kontrol 

problemi incelenmiştir. Literatürde var olan gerekli optimallik koşulları burada farklı 

olarak değişim yöntemi ile elde edilmiştir. Daha sonra uyumlu integral ile 

tanımlanan uyumlu türevli optimal kontrol problemi için karşıtlık koşulu 

önerilmiştir. Genel durumdaki karşıtlık koşulunun özel durumları incelenmiştir ve 

son olarak uyumlu karşıtlık koşulu için uygulama örneği verilmiştir. 4.1.1 Teorem ve 

4.1.1.1 Sonuç ile elde edilen orijinal sonuçlar [48]’ yayınlanmıştır. Ayrıca klasik 

integral ile tanımlanan genelleştirilmiş uyumlu türevli optimal kontrol problemi için 

karşıtlık koşulları elde edilmiştir. Genelleştirilmiş uyumlu karşıtlık koşullarının özel 

durumları incelenmiş ve uygulama örneği verilmiştir. 

 

5. Bölümde karşıtlık koşulunun bir uygulaması olarak, zamana göre uyumlu 

türev içeren yayılım sisteminin optimal kontrolü ele alınmıştır. Optimal kontrol 

kuralı, durum ve kontrol değişkenlerinin özfonksiyon açılımlarının kullanılması ile 

elde edilen uyumlu türevli lineer diferansiyel denklemlerin analitik olarak çözülmesi 

ile bulunmuş, sonuçlar [48]’de yayınlanmıştır. 
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2. KESİRLİ TÜREV VE İNTEGRAL TANIMLARI 

Bu bölümde öncelikle kesirli analizin çıkış noktası olan Riemann–Liouville 

kesirli türevi ve uygulamalarda sıkça tercih edilen Caputo kesirli türev tanımlarına 

değinilerek kesirli mertebeden yerel türevlerin tanımlanmasındaki etken 

açıklanacaktır.  

 

2.1 Tanım (Riemann–Liouville kesirli integral [1]): f,  ,a b  reel aralığı 

üzerinde integrallenebilen bir fonksiyon ve 0   olmak üzere Riemann–Liouville 

integrali  

 

  
 

   
11

t

RL

a t

a

D f t t f d
   



  
    (2.1) 

 

biçiminde tanımlanır.  

 

2.2 Tanım (Riemann–Liouville kesirli türevleri [1]): f, [ , ]a b  reel aralığı 

üzerinde integrallenebilen zaman değişkenli bir fonksiyon ve 1n n    n   

olmak üzere .  mertebeden sol ve sağ Riemann–Liouville kesirleri sırasıyla 

 

  
 

   
11

,

tn
nRL

a t n

a

d
D f t t f d

n dt

   


 
 
     (2.2) 

 

  
 

   
11

bn
nRL

t b n

t

d
D f t t f d

n dt

   


  
   
   

   (2.3) 

 

biçiminde tanımlanır.  
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Fiziksel problemlerde, zaman değişkenine bağlı bir f fonksiyonu ele 

alındığında sol Riemann–Liouville kesirli türevi kullanılıyorsa geçmiş zamandaki 

verilere, sağ Riemann–Liouville kesirli türevi kullanılıyorsa gelecek zamandaki 

verilere ulaşılmak isteniyordur. 

 

 

Şekil 2.1:  f t  sürecinin sol ve sağ kesirli türev yorumu. 

 

Riemann–Liouville yaklaşımında kesirli türevli başlangıç koşullarına sahip 

başlangıç değer problemlerinin başarılı bir şekilde çözülebilmesine rağmen, bu 

başlangıç koşullarının bilinen bir fiziksel anlamı yoktur. Dolayısıyla, burada 

matematiksel teori ve pratik ihtiyaçlar arasında bir uyuşmazlık meydana gelmektedir. 

Bu uyuşmazlığın ortadan kaldırılması için ilk olarak M. Caputo deneysel verilerden 

hareketle yeni bir türev tanımı önermiştir [49]. Caputo yaklaşımının temel avantajı, 

Caputo türevli kesirli diferansiyel denklemler için tanımlanan başlangıç koşulları ile 

tamsayı mertebeli diferansiyel denklemler için tanımlanan başlangıç koşullarının 

aynı olmasıdır. 

 

2.3 Tanım (Caputo kesirli türevleri [1]): f, [ , ]a b  reel aralığı üzerinde sürekli 

türevlenebilen fonksiyon ve 1n n    n  olmak üzere .  mertebeden sol ve 

sağ Caputo kesirli türevleri sırasıyla 

 

  
 

   
11

,

nt
nC

a t

a

d
D f t t f d

n dt

   


   
   
   

   (2.4) 

 

 nin geçmişteki davranışı  nin gelecekteki davranışı a 

 

t b 

 

sol türev 

 

sağ türev 
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  
 

   
11

nb
nC

t b

t

d
D f t t f d

n dt

   


   
   
   

   (2.5) 

 

biçiminde tanımlanır. 

Riemann–Liouville ve Caputo kesirli türev tanımları incelendiğinde her iki 

türev tanımının da çekirdek fonksiyonlarında singüleritenin olduğu görülür. Ayrıca 

Riemann–Liouville ve Caputo kesirli türevlerinin sıfır başlangıç koşulları için denk 

olduğu bilinmektedir [1]. 

 

2.4 Teorem:  f t  sonlu  ,a t  aralığında sürekli ve integrallenebilir bir 

fonksiyon olsun. 1m m    m  olmak üzere  kf t ,  0,1,2, , 1k m    

türevleri de  ,a t  üzerinde sürekli ve integrallenebilir ise 0,1,2, , 1k m    için

  0kf a   koşulları sağlanırsa 

 

    RL C

a t a tD f t D f t    (2.6) 

 

olarak bulunur [1]. 

 

Riemann–Liouville ve Caputo türevi de dahil olmak üzere tüm kesirli türev 

tanımları lineerlik özelliğini sağlamaktadır. Buna rağmen bu tanımların pek çoğu 

sabitin türevinin sıfır olması, çarpım kuralı, bölüm kuralı, bileşke kuralı, Rolle 

teoremi, ortalama değer teoremi vb. gibi klasik türev özelliklerini sağlamazlar [1–3]. 

Bu ise mevcut tanımların pek çok alandaki uygulamalarının kapsamını 

sınırlandırarak kesirli analiz yaklaşımının araştırmalarını kısıtlamaktadır. Kesirli 

mertebeden diferansiyel denklemlerin mevcut tanımlar ile analitik çözümlerinin elde 

edilmesi zordur ve çoğu zaman mümkün olmamaktadır. 

 

Khalil ve diğ. [18] kesirli mertebeden başlangıç değer problemini kolay bir 

şekilde çözebilmek ve bahsedilen zorlukların üstesinden gelmek için klasik türevin 
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alışılmış limit tanımlamasını genişleterek singüleritesi olmayan yeni ve ilgi çekici bir 

tanımlama yapmıştır. Bu tanımlama klasik türevin pek çok özelliğini sağladığı için 

‘‘uyumlu türev” olarak adlandırılmaktadır. Daha sonra Katugampola [19], [18]’de 

tanımlanan uyumlu türeve benzer olarak yeni bir yerel kesirli türev tanımlamıştır. 

Literatürde yine uyumlu türev olarak anılmaya başlayan bu türev operatörü de 

[18]’de tanımlanan uyumlu türevin pek çoğunu sağladığı için oldukça ilgi gören bir 

operatör olmuştur. Ancak bu operatör tezin kapsamı dışında tutulmuş ve karmaşa 

olmaması açısından operatörün tanım ve özelliklerine burada değinilmeyecektir. 

2.1 Uyumlu Türev 

Khalil ve diğ. uyumlu türev tanımını aşağıdaki şekilde vermiştir. 

 

2.1.1 Tanım (Uyumlu türev [18]):  : 0,f    fonksiyon, 0 1   ve 

0t   olmak üzere f  fonksiyonunun  mertebeden uyumlu türevi, 

 

      
   1

0
lim

f t t f td
f t f t

dt




 









 
    (2.7) 

 

biçiminde tanımlanır. ,f 0a   için  0,a  aralığı üzerinde - diferansiyellenebilir  

ve    
0

lim
t

f t



 var ise  

 

        
0

0 lim
t

f f t
 


   (2.8) 

 

biçiminde tanımlanır. Yukarıdaki gösterimlerin yanı sıra uyumlu türev operatörü için 

D  notasyonu kullanılacaktır.  

 

Abdeljawad [20], [18]’de tanımlanan uyumlu türevi genelleştirerek sol ve sağ 

uyumlu türev tanımlamalarını vermiştir. 
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2.1.2 Tanım (Sol uyumlu türev):  : ,f a b   fonksiyon, 0 1   ve 

t a  olmak üzere f  fonksiyonunun a noktasından başlayan   mertebeden sol 

uyumlu türevi 

 

      
   1

0

( )
lima

a

a

f t t a f td
f t f t

dt




 









  
    (2.9) 

 

biçiminde tanımlanır. ( , )a b  üzerinde 
   af t


 var ise o halde 

 

 
       lima a

t a

f a f t
 




   (2.10) 

 

elde edilir. 

 

2.1.3 Tanım (Sağ uyumlu türev):  : ,f a b   fonksiyon, 0 1   ve t b  

olmak üzere f  fonksiyonunun b noktasından sonlanan  mertebeden sağ uyumlu 

türevi 

 

      
    

1

0
limb

b

b

f t b t f td
f t f t

dt






 









  
     (2.11) 

 

biçiminde tanımlanır.  ,a b  üzerinde 
   b f t


 var ise o halde 

 

          limb
b b

t b
b

d
f b f b f t

dt


 

 
    (2.12) 

elde edilir.  

 

 Yukarıdaki gösterimlerin yanı sıra sol uyumlu türev operatörü için ,aD
 sağ 

uyumlu türev operatörü için b D
notasyonu kullanılacaktır. Bu çalışmada, genellikle 



10 

 

sol uyumlu türev kullanılmıştır, dolayısıyla bundan sonraki kısımda uyumlu türev 

denildiğinde sol uyumlu türev anlaşılacaktır. 

2.2 Uyumlu Türevin Özellikleri 

 mertebeden uyumlu türevi mevcut olan f  fonksiyonuna 

diferansiyellenebilir  bir fonksiyon denir. Süreklilik kavramı ile 

diferansiyellenebilirlik   kavramı arasındaki ilişki aşağıdaki teorem ile verilmiştir.  

 

2.2.1 Teorem: 0t   ve 0 1  olmak üzere  : 0,f   fonksiyonu 

diferansiyellenebilir   ise f  fonksiyonu t  noktasında süreklidir [18]. 

 

Uyumlu türevin tüm temel özellikleri aşağıdaki teorem ile verilmiştir 

[18,20,35]: 

 

2.2.2 Teorem (Uyumlu türevin özellikleri): ,f g bir 0t   noktasında 

diferansiyellenebilir   fonksiyonlar ve 0 1   olsun. Bu durumda 

, , ,c d p    için aşağıdaki eşitlikler geçerlidir.  

   

i.  
 
         a aa

cf dg t cf t dg t
  

   , (2.13) 

 

ii.  
 
             a aa

fg t f t g t f t g t
  

    (2.14) 

 

iii. 

 

 
           

 2

a a

a

f t g t f t g tf
t

g g t

  
 

 
 

  (2.15) 

 

iv.  
0a


  , (Tüm sabit fonksiyonlar için  f t  )                              (2.16) 
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v. f diferansiyellenebilir ise        
1

a

df
f t t a t

dt

 
                            (2.17)  

 

vi.   
 

   
p p

a

t a t p t a



    ,                                                             (2.18) 

 

İspat: i. ii. iii. iv. ve vi. özelliklerinin ispatı [18]’de verilmiştir. Burada [18]’de 

ispatı verilmeyen v. özelliğin ispatına değinilecektir.  

 

v. (2.7) eşitliği ile verilen uyumlu türev tanımı içerisindeki  
1

t a h





   olarak 

alınırsa  
1

h t a





   olduğu görülür. Ele alınan dönüşüm (2.7) eşitliğinde yerine 

yazılırsa 

 

 

   
        

 

 
   

 

1

0 0

1 1

0

lim lim

lim ( )

a
h

h

f t t a f t f t h f t
f t

h t a

f t h f t df
t a t a t

h dt







 








 

 



    
 



 
   

  (2.19) 

 

olur.  

 

Bazı özel durumlarda f  fonksiyonunun klasik türevi olmadığı halde uyumlu 

türevi olabilir. 

 

2.2.3 Örnek:   2f t t  fonksiyonunun 0t   noktasında birinci mertebeden 

klasik türevi olmamasına rağmen 
1

.
2

 mertebeden uyumlu türevinin

   
1 1 1 1

2 2 2 2
1

2 2 1
2

f t t t

   
   

     
 
 mevcut olduğu görülür. 
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2.2.2 Teoremin bir sonucu olarak bazı belirli fonksiyonların   mertebeden 

uyumlu türevi şu şekildedir [18]:  

 

i.  1 0
d

dt




                                                                                                 (2.20) 

 

ii.  
d

nt t
dt






                                                                                            (2.21) 

 

iii.   1cx cxd
e cx e

dt






  , c                                                                       (2.22) 

 

iv.   1sin cos
d

bx bx bx
dt






 , b                                                           (2.23) 

 

v.   1cos sin
d

bx bx bx
dt






  ,b                                                            (2.24) 

 

vi. 
1

1
d

t
dt




 

 
 

 
                                                                                          (2.25) 

 

vii. 

 
1 1

sin cost t



 

 

 
 

 
                                                                             (2.26) 

 

viii. 
1 1

cos sin
d

t t
dt


 

  

 
  

 
                                                                      (2.27) 

 

ix. 
1 1

t td
e e

dt

 

 


 
 

 
                                                                                  (2.28) 

 

Abdejawad [20]’de ardışık uyumlu türev ve uyumlu Taylor açılımı tanımlarını 

aşağıdaki şekilde vermiştir. 
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2.2.4 Tanım (Ardışık uyumlu türev):  : ,f a b   fonksiyonun uyumlu türevi 

var ve    n
f t  sürekli olsun. 0 1   ve n   olmak üzere .n  mertebeden ardışık 

uyumlu türev sırasıyla 

 

    

n-kez

...

n

a a a a

a a a a

d d d d
f t f t

dt dt dt dt

   

   
   (2.29) 

 

    

n-kez

...

n

b b b b

b b b b

d d d d
f t f t

dt dt dt dt

   

   (2.30) 

 

sol ve sağ ardışık uyumlu türev olarak adlandırılır. 

 

Ayrıca kesirli mertebeden sol uyumlu türev için 2n   ve 
1

0
2

   özel 

durumunda, 

 

  
        

2 1 2 2 2
1 ,

0 ,

a

a

d t a f t t a f t t a
f t

dt t a

 




       

 


  (2.31) 

 

olur. 

 

2.2.5 Tanım (Uyumlu Taylor açılımı [20]): ,f  
0t  noktasının bir 

komşuluğunda 0 1   için sonsuz kez differansiyellenebilir   fonksiyon olsun. 

Bu durumda 0R   için  
1

0 0,t t t R    aralığında f  fonksiyonunun uyumlu 

Taylor seri açılımı aşağıdaki gibi tanımlanır: 

        
     

     
 

2

0 0 02

0 0 0 02
... .

2! !

n

n

a a a n

t t t t t t
f t f t f t f t f t

n

  

  

  

  
      (2.32) 
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Atangana ve diğ. [23] kısmi uyumlu türevi aşağıdaki şekilde tanımlamıştır. 

2.2.6 Tanım (Uyumlu kısmi türev): f  bir fonksiyon ve 
1 2, ,..., mx x x  

değişkenleri olsun ve ix  noktasındaki değişkene göre 0 1   mertebeden uyumlu 

kısmi türevi 

 

 
   1

1 1 1

1 2
0

,..., , ,..., ,...,
, ,..., lim

i i i m m

m

i

f x x x x x f x x
f x x x

x



 











 



  (2.33) 

 

olarak tanımlanır. 

 

 Birçok kesirli türev tarafından sağlanamayan zincir kuralı özelliğinin uyumlu 

türev için sağlandığı, Abdeljawad tarafından [20]’de gösterilmiştir. 

 

2.2.7 Teorem (Uyumlu zincir kuralı):  , : ,f g a b   0 1   için  

diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsun. ( ) 0g t   ve t a  için  

diferansiyellenebilirdir öyle ki 

 

  
 
              1

a a aa
f g t f g t g t g t

   
   (2.34) 

 

dir. Ayrıca t a  ise 

 

  
 
              1

lim a a aa t a
f g a f g t g t g t

   






   (2.35) 

 

şeklindedir. 

 

İspat:        f g t f g t h t   olsun. Uyumlu türev tanımı içerisindeki 

1( )t t a u     olarak adlandırılsın. g fonksiyonunun sürekliliği kullanılarak  
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   
     

 

     
   

   
 

     
   

   
 

     
            

1

1

1

( ) ( )

1

1

lim

lim

lim lim

a
u t

u t

g u g t u t

a a a

f g u f g t
h t t a

u t

f g u f g t g u g t
t a

g u g t u t

f g u f g t g u g t
t a

g u g t u t

f g t g t t a

f g t g t g t









  











 






 



 
 

 

 
 

 

  

 

  (2.36) 

 

elde edilir.  

 

Temel analiz teoremlerinden Rolle teoremi ve ortalama değer teoremini 

Khalil ve diğ. uyumlu türev için [18]’de aşağıdaki şekilde ifade etmiştir. 

 

2.2.8 Teorem (Uyumlu Rolle teoremi): 0a   ve  : ,f a b   aşağıdaki 

koşulları sağlayan bir fonksiyon olsun: 

i. f ,  ,a b  aralığında süreklidir, 

ii. f ,   için  ,a b  aralığında   diferansiyellenebilirdir, 

iii. ( ) ( )f a f b .  

Bu durumda 

 

 
    0f c


   (2.37) 

 

olacak şekilde  ,c a b  vardır. 

 

İspat: f ,  ,a b  aralığında sürekli ve    f a f b  olduğundan bir  ,c a b  

yerel ekstremum noktası vardır. Genelliği kaybetmeden c noktasının yerel minimum 

noktası olduğu kabul edilsin. O halde, 
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   

       1 1

0 0
lim lim

f c c f c f c c f c
f c

 



 

 

  

 

 

   
    (2.38) 

 

 Olsun. Ancak ilk limit negatif değildir, ikinci limit pozitif değildir. Buradan 

 

 
    0f c


   (2.39) 

 

sonucuna ulaşılır.   

 

2.2.9 Teorem (Uyumlu ortalama değer teoremi): 0a   ve  : ,f a b   

aşağıdaki koşulları sağlayan bir fonksiyon olsun: 

i. f ,  ,a b  aralığında süreklidir 

ii. f ,   için  ,a b  aralığında  diferansiyellenebilirdir, 

Bu durumda 

 

 
   

   
1 1

f b f a
f c

b a



 

 






  (2.40) 

 

olacak şekilde bir  ,c a b  vardır.  

 

 İspat: 

 

      
    1 1

1 1

f b f a
g x f x f a x a

b a

 

   

 

  
    

 

  (2.41) 

 

fonksiyonu tanımlansın. g fonksiyonunun Rolle teoreminin koşullarını sağladığı 

kolaylıkla görülür.  
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    0g c


  (2.42) 

 

olacak şekilde  ,c a b  vardır. Böylece 

  

    
       

1 1
0

1 1

f b f a
f c x a

b a

 

  

   

 

     
           

 (2.43) 

 

olur. Buradan   

 

 
   

   
1 1

f b f a
f c

b a



 

 






  (2.44) 

 

elde edilir.  

 

 Klasik analizin Rolle teoremi ve ortalama değer teoreminin denkliği Qazi 

[51] tarafından verilmiştir. Benzer bir yaklaşımla uyumlu Rolle teoremi ve ortalama 

değer teoreminin denkliği aşağıdaki teorem ile verilir. 

 

2.2.10 Teorem: Uyumlu ortalama değer teoremi ve Uyumlu Rolle teoremleri 

birbirine denktir.  

 

İspat: Uyumlu ortalama değer teoreminin koşullarını sağlayan bir f 

fonksiyonun uyumlu Rolle teoremini sağladığı açıktır. Tersine uyumlu Rolle 

teoremini sağlayan f fonksiyonunun uyumlu ortalama değer teoremini sağladığını 

göstermek için aşağıdaki fonksiyon tanımlansın:  
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 

     

     

1 1 1

1 1 1

1 1 1 1 1 1

f x f a f b

g x x a b

f x a b f a x b f b x a

  

     

  

     



  

  (2.45) 

 

Dikkat edilirse,  g x
 
fonksiyonu  ,a b  açık aralığında 

diferansiyellenebilir    ,a b  aralığında sürekli ve    g a g b  dir. Dolayısıyla g 

uyumlu Rolle teoremi sağlar yani 
    0g c


  olacak şekilde bir  ,c a b  noktası 

vardır. g fonksiyonunun tanımı kullanıldığında 

 

        
1 1

f b f a f c b a
  

 
     (2.46) 

 

olarak elde edilir ki bu ise f fonksiyonunun uyumlu diferansiyellenebilir fonksiyonlar 

için ortalama değer teoremini sağladığını gösterir.  

2.3 Uyumlu İntegral  

Uyumlu integral yaklaşımında integrali tanımlamak için en önemli fonksiyon 

sınıfı sürekli fonksiyon uzaylarıdır. Khalil ve diğ. [18], Weierstrass Yaklaşım 

teoremini kullanarak integralin polinomlarda tanımlanmasının yeterli olduğunu 

göstermiştir. 

 

2.3.1 Teorem (Weierstrass yaklaşım teoremi): ,f  sonlu [ , ]a b  reel aralığında 

sürekli bir fonksiyon ise [ , ]a b  reel aralığı üzerinde f  fonksiyonuna düzgün 

yakınsayan bir  nP x  polinom dizisi vardır [50]. 

 

Khalil ve diğ. [18] bu teoreme göre, 0    ve p    özelliğindeki 

herhangi bir p  için pt  nin kesirli integralini  
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  
p

p t
t

p








 


  (2.47) 

 

biçiminde tanımlamışlardır. Böylece düzgün yakınsak bir  
0

k

k

k

f t b t




  serisi için 

 f t  fonksiyonunun .  mertebeden kesirli integrali  

 

     
0 0

k
k

k k

k k

t
f x b t b

k



 


 

 

   


    (2.48) 

 

olarak vermişlerdir. 1   olması durumunda   kesirli integrali klasik integrale 

eşittir. 

 

2.3.2 Örnek:   cosf t t  fonksiyonunun 
1

.
2

 mertebeden   kesirli integrali, 

 
 

 

2

0

1
cos

2 !

n n

n

t
f t t

n






   kuvvet serisinden yararlanılarak 

 

     
 

 

1
2

2

1 1

02 2

1
cos

1
2 2 !

2

nn

n

t
f t t

n n







   

 
 

 

   (2.49) 

 

olarak elde edilir.  

 

Bu örnek, aşağıdaki f  fonksiyonunun 0a   noktasından başlayan   

mertebeden uyumlu integral tanımını akla getirmiştir. Khalil ve diğ. [18], uyumlu 

integrali klasik integral ile ilişkilendirerek tanımlamıştır.  

2.3.3 Tanım (Uyumlu integral):  : ,f a b   fonksiyon, 0 1   ve 0t   

olmak üzere f  fonksiyonunun  mertebeden uyumlu integrali  
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        1 1

1

t

a a

a

I f t I t f t f x x dx 



      (2.50) 

 

biçiminde tanımlanır.  

 

Abdeljawad [20], [18]'de tanımlanan uyumlu integrali sol ve sağ integral 

yaklaşımlarını ele alarak genelleştirmiş ve aşağıdaki tanımı vermiştir. 

 

2.3.4 Tanım (Sol uyumlu integral):  : ,f a    sürekli fonksiyon,

n n     n  ve n   olmak üzere f  fonksiyonunun   mertebeden 

sol uyumlu integrali aşağıdaki gibi tanımlanır: 

 

            
1 1

1

1
.

!

t
na a

n

a

I f t t a f t x x a f x dx
n

 



 

    I   (2.51) 

 

Dikkat edilirse, 1n    için 1   olduğundan (2.51) eşitliği  

 

          1

1

!

t
na a

n

a

I f t f t t x f x dx
n

   I   (2.52) 

 

olur. Bu eşitlik f  fonksiyonunun  ,a t  aralığı üzerindeki 1n  katlı integralidir. 

 

2.3.5 Tanım (Sağ uyumlu integral):  : ,f b   sürekli fonksiyon,

n n     n  ve n    olmak üzere f  fonksiyonunun   mertebeden 

sağ uyumlu integrali aşağıdaki gibi tanımlanır: 

 

             
1 1

1

1
.

!

b
nb b

n

t

I f t b t f t x t b x f x dx
n

 



 

    I   (2.53) 
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2.4 Uyumlu İntegralin Özellikleri 

2.4.1 Teorem (Uyumlu integralin temel teoremi I [18]): 0 1   ve f sürekli 

bir fonksiyon olsun. t a  için,  

 

     a

aD I f t f t

    (2.54) 

 

eşitliği sağlanır. 

 

İspat: f  fonksiyonu sürekli olduğundan,   aI f t türevlenebilirdir. 

Dolayısıyla, 

 

 

         
 

 

 
 

 
 

1 1

1

1

1

t

a a

a

a

f xd d
D I f t a I f t t a dx

dt dt x a

f t
t a f t

t a

 

  





 







   


  



  (2.55) 

 

olduğu görülür.   

 

2.4.2 Teorem (Uyumlu integralin temel teoremi II [18]): 0 1   ve f  

türevlenebilir bir fonksiyon olsun. t a için, 

 

 
       a

aI f t f t f a


     (2.56) 

 

eşitliği sağlanır. 

İspat: f  türevlenebilir bir fonksiyon olduğu için 
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               

     

1 1 1
'

t t

a

a a

a a

t

a

I f t x a f x dx x a x a f x dx

f x dx f t f a

   



  
    

  

 



  (2.57) 

olduğu görülür.   

 

Burada [52]'de verilen özelliklerin özel bir hali olarak uyumlu integralin 

özellikleri ifade edilecektir. 

 

2.4.3 Teorem (Uyumlu integralin özellikleri): 0 1,  0a  ve 

 , : ,f g a b   sürekli fonksiyonlar olsun. Uyumlu integral özellikleri şu 

şekildedir: 

 

     ,

b b

a a

a a

f x d x f x d x     i.  (2.58) 

 

       
b b b

a a a

a a a

f x g x d x f x d x g x d x       ii.  (2.59) 

 

  0

a

a

a

f x d x iii.   (2.60) 

 

   
b a

a a

a b

f x d x f x d x   iv.  (2.61) 

 

     
b c b

a a a

a a c

f x d x f x d x f x d x     v.  (2.62) 

 

İspat: Özelliklerin ispatları sırasıyla aşağıdaki şekilde gösterilir: 

        
b b

a a

a a

a a

I f t f x d x f x d x I f t 
       i.  (2.63) 

 



23 

 

       

   

   

1

1 1

b b

a

a a

b b

a a

b b

a a

a a

f x g x d x f x g x x dx

f x x dx g x x dx

f x d x g x d x

 

 

 



 

      





 

 

 

ii.

 (2.64) 

      0

a

a

a

f x d x F a F a   iii.   (2.65) 

 

            
b a

a a

a b

f x d x F b F a F a F b f x d x         iv.  (2.66) 

 

             

   

b

a

a

c b

a a

a c

f x d x F b F a F b F c F c F a

f x d x f x d x



 

     

 



 

v.

 (2.67) 

 

Uyumlu kısmi integrasyon özelliği Abdeljawad tarafından [20]’de elde 

edilmiştir. 

 

2.4.4 Teorem (Uyumlu kısmi integrasyon): 0 1,  0a  ve 

 , : ,f g a b   iki fonksiyon öyle ki fg  diferansiyellenebilir olsun. Bu durumda 

uyumlu kısmı integrasyon formülü aşağıdaki şekildedir: 

 

                 .|
b bb

a a a a

aa a

f x g x d x f x g x g x f x d x
       (2.68) 
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3.  UYUMLU TÜREVLİ DEĞİŞİM ANALİZİ 

İntegrallerin optimizasyon teorisi olan değişim analizi belirli bir integralin 

minimum (ya da maksimum) değerinin varlığı ve varsa bu minimum fonksiyonun 

bulunması problemi olarak tanımlanmaktadır. Yani değişim analizi problemi  

 

       , ,

b

a

J x F t x t x t dt    (3.1) 

 

ile tanımlanan J performans indeksini minimize (veya maksimize) eden  x t  

fonksiyonunu bulmayı amaçlar. Değişim analizinde fonksiyonelin   ax a x  ve 

  bx b x  sınır koşullarına bitiş veya uç noktaları denir. Özel olarak   ax a x

başlangıç noktası   bx b x  ise bitiş noktası olarak adlandırılır. Bu koşulların her 

ikisi birden sabit veya değişken olabilir. Uygulama problemlerinde genellikle 

başlangıç noktası sabit kabul edilip bitiş noktasının sabit olmadığı durumlar 

incelenir.  

 

Değişim analizinin kökleri, M.Ö. 1. yüzyılın sonlarında Kraliçe Dido ve 

Aristo gibi Yunan düşünürlerin eserlerine kadar uzanmaktadır. Bir efsaneye göre, 

Tyrian prensesi Dido, Carthage şehrini işgal etmeden önce bulunduğu alanı 

maksimize etmek için sığır derisinden yapılan çember yayı formunda bir ip 

kullanmıştır. Carthage şehrinin kuruluş hikâyesi hayali olsa da yeni bir matematik 

alanına, değişim analizi ve optimal kontrol teorisine esin kaynağı olmuştur. 

Fonksiyonların ekstremum değerlerini bulma teorisi Yunan matematikçiler 

Zenodorus (M.Ö. 495–435) ve Poppus’un (M.S. 300) ele aldığı isoperimetrik 

problemler ile başlamıştır. 17. yüzyılda, Galileo, Fermat ve Newton gibi pek çok 

fizikçi ve matematikçi bazı değişim problemlerini araştırmış ancak bu problemleri 

çözmek için değişim yöntemlerini kullanılmamışlardır. Değişim analizi, 1696'da 
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Johann Bernoulli’nin (1667–1748) “brachistochrone (en kısa zaman) problemi” 

olarak adlandırdığı problemle gelişmeye başlamıştır [53]. 

 

 

Şekil 3.1: Brachistochrone problemi. 

 

Şekil 3.1’de görüldüğü gibi brachistochrone probleminde; A ve B gibi aynı 

düşey veya yatay çizgi üzerinde olmayan sabit iki noktayı birleştiren bir tel boyunca 

yer çekimi ile hareket eden boncuğun en kısa zamanda B noktasına ulaşması için 

telin alması gereken şekil araştırılmaktadır. Bu problem ilk olarak 1638’de Galileo 

(1564–1642) tarafından düşünülmüş, John ve kardeşi Jacob (1654–1705), Gottfried 

Leibniz (1646–1716) ve Isaac Newton (1642–1727) tarafından çözülmüştür. Leonard 

Euler (1707–1783) ve Bernoulli ise yaptıkları ortak çalışma ile bu çözüme önemli 

katkılar sağlamışlardır. Euler ve Bernoulli’nin çalışmasından oldukça etkilenen 

Joseph–Louis Lagrange (1736–1813) bu tip problemlerin çözülmesi için ilk değişim 

metodunu vermiş ve böylece bir fonksiyonun ekstremumu için gerekli koşul Euler–

Lagrange denklemi olarak adlandırılmıştır. Lagrange, değişken bitiş noktasına sahip 

problemler üzerine çalışarak optimizasyon teorisinde önemli bir yere sahip olan ve 

daha sonra Lagrange çarpanı olarak adlandırılan yöntemi bulmuştur. Değişim 

analizinde fonksiyonun ekstemumunu bulmak için yeterli koşullar, ikinci değişim de 

dikkate alınarak 1786'da Adrien Marie Legendre (1752–1833) tarafından verilmiştir. 

1836’da Jacob Jacobi (1804–1851) yeterli koşulu incelemiş ve bu koşul sonradan 

Legendre–Jacobi koşulu olarak adlandırılmıştır. Aynı zamanda Sir William Rowan 

Hamilton (1788–1856) uzayda çeşitli dış kuvvetler tarafından etkilenen bir 

parçacığın hareketinin, iki tane birinci mertebeden kısmi diferansiyel denklemi 

sağlayan tek bir fonksiyonla temsil edilebileceğini göstererek mekanik problemleri 
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üzerine önemli katkılarda bulunmuştur. 1838'de Jacobi'nin bu çalışmaya bazı 

itirazları olmuş ve yalnızca tek bir kısmi diferansiyel denklemin gerekli olduğunu 

göstermiştir. Jacobi–Hamilton denklemi olarak adlandırılan bu denklemin mekanikte 

olduğu kadar değişim analizi ve dinamik programlama ile optimal kontrole de derin 

etkisi olmuştur.  

 

Karl Weierstrass (1815–1897) güçlü ve zayıf ekstremum arasındaki ayrımı 

vermiştir ve bu ayrım için yeterli koşullar Weierstrass koşulu olarak adlandırılmıştır. 

Sonrasında Rudolph Clebsch (1833–1872) ve Adolph Mayer, daha genel problem 

sınıfları için koşulları oluşturmaya devam etmiştir. Clebsch, diferansiyel denklemler 

formundaki sınır koşullarının yanı sıra ikinci değişime dayanan bir koşul ispatlayarak 

değişim analizi problemini formülize etmiştir. 1868'de Mayer, Clebsch'in çalışmasını 

tekrar gözden geçirmiş ve değişim analizindeki genel problem için daha güzel 

sonuçlar elde etmiştir. Daha sonra Mayer bu problemleri 1878’de Lagrange problemi 

ve 1895’te Mayer problemini ayrıntılı olarak tanımlamıştır. 

 

1898'de Adolf Kneser, Karl Gauss'un (1777–1855) jeodeziklerdeki sonucunu 

kullanarak değişim analizine yeni bir yaklaşım önermiştir. Sabit olmayan bitiş 

noktası problemleri için ortogonalliği özel bir durum olarak içeren karşıtlık koşulunu 

elde etmiştir. Kneser, Oskar Bolza (1857–1942) ile birlikte bu problemler için 

yeterlilik koşulunu ispat etmiştir. 1900’de David Hilbert (1862–1943) öz değer ve öz 

fonksiyonlarla kuadratik formdaki bir fonksiyonel için ikinci değişimi göstermiştir. 

1908–1910 yılları arasında Gilbert Bliss (1876–1951) ve Max Mason, Kneser’in 

sonuçlarını detaylandırmışlardır. 1913’de Bolza, Bolza problemini Lagrange ve 

Mayer problemlerinin genel bir formu olarak açıklamıştır. Bliss bu üç problemin 

denk olduğunu göstermiştir [53]. Günümüzde değişim analizi hakkında Desineni 

Subbaram Naidu [53], Alpha C. Chiang [54], Enid R. Pinch [55], Bruce van Brunt 

[56], Daniel Liberzon [57] ve Donald E. Kirk [58] ve daha birçok matematikçinin 

kitapları bulunmaktadır.  

 

Değişim analizindeki gelişmeler devam ederken değişim analizi ile kesirli 

analiz arasındaki ilk ilişki 19. yüzyılda Niels Abel’in “tautochrone (aynı zaman)” 
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probleminin genelleştirilmesinde yer alan bir integral denklemin çözümünde kesirli 

analizi kullanması ile ortaya çıkmıştır (Abel,1823). Bununla birlikte, her iki alanın 

birleştirildiği “değişimlerin kesirli analizi” ancak yüzyıl sonra 1996–1997 yıllarında 

Fred Riewe’in çalışmalarıyla doğmuştur [59,60].  

 

 

Şekil 3.2: Tautochrone problemi. 

 

Şekil 3.2’de görüldüğü gibi tautochrone probleminde; A ve B gibi aynı düşey 

veya yatay çizgi üzerinde olmayan sabit iki noktayı birleştiren bir tel boyunca yer 

çekimi ile hareket eden kütlelerin farklı noktalardan aynı anda bırakıldıklarında B 

noktasına aynı anda ulaşmaları için telin alması gereken şekil araştırılmaktadır. 

 

Değişimlerin kesirli analizi, fonksiyonelin, sınır koşulların veya her ikisinin 

birden kesirli operatörlerle ifade edildiği problemler ile ilgilenir ve asıl amaç, bu tür 

bir kesirli fonksiyoneli minimize (ya da maksimize) eden fonksiyonu bulmaktır. 

Değişim analizinin fonksiyoneli bir eylemi, enerjiyi veya maliyet fonksiyonunu 

temsil edebilir. Bu yüzden fizik, mühendislik ve ekonomi gibi çeşitli alanlardaki 

problemler için kullanılmaktadır. 

 

Değişim problemlerine yerel olmayan kesirli operatörlerin eklenmesiyle 

hafıza etkisine sahip bazı modellerin geliştirilmesi uygun hale gelmiştir. Oldukça 

hızlı gelişen bu alanda Lagrange formülasyonu, Riemann–Liouville veya Caputo 

kesirli türevlerine, kesirli integrallere veya tam sayı ve kesirli mertebelerin birlikte 

yer aldığı operatörlere bağlı olarak farklı yaklaşımlarla geliştirilmiştir. Örneğin, 
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Riewe [59,60], korunumlu olmayan (non–conservative) Lagrange ve Hamilton 

mekaniğini incelemiş ve Euler–Lagrange denklemlerinin kesirli türevli değişim 

problemleri için bir uyarlamasını elde etmiştir. Agrawal, bu çalışma üzerine 

çalışmaya devam ederek literatürde yaygın olarak kullanılan Riemann–Liouville, 

Caputo ve Riesz gibi türev operatörlerini içeren bazı tipteki kesirli değişim 

problemleri için kesirli Euler–Lagrange denklemlerini elde etmiştir [61–64]. 

 

Daha sonralarda birçok araştırmacı Caputo, Riemann–Liouville, Riesz kesirli 

türevleri vb. operatörler ile kesirli türevli değişim analizini genelleştirmek için çeşitli 

yaklaşımlar geliştirmiştir [65–72]. Ayrıca kontrol teorisinin altında yatan 

matematiğin büyük bir kısmı değişim analizinin bir parçası olduğundan son 

zamanlarda kesirli türevli değişim analizi, klasik ve kuantum mekaniği, hareket 

prensibi, kuantumlama, korunumlu, korunumsuz ve zorlanmış sistemlerin 

tanımlamaları ve daha birçok fizik alanı için ilgi çekici bir hal almıştır [73–79]. 

Günümüzde kesirli değişim analizi ile ilgili kitaplar [72,80,81] numaralı kaynaklarda 

bulunabilir. 

 

Literatüre eklenen yeni kesirli mertebe türev operatörleri ile birlikte bu 

operatörlerin değişim analizi de yeni birer inceleme başlığı haline gelmiştir. Bu tezde 

ele alınan uyumlu türev operatörü için değişim analizi ilk olarak Chung [30] daha 

sonra Lazo ve Torres [36] tarafından incelenmiştir. Chung, Lazo ve Torres yalnızca 

belirli uyumlu integral ile uyumlu türevli değişim analizi için sonuçlar elde 

etmişlerdir. Ancak, karşıtlık koşulu yani yeterli sayıda uygun sınır koşullunu 

içermeyen uyumlu türevli değişim analizi problemleri için henüz bir çalışma 

bulunmadığı görülmektedir. Bu boşluğu doldurabilmek için bu bölümde sabit 

olmayan bitiş noktasına sahip uyumlu türevli değişim analizi problemleri için 

karşıtlık koşulları, hem uyumlu integral hem de klasik integral ile tanımlanan uyumlu 

türevli değişim analizi problemleri için elde edilmiş ve uygulamaları verilmiştir.  

 

Aşağıdaki kısımda uyumlu türevli değişim analizi için temel kavramlar 

verilmektedir.  
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3.1 Tanım (Temel değişim analizi problemi [36]): Sürekli fonksiyonlar 

kümesinde tanımlanan  : ,x a b   fonksiyonu için performans indeksi 

 

         , ,

b

a a

a

J x F t x t x t d t
     (3.2) 

 

olsun. Burada  ,t a b
 
için  x t  fonksiyonu, 

 
ax


 uyumlu türevi var olan bir 

fonksiyondur. Ayrıca   2: ,F a b    fonksiyonelinin her bir değişkenine göre 

C  sınıfından olduğunu varsayılır. 

 

Uyumlu türevli değişim analizinin temel problemi, J  performans indeksini 

minimize (veya maksimize) eden fonksiyonu bulmak amaçlanır. 

 

3.2 Tanım (Kabul edilebilir fonksiyon):   ax a x  ve   bx b x  başlangıç ve 

bitiş noktası koşullarını sağlayan diferansiyellenebilir   fonksiyonlara kabul 

edilebilir fonksiyon denir. 

 

3.3 Tanım (Zayıf değişim):  *x t  bir minimizasyon fonksiyonu ve  x t  kabul 

edilebilir bir fonksiyon olsun. Her  ,t a b  için 

 

            **

1 2ve a ax t x t x t x t
         (3.3) 

 

olacak şekilde yeterince küçük 1

  ve 2

  pozitif reel sayıları varsa  x t
 

fonksiyonuna  *x t  fonksiyonunun zayıf değişimi denir. (3.3) eşitsizliğine denk 

olarak zayıf değişim aşağıdaki eşitlik ile de elde edilebilir: 
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      x t x t t   ,  (3.4) 

 

burada , 1 özelliğindeki bir sayı ve  , ,C a b
 

    0a b    

özelliğini sağlayan keyfi fonksiyondur.  

 

Şekil 3.3: Zayıf değişim. 

 

3.4 Tanım (Yerel minimum ve maksimum): J performans indeksi için  *x t  

bir yerel ekstremum olsun. 0   için      x t x t t    zayıf değişimine 

karşılık  

 

    * 0J J x J x      (3.5) 

 

ise  *x t  yerel minimum; 

 

    * 0J J x J x      (3.6) 

 

ise  *x t  yerel maksimumdur. Burada ,J  J fonksiyonelinin değişimi olarak 

bilinmektedir.  

 

  

  

  x  

  

t  
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3.5 Yardımcı Teorem (Uyumlu türevli değişim analizi yardımcı teoremi [36]): 

  ve    ,a b  aralığı üzerinde sürekli fonksiyonlar olsun. Eğer     0a b  

özelliğindeki herhangi bir  ,C a b  

 

     0

b

a

a

t t d t     (3.7) 

 

ise her  ,t a b  için  

 

   0t   (3.8) 

 

olur. 

 

Lazo ve Torres [36], uyumlu türevli değişim analizinin optimallik için gerekli 

koşulunu ifade eden uyumlu Euler–Lagrange denklemini Gateux türevini kullanarak 

elde etmişlerdir. Bu kısımda uyumlu Euler–Lagrange denklemi [36]’dan farklı olarak 

değişim ile elde edilecektir.  

 

3.6 Teorem (Uyumlu Euler–Lagrange denklemi): 0 1   ve 

  2,F C a b   için J  performans indeksi 

 

         , ,

b

a a

a

J x F t x t x t d t
     (3.9) 

 

olsun.  : ,x a b   diferansiyellenebilir  bir fonksiyon,   ax a x  ve 

  bx b x
 
 ,a bx x 

 
sabit sınır koşulları olsun.   ,x t

 
J  performans indeksinin bir 

ekstremumu ise aşağıdaki uyumlu Euler–Lagrange denklemini sağlar. 

 

 
 

0a

a a

dF F

x dt x



 

  
     

  (3.10) 
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İspat:   ,x t J performans indeksinin ekstremumu olsun.   ,t  

    0a b    özelliğindeki keyfi bir fonksiyon ve 1  olmak üzere  x t  

fonksiyonu için zayıf değişim,  

 

      x t x t t     (3.11) 

 

şeklinde ifade edilsin. 
   ax t


 uyumlu türevi var olduğundan  x t  fonksiyonu için 

 

 
           *

a a ax t x t t
       (3.12) 

 

yazılabilir.  x t
 minimumunu bulmak için performans indeksin değişimi 

incelenmelidir: 

 

                 **, , , , .

b b

a a a a

a a

J J x J x F t x t x t d t F t x t x t d t
             (3.13) 

 

(3.11) ve (3.12) zayıf değişimleri (3.13) eşitliğinde yerine yazılırsa J  

performans indeksindeki değişim  

 

                     * * *, , , ,

b

a a a a

a

J F t x t t x t t F t x t x t d t
          (3.14) 

 

şeklinde elde edilir. (3.14) eşitliğindeki değişimi bulmak amacıyla       , , aF t x t x t


 

fonksiyonunun  ,t a b  için
  *

, ax x


 noktası civarında 
  , a

      

değişkenlerine göre Taylor seri açılımı yapılırsa 
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          

   

          
  
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F F
J F t x t x t t t

x x

F F F
t t t t d t

x x x x

F t x t x t d t O

  

     

  

   

       








  
   

 

 
    

       
 

 





 (3.15) 

 

bulunur. (3.15) ifadesi  

 

    

   
b

a a

a a

F F
J t t d t

x x

  


    

  
     
   (3.16) 

 

          
 

    2

2 2 2 22
2

2

1
2

2

b

a a a

a a a

F F F
J t t t t d t

x x x x

    

 
        


   
   
     

  (3.17) 

 

biçiminde ayrılırsa J  ilk değişimi, 
2J ikinci değişimi ifade etmek üzere 

 

  2 2 3J J J O            (3.18) 

 

yazılır.  * ,x t
 
J performans indeksi minimize eden bir fonksiyon ise  ,C a b

 

sınıfından     0a b    özelliğindeki tüm kabul edilebilir  t  fonksiyonları için 

 

  2 2 3 0J J J O             (3.19) 

 

olmalıdır. 
  pozitif veya negatif olabileceği için (3.19) eşitsizliğinin her iki tarafı 

  a bölünürse 

  

  2 2 0, 0 içinJ J O            (3.20) 
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  2 2 0, 0 içinJ J O            (3.21) 

 

olur. 0   için limit alındığında 0J  ve 0J  eşitsizliklerinden ilk değişimin 

sıfır olması gerektiği görülür. Dolayısıyla minimum için gerekli koşul 

 

    

    0

b

a a

a a

F F
J t t d t

x x

 


  

  
      
   (3.22) 

 

şeklinde elde edilir. (3.22) eşitliğindeki 
 

   
b

a a

a a

F
t d t

x

 







  integrali için uyumlu 

kısmi integrasyon formülü (2.68) kullanılırsa 

 

 
 

           |
b bb

a
a a a

aaa aa a a

dF F F
t d t t t d t

dtx x x


  

  
  

   
       

    (3.23) 

 

bulunur.     0a b    olduğundan (3.23) eşitliğinde yalnızca uyumlu integral 

terimi kalır. (3.23) eşitliği (3.22) eşitliğinde yerine yazılıp, ilk değişim  t  keyfi 

fonksiyonuna göre düzenlenirse 

 

 
             

   

* *
, , , ,

0

b
a a

a
a

aa a

F t x t x t F t x t x td
J t d t

x dt x

 




 
 

    
    
    

  

  (3.24) 

 

elde edilir. 3.4 yardımcı teorem kullanılarak  

 

 
             

 

* *
, , , ,

0
a a

a

a a

F t x t x t F t x t x td

x dt x

 


 

   
  
  
 

  (3.25) 

 

uyumlu Euler–Lagrange denklemine ulaşılır.   
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Uyumlu türevli Euler–Lagrange denklemi, birinci gerekli optimallik koşuludur, 

yani optimal çözüm uyumlu Euler–Lagrange denklemini sağlar. Bununla birlikte 

uyumlu Euler–Lagrange denklemi genellikle problemin optimum çözümünü bulmak 

için yeterli olarak da kabul edilir. Çünkü problemin optimal çözümünün olup 

olmadığı genellikle fiziksel problemin yapısından anlaşılmaktadır (brachistorene 

probleminde olduğu gibi).  

 

Dikkat edilirse, sabit başlangıç ve bitiş noktalarına sahip olan uyumlu türevli 

değişim problemlerinde  t  keyfi fonksiyonu (3.23) eşitliğindeki sınır koşullarında 

sıfıra eşit olur ve bu yüzden  t  uyumlu Euler–Lagrange denkleminde açıkça yer 

almaz. Bu tezde de kabul edileceği gibi, başlangıç ya da bitiş noktasından herhangi 

biri sabit değilse (3.23) integrali için bir sınır koşulu eksik olacaktır. Böyle bir 

durumda  t  keyfi fonksiyonu uyumlu Euler–Lagrange denkleminde açıkça yer 

alacaktır. Bununla birlikte uyumlu Euler–Lagrange denklemini çözmek için gereken 

iki koşuldan biri eksik olacağından ek bir koşula ihtiyaç duyulur. Elde edilmesi 

gereken ek koşul “karşıtlık koşulu” olarak adlandırılmaktadır.  

3.1 Uyumlu Türevli Değişim Analizi Problemi için Karşıtlık Koşulu 

Fizik ve geometride açığa çıkan değişim analizi problemleri her zaman için 

yeterli sayıda sınır koşulu içermeyebilir. Değişim analizinin öne çıkan 

özelliklerinden biri metodun daima doğru sayıda sınır koşulunu sağlamasıdır. 

Yukarıda da bahsedildiği gibi karşıtlık koşulu, yeterli sayıda uygun sınır koşuluna 

sahip olmayan değişim analizi problemlerinde Euler–Lagrange denkleminin 

çözülebilmesi için çözüm sürecine dâhil edilmesi gereken sınır koşullarıdır.  

 

Karşıtlık koşulları, 0t  başlangıç ve ft  bitiş noktasını göstermek üzere 

 

         
0 0

0

, ,

ft

t t

t

J x F t x t x t d t
     (3.26) 
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değişim analizi problemi için başlangıç ve bitiş noktalarının birinin veya her ikisinin 

de değişken olduğu durumlarda incelenebilir. Kolaylık olması bakımından bu tezde 

başlangıç noktası sabit kabul edilip bitiş noktasına göre karşıtlık koşulları 

incelenecektir. Verilecek bitiş zamanı ve bitiş zamanındaki  x t  durum 

fonksiyonuna dayatılan şartlara bağlı olarak üç farklı tipte değişim problemi ele 

alınacaktır: 

 

i. Düşey bitiş doğrusu problemi: ft  sabit bitiş zamanı ve  fx t  sabit 

olmayan durum fonksiyonunu içeren problemdir. 

 

 

Şekil 3.4: Düşey bitiş doğrusundaki değişim problemi. 

 

ii. Yatay bitiş doğrusu problemi:
 ft  sabit olmayan bitiş zamanı ve  fx t

 
sabit 

durum fonksiyonunu içeren problemdir.  

 

 
Şekil 3.5: Yatay bitiş doğrusundaki değişim problemi. 

 

 0 

 

  

 0 
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iii. Bitiş eğrisi problemi:
 ft  sabit olmayan bitiş zamanı ve  fx t  sabit olmayan 

durum fonsiyonunu içeren problemdir. 

 

 
Şekil 3.6: Bitiş eğrisi üzerindeki değişim problemi. 

 

Kesirli değişim problemlerinde sabit olmayan sınır koşulları ilk olarak 

Agrawal tarafından ele alınmıştır (Agrawal,2006). Bununla birlikte birçok 

araştırmacı yeterli sayıda uygun sınır koşulu içermeyen kesirli değişim problemlerini 

farklı kesirli operatörler ile ele alarak uygun karşıtlık koşullarını elde etmişlerdir 

[62–64,69,70,82–86]. Literatürde var olan kesirli türev operatörleriyle tanımlanan 

sabit olmayan bitiş noktalı bazı kesirli değişim problemlerinin kesirli Euler–

Lagrange denklemini analitik olarak çözmek oldukça zordur. Bu problemleri çözmek 

için çeşitli sayısal yöntemler geliştirilmiştir [10–14,39–41,84,85]. Bu bölümde, 

başlangıç koşulu sabit olan fakat bitiş noktası belirli bir eğri üzerinde bulunan genel 

durumdaki uyumlu türevli değişim analizi problemi için karşıtlık koşulu elde 

edilecektir. Genel durumdan yola çıkarak ii ve iii özel durumları için uyumlu 

karşıtlık koşulları önerilecektir. Son olarak uyumlu karşıtlık koşulları için uygulama 

örnekleri verilecektir. 

 

Uyumlu türevli değişim analizi için genel durumdaki uyumlu karşıtlık koşulu 

aşağıdaki teorem ile verilmiştir. 

 

3.1.1 Teorem (Uyumlu türevli değişim analizi için karşıtlık koşulu): 

0 1, 
0: , fx t t    diferansiyellenebilir   fonksiyon ve 

 

  

 0 
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 2

0 , fF C t t      olsun.  0 0x t x  sabit nokta ve  f fx t x
 
belirli bir  x t  

eğrisi üzerinde bulunan sabit olmayan nokta olmak üzere 

 

         
0 0

0

, ,

ft

t t

t

J x F t x t x t d t
     (3.27) 

 

performans indeksini minimize eden fonksiyon  x t  olsun. O halde uyumlu türevli 

değişim analizi için genel durumdaki karşıtlık koşulu 

 

           
0

0

, , 0|
f

f f t f f

tt

F
F t x t x t t

x

 


 


  


  (3.28) 

 

şeklindedir. Burada  2

0 , fC t t      ve   sırasıyla,  x t  ve t  zayıf 

değişimleri için keyfi fonksiyonlardır.  

 

İspat: J  performans indeksini minimize eden  x t
 eğrisinin  t  hedef 

eğrisiyle *

f ft t  noktasında kesiştiğini varsayalım     * * .f fx t t    ,t  0 0 t  

özelliğindeki keyfi fonksiyon ve 1 olmak üzere,
 
 x t  fonksiyonu ve ft  zaman 

değişkeni için zayıf değişimler 

 

       ,x t x t t    (3.29) 

 

 
           
0 0 0

*
,t t tx t x t t

      (3.30) 

 

 *

f ft t      (3.31) 

 

şeklinde ifade edilsin.  x t
 minimumunu bulmak için performans indeksin değişimi 

incelenmelidir. (3.29), (3.30) ve (3.31) zayıf değişimleri sonucunda J  performans 

indeksindeki değişim, 
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  (3.32) 

 

şeklinde elde edilir. (3.32) eşitliğindeki uyumlu integrallerin sınır değerleri zaman 

değişkenindeki değişime göre düzenlenirse, 
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 (3.33) 

 

olarak bulunur. (3.33) eşitliğindeki değişimi bulabilmek amacıyla       
0

, , tF t x t x t
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değişkenlerine göre Taylor seri açılımı yapılırsa 
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 (3.34) 

 

bulunur. İlk uyumlu integrali hesaplamak için  *

1
*

f
ft

d t t t dt





   ve 

*

f ft t t       olduğu göz önüne alınarak  *

1

ft
d t dt

  


  yazılır. Böylece klasik 

hale indirgenen integrali yaklaşık olarak hesaplamak için dikdörtgen yöntemi 

kullanılırsa aşağıdaki ifade elde edilir: 

 



40 

 

          

   

          

   

        

0 0

0

0 0

0

*

0 0

0

*

0

0

** * * * *

**

* 2

, ,

, ,

, , .

f

f

f f t f f t f

t

t t

t

t

t t

t

t

t

t

F F
J F t x t x t t t

x x

F F
F t x t x t t t

x x

F t x t x t d t O

d t

    



  



  



     

   







  
     
   

  
  
  
 

 





  (3.35) 

 

(3.35) eşitliği düzenlenirse minimum için gerekli koşul gereği ilk değişim sıfıra 

eşittir: 

 

          

   

*

0 0 0

0 0

** * *, , 0.

ft

f f t f t t

t t

F F
J F t x t x t t t d t

x x

  


   

  
     
   
  (3.36) 

 

(3.36) eşitliğindeki 
 

   

*

0 0

0 0

ft

t t

t t

F
t d t

x

 







  integrali için uyumlu kısmi 

integrasyon formülü (2.68) kullanılırsa 

 

 
 

           

* **

0

0 0 0

000 00 0 0

|
f fft tt

t

t t t

ttt tt t t

dF F F
t d t t t d t

dtx x x



  

  
  

   
  
    

    (3.37) 

 

elde edilir. Varsayım gereği  0 0t   olduğundan (3.37) eşitliği 

 

 
 

           

* *

0

0 0 0
*

00 00 0 0

*|
f f

f

t t

t

t t f t

tt ttt t t

dF F F
t d t t t d t

dtx x x



  

  
  

   
  
    

    (3.38) 

 

olarak bulunur. (3.38) eşitliği, (3.36) eşitliğinde yerine yazılır ve  t  keyfi 

fonksiyonuna göre düzenlenirse aşağıdaki eşitlik elde edilir: 
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          

   

0
*

0

*

0

0

00 0

** * * *, ,

0.

|
f

f

f f t f f

tt

t

t

t

tt t

F
J F t x t x t t

x

dF F
t d t

x dt x

 







 

  



 
  



   
    

     


  (3.39) 

 

(3.39) eşitliğinde uyumlu integral içerisindeki ifade uyumlu Euler–Lagrange 

denklemine eşit olduğundan sıfıra eşittir. Sonuç olarak uyumlu türevli değişim 

analizi için genel karşıtlık koşulu  

 

           
0

*
0

** * * *, , 0|
f

f f t f f

tt

F
F t x t x t t

x

 


  

  


  (3.40) 

 

şeklinde bulunur.  

3.1.1 Özel Durumlardaki Uyumlu Türevli Değişim Analizi Problemleri 

İçin Karşıtlık Koşulları 

Bu bölümde uyumlu türevli değişim analizi için elde edilen genel durumdaki 

karşıtlık koşulunun özel durumları incelenecektir. Genel durumdaki karşıtlık koşulu 

bitiş eğrisi üzerindedir, özel durumları ise düşey bitiş doğrusu ve yatay bitiş 

doğrusudur. 

 

Uyumlu türevli değişim analizi için genel karşıtlık koşulu olarak adlandırılan 

(3.28) denklemindeki  ft
 
ve 

  keyfi fonksiyonlarının değeri bilinmemektedir. 

 ft  keyfi fonksiyonunun değerini bulabilmek için 

 

        * * * *

f f f fx t x t x t t                 (3.41) 

 

eşitliğini göz önüne alarak *

ft
 
noktası civarında    değişkenine göre uyumlu 

Taylor seri açılımıları yapılırsa  
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    
   

   
*

*

* * 2f
ft

f f f

x t
x t x t t O



       




       (3.42) 

 

bulunur. Ayrıca  x t  eğrisinin  t
 
hedef eğrisi ile ft t  noktasında kesiştiği 

varsayıldığından  *

ft     eğrisi için *

ft  noktası civarında    değişkenine göre 

uyumlu Taylor seri açılımı yapılır  

 

    
   

 
*

*

* * 2f
ft

f f

t
t t O



  


      


        (3.43) 

 

(3.42) ile (3.43) eşitliklerinden  *

ft  keyfi fonksiyonu 

 

  
       * *

* *

* f f
f ft t

f

t x t
t

 




 


 
  
 
 

  (3.44) 

 

şeklinde bulunur. (3.44) eşitliğindeki  *

ft  keyfi fonksiyonu (3.40) eşitliğinde 

yerine yazılır ve eşitlik 
  keyfi fonksiyonu göre düzenlenirse 

 

         

       * *

0
*

0

* *

** * *, , 0| f f

f

f ft t

f f t f

tt

t x tF
F t x t x t

x

 

 












      
   

  

  (3.45) 

 

olur. Burada 
  sıfırdan farklı bir keyfi fonksiyon olduğundan parantez 

içerisindeki ifade sıfıra eşittir ve böylece uyumlu türevli değişim analizi için genel 

karşıtlık koşulu  

 

         

       * *

0
*

0

* *

*
, , 0| f f

f

f ft t

f f t f

tt

t x tF
F t x t x t

x

 













    
 
 

  (3.46) 

 

şeklinde elde edilir.  
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3.1.1.1 Sonuç: (3.46) eşitliği ile verilen uyumlu türevli değişim analizi için 

genel durumdaki karşıtlık koşulunun özel durumları aşağıdaki gibi incelenir. 

 

i. Bitiş Eğrisi Problemi: Eğer  fx t
 
bitiş noktası diferansiyellenebilir bir 

 x t  eğrisi üzerinde ise karşıtlık koşulu 

 

         

       
0

0

0, , | f f

f

t tf f

tf f f

t t

t x tF
F t x t x t

x

 









 
  
 
 





  (3.47) 

 

olarak elde edilir. (3.47) eşitliği uyumlu türevli değişim analizi için genel durumdaki 

karşıtlık koşuludur. 

 

ii. Yatay Bitiş Doğrusu (Sabit Bitiş Noktası) Problemi: Eğer  fx t  sabit ve 

ft  sabit olmayan bir nokta ise c  sabit bir sayı olmak üzere  fx t c   olur. 

Dolayısıyla 
    0
ft ft


 
 
olduğundan karşıtlık koşulu 

 

       
   

 0

0

, , 0|f

f

t f

f f t f

tt

x t F
F t x t x t

x








 


  (3.48) 

 

olarak elde edilir. 

 

iii.  Düşey Bitiş Doğrusu (Sabit Zaman) Problemi: ft  sabit ve  fx t  sabit 

olmayan ise 
    ,
ft ft
  x  eksenine dik ve eğitimi sonsuz olan bir doğrudur. 

    0
ft ft
   olduğundan (3.47) eşitliği 

   
ft ft


 
fonksiyonuna bölünür ve 

   
ft ft


 

fonksiyonu sonsuz olduğundan karşıtlık koşulu, 

 

 
 

0

1
0|

ftt

F

x






  (3.49) 
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olarak elde edilir. Bu koşul fonksiyonelin dışındaki etkenlerden kaynaklanmayıp 

doğrudan değişim formülasyonunda ortaya çıktığından doğal sınır koşulu olarak 

adlandırılır. 

 

Şimdi, klasik türevli değişim problemlerinin bazı uygulamaları, uyumlu 

türevli değişim analizi problemleri için ele alınacaktır [55]. 

 

3.1.1.2 Örnek: Aşağıdaki fonksiyoneli verilen koşullar altında minimize 

eden  x t  fonksiyonlarını bulunuz. 

 

       
2

0 0

0

T

J x x t d t
     (3.50) 

 

a)  0 1,x     2x T  , 

 

b)  0 1,x   2T  , 

 

c)  0 1x  , T sabit olmayan bitiş noktası
 

ve  x T  fonksiyonu T  noktasında
 

   
2

2 1t t    hedef eğrisi üzerinde olsun.  

 

Çözüm: J  minimize eden fonksiyonu bulmak için uyumlu Euler–Lagrange 

denklemi oluşturulursa 

 

 
       0 02 0x t x t
 

   (3.51) 

 

bulunur. (3.51) eşitliğindeki uyumlu diferansiyel denklemin kökleri 1,2 0r   şeklinde 

katlı kök olarak gelmektedir. Anderson ve Ulness tarafından [28]’ de verilen teorem 

yardımıyla,  x t  fonksiyonu, 
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   1 2x t c t c    (3.52) 

 

formunda elde edilir.  0 1x 
 
başlangıç koşulundan 2 1c 

 
bulunur ve  x t  

fonksiyonu  

 

   1 1x t c t    (3.53) 

 

formundadır. Şimdi 
1c  sabitini bulmak için verilen koşullar ayrı ayrı incelenir. 

 

a)   2x T   ve T  sabit olmayan bir nokta olduğundan (3.48) eşitliğindeki 

karşıtlık koşulu kullanılacaktır. (3.53) eşitliği (3.48) eşitliğindeki karşıtlık koşulunda 

yazılırsa 1

2
c


 

 
olarak bulunur. Ayrıca (3.53) eşitliği   2x T   sınır koşulunda 

yerine yazılırsa 
2

1T


  ya da 

2
1T


 

 
olur. 

2
1T


 

 
eşitliğinin T noktası 

için pozitif çözümü mevcut olmadığından 
2

1T




 
alınır ve  

 

  
2

1x T T


    (3.54) 

 

bulunur. Buradan 

 

 

1

2
T


 

   
 

  (3.55) 

 

olarak elde edilir. 0.7   değeri için MATLAB programında sembolik araç kutusu 

kullanılarak çözülmüş ve çözümler 1 1.6903c  , 0.4724T   olarak elde edilmiştir. 

 x t  fonksiyonunun 0.4724T   noktasındaki grafiği MATLAB programı 

yardımıyla şekil 3.7’de çizdirilmiştir. 
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Şekil 3.7: Yatay bitiş doğrusu probleminde  x t  minimizasyon fonksiyonu. 

 

b) T  sabit ve  x T  sabit olmayan bir nokta olduğundan (3.49) eşitliğindeki 

karşıtlık koşulu kullanılacaktır. 
   0 2 0x


  eşitliğinden 1 0c   olur. Buradan 

ekstremum 

 

 ( ) 1x T    (3.56) 

 

ve 

 

  2 1x    (3.57) 

 

şeklinde bulunur. 0.7   değeri için  x t  fonksiyonunun 2T   noktasındaki 

grafiği MATLAB programı yardımıyla şekil 3.8’de çizdirilmiştir. 
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Şekil 3.8: Düşey bitiş doğrusu probleminde  x t  minimizasyon fonksiyonu. 

 

c) Bitiş noktası değeri bilinmediğinden dolayı 1c  katsayısı bulunamamaktadır. 

 x t  fonksiyonu T noktasında  t
 
hedef eğrisi üzerinde olduğundan bu iki 

fonksiyon eşitlenir 

 

  
2

1 1 1 0cT T       (3.58) 

 

ve bitiş eğrisi üzerindeki karşıtlık koşulu (3.47) kullanılırsa 

 

   2

1 1 12 2 1 0c c T c


 


      (3.59) 

 

eşitlikleri elde edilir. (3.58) ve (3.59) eşitlikleri 0.7   değeri için MATLAB 

programında sembolik araç kutusu kullanılarak çözülmüş ve çözümler 1 0.8302c  , 

1.5598T  olarak elde edilmiştir. Son olarak  x t  fonksiyonu ve  t hedef 

eğrisinin T  noktasındaki grafiği MATLAB programı yardımıyla Şekil 3.9’da 

çizdirilmiştir. 
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Şekil 3.9: Bitiş eğrisi probleminde  x t  minimizasyon fonksiyonu. 

3.2 Genelleştirilmiş Uyumlu Türevli Değişim Analizi Problemi için 

Karşıtlık Koşulu 

Genelleştirilmiş karşıtlık koşulu, performans indeksi klasik integral ile 

tanımlanmış, integralinde uyumlu türev terimi içeren uyumlu türevli değişim analizi 

problemleri için elde edilecektir. Genelleştirilmiş karşıtlık koşulunu elde etmek için 

öncelikle genelleştirilmiş uyumlu Euler–Lagrange denkleminin elde edilmesi 

gerekmektedir. Genelleştirilmiş Euler–Lagrange denklemi aşağıdaki şekilde elde 

edilecektir. 

 

3.2.1.Teorem (Genelleştirilmiş uyumlu Euler–Lagrange denklemi): 0 1 

ve   2,F C a b   için J  performans indeksi 

 

         , ,

b

a

a

J x F t x t x t dt


    (3.60) 
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olsun.  : ,x a b   diferansiyellenebilir  fonksiyon,   ax a x  ve   bx b x

 ,a bx x 
 
sabit sınır koşulları olsun.   ,x t

 
J  performans indeksinin bir 

ekstremumu ise aşağıdaki genelleştirilmiş uyumlu Euler–Lagrange denklemini sağlar 

 

      

1 1
0.a

a a

dF F
t a t a

x dt x


 

 

   
       

  (3.61) 

 

İspat:   ,x t

 
J  performans indeksinin ekstremumu olsun.   ,t  

    0a b    özelliğindeki keyfi bir fonksiyon ve 1  olmak üzere  x t  

fonksiyonu için zayıf değişim,  

 

      x t x t t    (3.62) 

 

şeklinde ifade edilsin. 
 

   ax t


 uyumlu türevi var olduğundan  x t  fonksiyonu için 

 

 
           *

a a ax t x t t
  

    (3.63) 

 

yazılabilir.  x t
 minimumunu bulmak için performans indeksin değişimi 

incelenmelidir: 

 

              **, , , , .

b b

a a

a a

J F t x t x t dt F t x t x t dt
 

      (3.64) 

 

(3.62) ve (3.63) zayıf değişimleri (3.64) eşitliğinde yerine yazılırsa J  

performans indeksindeki değişim,  

 

                    * **, , , ,

b

a a a

a

J F t x t t x t t F t x t x t dt
  

        (3.65) 
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şeklinde elde edilir. (3.65) eşitliğindeki değişimi bulmak için       , , aF t x t x t


 

fonksiyonunun  ,t a b  için 
  *

, ax x


 noktası civarında 
  , a


   değişkenlerine 

göre Taylor seri açılımı yapılırsa 

 

          

   

          
 

    

        

2

**

2 2 2 22

2

** 3

, ,

1
2

2

, ,

b

a a

a a

a a

a a

b

a

a

F F
J F t x t x t t t

x x

F F F
t t t t dt

x x x x

F t x t x t dt O

 



 

 



 

   



  
   

 

    
    
      

 





 (3.66) 

 

bulunur. (3.66) ifadesi  

 

    

   
b

a

a a

F F
J t t dt

x x




  

  
     
   (3.67) 

 

          
  

    
2 2 2 222

22

1
2

2

b

a a

a a
a

F F F
J t t t t dt

x x x x

 




    

 
   

  
    
 

  (3.68) 

 

biçiminde ayrılırsa J  ilk değişimi, 
2J ikinci değişimi ifade etmek üzere 

 

  2 2 3J J J O         (3.69) 

 

yazılır.  * ,x t  J performans indeksi minimize eden bir fonksiyon ise  ,C a b
 

sınıfından     0a b    özelliğindeki tüm kabul edilebilir  t  fonksiyonları için 

 

  2 2 3 0J J J O          (3.70) 
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olmalıdır.   pozitif veya negatif olabileceği için (3.70) eşitsizliğinin her iki tarafı    

  a bölünürse  

 

  2 2 0, 0 içinJ J O         (3.71) 

 

  2 2 0, 0 içinJ J O         (3.72) 

 

olur. 0   için limit alındığında 0J   ve 0J  eşitsizliklerinden ilk değişimin 

sıfır olması gerektiği görülür. Dolayısıyla minimum için gerekli koşul aşağıdaki 

şekilde ifade edilir:  

 

    

    0.

b

a

a a

F F
J t t dt

x x




  

  
      
   (3.73) 

 

(3.73) eşitliğindeki uyumlu türevli terim içeren 
 

   
b

a

a a

F
t dt

x









  integralini 

hesaplamak için uyumlu kısmi integrasyon formülünün kullanılması gerektiği açıktır. 

Bunun için  

 

                1
, , , ,a aF t x t x t t a F t x t x t

 
    (3.74) 

 

dönüşümü (3.73) integraline uygulanırsa ilk değişim uyumlu integral ile aşağıdaki 

şekilde ifade edilir: 

 

    

    0.

b

a a

a a

F F
J t t d t

x x

 


  

  
      
   (3.75) 

 

(3.75) eşitliğinde uyumlu kısmi integrasyon formülü (2.68) kullanılırsa, 
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 

           |
b bb

a
a a a

aaa aa a a

dF F F
t d t t t d t

dtx x x


  

  
  

   
       

    (3.76) 

 

elde edilir.     0a b    olduğundan (3.76) eşitliğinde yalnızca uyumlu integral 

terimi kalır. Son olarak ilk değişim  t
 
keyfi fonksiyonuna göre düzenlenirse  

 

 
    0

b

a
a

aa a

dF F
J t d t

x dt x




 
 

   
         
   (3.77) 

 

elde edilir. 3.4 Yardımcı Teorem kullanılarak  

 

 
       

1 1
0a a

a aa a

d dF F F F
t a t a

x dt x dtx x

 
 

  

       
                

  (3.78) 

 

genelleştirilmiş uyumlu Euler–Lagrange denklemine ulaşılır.   

 

Genelleştirilmiş uyumlu türevli değişim analizi için genel durumdaki 

genelleştirilmiş uyumlu karşıtlık koşulu aşağıdaki teorem ile verilmiştir. 

 

3.2.2 Teorem (Genelleştirilmiş uyumlu türevli değişim analizi için karşıtlık 

koşulu): 0 1,   0: , fx t t     diferansiyellenebilir   fonksiyon ve 

 2

0 , fF C t t      olsun.  0 0x t x  sabit nokta ve  f fx t x
 
belirli bir  x t  

eğrisi üzerinde bulunan sabit olmayan nokta olmak üzere  

 

         
0

0

, ,

ft

t

t

J x F t x t x t dt


    (3.79) 

 

performans indeksini minimize eden fonksiyon  x t
 olsun. O halde genelleştirilmiş 

uyumlu türevli değişim analizi için genel durumdaki karşıtlık koşulu 
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             
0

0

1

0, , 0|
f

f f t f f f

tt

F
F t x t x t t t t

x




 

 
   


 (3.80) 

 

şeklindedir. Burada  2

0 , fC t t      
ve   sırasıyla,  x t  ve t  zayıf 

değişimleri için keyfi fonksiyonlardır.  

 

İspat: J performans indeksini minimize eden  x t
 eğrisinin  t  hedef 

eğrisiyle 
*

f ft t  noktasında kesiştiğini varsayalım     * * .f fx t t 
 

  ,t
 

 0 0t   özelliğindeki keyfi fonksiyon ve 1  olmak üzere,  x t
 
fonksiyonu ve 

ft  zaman değişkeni için zayıf değişimler 

 

      x t x t t    (3.81) 

 

 
           
0 0 0

*

t t tx t x t t
  

    (3.82) 

 

 *

f ft t       (3.83) 

 

şeklinde ifade edilsin.  x t
 minimumunu bulmak için performans indeksin değişimi 

incelenmelidir. (3.81), (3.82) ve (3.83) zayıf değişimleri sonucunda J  performans 

indeksindeki değişim, 

 

                   
* *

0 0 0

0 0

* *
, , , ,

f ft t

t t t

t t

J F t x t t x t t dt F t x t x t dt

 

  
 

 

         (3.84) 

 

olarak elde edilir. (3.84) eşitliğindeki uyumlu integralin sınır değerleri zaman 

değişkenindeki değişime göre düzenlenirse, 
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      

                    

*

0
*

*

0 0 0

0

* *

, ,

, , , ,

f

f

f

t

t

t

t

t t t

t

J F t x t x t dt

F t x t t x t t F t x t x t dt

 



  
 

 

 

 

   





  (3.85) 

 

bulunur. (3.85) eşitliğindeki değişimi bulmak için       
0

, , tF t x t x t


 fonksiyonunun 

0 , t ft t    için 
  

0

*
, tx x


 noktası civarındaki 

  
0

, t


   değişkenlerine göre 

Taylor seri açılımı yapılırsa 

 

 

          

   

          

   

        

*

0 0
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0

0

0

0

*

0

0
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0

*

*

* 2
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, ,

f

f

f

f

t

t t
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t

t

t

t

t

t

t

t

F F
J F t x t x t t t dt

x x

F F
F t x t x t t t

x x

F t x t x t O

dt

dt

 

 











 

 



 








  
    

   

  
 
  
 

 









  (3.86) 

 

bulunur. (3.86) eşitliğindeki ilk integrali hesaplamak için dikdörgen yöntemi 

kullanılır ve ikinci integral düzenlenirse 

 

 

          

   

   

   

0 0

0

*

0

0 0

** * * * *, ,

f

f f t f f t f

t

t

t

t t

F F
J F t x t x t t t

x x

F F
t t dt

x x

 







   

 


  
     
   

  
  
   


  (3.87) 

 

bulunur. Minimum için gerekli koşul gereği ilk değişim sıfıra eşittir:  

 

           

   

*

0 0

0 0

** * *, , 0.

ft

f f t f t

t t

F F
J F t x t x t t t dt

x x

 


   

  
     
   
   (3.88) 

 



55 

 

(3.74) eşitliği ilk değişimdeki integrale uygulanırsa ilk değişim uyumlu 

integral cinsinden aşağıdaki şekilde ifade edilir:  

 

           

   
0 0 0

0

** * *, , 0.

b

f f t f t t

a t

F F
J F t x t x t t t d t

x x

     



  
     
   
   (3.89) 

 

(3.89) eşitliğinde uyumlu kısmi integrasyon formülü (2.68) kullanılırsa, 

 

 
 

           

* **

0

0 0 0

000 00 0 0

    |
f fft tt

t

t t t

ttt tt t t

dF F F
t d t t t d t

dtx x x



 

  
  

   
  
    

    (3.90) 

 

elde edilir. Varsayım gereği  0 0t   olduğundan (3.90) eşitliği 

 

 
 

             

* *

0

0 0 0
*

00 00 0 0

1
* *

0|
f f

f

t t

t

t t f f t

tt ttt t t

dF F F
t d t t t t t d t

dtx x x


  

  
  

    
   
    

    (3.91) 

 

olarak bulunur. (3.91) eşitliği (3.89) eşitliğinde yerine yazılır ve  t  keyfi 

fonksiyonuna göre düzenlenirse, 

 

 

          

   

0
*

0

*

0

0

00 0

** * * *, ,

0

|
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f

f f t f f
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t

t

t
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F
J F t x t x t t

x

dF F
t d t

x dt x









 

  



 
  



   
    

     


  (3.92) 

 

olur. İntegral içerisindeki ifade genelleştirilmiş uyumlu türevli Euler–Lagrange 

denklemi olduğundan sıfıra eşittir. Böylece elde edilen 

 

           
0

*
0

** * * *, , 0|
f

f f t f f

tt

F
F t x t x t t

x




  

  


  (3.93) 

 

eşitliğinde (3.74) yerine yazılırsa, genelleştirilmiş uyumlu türevli değişim analizi için 

genel durumdaki karşıtlık koşulu 
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             
0

*
0

1** * * * *

0, , 0|
f

f f t f f f

tt

F
F t x t x t t t t

x




 


 

   


  (3.94) 

 

şeklinde bulunur.   

3.2.1 Özel Durumlardaki Genelleştirilmiş Uyumlu Türevli Değişim 

Analizi Problemleri İçin Karşıtlık Koşulları 

Bu bölümde uyumlu türevli değişim analizi için elde edilen genel durumdaki 

genelleştirilmiş karşıtlık koşulunun özel durumları incelenecektir. Genel durumdaki 

karşıtlık koşulu bitiş eğrisi üzerindedir, özel durumları ise düşey bitiş doğrusu ve yatay 

bitiş doğrusudur.  

 

(3.80) eşitliğindeki  ft ve   keyfi fonksiyonlarının değeri 

bilinmemektedir. Bu keyfi fonksiyonların değerini bulabilmek için 

 

        * * * *

f f f fx t x t x t t                (3.95) 

 

eşitliğini göz önüne alarak *

ft
 
noktası civarında    değişkenine göre Taylor seri 

açılımları yapılırsa  

 

            * * * * * * * 2
f f f f fx t t x t x t t O                   (3.96) 

 

bulunur. Ayrıca  x t  eğrisinin  t hedef eğrisi ile ft t  noktasında kesiştiği 

varsayıldığından  *

ft     eğrisi için *

ft  noktası civarında    değişkenine göre 

Taylor seri açılımı yapılır  

 

        * * * 2
f f ft t t O               (3.97) 
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ve (3.96) ile (3.97) eşitliklerinden  *

ft  keyfi fonksiyonu 

 

       * * * *
f f ft t x t       (3.98) 

 

bulunur. (3.98) eşitliğindeki  *

ft  keyfi fonksiyonu (3.80) eşitliğinde yerine 

yazılırsa ve eşitlik   keyfi fonksiyonuna göre düzenlenirse 

 

                
0

*
0

1** * * * * * *

0, , 0|
f

f f t f f f f

tt

F
F t x t x t t t t x t

x




 




 
     
 
 

  (3.99) 

 

olur. Burada   sıfırdan farklı bir keyfi fonksiyon olduğundan parantez içerisindeki 

ifade sıfıra eşittir ve genelleştirilmiş uyumlu türevli değişim analizi için genel 

durumdaki karşıtlık koşulu  

 

                
0

*
0

1** * * * * * *

0, , 0|
f

f f t f f f f

tt

F
F t x t x t t t t x t

x







 

   


  (3.100) 

 

şeklinde elde edilir. 

 

3.2.1.1 Sonuç: (3.100) eşitliği ile verilen uyumlu türevli değişim analizi için 

genel durumdaki genelleştirilmiş karşıtlık koşulunun özel durumları aşağıdaki gibi 

incelenir. 

 

i. Bitiş Eğrisi Problemi: Eğer  fx t
 
bitiş noktası diferansiyellenebilir bir 

 x t  eğrisi üzerinde ise karşıtlık koşulu 

 

                
0

0

1

0, , 0|
f

f f t f f f f

tt

F
F t x t x t t t t x t

x






 
   


  (3.101) 
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olarak elde edilir. (3.101) eşitliği genelleştirilmiş uyumlu türevli değişim analizi için 

genel durumdaki karşıtlık koşuludur.  

 

ii. Yatay Bitiş Doğrusu (Sabit Bitiş Noktası) Problemi: Eğer  fx t  sabit ve 

ft  sabit olmayan bir nokta ise c  sabit bir sayı olmak üzere  fx t c   olur. 

Dolayısıyla   0ft 
 
olduğundan karşıtlık koşulu 

 

             0

0

1

0, , 0|
f

f f t f f f

tt

F
F t x t x t t t x t

x





 
  


  (3.102) 

 

olarak elde edilir. 

 

iii.  Düşey Bitiş Doğrusu (Sabit Zaman) Problemi: ft  sabit ve  fx t  sabit 

olmayan ise   ,ft  x  eksenine dik ve eğitimi sonsuz olan bir doğrudur.   0ft   

olduğundan (3.101) eşitliği  ft
 
fonksiyonuna bölünür ve  ft

 
fonksiyonu 

sonsuz olduğundan karşıtlık koşulu, 

 

    

0

1

0 0|
f

f

tt

F
t t

x





 
 


  (3.103) 

 

olarak elde edilir. (3.103) eşitliği genelleştirilmiş uyumlu türevli değişim analizi için 

doğal sınır koşulu olarak adlandırılır. 

 

3.2.1.2 Örnek: Aşağıdaki fonksiyoneli verilen koşullar altında minimize 

eden  x t  fonksiyonlarını bulunuz 

. 

       
2

0

0

1

T

J x x t dt


    (3.104) 
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a)  0 1,x     2x T  , 

 

b)  0 1,x   2T  , 

 

c)  0 1x  , T sabit olmayan bitiş noktası
 

ve  x T  fonksiyonu T  noktasında
 

   
2

2 1t t   
 
hedef eğrisi üzerinde olsun.  

 

Çözüm: J  minimize eden fonksiyonu bulmak için genelleştirilmiş uyumlu 

Euler–Lagrange denklemi oluşturulursa  

 

 
               0 0 01 1x t x t t x t t
           (3.105) 

 

bulunur. (3.105) eşitliğindeki uyumlu diferansiyel denklemin çözümünü bulabilmek 

için Abu Hammad ve Khalil tarafından [22]’de verilen teorem yardımıyla,  x t  

fonksiyonu, 

 

  
2 1

1 2
2 1

t
x t c c







 


  (3.106) 

 

formunda elde edilir.  0 1x 
 
başlangıç koşulundan 1 1c   bulunur ve  x t  

fonksiyonu  

 

  
2 1

21
2 1

t
x t c







 


  (3.107) 

 

formundadır. Şimdi 2c  sabitini bulmak için verilen koşullar ayrı ayrı incelenir. 

 

a)   2x T   ve T  sabit olmayan bir nokta olduğundan (3.102) eşitliğindeki 

karşıtlık koşulu kullanılacaktır. (3.104) ve (3.107) eşitlikleri (3.102) eşitliğindeki 

karşıtlık koşulunda yazılırsa  
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  
2

1

2 1c T    (3.108) 

 

olarak bulunur. Ayrıca (3.107) eşitliği   2x T   sınır koşulunda yerine yazılırsa 

 

 
2 1

2 2 1c T       (3.109) 

 

bulunur. (3.108) ve (3.109) eşitlikleri 0.7   için MATLAB programında sembolik 

araç kutusu kullanılarak çözülmüş ve çözümler 0.2701T   ve 
2 0.6752c   olarak 

elde edilmiştir.  x t  fonksiyonunun 0.2701T   noktasındaki grafiği MATLAB 

programı yardımıyla şekil 3.10’da çizdirilmiştir. 

 

Şekil 3.10: Yatay bitiş doğrusu probleminde  x t  minimizasyon fonksiyonu. 

 

b) T  sabit ve  x T  sabit olmayan bir nokta olduğundan (3.103) eşitliğindeki 

karşıtlık koşulu kullanırsa 

 

   1 1 1

2 21 1 2 0c T c T T          (3.110) 
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elde edilir. 2T   ve 0.7   için (3.110) eşitliğinde yazılırsa 2 1.2311c  olarak 

bulunur. 0.7   değeri için  x t  fonksiyonunun 2T   noktasındaki grafiği 

MATLAB programı yardımıyla şekil 3.11’de çizdirilmiştir. 

 

Şekil 3.11: Düşey bitiş doğrusu probleminde  x t  minimizasyon fonksiyonu. 

 

c) Bitiş noktası değeri bilinmediğinden dolayı
2c  katsayısı bulunamamaktadır. 

 x t  fonksiyonu T  noktasında  t
 
hedef eğrisi üzerinde olduğundan bu iki 

fonksiyon eşitlenir 

 

  
2 1

2
1

2 1 0
2 1

T
c T







  


  (3.111) 

 

ve bitiş eğrisi üzerindeki karşıtlık koşulu (3.101) kullanılırsa 

 

      1 1 1

2 2 21 1 4 1 2 0c T c T T c T             (3.112) 

 

eşitlikleri elde edilir. (3.111) ve (3.112) eşitlikleri 0.7   değeri için MATLAB 

programında sembolik araç kutusu kullanılarak çözülmüş ve çözümler 2   0.7430c  , 

0.3715T   olarak elde edilmiştir. Son olarak  x t  fonksiyonu ve  t hedef 
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eğrisinin T  noktasındaki grafiği MATLAB programı yardımıyla Şekil 3.12’de 

çizdirilmiştir. 

 

Şekil 3.12: Bitiş eğrisi probleminde  x t  minimizasyon fonksiyonu. 
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4. UYUMLU TÜREVLİ OPTİMAL KONTROL  

Optimal kontrol, 1950 yıllarından bu yana güneş sistemini keşfetmeye yönelik 

Amerikan ve Rus bilim adamlarının çabalarına yanıt almak için geliştirilmiş bir 

alandır. Uzay seferlerinin matematiksel modellemeleri optimizasyon problemleri 

içerir. Bu problemlerden biri, küçük bir roket motoru tarafından kontrol edilen bir 

uzay aracının varış noktasına en kısa zamanda minimum yakıt miktarını kullanarak 

ulaşacağı yörüngeleri oluşturmaktır. Optimal kontrol problemleri, mühendislik, 

matematik ve çeşitli fen alanlarında ortaya çıkmaktadır (Hestenes, 1966, Bryson ve 

Ho, 1975, Gregory ve Lin, 1992). Klasik optimal kontrol probleminin amacı bazı 

fiziksel kısıtları sağlarken aynı zamanda verilen bir performans indeksi minimize 

(veya maksimize) eden kontrol sinyallerinin belirlemesidir [58]. 

 

  

Şekil 4.1: Kontrol sistemi. 

 

Kesirli mertebeden türevler yardımıyla pek çok fiziksel sürecin daha iyi 

modelleniyor olması kesirli optimal kontrol problemlerinin formülize edilmesi ve 

çözüm stratejilerinin belirlenmesini gerektirmiştir. Kesirli optimal kontrol problemi 

performans indeksi ya da sistemin dinamik kısıtlarından en az birinin kesirli türevli 

terim içerdiği optimal kontrol problemleridir. 

 

Literatürde kesirli optimal kontrol ilk olarak Riemann–Liouville kesirli 

türeviyle Agrawal tarafından [87]’de değişim analizi, Lagrange çarpanı tekniği ve 

kısmi kesirli integrasyon formülü kullanılarak optimallik koşullarını ifade eden 

         
Sistem 

Optimal Kontrol 
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Euler–Lagrange denklemleri biçiminde elde edilmiştir. Agrawal burada klasik 

optimal kontrol problemini de içine alan daha genel bir yapı ortaya koymuştur. Yine 

Agrawal [40,64], Caputo ve Riesz kesirli türev operatörüyle tanımlanan kesirli 

optimal kontrol problemini ele almış ve problemin çözümü için doğrudan nümerik 

bir çözüm tekniği önermiştir. Baleanu ve diğ. kesirli optimal kontrol probleminin bir 

çözümü için merkezi fark nümerik metodu önermişlerdir [88]. Agrawal ve diğ. 

yüksek boyutlu kontrol sistemleri için optimal kontrol problemlerini tanımlamış ve 

yine nümerik çözüm sürecini önermişlerdir. Kesirli optimal kontrol problemleri 

farklı koordinat sistemlerinde Özdemir ve diğ. tarafından Riemann–Liouville 

operatörü ile ele alınmış ve nümerik çözümleri verilmiştir [44,89]. Ayrıca, Riesz 

operatörü ile uzay–zaman kesirli mertebeden sistemlerin optimal kontrolü Özdemir 

ve Avcı tarafından incelenmiştir [90].  

 

Bir veya iki sınır koşulunun eksik olduğu kesirli optimal kontrol 

problemlerinin ek sınır koşulları olarak bilinen karşıtlık koşulları için çeşitli çözüm 

yöntemleri önerilmiştir. Tricaud ve Chen, genel formdaki kesirli mertebeden optimal 

kontrol problemlerini nümerik olarak çözmek için yaklaşık bir yöntem önermiştir 

[91]. Biswas ve Sen, kesirli optimal kontrol problemlerinin sabit ve sabit olmayan 

bitiş noktası koşullarını Hamilton fonksiyonuyla formüle etmiş ve çözümünü 

önermiştir [92,93]. Dzielinski ve Czyronis, ayrık zamanlı lineer kuadratik kesirli 

mertebeden dinamik sistemlerin sabit bitiş zamanlı optimal kontrol problemini 

Riemann–Liouville kesirli operatörüyle ele almıştır [94]. Almeida ve Torres, Caputo 

operatörü ile optimal kontrol probleminin çözümü için farklı bir yöntem önermiştir 

[95]. Pooseh ve diğ. dinamik sistemi tamsayı ve kesirli mertebeden türev içeren, sabit 

olmayan bitiş noktası problemi için gerekli optimallik koşullarını elde etmiştir [96]. 

Alizadeh ve Effati, kesirli optimal kontrol probleminin çözümü için değişimsel 

iterasyon yöntemi kullanmıştır [97]. Kesirli operatörlerle ele alınan optimal kontrol 

problemi için sabit olmayan bitiş noktası problemlerinin uygulamaları [98–101] 

numaralı kaynaklarda bulunabilir.  

 

Son yıllarda tanımlanan uyumlu türev operatörü için optimal kontrol 

probleminin temeli Chung [30] tarafından uyumlu türevli değişim analizi ile 
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atılmıştır. Daha sonra Lazo ve Torres [36] uyumlu türevli optimal kontrol problemini 

tanımlayarak optimallik koşullarını Hamilton formülasyonu ve Lagrange çarpanı 

tekniği ile elde etmiştir. Iskender ve diğ. zaman uyumlu bir ısı iletim denklemine 

bağlı olarak, bir levhada termal gerilimlerin optimal sınır sıcaklık kontrolünü 

vermiştir [37]. Ziaei ve diğ. [38], lineer olmayan uyumlu türevli optimal kontrol için 

yaklaşık bir çözüm bulmaya yönelik yeni bir yöntem önermiştir. Ziaei ve Farahi, 

zaman gecikmeli uyumlu türevli optimal kontrol problemlerinin bir sınıfını 

çalışmıştır [39].  

 

Tezin bu bölümünde ana amaç uyumlu türevli optimal kontrol problemleri için 

karşıtlık koşullarını elde etmektir. Bu sebeple, öncelikle Lazo ve Torres [36] 

tarafından Gateux türev ile elde edilen optimallik koşulları değişim ile elde edilerek 

yeni bir yaklaşım verilecektir. Sonrasında ise literatürde eksikliği görülen uyumlu 

türevli optimal kontrol problemlerinin karşıtlık koşulları yine değişim yaklaşımı ile 

elde edilecektir. Elde edilen sonuçlar yayınlanmıştır [48].  

 

4.1 Tanım: Uyumlu türevli optimal kontrol problemi 

 

       , , ,

b

a

a

J x u F t x t u t d t    (4.1) 

 

performans indeksini minimize eden     ,x u   fonksiyon çiftinin belirlenmesi 

sürecidir. Burada ,J   x t  durum fonksiyonu ve  u t  kontrol fonksiyonuna bağlı 

performans indekstir. Kesirli mertebeden uyumlu türevli dinamik sistem 

 

 
        , ,ax t g t x t u t


   (4.2) 

 

performans indeksinin dinamik kısıtıdır ve 

    a bx a x x b x    (4.3) 
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öngörülen başlangıç ve sınır koşullarıdır. (4.1) ve (4.2) eşitliklerindeki F  ve g

fonksiyonları   2, a b  bölgesinde en az C  sınıfına ait fonksiyonlardır. Ayrıca, 

 x t  durum fonksiyonu, 
   ax t


 uyumlu türevi var olan bir fonksiyondur.  

 

Bu kısımda (4.1)–(4.3) eşitlikleri ile verilen problemin optimallik koşulları 

Hamilton formulasyonu ve Lagrange çarpanı teknikleri kullanılarak değişim ile elde 

edilecektir. Lagrange çarpanı tekniğinde performans indeksin fonksiyoneli 

 

                   , , , , , , ,aL t x u F t x t u t t x t g t x t u t


      (4.4) 

 

şeklinde düzenlenir. Burada   ,t  diferansiyellenebilir   bir fonksiyondur ve 

Lagrange çarpanı olarak adlandırılır. Aynı zamanda   ,t kontrol ve durum 

fonksiyonları arasındaki ilişkiyi verdiğinden yardımcı durum değişkeni olarak da 

adlandırılmaktadır. Uyumlu türevli optimal kontrol probleminde gerekli koşulları 

bulmak amacıyla performans indeksi Lagrange çarpanı yardımıyla şu şekilde ifade 

edilir: 

 

                   , , , , , , .

b

a a

a

I x u F t x t u t t x t g t x t u t d t
       (4.5) 

 

(4.5) eşitliğindeki uyumlu integral parçalanırsa 

 

                  , , , , , ,

b b

a a a

a a

I x u F t x t u t d t t x t g t x t u t d t
        (4.6) 

 

elde edilir. Hesaplamalarda kolaylık olması bakımından bu iki integral ayrı ayrı 

incelenecektir. İlk integral performans indeksi olduğundan J  ile, ikinci integrali ise

  ile adlandırılacaktır. İki fonksiyonelin de değişiminin incelenmesi için öncelikle 

durum, kontrol ve yardımcı durum değişkeni fonksiyonları için değişimin yapılması 
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gerekir. Bunun için
 

  ,x t    *
,ax t

  u t
 ve  * t fonksiyonlarının ekstremum 

fonksiyonları olduğu kabul edilir. Böylece
 

  ,t
 

    ,a t


   t
 
ve  t  keyfi 

fonksiyonlar ve
 

1  olmak üzere,   ,x t
 

    ,ax t


  u t
 
ve  t  fonksiyonları için 

zayıf değişimler sırasıyla, 

 

      x t x t t     (4.7) 

 

 
           *

a a ax t x t t
       (4.8) 

 

      u t u t t     (4.9) 

 

      *t t t       (4.10) 

 

şeklinde ifade edilir. J nin değişimi J  ve   nin değişimi   sırasıyla aşağıdaki 

gibi tanımlanır: 

 

          * *, , , ,

b

a

a

J F t x t u t F t x t u t d t     (4.11) 

 

                       ** * *, , , ,

b

a a a

a

t x t g t x t u t t x t g t x t u t d t
         (4.12) 

 

Durum, kontrol ve yardımcı durum değişkeni fonksiyonları için ele alınan 

değişimler fonksiyonellerde yazıldığında aşağıdaki eşitlikler elde edilir: 

 

               , , , , ,

b

a

a

J F t x t t u t t F t x t u t d t           (4.13) 
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             

             

           

**

*

** * *

, ,

, , .

b

a a a

a

b

a

a

b

a a

a

t t x t t d t

t t g t x t t u t t d t

t x t g t x t u t d t

   

   



   

     



 



    

    

 







  (4.14) 

 

(4.13) ve (4.14) eşitliklerindeki değişimleri bulmak için     , ,F t x t u t  ve 

    , ,g t x t u t  fonksiyonlarının  ,t a b  için  *,x u
 noktası civarında  ,      

değişkenlerine göre Taylor seri açılımları yapılırsa 

 

             

 

*

2

, , , ,

b

a

a

F F
J F t x t u t t t F t x t u t d t

x u

O

  



   



   
     

  




  (4.15) 

 

 

             

             

             

**

* *

** * * 2

, ,

, ,

b

a a a

a

b

a

a

b

a a

a

t t x t t d t

g g
t t g t x t u t t t d t

x u

t x t g t x t u t d t O

   

   

  

   

     

 



    

  
     

  

  







 (4.16) 

 

bulunur. (4.15) ve (4.16) eşitlikleri düzenlenirse  

 

      2

b

a

a

F F
J t t d t O

x u

      
    

  
   (4.17) 

 

 

           

           *

* *

2

, ,

b

a a

a

b

a a

a

t

t x t g t x t u t d t

g g
t t t d t O

x u

 

    




      


  

  
    

  





  (4.18) 

 



69 

 

elde edilir. Sonuç olarak (4.17) ve (4.18) eşitliklerindeki ilk değişimler sırasıyla 

aşağıdaki şekilde elde edilir: 

 

     0,

b

a

a

F F
J t t d t

x u

  
  

   
  

   (4.19) 

 

 

           

         

* *

*

, ,

0.

b

a a

a

b

a a

a

t x t g t x t u t d t

g g
t t t t d t

x u

 

 



   

   

  
    

  





  (4.20) 

 

(4.20) eşitliğindeki      *

b

a a

a

t t d t
    terimi için uyumlu kısmi integrasyon 

formülü (2.68) kullanılırsa  

 

               ** * |
b bb

a a a a

aa a

t t d t t t t t d t
            (4.21) 

 

bulunur.     0a b    olduğundan (4.21) eşitliğinde yalnızca uyumlu integral 

terimi kalır ve (4.18) eşitliğinde yerine yazılırsa 

 

 

           

          

* *

** *

, ,

0

b

a a

a

b

a a

a

t x t g t x t u t d t

g g
t t t t d t

x u
t

 

 



   


  

     
      

     
 





  (4.22) 

 

şeklinde elde edilir. Varsayım gereği elde edilen J  ve   değişimleri toplanır  
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           

      

   

* *

**

*

, ,

0

b

a a

a

b

a a

a

b

a

a

J t x t g t x t u t d t

F g
t t t d t

x x

F g
t t d t

u u

 

 

 

  

 





   

  
   

  

  
   

  







  (4.23) 

 

 t ,  t  ve  t
 
keyfi fonksiyonlar olduğundan (4.23) eşitliğindeki her bir 

bileşenin bağımsız olarak sıfıra eşit olması gerekmektedir. Böylece uyumlu türevli 

optimal kontrol için Euler–Lagrange denklemleri olarak adlandırılan 

 

 

        

    

 

* *

**

*

, , 0

0

0

a

a

x t g t x t u t

F g
t t

x x

F g
t

u u




 






  


  
   

  
  

    

  (4.24) 

 

sistem elde edilir. Uyumlu türevli optimal kontrol için Hamilton fonksiyonu  

 

              , , , , , , ,H t x u F t x t u t t g t x t u t      (4.25) 

 

şeklinde tanımlandığından (4.24) eşitliğindeki ifadeler Hamilton formunda yazılırsa 

elde edilen Euler–Lagrange denklemleri aşağıdaki şekilde adlandırılır: 

 

 

     

    

 

** * *

** * *

* * *

durum fonksiyonu:    , , , ,

 yardımcı durum fonksiyonu: , , , ,

kontrol fonksiyonu:  , , , 0.

a

a

H
t x u x t

H
t x u t

x

H
t x u

u








 



 
 


 

  
 
 

  

  (4.26) 

 

(4.26) ile elde edilen koşullar, (4.1)–(4.3) eşitlikleri ile verilen optimal 

kontrol probleminin gerekli optimallik koşullarıdır. Bu denklemler ortak 
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çözüldüğünde optimal kontrol ve durum fonksiyonları elde edilir. Dikkat edilirse 

incelenen problem için performansı indeksi sabit başlangıç ve sabit bitiş noktalarına 

sahiptir. Ancak bazı kesirli optimal kontrol problemleri yeterli sayıda uygun sınır 

koşullarını içermediğinden optimal çözümün bulunması için yardımcı sınır 

koşullarına ihtiyaç vardır. Yani, bir ya da her iki sınır koşulu eksik olduğunda, doğal 

sınır koşulları ya da karşıtlık koşulu olarak bilinen bir ya da iki yardımcı koşulun 

denklemi çözülmesi için elde edilmesi gerekir. 

 

Bu tezde, başlangıç noktası sabit kabul edilerek sabit olmayan bitiş zamanı 

için karşıtlık koşulları elde edilecektir. Sonuçlar, başlangıç noktasının sabit olmadığı 

durumlara genişletilebilir. Uyumlu türevli optimal kontrol problemleri için karşıtlık 

koşulları, uyumlu türevli değişim analizi problemlerinde olduğu gibi bitiş zamanı ve 

durum fonksiyonuna dayatılan şartlara bağlı olarak üç farklı tipte ele alınacaktır: 

 

i. Düşey doğrusu problemi: Sabit bitiş zamanı, sabit olmayan durum fonsiyonu, 

ii. Yatay doğrusu problemi: Sabit olmayan bitiş zamanı, sabit bitiş zamanı 

durum fonksiyonu, 

iii. Bitiş eğrisi problemi: Sabit olmayan bitiş zamanı, sabit olmayan bitiş zamanı 

için durum fonsiyonu. 

4.1 Uyumlu Türevli Optimal Kontrolün Karşıtlık Koşulları 

4.1.1 Teorem (Uyumlu türevli optimal kontrol için karşıtlık koşulu): J 

minimize edilecek performans indeks,     , ,g t x t u t  uyumlu türevli dinamik 

sistem, 0t ve  
00 tx t x  sabit noktalar ft

 
ve  

ff tx t x
 
sabit olmayan noktalar 

olsun. 

 

       
0

0

, , ,

ft

t

t

J x u F t x t u t d t    (4.27) 
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         
0

, ,tx t g t x t u t


   (4.28) 

 

şeklindeki uyumlu türevli optimal kontrol sistemi için genel durumdaki karşıtlık 

koşulu 

 

               
0

, , 0f f f f t f f fH t x t u t t x t t t
         

 
  (4.29) 

 

şeklindedir. Burada  2

0 , fC t t      
ve   sırasıyla,  x t  ve t  zayıf 

değişimleri keyfi fonksiyonlardır. 

 

İspat: J  performans indeksini minimize eden  x t
 eğrisinin  t  hedef 

eğrisiyle *

f ft t  noktasında kesiştiğini varsayalım     * * .f fx t t     ,x t    
0

*
,tx t



 u t
 ve  * t fonksiyonları ekstremum fonksiyonları olsunlar.

 
  ,t

 
   
0

,t t


  

 t
 
ve  t  keyfi fonksiyonlar ve

 
1  olmak üzere,   ,x t

 
   
0

,tx t


  u t
 
ve 

 t  fonksiyonları ve ft  zaman değişkeni için zayıf değişimler sırasıyla, 

 

      x t x t t     (4.30) 

 

 
           
0 0 0

*

t t tx t x t t
       (4.31) 

 

      u t u t t     (4.32) 

 

      *t t t       (4.33) 

 

 *

f ft t       (4.34) 

 

şeklinde ifade edilsin. Özel olarak 
   
0

,t t


 -diferansiyellenebilir  keyfi bir 

fonksiyondur, ayrıca  0 0t 
 
ve ft  sabit olmayan nokta olduğundan   0ft 

olur. 
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Bu kısımda (4.27)–(4.28) eşitlikleri ile verilen problemin karşıtlık koşulu, 

Hamilton formulasyonu ve Lagrange çarpanı teknikleri kullanılarak değişim ile elde 

edilecektir. Lagrange çarpanı tekniğinde performans indeksin fonksiyoneli şu şekilde 

tanımlanır: 

 

                   
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t t

t

I x u F t x t u t t x t g t x t u t d t
       (4.35) 

 

(4.35) eşitliğindeki uyumlu integral parçalanırsa 

 

                  
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I x u F t x t u t d t t x t g t x t u t d t
       (4.36) 

 

elde edilir. Hesaplamalarda kolaylık olması bakımından bu iki integralin değişimi 

ayrı ayrı incelenecektir. Yine İlk integral J  ile, ikinci integrali ise   ile 

adlandırılacaktır. J nin değişimi J  ve   nin değişimi   sırasıyla aşağıdaki gibi 

tanımlanır: 
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  
  (4.38) 

 

Durum, kontrol ve yardımcı durum değişkeni fonksiyonları için ele alınan 

zayıf değişimler (4.37) ve (4.38) fonksiyonellerinde yazıldığında  
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  (4.40) 

 

elde edilir. Değişimlerdeki uyumlu integrallerin sınır değerleri zaman değişkenindeki 

değişime göre düzenlenirse aşağıdaki şekilde ifade edilir: 
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  (4.42) 

 

(4.41) ve (4.42) eşitliklerindeki değişimleri bulmak için     , ,F t x t u t
 
ve 

    , ,g t x t u t fonksiyonlarının 0 , ft t t    için  ,x u 
 noktası civarında 

 ,      değişkenlerine göre Taylor seri açılımından yapılırsa 
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  (4.44) 

 

bulunur. (4.43) ve (4.44) eşitliklerindeki J  ve   değişimlerindeki ilk uyumlu 

integralleri hesaplamak için  *

1
*

f
ft

d t t t dt





   ve 
*

f ft t t       olduğu göz 

önüne alınarak  *

1

ft
d t dt

  


  yazılır. Böylece klasik hale indirgenen integrali 

yaklaşık olarak hesaplamak için dikdörtgen yöntemi kullanılırsa aşağıdaki ifadeler 

elde edilir: 
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Sonuç olarak değişimlerin ilk değişimleri sırasıyla, 
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olarak bulunur. (4.46) eşitliğindeki      
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t

t t d t
    terimi için uyumlu kısmi 

integrasyon formülü (2.68) kullanılırsa  
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bulunur.  0 0t   olduğundan (4.49) eşitliği 
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şeklinde elde edilir. (4.50) eşitliği, (4.48) eşitliğinde yerine yazılıp  t  ve  t

keyfi fonksiyonuna göre düzenlenirse   nin ilk değişimi  
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olarak elde edilir. Varsayım gereği (4.47) ve (4.51) eşitliklerindeki J  ve   

değişimleri toplanıp Hamilton fonksiyonu formunda düzenlenirse aşağıdaki gibi elde 

edilir: 
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(4.52) eşitliğinde uyumlu integral içerisindeki terimler optimallik için gerekli 

koşullar olduğundan her bir bileşen bağımsız olarak sıfıra eşittir. Bu yüzden (4.52) 

eşitliği 

 

                
0

* * * * * * * * * * *, , 0f f f f t f f fH t x t u t t x t t t
           (4.53) 

 

formuna dönüşür. (4.53) eşitliği uyumlu türevli optimal kontrol problemi için genel 

haldeki karşıtlık koşulu olur.  

4.1.1 Özel Durumlardaki Uyumlu Türevli Optimal Kontrol Problemleri 

İçin Karşıtlık Koşulları 

Bu bölümde uyumlu türevli optimal kontrol problemi için elde edilen genel 

durumdaki karşıtlık koşulunun özel durumları incelenecektir. Genel durumdaki 

karşıtlık koşulu bitiş eğrisi üzerindedir ve özel durumları düşey bitiş doğrusu, yatay 

bitiş doğrusu şeklindedir. 
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Uyumlu türevli optimal kontrol problemi için genel durumdaki karşıtlık koşulu 

olarak adlandırılan (4.29) denklemindeki  ft
 
ve   keyfi fonksiyonlarının 

değeri bilinmemektedir.  ft
 
keyfi fonksiyonunun değeri uyumlu Taylor seri 

açılımı yardımıyla 3.1.1. bölümünde (3.44) eşitliğinde elde edilmiştir. (3.44) 

eşitliğindeki  *

ft  keyfi fonksiyonu (4.53) eşitliğinde yerine yazılıp 
  keyfi 

fonksiyonu göre düzenlenirse 
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olur. Burada 
  sıfırdan farklı keyfi bir fonksiyon olduğundan parantez içerisindeki 

ifade sıfıra eşittir ve uyumlu türevli optimal kontrol problemi için genel durumdaki 

karşıtlık koşulu  

 

            
       * *

0

* *

* * * * * * * * * *, , 0
f f

f ft t

f f f f t f f

t x t
H t x t u t t x t t

 




 


 
    
 
 

  (4.55) 

 

şeklinde elde edilir.  

 

4.1.1.1 Sonuç: (4.55) eşitliği ile verilen uyumlu optimal kontrol problemi için 

genel durumdaki karşıtlık koşulunun özel durumları aşağıdaki gibi incelenir. 

 

i. Bitiş Eğrisi Problemi: Eğer  fx t
 
bitiş noktası diferansiyellenebilir bir 

 x t  eğrisi üzerinde ise karşıtlık koşulu 

 

             
       

0
, , 0

f ft f t f

f f f f t f f

t x t
H t x t u t t x t t

 




 


 
    
 
 

  (4.56) 
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olarak elde edilir. (4.56) eşitliği uyumlu türevli optimal kontrol problemi için genel 

durumdaki karşıtlık koşuludur. 

 

ii. Yatay Bitiş Doğrusu (Sabit Bitiş Noktası) Problemi: Eğer  fx t  sabit ve 

ft  sabit olmayan bir nokta ise c  sabit bir sayı olmak üzere  fx t c   olur. 

Dolayısıyla     0
ft ft


 
 
olduğundan karşıtlık koşulu 

 

           
   

0
, , 0

ft f

f f f f t f

x t
H t x t u t t x t








 
    
 
 

  (4.57) 

 

olarak elde edilir. 

 

iii. Düşey Bitiş Doğrusu (Sabit zaman) Problemi: ft  sabit ve  fx t  sabit 

olmayan ise 
    ,
ft ft



 

x  eksenine dik ve eğitimi sonsuz olan bir doğrudur. 

    0
ft ft


  olduğundan (4.56) eşitliği 
   
ft ft



 
fonksiyonuna bölünür ve 

   
ft ft



 

fonksiyonu sonsuz olduğundan karşıtlık koşulu, 

 

 
 

0
ft


   (4.58) 

 

olarak elde edilir. 

 

4.1.1.2 Örnek: ft  sabit olmayan bitiş noktası,   1fx t   olsun. Performans 

indeksi  

 

      2 2

0

0

1
,

2

ft

J u x t u t d t      (4.59) 

 

dinamik kısıtı 
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        0 ,x t x t u t


     (4.60) 

 

ve sınır koşulları 

 

    0 10, 1fx x t    (4.61) 

 

olan optimal kontrol problemini minimize eden  u t  kontrol fonksiyonunu bulunuz. 

 

Çözüm: Problemi çözmek için öncelikle Hamilton fonksiyonu yazılır 

 

             2 21
, , , .

2
H t x u x t u t t x t u t           (4.62) 

 

(4.26) eşitliğindeki Hamilton fonksiyonu yardımıyla elde edilen optimallik için 

gerekli koşullar 

 

 

       
       

   

0

0

x t x t u t

t x t t

u t t




 



  


  


 

  (4.63) 

 

şeklindedir. (4.63) eşitliğindeki uyumlu diferansiyel denklemleri analitik yöntemle 

[28] çözüldüğünde, 

 

 
2 2

1 2( )
t t

x t c e c e

 

 


    (4.64) 

 

olarak elde edilir. Başlangıç koşulları kullanıldığında,  0 10x   için 1 2 10c c   

olur, ayrıca ( ) 1fx t  için 

 

  
2 2

1 1( ) 10 1
f

f

f tt

x t c e c e



 





      (4.65) 
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bulunur. (4.63) eşitliğinden  u t  kontrol fonksiyonu,  x t  durum fonksiyonuna 

bağlı olduğundan 

 

     
2 2

1 1( ) 1 2 10 1 2
t t

u t c e c e

 

 


       (4.66) 

 

olarak elde edilir. Ancak bu katsayılar ft  değeri bilinmediğinden dolayı 

çözülememektedir. Bu yüzden optimallik için gerekli koşullara ek olarak karşıtlık 

koşuluna ihtiyaç duyulmaktadır. (4.57) eşitliğindeki uyumlu türevli optimal kontrol 

için karşıtlık koşulu kullanılırsa, 

 

      
   

2 2 2 0
ft f

f f f

x t
x t u t u t




     (4.67) 

 

eşitliği elde edilir. (4.65) ve (4.67) eşitlikleri, 0.7   için MATLAB programında 

sembolik araç kutusu kullanılarak çözülmüş ve çözümler 0.2181ft  , 1 2.6457c   , 

2 12.6457c   olarak elde edilmiştir. Durum ve kontrol fonksiyonları MATLAB 

programı yardımıyla şekil 4.2 ve şekil 4.3’te çizdirilmiştir.  

 

Şekil 4.2: Yatay bitiş doğrusu probleminde  x t  optimal durum fonksiyonu. 
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Şekil 4.3: Yatay bitiş doğrusu probleminde  u t  optimal kontrol fonksiyonu. 

 

Biswas ve Sen [93] tarafından Riemann–Liouville anlamında ele alınan 

optimal kontrol problemi uyumlu türev ile değerlendirildiğinde durum 

fonksiyonunun istenen değere daha hızlı bir şekilde ulaştığı görülmektedir.  

4.2 Genelleştirilmiş Uyumlu Türevli Optimal Kontrol Problemi için 

Karşıtlık Koşulu 

Bu kısımda performans indeksi klasik integral ile tanımlanmış, integralinde 

uyumlu türevli terim içeren genelleştirilmiş uyumlu türevli optimal kontrol 

problemleri için karşıtlık koşulları elde edilecektir. 

 

Genelleştirilmiş karşıtlık koşulunu elde etmek için gerekli optimallik 

koşullarının bilinmesi gerekir. Bu koşullar incelendiğinde uyumlu integral ile 

tanımlanan optimal kontrol probleminin gerekli optimallik koşulları ile aynı olduğu 

sonucuna ulaşılmıştır. Bu yüzden ispatına burada değinilmeyecektir. 
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4.2.1 Teorem (Uyumlu türevli optimal kontrol için genelleştirilmiş karşıtlık 

koşulu): J minimize edilecek performans indeks,     , ,g t x t u t  uyumlu türevli 

dinamik sistem, 
0t  

ve  
00 tx t x  sabit noktalar ft

 
ve  

ff tx t x sabit olmayan 

noktalar olsun. 

 

       
0

, , ,

ft

t

J x u F t x t u t dt    (4.68) 

 

 
        
0

, ,tx t g t x t u t


   (4.69) 

 

şeklindeki genelleştirilmiş uyumlu türevli optimal kontrol sistemin için genel 

durumdaki karşıtlık koşulu 

 

                 
0

1

0, , 0f f f f t f f f fH t x t u t t x t t t t t


   


      
 

  (4.70) 

 

şeklindedir. Burada  2

0 , fC t t      
ve   sırasıyla,  x t  ve t  zayıf 

değişimleri için keyfi fonksiyonlardır. 

 

İspat: J  performans indeksini minimize eden  x t
 eğrisinin  t  hedef 

eğrisiyle *

f ft t  noktasında kesiştiğini varsayalım     * * .f fx t t     ,x t

 
   

0

*
,tx t



 

 u t
 ve  * t

 
fonksiyonları ekstremum fonksiyonları olsunlar.

 
  ,t

 
   
0

,t t


  

 t
 
ve  t  keyfi fonksiyonlar ve

 
1  olmak üzere,   ,x t

 
   
0

,tx t


  u t
 
ve 

 t  fonksiyonları ve ft  zaman değişkeni için zayıf değişimler sırasıyla, 

 

      x t x t t    (4.71) 

 

 
           
0 0 0

*

t t tx t x t t
  

    (4.72) 
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      u t u t t    (4.73) 

 

      *t t t       (4.74) 

 

 *

f ft t       (4.75) 

 

şeklinde ifade edilsin. Özel olarak 
   
0

,t t


 diferansiyellenebilir   keyfi bir 

fonksiyondur, ayrıca  0 0t 
 
ve ft  sabit olmayan nokta olduğundan   0ft 

olur.  

 

Bu kısımda (4.68)–(4.69) eşitlikleri ile verilen problemin genelleştirilmiş 

karşıtlık koşulu, Hamilton formulasyonu ve Lagrange çarpanı teknikleri kullanılarak 

değişim ile elde edilecektir. Lagrange çarpanı tekniğinde performans indeksin 

fonksiyoneli şu şekilde tanımlanır: 

 

                   
0

0

, , , , , ,

ft

t

t

I x u F t x t u t t x t g t x t u t dt


      (4.76) 

 

(4.76) eşitliğindeki integral parçalanırsa 

 

                   
0

0 0

, , , , , ,

f ft t

t

t t

I x u F t x t u t dt t x t g t x t u t dt


       (4.77) 

 

elde edilir. (4.77) eşitliğini minimize eden durum ve kontrol fonksiyonlarını bulmak 

için performans indekslerin değişimleri incelenmelidir. Hesaplamalarda kolaylık 

olması bakımından bu iki integralin değişimi ayrı ayrı incelenecektir. Yine İlk 

integral J  ile, ikinci integrali ise  ile adlandırılacaktır. J nin değişimi J  ve   

nin değişimi   sırasıyla aşağıdaki gibi tanımlanır: 
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           
0

* *, , , , ,

ft

t

J F t x t u t F t x t u t dt     (4.78) 

 

                        0 0

0

** * *, , , , .

ft

t t

t

t x t g t x t u t t x t g t x t u t dt
 

       (4.79) 

 

Durum, kontrol ve yardımcı durum değişkeni fonksiyonları için ele alınan zayıf 

değişimler (4.78) ve (4.79) fonksiyonellerinde yazıldığında 

 

              
*

0

, , , ,

ft

t

J F t x t t u t t F t x t u t dt

 

 

 

          (4.80) 

 

 

             

             

           

*

0 0

0

*

0

*

0

0

**

*

** * *

, ,

, ,

f

f

f

t

t t

t

t

t

t

t

t

t t x t t dt

t t g t x t t u t t dt

t x t g t x t u t dt

 

 

 

 



  

   



 

 

 

 

    

    

 







  (4.81) 

 

elde edilir. (4.80) ve (4.81) eşitliğindeki değişimlerde integrallerin sınır değerleri 

zaman değişkenindeki değişime göre düzenlenirse aşağıdaki şekilde ifade edilir: 

 

 

        

              

*

*

*

0

, ,

, , , , ,

f

f

f

t

t

t

t

J F t x t t u t t dt

F t x t t u t t F t x t u t dt

 

 

 

 

 

   

   

   





  (4.82) 
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             

              

             

              

           

*

0 0
*

*

*

*

0 0

0

*

0

*

0

0

**

*

*

*

*

** *

, ,

.

, ,

, ,

f

f

f

f

f

f

f

t

t t

t

t

t

t

t t

t

t

t

t

t

t

t t x t t dt

t t g t x t t u t t dt

t t

t t

x t t dt

g t x t t u t t dt

t x t g t x t u t dt

 

 

 

 





  

   

 

 



  



 

 

 

 



  

    

 

 

 

 

  

 











  (4.83) 

 

(4.82) ve (4.83) eşitliklerindeki değişimleri bulmak için     , ,F t x t u t ve 

    , ,g t x t u t fonksiyonlarının 0 , t ft t    için  ,x u   noktası civarındaki 

 ,   değişkenlerine göre Taylor seri açılımı yapılırsa, 

 

 

        

             

 

*

*

0

*

* *

2

, ,

, , , ,

f

f

f

t

t

t

t

F F
J F t x t u t t t dt

x u

F F
F t x t u t t t F t x t u t dt

x u

O

 

 

 





 



 

  
    

  

  
    

  





  (4.84) 

 

             

             

             

             

              

*

0 0
*

*

*

*

0 0

0

*

0

*

0

0

**

* *

**

* *

** * 2

, ,

, ,

, ,

f

f

f

f

f

f

f

t

t t

t

t

t

t

t t

t

t

t

t

t

t

t t

t t t t

t t x t t dt

g g
t t g t x t u t t t dt

x u

t t x dt

g g
t t g t x u dt

x u

t x t g t x t u t dt O

 

 

 

 



  

   

  

   

 

 

 







    

  
     

  

   

  
     

  

  











 (4.85) 
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bulunur. (4.84) ve (4.85) integrallerindeki ilk integralleri yaklaşık olarak hesaplamak 

için dikdörtgen yöntemi kullanılırsa aşağıdaki ifadeler elde edilir: 

 

           
*

0

* * * * 2, , ,
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f f f

t

F F
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      
  

  (4.86) 
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t
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t

t

t

t x t g t x t u t
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t t t t dt

x u

t x t g t x t u t dt O







  

   

 





   

  
   

  

   





  (4.87) 

 

Sonuç olarak (4.86) ve (4.87) eşitliklerindeki ilk değişimler sırasıyla 

 

        
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f f f

t
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      
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   (4.88) 
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f
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t

t

t

t

t

t

t x t g t x t u t
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t t t t dt

x u

t x t g t x t u t dt







  

   





   

  
   

  

   





  (4.89) 

 

olarak bulunur. (4.89) eşitliğindeki uyumlu türevli terim içeren      

*

0

0

*

ft

t

t

t t dt


   

integralini hesaplamak için uyumlu kısmi integrasyon formülünün kullanılması 

gerektiği açıktır. Bunun için  

 

      
1* *

0t t t t


 


    (4.90) 

 

dönüşümü uygulanıp uyumlu kısmi integrasyon formülü (2.68) kullanılırsa, 
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                     

* * **

0 0 0 0 0

00 0 0

** * * |
f f fft t tt

t t t t t

tt t t

t t dt t t d t t t t t d t
                 (4.91) 

 

elde edilir.  0 0t   olduğundan 

 

               

* *

0 0 0

0 0

** * * *

f ft t

t f f t t

t t

t t dt t t t t d t
            (4.92) 

 

olarak bulunur.
 
(4.92) eşitliği (4.89) eşitliğinde yerine yazılırsa, 
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0

, ,

, , 0

f

f

f t f f f

t
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t

t
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t

t x t g t x t u t

g g
t t t t t d t

x u

t x t g t x t u t t t d t t t



 

 

  

    

 









   

     
       

     

     





 (4.93) 

 

olur. Varsayım gereği J ve   toplam şeklinde olduğundan (4.88) eşitliğindeki 

integral de uyumlu integrale dönüştürülür,  

 

           

*

0

0

1* * * *

0, , 0.

ft

f f f t

t

F F
J F t x t u t t t t t d t

x u

    
   

      
  

  (4.94) 

 

(4.93) ve (4.94) eşitlikleri toplanıp   ,t
 

 t  ve  t  keyfi fonksiyonlarına göre 

düzenlenirse ilk değişimler 
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0

1

0
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0

f

f

f
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t
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t

t

t

t

t

t t f f

t

J H t x t u t t x t

H
t t t t d t

x

H
t t t d t

u

t x t g t x t u t t t d t t t



  

 

 

   

 



 













      
 

  
     

  

 
   

 

    









  (4.95) 

 

olarak bulunur. (4.95) eşitliğinde uyumlu integral içerisindeki  
1

0t t



 
terimleri 

sıfırdan farklı ve integral içerisindeki terimler optimallik için gerekli koşullar 

olduğundan her bir bileşenin bağımsız olarak sıfıra eşit olması gerekmektedir. Bu 

yüzden (4.95) eşitliği 

 

                
0

* * * * * * * * * * *, , 0f f f f t f f fH t x t u t t x t t t


          (4.96) 

 

formuna dönüşür. (4.90) eşitliği (4.96) eşitliğinde yerine yazılırsa genelleştirilmiş 

uyumlu türevli optimal kontrol problemi için genel durumdaki karşıtlık koşulu 

 

                 
0

1
* * * * * * * * * * * *

0, , 0f f f f t f f f fH t x t u t t x t t t t t


   


        (4.97) 

 

elde edilir.  

4.2.1 Özel Durumlardaki Genelleştirilmiş Uyumlu Türevli Optimal 

Kontrol Problemleri İçin Karşıtlık Koşulları 

Bu bölümde (4.97) eşitliği ile verilen genelleştirilmiş uyumlu türevli optimal 

kontrol problemi için genel durumdaki karşıtlık koşulunun özel durumları 4.1.1 

Bölümündekine benzer şekilde yapılacaktır. Genel durumdaki genelleştirilmiş 

karşıtlık koşulu bitiş eğrisi üzerindedir ve özel durumları düşey bitiş doğrusu, yatay 

bitiş doğrusu şeklindedir. 
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Uyumlu türeve bağlı terim içeren klasik integral ile tanımlanan optimal 

kontrol problemi için elde edilen (4.97) eşitliğindeki genelleştirilmiş karşıtlık 

koşulunda  ft
 
keyfi fonksiyonu ve   artışının değeri bilinmemektedir. Bu keyfi 

fonksiyonun değeri daha önce Taylor seri açılımı yardımıyla 3.2.1. Bölümünde 

(3.98) eşitliğinde elde edilmiştir. (3.98) eşitliğindeki  *

ft  keyfi fonksiyonu (4.97) 

eşitliğinde yerine yazılıp   keyfi fonksiyona göre düzenlenirse 
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  (4.98) 

 

olur. Burada   sıfırdan farklı bir artış olduğundan parantez içerisindeki ifade sıfıra 

eşittir. O halde genelleştirilmiş uyumlu türevli optimal kontrol problemi için genel 

durumdaki karşıtlık koşulu  
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  (4.99) 

 

şeklinde elde edilir.  

 

4.2.1.1 Sonuç: (4.99) eşitliği ile verilen uyumlu optimal kontrol problemi için 

genel durumdaki genelleştirilmiş karşıtlık koşulunun özel durumları aşağıdaki gibi 

incelenir. 

 

i. Bitiş Eğrisi Problemi: Eğer  fx t
 
bitiş noktası diferansiyellenebilir bir 

 x t  eğrisi üzerinde ise genelleştirilmiş karşıtlık koşulu  
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olur. (4.100) eşitliği genelleştirilmiş uyumlu türevli optimal kontrol problemi için 

genel durumdaki karşıtlık koşuludur. 

 

ii. Yatay Bitiş Doğrusu (Sabit Bitiş Noktası) Problemi: Eğer  fx t  sabit ve 

ft  sabit olmayan bir nokta ise c  sabit bir sayı olmak üzere  fx t c   olur. 

Dolayısıyla   0ft 
 
olduğundan karşıtlık koşulu 

 

                0

1

0, , 0f f f f t f f fH t x t u t t x t t t x t





       (4.101) 

 

bulunur. 

iii. Düşey Bitiş Doğrusu (Sabit Zaman) Problemi: ft  sabit ve  fx t  sabit 

olmayan ise   ,ft  x  eksenine dik ve eğimi sonsuz olan bir doğrudur.   0ft   

olduğundan (4.100) eşitliği  ft
 
fonksiyonuna bölünür ve  ft

 
fonksiyonu 

sonsuz olduğundan karşıtlık koşulu, 

 

    
1

0 0f ft t t





    (4.102) 

 

olur. (4.102) eşitliği genelleştirilmiş uyumlu türevli optimal kontrol problemi için 

doğal sınır koşulu olarak adlandırılır. 

 

4.2.1.2 Örnek: ft  sabit olmayan bitiş noktası,   1fx t   olsun. Performans 

indeksi  

 

      2 2

0

1
,

2

ft

J u x t u t dt      (4.103) 

 

dinamik kısıtı 
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        0 ,x t x t u t


     (4.104) 

 

ve sınır koşulları 

 

    0 10, 1fx x t    (4.105) 

 

olan optimal kontrol problemini minimize eden  u t  kontrol fonksiyonunu bulunuz. 

 

Çözüm: Problemi çözmek için öncelikle Hamilton fonksiyonunu yazılır 
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(4.26) eşitliğindeki Hamilton fonksiyonu yardımıyla elde edilen optimallik için 

gerekli koşul kullanıldığında 

 

 

       
       

   

0

0

x t x t u t

t x t t

u t t




 



  


  


 

  (4.107) 

 

elde edilir. (4.107) eşitliğindeki uyumlu diferansiyel denklemler analitik yöntemle 

çözüldüğünde [28], 
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    (4.108) 

 

olarak elde edilir Başlangıç koşulları kullanıldığında,  0 10x   için 1 2 10c c   

olur, ayrıca ( ) 1fx t 
 
için 
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bulunur. (4.107) eşitliğinden  u t  kontrol fonksiyonu,  x t  durum fonksiyonuna 

bağlı olduğundan 

 

     
2 2

1 1( ) 1 2 10 1 2
t t

u t c e c e

 

 


       (4.110) 

 

olarak elde edilir. Ancak bu katsayılar ft  değeri bilinmediğinden dolayı 

çözülememektedir. Bu yüzden optimallik için gerekli koşullara ek olarak karşıtlık 

koşuluna ihtiyaç duyulmaktadır. (4.101) eşitliğindeki genelleştirilmiş uyumlu türevli 

optimal kontrol probleminin karşıtlık koşulu kullanılırsa, 

 

        2 2 12 0f f f f fx t u t u t t tx     (4.111) 

 

eşitliği elde edilir. Bu (4.109) ve (4.111) eşitlikleri, 0.7  için MATLAB 

programında sembolik araç kutusu kullanılarak çözülmüş ve çözümler 0.1307ft  , 

1 5.0903c   , 2 15.0903c  olarak elde edilmiştir. Durum ve kontrol fonksiyonları 

MATLAB programı yardımıyla şekil 4.4 ve şekil 4.5’te çizdirilmiştir. 

 

Şekil 4.4: Yatay bitiş doğrusu probleminde  x t  optimal kontrol fonksiyonu. 
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Şekil 4.5: Yatay bitiş doğrusu probleminde  u t  optimal kontrol fonksiyonu. 
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5. UYUMLU TÜREVLİ YAYILIM DENKLEMİNİN 

OPTİMAL KONTROLÜ 

 Bu bölümde, karşıtlık koşulunun bir uygulaması olarak, zamana göre uyumlu 

türev içeren yayılım sisteminin optimal kontrolü ele alınacaktır. Benzer problem 

Özdemir ve diğ. [43] tarafından Riemann–Liouville kesirli türevi ile için incelenmiş 

ve optimal kontrolü nümerik olarak elde edilmiştir. Burada ise uyumlu türev 

operatörünün avantajından dolayı optimal kontrol analitik olarak elde edilmektedir.  

 

Dinamik kısıtları 
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  (5.1) 

 

başlangıç koşulu 

 

  , ,0 1x         (5.2) 

 

ve sınır koşulları  

 

 
       0, , , , ,0, , ,

0
x t x L t x t x L t   

   

   
   

   
  (5.3) 

 

şeklinde tanımlanan yayılım sürecinin 

 

      
1

2 2

0

0 0 0

1
, , , ,

2

L L

J u x t u t d d d t             (5.4) 

 

performans indeksini minimize eden optimal kontrol problemi tanımlansın. Burada 

 , ,x t   durum ve  , ,u t   kontrol fonksiyonları t  zaman değişkeni ve 
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     , 0,L 0,L    uzay parametrelerine bağlıdır. Ayrıca 0 1   için 

   0 , ,x t


  fonksiyonu,  , ,x t 
 
durum fonksiyonunun t  zaman değişkenine göre 

uyumlu türevini ifade etmektedir.  

 

Optimal kontrol fonksiyonunu belirlemek için öncelikle (5.1)–(5.3) 

eşitlikleriyle verilen sınır değer probleminin çözümü belirlenmelidir. Bunun için 

değişkenlerine ayırma yöntemi uygulanabilir. Bu yöntemde  x t  durum fonksiyonu 

aşağıdaki şekilde değişkenlere ayrılır.  

 

        , ,x t t         (5.5) 

 

(5.5) eşitliği (5.1) diferansiyel denkleminin homojen kısmında yerine yazılırsa,  

 

 

   

 

 

 

 

 
0T t Z N

T t Z N


 

 

 
    (5.6) 

 

elde edilir. k ayırma sabiti olmak üzere (5.6) eşitliği  

 

 

   

 

 

 

 

 
0 2

T t Z N

T t Z N


 


 

 
      (5.7) 

 

olarak yazılır. Öncelikle (5.7) eşitliğinin 

 

 2Z N

Z N


 
     (5.8) 

 
kısmının çözümünü belirlemek için 

 

 2 2Z N

Z N
 

 
       (5.9) 
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düzenlemesi yapılsın. (5.9) diferansiyel denklemi Z  fonksiyonu için 

değerlendirildiğinde  

 

      1 2cos sinZ b b      (5.10) 

 

çözümü bulunur. (5.10) eşitliğindeki  Z   fonksiyonunun (5.3) sınır koşullarını 

sağlaması için  

 

      2 10 0 ve sin 0Z b Z L b L       (5.11) 

 

bulunur. Buradan öz değerlerin 
m

m

L


   0,1,2,...m  ve bunlara karşılık gelen öz 

fonksiyonların  

 

   cosm m

m
Z b

L




 
  

 
  (5.12) 

 

olması gerekir. Benzer şekilde 2 2 2     olmak üzere (5.9) diferansiyel denklemi 

N  fonksiyonu için değerlendirildiğinde  

 

      1 2cos sinN c c      (5.13) 

 

çözümü bulunur. (5.13) eşitliğindeki  N   fonksiyonunun (5.3) sınır koşullarını 

sağlaması için  

 

      2 10 0 ve sin 0N c N L c L       (5.14) 

 

bulunur. Buradan öz değerlerin 
n

n

L


   0,1,2,...n  ve bunlara karşılık gelen öz 

fonksiyonların  

 

   cosn n

n
N c

L




 
  

 
  (5.15) 

 

olması gerekir. Şimdi (5.7) eşitliğindeki uyumlu türeve bağlı  
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      2

0 0T t T t


    (5.16) 

 

diferansiyel denklemi çözülecektir. (5.16) uyumlu lineer adi diferansiyel 

denkleminin karakteristik denklem yardımıyla çözümü  

 

  
2

0

t

T t ae








    (5.17) 

 

şeklindedir [28]. 2 2 2    kabulünden 

 

 

2 2 2 2
2

2 2

m n

L L

 
     (5.18) 

 

olduğu görülür. Böylece T  fonksiyonu , 0,1,2,...m n   

 

  

2 2 2 2

2 2

m n t

L L

mn mnT t a e

 



 
  
 
    (5.19) 

 

olarak elde edilir. Sonuç olarak (5.12), (5.15) ve (5.19) eşitlikleri (5.5) eşitliğinde 

yerine yazılırsa 

 

  

2 2 2 2

2 2

, , cos cosmn mn m n

m n t

L Lm n
x t a b c e

L L

 

 
 

 
 
 
 

 
   

    
   

  (5.20) 

 

bulunur. (5.20) eşitliğinde ,mn mn m nd a b c   , cos cosmn

m n

L L

 
  

   
    

   
ve 

 

2 2 2 2

2 2

m n t

L L

mn mnx t d e

 



 
  
 
   olarak işaretlenirse çözüm  

 

      
0 0

, , ,mn mn

m n

x t x t    
 

 

   (5.21) 
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olarak belirlenir. Buradan hareketle kontrol fonksiyonu  

 

      
0 0

, , ,mn mn

m n

u t u t    
 

 

   (5.22) 

 

formunda kabul edilir. (5.21) ve (5.22) eşitliklerindeki  mnx t  ve  mnu t  ifadeleri 

sırasıyla durum ve kontrol öz koordinatları olarak adlandırılır.  , ,u t   optimal 

kontrol fonksiyonunu belirlemek için (5.21) ve (5.22) eşitlikleri (5.4) performans 

indeksinde yerine yazılır. Kolaylık olması açısından m  ve n  indislerinin üst sınırı k  

olarak alınırsa 

 

 

12
2 2 2 2 2

00 0 0 00

1 1 1 10

2 2 2

0 0 0

1 1 1 1

1 1 1

2 2 2 4

1 1 1

2 2 4

k k k k

m n mn

m n m n

k k k k

m n mn

m n m n

L
J x x x x u

u u u d t

   

   


     




   



  

  

  (5.23) 

 

elde edilir. (5.21) eşitliği (5.2) başlangıç koşulunda yerine yazılır 

cos cos
m n

L L

    
   
   

 ile çarpılır ve ,   değişkenleri için 0  dan L ye integrali 

alınırsa, 

 

  
  

  

2 3

3

2 2

2 3

2 2

0, 0

2
cos 1 0, 0

1
0

2
cos 1 0, 0

0 0, 0

mn

L L m n

L
n m n

n
x

L L
m m n

m

m n







   

   


 
   



 

  (5.24) 

 

olarak bulunur. Ayrıca bulunan performans indeks ve dinamik sistem yardımıyla 

Hamilton fonksiyonu  
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   

2
2 2 2 2 2 2 2

00 0 0 00 0 0

1 1 1 1 1 1

2 2

2

00 00

1 1 1 1

1 1 1 1 1

2 2 2 4 2 2

1

4

k k k k k k

m n mn m n

m n m n m n

k k k k

mn mn mn mn

m n m n

L
H x x x x u u u

m n
u u x t u t

L L

 
 

     

   


       



       
                   

    

 

  (5.25) 

 

olarak elde edilir. Lazo ve Torres tarafından [36]’ da verilen optimallik için gerekli 

koşullar yardımıyla durum, yardımcı durum değişkeni ve kontrol fonksiyonları  

 

 
       

2 2

0mn mn mn

m n
x t x t u t

L L

       
       

     

  (5.26) 

 

        
2 22

0
4

mn mn mn

L m n
x t t t

L L

 
 

     
       

     

  (5.27) 

 

    
2

0
4

mn mn

L
t u t     (5.28) 

 

şeklinde bulunur.   mertebeden uyumlu lineer diferansiyel denklem sistemi belirten 

(5.26), (5.27) ve (5.28) eşitlikleri ortak çözülürse , 0,1,2,..., km n   için durum ve 

kontrol öz koordinatları  

 

 
2 2 2 2

1 2

t t
r r

mn mn

mn

m n m n
x t r e r e

L L L L

 

 
   

 
                

                                     

  (5.29) 

 

   1 2

t t
r r

mn mn

mnu t e e

 

  


    (5.30) 

 

olarak elde edilir. Burada r  karakteristik denkleminin kökleridir: 

 

 

2 2

1.
m n

r
L L

    
     

   
  (5.31) 
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(5.29) ve (5.30) eşitliklerinden kontrol (5.21) ve durum (5.22) fonksiyonlarını 

elde etmek için öncelikle 1

mn  ve 2

mn  katsayılarının belirlenmesi gerekir. Bunun için 

başlangıç koşulu (5.2) ve 1ft 
 
sabit ve  fx t  sabit olmadığı durumdaki karşıtlık 

koşulu (4.58) kullanılır. Böylece  1 0   ve (5.28) eşitliğinden  1 0u   olarak 

bulunur.  

 

1

mn ve 2

mn katsayılarının hesaplanma sürecini göstermek amacıyla örnek 

olarak , 0m n   terimleri, 0.5   ve 1L   değerleri kabul edilmiştir. Böylece 1r   

olarak bulunur ve durum ile kontrol öz koordinatları 

 

   00 00

00 1 20 2x        (5.32) 

 

   00 2 00 2

00 1 21 0u e e      (5.33) 

 

şeklinde elde edilir. (5.32) ve (5.33) eşitlikleri MATLAB programı yardımıyla 

çözüldüğünde,
00

1 1.9640 
 
ve 00

2 0.0360 
 
olarak bulunur. Bunun haricinde   nın 

farklı değerleri için katsayılar hesaplanarak tüm durumlar için kontrol ve durum öz 

koordinatları MATLAB programı yardımıyla ve de çizdirilmiştir.  

 

Şekil 5.1 de görüldüğü üzere,  değerleri 1 den 0 a doğru azaltıldığında 

kontrol öz fonksiyonlarının katkısının azaldığı görülmektedir. 1  yayılım ve 

1   değerleri ise alt yayılım süreçlerine karşılık gelmektedir. Kontrol öz 

koordinatlarının ise durum öz koordinatlarına paralel olarak katkısının arttığı 

gözlemlenmektedir. 
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Şekil 5.1: Farklı  değerleri için  00x t  durum öz koordinatı. 

 

Şekil 5.2: Farklı  değerleri için  00u t  kontrol öz koordinatı. 

 

Diğer durum ve kontrol öz koordinatları  , 1,2,...,m n k  da benzer şekilde 

elde edilerek yerine yazıldığında optimal durum ve kontrol fonksiyonları elde 

edilmiş olur. Teorikte durum ve kontrol öz koordinatlarının sonsuz toplamları olarak 

ifade edilen durum ve kontrol fonksiyonlarını pratikte elde etmek için sonlu sayıda 

hesaplanması gerekir. Belli bir k değerinden sonraki katsayıların durum ve kontrol 

fonksiyonlarına katkısının anlamlı bir fark oluşturmamaktadır, dolayısıyla 5k   
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seçilmiştir. Böylece, 0.5,  1,L   0.5   ve 0.3   değerleri için optimal durum 

ve kontrol fonksiyonlarının grafikleri MATLAB programı yardımıyla aşağıdaki gibi 

elde edilmiştir. [43]’te ele alınan problem ile karşılaştırıldığında uyumlu türevli 

yayılım sürecinin Riemann–Liouville kesirli türevli yayılım sürecine benzer davranış 

gösterdiği görülmektedir. Buradaki avantaj sürecin analitik olarak çözülebilmesidir.  

 

Şekil 5.3: 0.5   için  x t  durum fonksiyonu. 

 

Şekil 5.4: 0.5   için  u t  kontrol fonksiyonu. 

 



104 

 

6. SONUÇLAR VE ÖNERİLER 

Uyumlu türev, iyi bilinen pek çok kesirli türevin aksine klasik türevin bazı 

temel özelliklerini sağladığı için uyumlu diferansiyel denklemler analitik yöntemlerle 

kolayca çözülebilmektedir. Bu durum, bilim adamlarının ilgisini uyumlu türev ve 

uygulamalarına çekmiştir, dolayısıyla uyumlu türevli sistemler için kontrol 

tasarımlarının çalışılması bir gereklilik haline gelmiştir. Uyumlu değişim analizi ve 

optimal kontrol problemleri uyumlu sistemlerin kontrolu anlamında yapılan ilk 

çalışmalardır. Bu tezde, özgün olarak uyumlu türevli değişim analizi ve uyumlu 

türevli optimal kontrol problemleri için karşıtlık koşulları elde edilmiştir. Uyumlu 

türev terimi içeren her iki problem de performans indeksinin durumuna göre ikiye 

ayrılırak koşullar ayrı ayrı elde edilmiştir. Performans indeksin uyumlu integral 

içerdiği problemler için elde edilen koşullar karşıtlık koşulları, performans indeksin 

klasik integral içerdiği problemler için elde edilen koşullar ise genelleştirilmiş 

karşıtlık koşulları olarak anılmıştır. Buna göre tezde elde edilen sonuçlar sırasıyla 

aşağıda verilmektedir.  

 Uyumlu Rolle teoremi ve ortalama değer teoreminin birbirine denk olduğu 

gösterilmiştir. 

 [52]'de verilen özelliklerin özel bir hali olarak uyumlu integralin özellikleri 

verilmiştir. 

 Uyumlu türevli değişim analizi problemi için uyumlu Euler–Lagrange denklemi 

değişim yöntemiyle elde edilmiştir. 

 Uyumlu türevli değişim problemleri için sabit olmayan bitiş noktası probleminin 

genel durumdaki karşıtlık koşulu elde edilmiştir. Daha sonra özel haldeki yatay 

bitiş doğrusu, düşey bitiş doğrusu ve bitiş eğrisi problemleri için karşıtlık 

koşulları elde edilmiştir. 

 Uyumlu türevli değişim problemlerinin her üç tipi için uygulama problemleri ele 

alınarak çözülmüştür. Bu problemlerdeki durum fonksiyonlarının grafikleri 

0.7   değeri için MATLAB programı yardımıyla ayrı ayrı çizdirilmiştir. 

 Uyumlu türevli değişim analizi problemleri için genelleştirilmiş uyumlu Euler–

Lagrange denklemi değişim yöntemiyle elde edilmiştir. 
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 Uyumlu türevli değişim analizi problemleri için genel ve özel durumlardaki 

genelleştirilmiş karşıtlık koşulları elde edilmiştir.  

 Her üç tipteki genelleştirilmiş karşıtlık koşullarının uygulama problemleri ele 

alınarak çözülmüştür. Bu problemlerdeki durum fonksiyonlarının grafikleri 

0.7   değeri için MATLAB programı yardımıyla ayrı ayrı çizdirilmiştir. 

 Uyumlu türevli optimal kontrol problemlerinin optimallik için gerekli koşul olan 

uyumlu Euler–Lagrange denklemleri Lagrange çarpanı tekniği ve Hamilton 

formülasyonu kullanılarak değişim yöntemiyle elde edilmiştir. 

 Uyumlu türevli optimal kontrol problemleri için sabit olmayan bitiş noktası 

probleminin genel durumdaki karşıtlık koşulu elde edilmiştir. Daha sonra özel 

haldeki yatay bitiş doğrusu, düşey bitiş doğrusu ve bitiş eğrisi problemleri için 

karşıtlık koşulları elde edilmiştir. 

 Uygulama olarak uyumlu türevli optimal kontrol problemi için yatay bitiş 

doğuruşu problemi ele alınmış ve çözülmüştür. Bu problemdeki durum ve 

kontrol fonksiyonlarının grafikleri 0.7   değeri için MATLAB programı 

yardımıyla ayrı ayrı çizdirilmiştir. Riemann–Liouville anlamında daha önce 

[93]’de ele alınan optimal kontrol problemi uyumlu türev ile 

değerlendirildiğinde durum fonksiyonunun istenen değere daha hızlı bir şekilde 

ulaştığı görülmüştür. 

 Uyumlu türevli optimal kontrol problemleri için genel ve özel durumlardaki 

genelleştirilmiş karşıtlık koşulları elde edilmiştir.  

 Uyumlu türevli optimal kontrol problemi için yatay bitiş doğuruşu problemi ele 

alınmış ve çözülmüştür. Bu problemdeki durum ve kontrol fonksiyonlarının 

grafikleri 0.7   değeri için MATLAB programı yardımıyla ayrı ayrı 

çizdirilmiştir. 

 Son olarak uyumlu türevli yayılım probleminin düşey bitiş doğrusundaki optimal 

kontrolü Hamilton formülasyonu ve Lagrange çarpanı tekniği kullanılarak elde 

edilmiştir. Problemin çözümünde öz fonksiyonlar kullanılmış, durum ve kontrol 

öz koordinatlarının grafikleri 0.3,   0.5,  0.7   ve 1   değerleri için 

MATLAB programı yardımıyla ayrı ayrı çizdirilmiştir.   mertebesi 1 den 0 a 

doğru azaltılırken durum öz koordinatlarının sürece katkısının azaldığı 

görülmektedir. Bu, durum öz koordinatlarının davranışlarının normal yayılımdan 

alt yayılıma değişmesi şeklinde yorumlanır. Aynı zamanda, kontrol öz 
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koordinatlarının etkileri beklendiği gibi durum öz koordinatlarına paralel olarak 

artmaktadır. Son olarak durum ve kontrol fonksiyonlarının grafikleri 0.5, 

1,L   0.5   ve 0.3   değerleri için MATLAB programı yardımıyla 

çizdirilmiştir. Durum ve kontrol değişkenlerinin öz fonksiyon açılımları 

kullanılarak [43]’te Riemann–Liouville operatörü ile ele alınan optimal kontrol 

kuralı nümerik olarak elde edilirken burada analitik olarak elde edilmiştir. 

 

Tezde genel olarak uyumlu karşıtlık koşullarının elde edilmesi için bir takım 

sınırlandırmalar yapılmıştır. Öneri olarak aşağıdaki durumlardan bu tezde elde edilen 

sonuçlar ışığında elde edilebilir: 

 Uyumlu türevli değişim analizi ve optimal kontrol için başlangıç 

noktasının sabit bitiş noktasının sabit olmadığı kabul edilen 

problemlerde, hem başlangıç hem de bitiş noktasının sabit olmadığı 

durumlar incelenebilir.  

 Burada bitiş eğrisi probleminin özel durumları olarak düşey bitiş doğrusu 

ve yatay bitiş doğrusu problemleri ele alınmıştır. Bunların haricinde 

[54]’te klasik değişim analizi ve optimal kontrol için incelenenen 

kesilmiş düşey bitiş doğrusu ile kesilmiş yatay bitiş doğrusu problemleri 

uyumlu türevli değişim analizi ve optimal kontrol için incelenebilir. 

 Bu çalışmada ele alınan uyumlu türevli optimal kontrol problemi 

Lagrange problemi tipindedir. Bolza problemi, bu problemin genel 

halidir ve incelenmeye açık bir problemdir. 

 [36]’da incelendiği gibi performans indeksi uyumlu türev ile birlikte 

klasik türev terimi içeren fonksiyoneller için de karşıtlık koşulları elde 

edilebilir.  
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