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OZET

GENISLEME PROBLEMININ BAZI MONOID SUNUSLARI UZERINDE
GEOMETRIK YONDEN INCELENMESI
YUKSEK LiSANS TEZi
KUBRA SARI
BALIKESIR UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTIiTUSU
MATEMATIK ANABILIiM DALI
(TEZ DANISMANI: PROF. DR. FIRAT ATES)

BALIKESIR, HAZIRAN-2019

Genisleme problemi (extension problem) grup, monoid ve yar1 grup
yapilarinda 6nemli bir calisma alanina sahiptir. Bu problemin ¢oziimiine yonelik
literatiirde ¢ok fazla g¢alismalar mevcuttur. Bu tez calismasinda genigleme
problemi monoid cebirsel yapilari iizerinde incelenecektir. Bu inceleme tezimizde,
Prof. Dr. Stephen J. Pride tarafindan ortaya atilan monoid resimleri kullanilarak
yapilacaktir.

Bu tez dort boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde ileriki boliimlerinde kullanilacak olan bazi temel bilgilere
yer verilmistir.

Ikinci béliimde, verilen bir monoid sunusunun bagintilarmin geometrik
olarak ortaya konuldugu atomik monoid resmi, kiiresel monoid resmi ve kiiresel
olmayan monoid resmi gibi monoid resimleri tanitilmigtir. Ayrica tezin diger
boliimlerinde kullanilacak olan tanim, teorem ve orneklere yer verilmistir.

Ugiincii  béliimde, genisleme probleminin ¢dziimiine olanak saglayan
iiretec resimleri iizerine ¢alismalar yapilmustir. Ozelliklede devirli monoidlerin
iireteg resimleri, direkt carpim monoidin iirete¢ resimleri ve monoidlerin yari
direkt ¢arpiminin iirete¢ resimleri tizerinde durulup literatiirde var olan bir takim
onemli teorem ve Orneklere yer verilmistir.

Dordiincii bolimde ise, devirli monoidlerin peiffer carpiminin iireteg
resimleri tizerinde durulmus ve tarafimizdan yeni bir sonug ortaya konmustur.

ANAHTAR KELIMELER: Genisleme Problemi, Monoid genislemesi, Monoid
resmi, Yari-direkt carpim, Peiffer carpim.



ABSTRACT

EXAMINING THE EXTENSION PROBLEM FROM A GEOMETRIC
VIEWPOINT UNDER SOME MONOID PRESENTATIONS
MSC THESIS
KUBRA SARI
BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE

MATHEMATICS
(SUPERVISOR: PROF. DR. FIRAT ATES )

BALIKESIR, JUNE 2019

The extension problem has an important place in group, monoid and semi-group
theory. There are many studies in the literature to solve this problem. In this
thesis, the extension problem will be examined on monoid algebraic structures.
This examination will be done by using monoid pictures which is found Stephen
J. Pride in this thesis.

This thesis consists of four chapters.

In the first chapter, some basic information which will be used in the following
parts of the thesis is given.

In the second chapter, monoid pictures such as the atomic monoid picture, the
spherical monoid picture and the non-spherical monoid picture, in which the
relations of a given monoid presentation are geometrically presented, are
introduced. In addition, definitions, theorems and examples to be used in other
parts of the thesis are given.

In the third chapter, the studies on the generating pictures that allow the solution
of the extension problem have been made. In particular, the generating pictures of
monogenic monoids, direct products of monoids and semi-direct product of
monoids have been emphasized. Also some important theorems and examples
which are present in the literature are given.

In the fourth chapter, the generating pictures of the Peiffer product of the
monogenic monoids were emphasized and a new result has been put forward by
us.

KEYWORDS: Extension problem, Monoid extensions, Monoid Picture, Semi-
direct products, Peiffer product.
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SEMBOL LISTESI

Simge Adi

i(w) Baslangi¢ harfi

(W) Bitis harfi

Iw Bos kelime

X+ X kiimesinin elemanlarinin tersi
XX Ters harf ¢ifti

Pu M monoidinin sunusu

M(p) ¢ sunusu ile tanimlanmis monoid
pU,S,&YV) Atomik monoid resim

r Squier graf

D(g) Squier kompleksi

Kx, A Yar direkt carpim

KxA Direkt carpim

A< K A ile K'nin peiffer ¢arpimi

A* K A ile K'nin serbest ¢carpimi

Z Tam sayilar kiimesi

N Dogal sayilar kiimesi



ONSOZ

Oncelikle tez konusu secgerken isteklerimi goz &niinde bulunduran, tez
calismamin planlanmasinda, arastirilmasinda, yiiriitiilmesinde ve olusumunda ilgi
ve destegini esirgemeyen, engin bilgi ve tecriibelerinden yararlandigim,
yonlendirme ve bilgilendirmeleriyle ¢alismami bilimsel temeller 1s18inda
sekillendiren sayin hocam Prof. Dr. Firat ATES’e sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.

Tesekkiirlerin az kalacagi Balikesir Universitesi Fen Edebiyat Fakiiltesi
Matematik Boliimii hocalarimin da bana 4 yillik iiniversite hayatim boyunca
kazandirdiklar1 her sey icin ve beni gelecekte s6z sahibi yapacak bilgilerle
donattiklart i¢in hepsine teker teker tesekkiirlerimi sunuyorum. Ayni zamanda
Balikesir Universitesi Necatibey Egitim Fakiiltesi Matematik Egitimi hocalarima
da ayrica tesekkiir etmek isterim.

Son olarak, benden higbir zaman destegini esirgemeyen bu hayattaki en

biiyiik sansim olan AILEME ne kadar tesekkiir etsem azdur.

Vi



1. GIRIS

M cebirsel yapis1 bir grup (yart grup, monoid) olsun. Ayrica H ve K grup
(yart grup, monoid) yapilari verilsin. Bu durumda soyle bir problem ortaya ¢ikar.
Acaba, M |K = H olacak sekilde K y1 igeren tiim grup (yar1 grup, monoid) yapilari
nedir? Bu problem genisleme problemi (extension problem) olarak bilinir. Genisleme
problemi (extension problem) grup, monoid ve yar1 grup teoride dnemli bir yere
sahiptir. Ik olarak bu problem Holder tarafindan ortaya konmustur. Daha sonralar
ise literatiirde bu problemin ¢oziimiine yonelik ¢esitli ¢alismalar farkli grup (yari

grup, monoid) yapilari igin yapilmistir [1-3].

Bu tez calismasinda genigsleme problemi monoid cebirsel yapilar1 lizerinde
incelenecektir. Bu inceleme tezimizde, Prof. Dr. Stephen J. Pride tarafindan ortaya
atilan, bagintilara geometrik bakis acisindan bakan bir metot olan monoid resimleri
kullanilarak yapilacaktir. Bu konuyla ilgili daha detayli bilgilere [4-23]
kaynaklarindan ulasilabilirdir.

Simdi tezimizin sonraki boliimlerinde kullanmak amaciyla literatiirde [23-26]

kaynaklarindan kolaylikla ulasilabilecek olan tanimlari verelim.

1.1 Kelimeler

X # @ bir kiime olsun. X ™ kiimesi X kiimesine bire bir karsilik gelen ve
ters harflerden olusan kiime olmak iizere, X* = x UX ™ olarak tanimlayalim.
- i . 4y 2y én

Ayrica X € X, & =21, 1<i<n,n=0 olmak {izere W =X Xy “eXp
ifadesine X kiimesi tiizerinde bir kelime denir. W kelimesinin baslangi¢ harfi
iW)= Xlg1 ve bitis harfi 7(W)=X,*" seklindedir. Eger n=0 ise bos kelime elde

edilir ve bu durum 1y veya sadece 1 ile gosterilir. Burada, & =+1 (1<i<n) i¢in



W  kelimesi pozitif kelime seklinde adlandiriir. Bir W kelimesinin tersi,

_ - —&5 =& .. . .
w 1:xn gn...x2 2Xl 1 bicimindedir.

111 Ornek: W=4& bve W’'= aba kelimelerinin baslangig

harflerini ve bitis harflerini bulabm. Burada, i(W)=a,z(W)=a ve

iW") =a, 7(W') =b seklindedir.

X kiimesi tizerinde W; ve W, iki kelime olsun. W; ve W, kelimelerinin
carpimi, W;W, ile gosterilir. Bu g¢arpim altinda kelimeler {izerinde asagidaki
elementer islemleri tanimlayabiliriz. Bu islemler; W kelimesi,
Xéx™¢ (xe X,e==%1) gibi ters harf giftleri iceriyorsa bu ters harf ciftleri
W kelimesinden silinir. Yapilan bu silme islemine indirgeme veya sadelestirme
islemi adi verilir. Ayrica benzer sekilde XX ¢ (xe X,e==1) gibi ters harf

ciftleri W kelimesine eklenebilir. Yapilan bu ekleme iglemine kelime tizerinde

ekleme islemi adi verilir.

X e X ve & = +1 olmak izere, X kiimesi {izerinde herhangi kelime, x*x~¢

seklinde ters harf ciftlerini igermiyorsa bu kelimeye indirgenmis kelime adi verilir.
Ornegin W = a’bb™a kelimesinde yer alan bb™ ters harf ¢iftini sileriz. Boylece
W =a?a=a’ elde edilir. Benzer sekilde W' = abca kelimesine bb™ ters harf

¢iftini ekleyebiliriz. Bu durumda W’ =bb™abca kelimesini elde etmis oluruz.

en

&
Ayrica herhangi bir W = xlglx2 2...xn ve kelimesi i¢in Xlg1 %X, "

ise W kelimesine devirsel indirgenmig kelime denir.

Simdi verilen U =x1x,2..x," veV = y151y252...ym5m (n,me€N,
X,Yj €X,&,0; =11, 1<i<nve 1< j<m) kelimelerini diisiinelim. Burada U

ve V kelimelerinin garpimi,



o, O
u-Vv :(xlglngz...xng”) Yy Y, 2.y 5m)

m
_ & & e O O S,
=X 1% 2 X MY Y Y
seklinde ifade edilir.
W ve W' kelimeleri verilsin. W ve W' kelimelerinden biri digerine indirgeme

veya ekleme islemlerinin sonlu sayida uygulanmasiyla elde edilebiliyorsa, bu

kelimelere serbest olarak denk kelimeler denir. Bu durum W =W ile gosterilir.

Ornegin, W = a’bb™a, W'=a%haa b kelimelerini serbest olarak denk

oldugunu

W =a’bba =y,
RV, = a’a=a’ (sadelestirme)
=V, = a’bb™! (ekleme)

~ abaa b =W’ (ekleme)
seklinde gosterebiliriz.

Yukarida verilen = bagintis1 denklik bagintis1 olup, W kelimesinin denklik

sinifi [W] veya W ile gosterilir. Ayrica X kiimesi tizerinde tiim serbest denklik

siniflar1 F(X) seklinde gosterilir.



1.2 Monoid Sunuslari

1. Giris boliimiinde genel anlamda kelime tanimi verilmis ve iizerinde bir
takim islemler tamimlanmistir. Tezimizin amaci bagintilar1 kullanarak monoid
sunuglar1 iizerinde resimler tanimlamak oldugundan, bu boliimde tezin ilerleyen
kisimlarinda karsilasacagimiz, pozitif kelimeler iizerinde insa edilen, monoid

sunuslart ile ilgili tanim ve 6rnekler vermektedir.

M bir monoid ve X kiimesi M monoidinin iirete¢ kiimesi olsun. Ayrica X
kiimesindeki elemanlarla olusturulan pozitif kelimelerin kiimesi X*  olsun.
Monoidler iizerinde tammlanan kelimeler X = X" U{1} kiimesinden elemanlar

alinarak olusturulur.

Bir M monoidinin sunusu X irete¢ kiimesi ve Rc X" xX*

bagint1 kiimesi olmak iizere,
o =[X:R]

seklinde gosterilir. Ayrica, X kiimesi {izerinde birbirinden farkli pozitif sembolleri

ifade eden r, ver_ sembolleri, her bir reR bagntisi (r,r.) bigiminde

tanimlanir. Cogunlukla r I 1, =1_ seklinde yazilir.

Simdi bir ¢ sunusu ile iligskilendirilmis monoidi tanimlayalim. Bunun i¢in

X kiimesinden elde edilen pozitif kelimeler lizerinde asagidaki islemi verebiliriz:

W kelimesi X kiimesi tizerinde bir pozitif kelime olsun. Eger W kelimesi
r (e=21r: r,= I ) seklinde alt kelime igeriyorsa, bu alt kelimenin r, ile yer

degistirmesi iglemidir.
¢ sunusuna bagl olarak, Wl ve W2 kelimeleri X kiimesinden elde edilen

pozitif kelimeler olsun. Bu kelimelerden biri digerinden yukarida verilen yer

degistirme islemi yardimiyla elde ediliyorsa Wl ve W2 denktir denir ve bu durum



W, =, W, biciminde gosterilir. Elde edilen ~, bagintisi denklik bagintisidir. Ayrica

W nin denklik sifi [W], veya W ile gosterilir.

Burada ¢arpma islemi
[\N1]p[\N2]5g = [\lez]go

seklinde olup, bu islem altinda tiim denklik siniflar1 kiimesi bir monoid olusturur.

Olusan bu monoide g sunusu ile tanimlanmis monoid denir. M () ile gosterilir ve

birimi 1 dir.

1.2.1 Ornek: Mertebesi 6 olan ve X ile iiretilen monogenic (devirli) monoid

M; olmak tizere, M; monoidinin sunusu,
.0 2
P, =[X:x° =x7]

seklindedir.

1.2.2 Ornek: Mertebesi 6 olan ve X ={x,y} ile iiretilen direkt garpim

monoidi M2 olmak lizere

ow, =[xy X =1y =1 xy = yx]
seklindedir.

12.3 Ornek: X ={X, Y, ile iiretilen My=F(X) serbest monoidinin

sunusu
om, =[x y.2 ]

seklindedir.



1.2.4 Ornek: Mertebesi 7 olan ve {X} kiimesi ile iiretilen monoid ile
mertebesi 3 olan {y} ile tretilen monoidin serbest carpim M, olmak iizere, M,

monoidinin sunusu

om, =[xy x" =1 y* =1]

seklindedir.



2. MONOID SUNUSLARI UZERINE RESIMLER

2.1 Giris

Bu boliimde, monoid sunuslar iizerinde onemli sonuglar elde etmemizi
saglayan monoid resimlerinin insasi lizerinde durulacaktir. Bu bdliimde yer alan
atomik monoid resmi, squier graflar ve iireteg resimleri gibi asagida alt boliimde
verilmis tamimlara [5], [10], [15], [17], [28] ve [29-34] gibi kaynaklarindan

ulasilabilirdir.

2.2 Monoid Sunuslar1 Uzerine Resimler

g =[X : R] bir monoid sunusu olsun. F(X) kiimesi X (zerinde tanimlanan
serbest bir monoid olmak Uzere,

W =US,V U)\V eF(X), SeR,e==1)
kelimesinde, S, nun S_, ile yer degistirmesinden
W'=US_V
kelimesi elde edilir. Bu durum Sekil 2.1 de gosterilmistir. Bu gosterim
p=U,S,eV)

seklinde sirali dortlii ile ifade edilir. Ozel olarak = (U,S,&,V) sirali dortliisiine

atomik monoid resmi denir.



Sekil 2.1: Atomik monoid resmi

Bir £ atomik monoid resmine ait, S ile etiketlenmis olan bir disk

& =1 ise pozitif disk,

& =—1ise negatif disk
olarak adlandirilir.

2.2.1 Ornek: ¢ =1 oldugunda pozitif disk = (abc, xy = y?x, +1, bc)

atomik monoid resmi Sekil 2.2 de verildigi gibidir.

U S, V
->
a X y 5
_> b2
B b
—>
c
-
yz X C
S

Sekil 2.2: Pozitif disk 6rnegi



Sekil 2.2 yi diistinelim. Burada & = —1 oldugunda f = (abc, y2X =Xy, -1, bzc)

elde edilir.

O halde negatif disk sekli 6rnegi Sekil 2.3 de verildigi gibi olur.

u s, v
T y? X
g T g
B >
X y
s

Sekil 2.3: Negatif disk ornegi

Simdi, monoid resimlerinin ingasinda temel yapi1 tast olan Squier graflar
tanimlayalim. ¢ =[X,R] monoid sunusu verilsin. Bu sunustan hareketle I Squier

grafi asagida verildigi gibi tanimlanir.

i)  F(X) kiimesi X iizerinde tanimlanan serbest monoid olmak {izere I' nin

kose elemanlar1 F(X) in elemanlarindan olusur. U,V e F(X), e=41 ve SeR
olmak tizere I' nin kenar elemanlar1 = (U,S,&,V) siral dortliilerinden
olusur. Ayrica S kenarmin giris fonksiyonu () =US.)V ve cikis
fonksiyonu 7(f) =US_,V seklindendir.

ii) Bir # kenarmm ters fonksiyonu ,B_l =(U,S,—&,V) seklindedir.



Ornegin,

S

—&

Sekil 2.4: Atomik monoid resim drnegi

Yukaridaki sekilde verilen £ kenarimn, giris fonksiyonu 7(f) = a’xybc, cikis

fonksyionu z(f) = a’zthc ve ters fonksiyonu ﬂ_l = (az, zt = xy,—1,bc) seklindedir.

i)  z(f)=upq) » @<i<n) graf {izerinde bir IP yolu B, p,,..., 5,
seklindeki atomik resimlerinin

IP=4p,..5, 2.1)

bir araya getirilmesiyle olusur.

2.2.2 Ornek: X ={x,y} iiretec kiimesi R bagint1 kiimesi

{X4k = xK Xy = yx2} olmak iizere agsagida verilen monoid resmini diisiinelim.

10



5T
Zel
7T (Ol e | &

Sekil 2.5: Yol 6rnegi

Burada verilen 3, = (1, x* = x*,+1,y), £, = (x* 1, xy = yx?,+1,),

Py = (X2 xy = X% +1X%), . By = (¥ yx® = xy,~11) seklindedir.
Ayrica IP = g3, p;..., seklindedir.

2.2.3. Tamm: i), ii) ve iii) maddeleriyle olusturulan grafa Squier graf denir.

Ayrica bir Squier grafta, iii) maddesi ile tanimlanan her bir yola monoid resmi denir.

Ozel olarak, (1.1) deki gibi verilen bir IP resmi igin, () =(p,) oluyor ise bu IP

resmine kiiresel monoid resmi denir. Eger 1(f3)) = z(fn) ise elde edilen resme

kiiresel olmayan monoid resmi ad1 verilir.

11



2.2.4 Ornek: Mertebesi 4 olan ve x ile iiretilen M; monoidi ile mertebesi

5 olan ve y ile iiretilen M, monoidinin direkt carpim monoidi olan My x M, nin

sunusu
Prpam, =X Y; X =X2, Y = y°, xy = yx]

seklindedir. Bu sunusa ait kiiresel olan ve kiiresel olmayan monoid resimleri

asagidaki gibi verilebilir.

Kiiresel olmayan resim Kiiresel resim

12



2.2.5 Ornek: Sekil 2.6-(a) ile verilen resim kiiresel monoid resmidir. Sekil

2.6-(b) ile verilen resim kiiresel olmayan monoid resmidir.

N

ge

ijéy VA
>y X

SR
1B

(@) (b)

Sekil 2.6: Kiiresel ve kiiresel olmayan monoid resim 6rnegi

13



Bir monoid resminin alt yollar1 da (alt resimleri) vardir. Oregin Sekil 2.6-(b)

ile verilen resim, Sekil 2.6-(a) ile verilen resmin bir alt yoludur.

¢ =[X,R] monoid sunusu ve bu sunustan elde edilen I' =T"(p) Squier
grafini diistinelim. U kelimesi I' grafinin bir kdse elemani olmak tizere, C € F(X)

icin C-U hareketi soldan hareket olarak tanimlanir.

Asagidaki sekilde gosterilir.

Sekil 2.7: Soldan hareket

Benzer sekilde, I' Squier grafinda, V kelimesi T" grafinin bir kdse elemani

olmak tizere, C € F(X) i¢in V -C hareketi sagdan hareket olarak tanimlanir.

14



Asagidaki sekilde gosterilir.

U S, V C

Sekil 2.8: Sagdan hareket

o Ve [ iki atomik monoid resmi olsun. Bu resimler lizerinde agagida verilen

islemler uygulanabilir. Bu islemler

i.  aa tersinir ¢ifti silinebilir.
ii. o™ tersinir ¢ifti eklenebilir.

i, (au(f)(r(x).p) alt resminin (i().f)(x.z(B)) alt resmi ile yer
degistirebilir.

Bu durum Sekil 2.9 ile gosterilebilir.
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o p
(ax).p
a.i(p) /

A BAL

a
Sekil 2.9: Monoid resimleri iizerinde islemler
monoid resimden biri digerinden, sonlu sayida i), ii) ve iii) islemlerinin

2.2.5 Tamm : o Ve [ iki kiiresel monoid resim olsun. Bu iki kiiresel

uygulanmasiyla elde edilsin. Elde edilen bu iki kiiresel resme denk kiiresel resimler

denir.

Yollar iizerinde, yukarida tanimlanan denklik bagintisiyla birlikte, I' grafina
¢ sunusunun Squier Kompleksi denir. ¢ sunusunun Squier Kompleksi D(g) ile

gosterilir.

A kiiresel monoid resimlerinin kiimesi olsun. Yukarida tanimlanan i), ii) ve iii)

islemlerine ek olarak asagidaki sekilde iki yeni islem daha tanimlanabilir:

iv) VPHw (Pe A V,WeF(X)) formunda ki alt resimler silinebilir.

V) vPTiw (Pe A V,W e F(X)) formunda ki alt resimler eklenebilir.

16



2.2.6 Tanim : Ve S iki kiiresel monoid resim olsun. Bu iki kiiresel monoid

resimden biri digerinden sonlu sayida i), ii)., iii), iv) ve V) islemlerinin
uygulanmasiyla elde edilsin. Boylece elde edilen bu iki kiiresel resme gore denk

kiiresel resimler denir.

Buradan hareketle asagidaki Pride [30] tarafindan ispatlanan ve sunusu
verilen bir monoidin {irete¢ resimlerini bulmamiza olanak saglayan agagidaki teoremi

verebiliriz.

2.2.7 Teorem [30] : A kiimesi ilizerinde tanimlanan bagmnti altinda, her bir

kiiresel monoid resmi bos resme denk ise A kiimesi D(g) nin iireteg resimlerinin

(trivialiser) kiimesidir.

17



3.BAZI MONOID GENISLEMELERININ URETEC
RESIMLERI

Verilen bir monoid sunusunun fiirete¢ resimlerini belirlemek son derece
onemlidir. Belirlediginiz iirete¢ resimler yardimiyla verilen monoid sunusunun bir
genisleme olusturup olusturmadigini gorebilir veya olusturma kosullarini ortaya
koyabilirsiniz. Boylelikle genisleme problemine iirete¢ resimlerini bildiginiz monoid
yapilart i¢in ¢dziim getirebilirsiniz. Bu bdliimde devirli monoidlerin, direkt carpim
monoidlerinin ve yar1 direkt carpim monoidlerinin iirete¢ resimleri tizerinde
durulacaktir. Bu bolimde yer alan c¢alismalara [5], [15], [16], [18] ve [34]
kaynaklarindan ulasilabilirdir.

3.1 Devirli Monoidlerin Urete¢c Resimleri
M bir monoid ve Y bir kiime olmak tizere,

w*Y > M
y—>My

fonksiyonunu ele alalim. Y kiimesi lizerinde, W bostan farkli bir
W = y1Y2---y3 (yl’ y2""’ Y3 eY)
kelimesi i¢in,

ile tammlanmis olan . : F(Y) - M homomorfizmasinin var oldugunu biliyoruz.

Ayrica W bos bir kelime ise,

W)y. =1,

18



dir. (3.1) de tanimlanmis olan .. homomorfizmasi ile bir M monoidinin sunusunun

olusturulmasinda kullanilan asagidaki 6nermeyi verebiliriz.

3.1.1 Onerme [15] : o =[Y : S] bir monoid sunusu olsun. (3.1) de verilen

homomorfizmasinin

Vi :M(p) > M
[Y]@Hmy

seklinde genisletilebilmesi igin gerek ve yeter sart S € S igin,

Sy =)y
olmasidir.

3.1.2 Ornek : |\/|at2(Z+) kiimesi, her bir bileseni negatif olmayan tam

sayilardan olugan 2x2 tipindeki matrislerin kiimesi ve ¢ =[a,b:a%? =ba] bir

monoid sunusu olmak iizere,

Lo _Jo1
™M=y o ve 2710 0

olsun.

w*:{a,b} > Matn(Z+)

a—-m, b—->m
1 2

fonksiyonunu goz Oniine alalim. (a3 b2 ) w*= (b a) w* oldugundan, 3.1.1

Onermeden, ¥ * doniisiimii
v, M (p) > Matn(z+) dyleki [al, = my, [b],, F>m,

homomorfizmasina genisletilebilir.
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3.1.3 Ornek: |\/|at3(Z+) kiimesi, her bir bileseni negatif olmayan tam

sayilardan olusan 3x3 tipindeki matrislerin kiimesi ve @ =[a,b; ab= ga bir

monoid sunusu olmak tizere,

1 00 00 1
m=/0 0 0, m=(0 0 0
00 1 100

olsun.

w*:{a,b} > Matn(z+)

a—>m, b->m
1 2

fonksiyonunu goz oOniine alalim. (a b) w* = (b a’ ) w* oldugundan 3.1.1 w*

Onermeden, doniisiimii
v, M (p) > Matn(z+) : [al, = my, [bl, > m,

homomorfizmasina genisletilebilir.

3.1.4 Tammm: M bir monoid, {my :y €Y} kiimesi M igin bir itirete¢ kiimesi
ve @ =[Y :S] olmak iizere, eger

w*Y > M, y —>my
doniisiimii,
V/*:M(SO)%M’ [y]p_)my

homomorfizmasia genisletilebiliyorsa, bu ¢ sunusuna M monoidinin sunusu

denir.
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3.1.5 Teorem [15]: M mertebesi k olan ve y ile iiretilen sonlu devirli monoid
olmak tizere, M nin sunusu

o =Ly v =y (3.2)

seklindedir.

Ispat: (3.1) de verilen w* doniisiimiinii goz oniine alalim. Dolayisiyla

oldugundan, 3.1.1 Onermeden (yk v = (yI ) oldugundan

W - M(SOKJ) —->M
Y, =m

genisletilmis homomorfizma elde edilir. Buradaki m e Gor(y,) oldugundan, y *
ortendir. g, | sunusunda elde edilecek olan birbirinden farkli elemanlar

1y, y%,..., y<

seklinde olur. 3.1.4 Tanim ile, 0<i<| nin farkli elemanlar
2 k-l
ALIYLIY“L-[y™ ]

olur. Buradan ‘M (9 I)‘ =k elde edilip, dzel olarak; ¥ * nin birebir olmamasindan

dolay1

im(.)| <M (g, )| =k

esitligini verir. Dolayisiyla ¥ * birebir olmalidir. Bu ise ispati tamamlar.

Tezin bundan sonraki kisimlarinda M (g, () yi  kisaca M, |  seklinde
gosterecegiz. Simdi M, | nin elemanlarini inceleyecek olursak; bu elemanlar,
0<i<k olmak fizere, [yi] seklindeki  denklik  siniflaridir.  Burada

0<i<Il igin, [yi] denklik sinifi yi elemanindan olusur. Diger taraftan, i>1
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oldugunda ise [yi] denklik sinifi asagidaki sekilde sonsuz sayida elemanlardan

olusur:

vV 1={y"9kD . q-012.3

3.1.6 Ornek: Mg , monoidini ele alalim. Dolayistyla denklik siniflari

0VO1={3 DY'1=03 Y 1=47%y2y% -3 I 1=0°v0 y%,. 3

4710

ve [y] {y", ...} seklindedir.

Ayrica M, | monoidine ait iirete¢ resimleri [15] de belirtildigi gibi [yi]

siiflart igin, m=i+q(k—1) ve n=i+s(k—I) (q,s=0,1,2,...) olmak iizere,

Pn
> ym \\ yn
k
y
|
y
k
y
|
y
k
y
|
y
/ \ i i
/ \ Ty Y
g pozitif disk r pozitif disk
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seklindedir. Simdi, M, , devirli monoidinin Squier kompleksinin iirete¢ kiimesini

tanimlamak i¢in asagidaki onermeyi verebiliriz.

3.1.7 Onerme [15]: M monoidinin sunusu 3.1.4 Onerme de verilen (3.2)

deki gibi olsun. Dolayisiyla D(g, ;) Squier kompleksinin iirete¢ kiimesi, Sekil 3.1

de gosterildigi sekilde,

resimlerden olusur.

Sekil 3.1: D(g, |) devirli monoidlerin tirete¢ resimleri

3.2. Direkt Carpim Monoidin Urete¢ Resimleri

A ve K monoidlerinin sunuslari sirasiyla g, =[X :R] ve ¢, =[Y :5]

olarak verilsin. AxK direkt ¢arpim monoidi
(% )X, y) = (X, yy')
islemi ile tanimlanir. Ayrica bu islem altinda AxK monoidinin sunusu,

xe X, yeY icin,
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Pk =X YIRS, yx=xy]
olarak tanimlanir [24-27].

Burada AxK monoidinin {irete¢ resimlerini [15] den hareketle asagida

verildigi gibidir.

S, X r,y

+>

ar+ 1y
/
r+
2
. y

Sekil 3.2: Direkt carpimin {irete¢ resimleri
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3t

3.2.1 Ornek: A monoidinin sunusu =[x x" = Xt] ve K monoidinin

sunusu =[y: y4t = yt] olsun. Bu durumda M =K xA direkt ¢arpiminin
K

sunusu

om =Ly, x y* =y, x¥ =x", yx=xy ]
seklindedir.

Simdi M nin iireteg resimlerini belirleyelim. Bunun igin,
4t 3t ot
y =Yy, X=X, yX=Xy
elemanlarinin olusturdugu resimleri bulmamiz gerekir.

Bu resimler asagida verildigi gibidir.

<
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3.3 Monoidlerin Yar1 Direkt Carpiminin Urete¢ Resimleri

3.3.1 Tammm: A ve K iki monoid olsun. Her a € A ve k e K i¢in,

6:A— End(K)
a—>6,(aeh)

bigiminde tanimlanan € homomorfizmasi i¢in
(K0, = ()65 )6,
olmak iizere K nin A ile olan yar1 direkt ¢arpimi,
(ak)(@,k) =(aa,(K)o,k)  (3.4)
seklinde tanimlanr.

3.3.2 Teorem [25]: M kiimesi (3.4) ile verilen islem altinda bir monoid

olusturur.

Ispat: (1,1) siral ikilisi birim elemanidir. Simdi M nin birlesme 6zelliginin

var oldugunu ispatlayalm. Her (a,,k;), (a,,K,) ve (a3,k;) € AXK igin,

[(ay, k)(@;, ko)1(@5, Ks) = (&85, (Ky) Gy, Ko )(@3, Kg)
= (818,85, (k1) 0a, k3) 0 Ks)
(8,2, (k)0 0 ) (k)6 )

(8, k)[(ay, k;)(ag, k3)] = (8, ky ) (@z85, (K3) 05, K3)
= (aiazas ) (k1)0a2a3 (kz )9a3 k3)

seklindedir.
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Her (a,k) € AxK birimi icin,
(a’ k)(lAllK) = (alAl le) = (a, k)

(15,15 (a, k) =1 a1 k) =(a,k)
seklindedir.

3.3.3 Tanim: (3.4) de verilen islem ile tanimlanan M monoidine K nin A ile

olan yar: direkt ¢carpimi denir ve. M = KX, A ile gosterilir.
3.3.4 Teorem [24]: A monoidinin sunusu g, =[X : R] ve K monoidinin

sunusu @y =[Y : S] olsun. Ozel olarak t kiimesi

yx=x((y)t) (xeX,yeY)

formundaki biitiin baglantilarin kiimesi olmak iizere, M yar1 direkt ¢carpim

monoidinin sunusu

on =[XY IR, (3.5)

seklindedir.

Simdi M = Kx,yA yari direkt carpim monoidinin lireteg resimlerini
belirleyelim.

W =V,Y5...Yy kelimesiY iizerinde tanimlanan pozitif bir kelime olmak

lizere, her X € X i¢in,
W)E, = (Y1) O (¥2)Ex---(Ym) b,

esitligi vardir.
Benzer sekilde U = X, X,...X, kelimesi X tizerinde tanimlanan pozitif bir
kelime olsun.

WV =(-(96,)6,)6,)-)6,,)

olarak tanimlanir. Bu resme IBU,y dersek, bu resim asagida verildigi gibidir.
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ﬂU,y

Simdi S€ S ve X € X sunusunu gdz éniine alalim.

Ayrica gy =[X,Y :R,S,t] olmak iizere,
[(S+)Hx]soK = [(S—)HX]SOK

dir. Béylece g, sunusu iizerinde, Qs,x kiiresel olmayan bir resim olusur. Bu

kiiresel resmin baslangici

1(Qsx) = (s,)6,
ve bitisi de

7(Qsx) = (s.)6,
seklindedir.
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Benzer sekilde, reRve yeY olmak iizere, ¢, Ve, , Kkiiresel

r.y
olmayan resimler elde edilip, bu resimler sadece t bagintisin1 igeren disklerden

olugmaktadir. Ayrica,

()6, o, =6, 1,

oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla ¢ sunusu iizerinde, kiiresel olmayan bir Cyﬂr

resmi olusur. Bu kiiresel olmayan resmin baglangici
(C, ) = ()6,

ve bitisi de
2(Cy ) = ()0,

seklindedir.

Kiiresel olmayan resimler kullanilarak, Sekil 3.3 de cizilen, kiiresel olan

P, veP r,y resimleri elde edilmistir. Bu resimlerin yari direkt ¢arpiminin tireteg

resimleridir.
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ry

0[r+ Y
/
r+
g
()6,
r
CYﬂr
;; }(y)ﬁr_
a‘lr_’y

Sekil 3. 3: Yar direkt carpimin iireteg resimleri

3.3.5 Teorem [15]: M = Kx,A sunusu (3.5) de de belirtildigi gibi ), ile

gosterilmis olan bir yar1 direkt carpim olmak lizere X 5 ve X, , sirastyla D(¢,)
ve D(py ) Squier kompleksinin iireteg kiimeleri olsun. O zaman
C,={Psx:5€S,xeX}veCy={P, ,ireR,yeY}
olmak iizere D(go),) nin iirete¢ kiimesi
Xy =X, uX,uC UG,

seklindedir.
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3.3.5 Teorem yardimiyla verilen bir yar1 direkt ¢arpimin iirete¢ resimlerini
belirledigimiz zaman bu monoidlerde genisleme probleme ¢6zmiis olursunuz. Ciinkii
iiretec resimleri kiiresel resim yapmak ic¢in ortaya konan kosullar ayni zamanda o

monoidin genisleme probleminin ¢6ziimiine olanak saglayan kosullardir.

Dikkat edilirse direkt ¢arpimlar yar1 direkt ¢arpimin 6zel bir halidir. Yari
direkt carpimda 6zel olarak homomorfizmay1 birim homomorfizmasi segerseniz

direkt carpimlara ulagsmis olursunuz.

Simdi yar1 direkt ¢carpimin lirete¢ resimleri i¢in asagidaki 6rnegi verebiliriz.

3.3.6 Ornek: A monoidinin sunusu [N :[X:XSt :Xt] ve K monoidinin

sunusu @, =[y: y4t = yt] olsun. Ayrica

6: A— EndK
X 0,(y) = y?

olarak tanimlansin. Bu durumda M = KXx,A yari direkt carpiminin sunusu
o =Ly xy* =y ) =x yx=xy]
seklindedir.
Simdi M nin tireteg resimlerini belirleyelim. Elimizde,
y4t _ yt’ & = xt, yX:WZ
elemanlariin olusturdugu resimleri bulmamiz gerekir. Burada
y4t _ yt’ 3t =yt

elemanlarinin ~ resimler1  Sekil 3.1 den kolaylikla goriilebilirdir.  Simdi

y4t = yt, X3 = X', yX = Xy2 ile olusturulmus tirete¢ resimlerine bakalim.
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Bu resimler asagida verildigi gibidir.

Sekil 3.4: Yar1 direkt ¢carpimin iirete¢ resimleri 6rnegi
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4, DEVIRLI MONOIDLERIN PEIiFFER CARPIMININ
URETEC RESIMLERI

Bu boliimde, bagintilarinin zor tanimlanabilmesi agisindan bilimsel
anlamda tizerinde zor sonuglar tiiretilebilen bir konu olan monoidlerin Peiffer
carpimi iizerinde duracagiz. Bu boliimde elde edilen sonuglar tarafimizdan ortaya

konmus yeni sonuglardir.

Ave K herhangi iki monoid olsun. Ayrica her a€ Avek e K  i¢in

AxK iizerinde (a,k) > a* € Ave (a,k) > k? e K hareketleri tanimlanmis olsun.

Burada (ak)k’ =a% (K eK)ve (k¥ =k® (a'cA) seklindedir. Ayrica N

kiimesi A ile K nin serbest ¢arpimi olan A* K kiimesinin

ka = ak? ve ak = ka"

bagintilarina gére olusturulmus bir normal kapanis kiimesi olsun. Bu durumda A ile

K nin peiffer ¢carpimi

A><K=A*K|N

kiimesidir. Ayrica A monoidinin sunusu @, =[Y :S] olsun. Buna gére A><K

nin temsili

Pasak =X Y5 R, S, xy = yxY, yx = xy*] (4.1)

seklinde tanimlanir [11].

Burada verilen X’ ve y* hareketlerini monoid genislemesi olacak sekilde

belirlemek c¢ok zordur. Bu belirlemeyi yapti§iniz zaman bu monoid i¢in genisleme

problemini ¢6zmiis olursunuz. Gruplar iizerinde cebirsel yonden [2] de Peiffer
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carpimim X’ ve y* hareketlerini ¢oziimlemeye dair ¢aligmalar yapmuslardir. Biz bu

kistmda devirli monoidler iizerinde monoid resimlerini kullanarak bu haraketlerin

baz1 6zel kosullar altinda ¢6ziimiine yonelik ¢calismalar yapacagiz.

4.1. Devirli Monoidlerin Peiffer Carpiminin Urete¢ Resimleri

A, X ile iiretilen ve sunusu g, =[X; X" = Xk] olan ve K, y ile iiretilen ve

sunusu @, =[Y; y" =y°] olan devirli monoidler olsunlar.

Ayrica xY =x2 vey* = yb (a,b e Z") olarak alalim. Bu durumda (4.1) den

hareketle

Opeax =0V XM =X YT =¥8, xy =y, yx=xy°] (4.2)

sunusu elde edilir. Elde edilen bu sunus a ve b nin hangi durumlarinda acaba monoid
genislemesi elde edebiliriz? Simdi bu sorunun ¢éziimiine olanak saglayan asagidaki

teoremi verebiliriz.

4.1.1 Teorem: (4.2) de verilen o, . sunusunu diisiinelim. Bu sunusun

Peiffer carpim olusturabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul
b™ =b¥ (modn—s) ve a" = a®(modm—k)
seklindedir.
Ispat: (4.2) de verilen
Paoak =00 Y XM =X YT =0, xy = yx®, yx=xy"]

sunusunu diislinelim. Kabul edelim ki bu sunusumuz Peiffer ¢arpim olustursun.
Ayrica bu sunusta yer alan X" = Xk, Yy =y®, xy=yx?, yx= Xyb bagntilarini

diisiinelim. Bu bagmtilardan hareketle X"y, yx", y”x ve xy“ cakigmalarini elde
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ederiz. Bu cakismalardan sirastyla Sekil 4.1, Sekil 4.2, Sekil 4.3 ve Sekil 4.4 de

verilen iirete¢ resimlerini elde ederiz.

Sekil 4.1: Peiffer carpimin iireteg resimleri
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Sekil 4.2: Peiffer carpimin iireteg resimleri
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Sekil 4.3: Peiffer garpimin lireteg resimleri
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Sekil 4.4: Peiffer carpimin iireteg resimleri
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Simdi Sekil 4.1 de verilen iirete¢c resmini digiinelim. Bu resim X" = x

ak

bagintisindan hareketle X2 = x* elde edileceginden dolay1 kiiresel bir resimdir.

k m
Sekil 4.2 de ise elde edilen resmin kiiresel olmasi igin yb = yb esitliginin

k m
saglanmas1 gerekir.  Elimizde y" =y® bagntisi var oldugundan yb =yb

esitliginin saglanmasi icin b™ = bK (modn—s) denkligi gerekmektedir. Sekil 4.3 de

verilen resim y" =y® ve buradan da ybs:ybn saglanacagindan kiiresel bir

resimdir. Son olarak Sekil 4.1 de verilen resmi diisiinelim. Bu resmin kiiresel olmasi

.. as UL - . m_ Jk o

icin X© =x° esitliginin saglanmasi gerekir. Sunusumuzda X~ =X~ bagimntist var
o aS_ an e . . .. S _.n e

oldugundan x® =x esitliginin saglanmasi i¢in @ =a (modm-—Kk) denkligi

gerekmektedir. Buda bizi aradigimiz sonuglara ulastirir.

Simdi kabul edelim ki elimizde b™ =bX (modn—s) ve a" = a®(mod m —k)
bagmntilari olsun. Bu durumda Sekil 4.1, Sekil 4.2, Sekil 4.3 ve Sekil 4.4 de verilen

biitiin resimler kiireseldir. Buda bize (4.2) de verilen
. k b
8 A <K =[xy; X" =X, yn :ys’ Xy=yXa, yX=xy']

sunusunun Peiffer carpim tanimladigini soyler. Boylece ispat tamamlanmais olur.
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5. SONUC VE ONERILER

Tezimizde grup, monoid ve yar1 grup teoride dnemli bir yere sahip olan
genisleme problemi (extension problem) fiizerinde durulmustur. Bu problemin
¢Ozlimiine yonelik sonuglar, bagintilara geometrik bakis agisindan bakan bir metot
olan monoid resimleri kullanilarak yapilmistir. Geometrik metodun temelini
olusturan {lirete¢ resimleri kavrami lizerinde durulmus ve bazi 6nemli monoidlerin
iiretec resimleri iizerinde ¢alismalar yapilmistir. Ozelliklede devirli monoidlerin
irete¢ resimleri, direkt ¢carpim monoidin iirete¢ resimleri ve monoidlerin yar1 direkt
carpiminin irete¢ resimleri tizerinde durulup literatiirde var olan bir takim Snemli
teorem ve Orneklere tezimizin 2. ve 3. bolimlerinde yer verilmistir. Tezimizin son
boliimiinde ise devirli monoidlerin Peiffer c¢arpiminin iirete¢ resimleri ilizerinde

durulmus ve tarafimizdan yeni bir sonug ortaya konmustur.
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