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OZET

BULANIK THETA-ON-SUREKLI COGUL DEGERLI FONKSiYONLARIN
KUVVETLI FORMU UZERINE
YUKSEK LiSANS TEZi
AKIN CAKIR
BALIKESIR UNIVERSITESI FEN BiLIMLERIi ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DAL
(TEZ DANISMANI: PROF.DR. AHU ACIKGOZ)
BALIKESIR, HAZIRAN - 2019

Calismamaz alt1 boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde, tezin giris boliimii bulunmaktadir. Bu bodlimde, tezde
kullanilan kavramlarin kisaca literatiir bilgileri verildi.

Ikinci béliimde; bu ¢alisma icin gerekli olan ideal topolojik uzaylar igin temel
kavramlar1 ve kiimenin lokal fonksiyonunu verdik.

Uciincii ve dordiince boliimde ise tezin daha iyi anlasimasi icin fuzzy
topolojik uzaylar, fuzzy ideal topolojik uzaylar ve fuzzy ¢ogul degerli fonksiyonlarin
konumuz ile ilgili olarak yapilmis bazi ¢alismalardan alinan temel tanimlar ve
teoremlerden bahsettik.

Besinci boliimde; kuvvetli 6-pre-siirekli cogul degerli fonksiyon kavramin
fuzzy topolojiye genislettik ve bu kavramin ozelliklerinden bahsettik. Ayrica ilgili
yazarlar tarafindan verilen fuzzy kuvvetli 6-siirekli ¢ogul degerli fonksiyon, fuzzy
pre-siirekli cogul degerli fonksiyon ve fuzzy siirekli ¢ogul degerli fonksiyon ile fuzzy
kuvvetli 0-pre-siirekli ¢cogul degerli fonksiyon arasindaki baglantiyr inceleyip bir
diyagram elde ettik. Dahast bu fonksiyonun kisitlanmis ¢ogul degerli fonksiyon,
grafik ¢ogul degerli fonksiyon, bileske ¢ogul degerli fonksiyon ile ilgili dzelliklerini
bazi fuzzy uzaylarda ve i¢ garpim uzaylarinda inceledik.

Altinci bolimde; fuzzy faintly b-I-siirekli fonksiyon tanimini verip 6zellikleri
lizerine ¢alistik ve yeni teoremler elde ettik.

ANAHTAR KELIMELER: fuzzy ideal topolojik uzaylar, cogul degerli fonksiyon,
fuzzy kuvvetli 0-pre-siirekli ¢ogul degerli fonksiyon, fuzzy pre-siirekli ¢cogul degerli
fonksiyon, grafik ¢cogul degerli fonksiyon, fuzzy faintly b-I-siirekli fonksiyon.



ABSTRACT

ON MIGHTY FORM OF A SORT OF FUZZY MULTIFUNCTIONS
MSC THESIS
AKIN CAKIR
BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE
MATHEMATICS
(SUPERVISOR: PROF.DR. AHU ACIKGOZ)
BALIKESIR, JUNE 2019

Our study consists of six chapters.

The first chapter includes the introduction part. In the chapter, literature
knowledge of the notions used in the dissertation has been presented in brief.

In the second chapter, we hawe presented the basic concepts for the ideal
topological spaces which are essential for this study and the local function of the set.

In the third and fourth chapter, we have mentioned the basic definitions and
theorems received from certain studies which were performed about fuzzy
topological spaces, fuzzy ideal topological spaces and fuzzy multifunctions to
comprehend the dissertation better.

In the fifth chapter, we have extended the concept of strongly 6 -pre-
continuous multifunction to fuzzy topology and mentioned the properties of this
concept. Moreover, we have examined the connection between fuzzy strongly 6 -
continuous multifunction, fuzzy pre-continuous multifunction, and fuzzy continuous
multifunction given by the referred topologist and fuzzy strongly 6 -pre-continuous
multifunction; and have attained a diagram. In addition, we have examined the
properties of this function about bounded multifunctions, graph multifunctions and
composite multifunctions within certain fuzzy spaces and inner product spaces.

In the sixth chapter, we have presented the definition of fuzzy faintly b-I-
continuous function, studied on its properties and attained new theorems.

KEYWORDS: fuzzy ideal topological spaces, multifunction, fuzzy strong 6-pre-
continuous multifunction, fuzzy pre-continuous multifunction, graph multifunction,
fuzzy faintly b-1-continuous function.
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. (X, 1) fuzzy topolojik uzayindaki X, fuzzy noktasmnin q

komsuluklar ailesi
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1. GIRIS

Fuzzy topolojinin temelleri 1965 yilinda Zadeh’in ‘‘Fuzzy Sets’’ adh
calismasi ile ortaya ¢ikt1 [1]. Belirsizlik kavrami matematiksel olarak denenmeye
basland1 ve robotik, denetim miihendisligi, goriintii isleme, bilgisayar miihendisligi
gibi glinliik hayatimiza kadar giren konularda yer aldi. 1968 yilinda Chang [2] fuzzy
topolojik uzay fikrini ortaya atti. Bundan sonra klasik topolojide dnemli rol oynayan
bircok topolojik kavram fuzzy topolojiye gore diizenlendi. ilk olarak 1981 yilinda
Azad [3], fuzzy topolojik uzaylarda siirekli fonksiyonlar tizerine g¢alisti. Klasik
topolojiden bildigimiz ¢ogu siireklilik tiiri, birgok arastirmaci tarafindan fuzzy

topolojiye aktarildi.

Kuratowski 1933 yilinda bir topolojik uzayda ideal kavramini kullanarak
kiimenin lokal fonksiyonunu tanimladi ve bu fonksiyonun sagladigi ozellikleri
arastirdi. 1990 yilinda Jankovic ve Hamlet lokal fonksiyon kavramu ile ilgili yapilan
tim calismalar1 detayli bir sekilde incelediler ve bu kavramla ilgili yeni 6zellikler
elde ettiler. Ideal topolojik uzay giiniimiize kadar énemli bir galisma konusu halinde
geldi ve boylece genel topolojideki pek ¢ok topojik kavram ideal topolojik uzaya
tasindi.

1997 yilinda Sarkar [4] fuzzy topolojik uzayda fuzzy ideal kavramini vererek
fuzzy lokal fonksiyonunu tanimladi ve oOzelliklerini inceledi. Dahasi fuzzy lokal
fonksiyondan yararlanarak yeni bir kapanis islemi verdi ve bir topoloji olusturdu. Bu

konu ile ilgili glinlimiize kadar bir¢ok arastirmaci tarafindan ¢esitli ¢aligsmalar verildi.

20. yizyilin baglarindan itibaren c¢ogul degerli fonksiyonlarla ilgili
caligmalara baslanmis ve giinlimiize kadar bu tiir fonksiyonlarin bir¢ok ozellikleri
farkli aragtirmacilar tarafindan incelenmistir. Cogul degerli fonksiyon kavrami ilk

olarak Berge tarafindan sistematiklestirildi [5]. Cogul degerli fonksiyonlarin olasilik,



matematik programlamasi, istatistik ve ekonomi gibi pek ¢ok alanda uygulamalari

vardir.

Ik defa Papageorgio [6] tarafindan ortaya atilan fuzzy c¢ogul degerli
fonksiyon tanimi, ¢aligsmalara yeni bir boyut kazandirmistir. Daha sonra 1991 yilinda
Mukherjee ve Malakar [7] cakisigimsi kavramini kullanarak fuzzy ¢ogul degerli
fonksiyonlarda yari-siireklilik, hemen hemen siireklilik ve zayif siireklilik

kavramlarini incelemislerdir.

Bu ¢alismada; kuvvetli 0 -pre siirekli cogul degerli fonksiyon kavrami fuzzy
topojiye genisletildi ve bu kavramin Ozelliklerinden bahsedildi. Fuzzy topolojik
uzayda bu siireklilik ile ilgili gesitli teoremler elde edildi ve bu tiirden fuzzy ¢ogul
degerli fonksiyonlar ile arasindaki baglantilar incelenerek terslerine ait orneklerle
konuya aciklik getirildi. Son boliimiinde ise fuzzy ideal topolojik uzaylarda fuzzy
faintly b-I-siirekli fonksiyon tanimland1 ve 6zellikleri tizerine ¢aligildi. Fuzzy faintly

b-1-stirekli fonksiyon ile ilgili yeni teoremler elde edildi.



2. IDEAL TOPOLOJIK UZAYLARIN TEMEL
KAVRAMLARI

2.1  Ideal Topolojik Uzaylar

Kiimenin lokal fonksiyonu ve bu fonksiyonun sagladigi 6zellikler ilk olarak
1933 yilinda Kuratowski [8] tarafindan verilmis ve daha sonra bu kavram iizerinde

calismalar yapilmis ve aragtirmalar i¢in 6nemli bir ¢calisma konusu haline gelmistir.

2.1.1 Tanim

Bos olmayan bir X kiimesi ve P(X) gii¢ kiimesi olmak lizere & = | = P(X)

ailesi verilsin. Eger | ailesi,

(1) Her A,B e kiimeleri i¢in AUB el (sonlu toplamsallik)

(2) Her A el kiimesi ve Bc A alt kiimesi i¢in B el (kalitsallik)

ozelliklerini sagliyorsa bu takdirde I ailesine X kiimesi iizerinde bir ideal denir [8].

2.1.2 Tamim

P(X), X kiimesinin gii¢ kiimesi olsun.
a:P(X)— P(X) fonksiyonu,
I (@)=
Il.  AeP(X)=Aca(A)
. ABeP(X)=a(AUB)=a(A)ua(B)

IV.  AeP(X)=ua(a(A))=0a(A)



sartlarini sagladig takdirde, o kiime fonksiyonuna Kuratowski Kapanis Islemi denir.
K={AeP(X)|A=a(A)}
ailesine, X kiimesi lizerindeki topolojiye gore kapali kiimeler ailesi denir [8].

2.1.3 Ornek

P(X), X kiimesinin gii¢ kiimesi olmak iizere, d: P(X) — P(X)fonksiyonu,

L  d(9)=0
IL  d(AUB)=d(A)ud(B)

L. d(d(A))=d(A)
sartlarm1  saglasin.  Bu  takdirde; a(A)=Aud(A) seklinde tamimlanan

a:P(X)— P(X) fonksiyonu P(X) gii¢ kiimesi iizerinde bir Kuratowski kapanis

islemidir [9].

2.1.4 Tamim
X kiimesi {izerinde o={,X} seklinde tanimlanan ¢ topolojisine ayrik

olmayan topoloji, (X,o) ikilisine de ayrik olmayan uzay denir [10].

2.1.5 Tanim
X kiimesi iizerinde tanimlanan P (X) topolojisine ayrik topoloji, (X, P(X))

ikilisine de ayrik uzay denir [10].

2.1.6 Tanim
(X,t) topolojik uzayl, Ac=X alt kiimesi ve xeX noktas: verilsin. Her
Vel komsulugu igin ANV = ise x e X noktasina A kiimesinin bir kapanis

noktasi denir [8].



2.1.7 Tanim

(X,7) topolojik uzayl, AcX alt kiimesi ve x <X noktast verilsin. Her

Ve S(X) komsulugu i¢in A (V - {x}) = ise x e X noktasmna A kiimesinin bir

yi1gilma noktasi denir [8].

2.1.8 Tanim

(X,1) topolojik uzayl, AcX alt kiimesi ve xeX noktast verilsin. Her
Vel komsulugu i¢in ANV kiimesinde sonsuz sayida eleman varsa, xeX

noktasia A kiimesinin bir yogunlagsma noktas1 denir [8].

2.2 Kiimenin Lokal Fonksiyonu

2.2.1 Tamim

(X,7) topolojik uzayr ve bir A<= X alt kiimesi verilsin. I ailesi X kiimesi

uzerinde bir ideal olsun. Bu takdirde;
A" (lt)={xeX|VVe9, VNnAgll

kiimesine, A kiimesinin | ideali ve t topolojisine bagl lokal fonksiyonu denir [9].

A’ (1,7)=A"(I) sembolii yerine A" semboliinii kullanacagiz.

X =@ bir kiime olmak iizere |={} ise minimal ideal ve I =P(X) ise maksimal
ideal olup, A" kiimesi bu ideallere gore asagidaki gibi elde edilmistir [9].

A ({@},r) = {X eX|VVed, (VNnA)g {@}}
={xeX|vVed, (VnA)=D}
=A

A" (P(X),1)={xeX|VVed (VNA)gP(X)}=0



2.2.2 Teorem

A,Bc X olmak iizere, X kiimesi iizerinde |, 1, idealleri ile birlikte verilen

bir (X, ) topolojik uzay olsun. Bu takdirde,

Q) AcB=A B

b) I,cl,=A(1,)=B(l,)

) A"=A cA (A" kiimesi kapali bir kiimedir.)

f) (AnB) cA"nB’

g) A'-B =(A-B) -B"'c(A-B)

h) Uet=>UNA =UN(UNA) c(UNAY

) Cel=(AUC) =A"=(A-C)" [9].

2.2.3 Tanim

(X, 7) topolojik uzay1 ile X kiimesi iizerinde bir I ideali verilsin. Herhangi bir
Ac X alt kiimesi i¢in, CI"(A)=AUA" seklinde tammlanan CI":P(X)— P(X)
fonksiyonu, Tanim 2.1.2. deki sartlar1 sagliyorsa bu fonksiyona Kuratowski Kapanisi

denir [9].

CI*(A) sembolii igin A~ semboliinii kullanilacaktir.



2.2.4 Tamim

(X,7) topolojik uzayr ile X kiimesi iizerinde bir I ideali verilsin. Bu takdirde,

(1) ={U cX:(X-U) =(X—U)}
seklinde tanimlanan (1) ailesi, X kiimesi iizerinde bir topolojidir. Bu topoloji, T
topolojisinden daha ince yapil1 bir topolojidir [8].

Daha 6nce; minimal ideali (1={@}) ve maksimal ideali (1=P(X))
kullanarak <" (1) topolojisi elde edildi [9]. Sonra; diger idealler, bu iki ideal arasinda

yer aldigindan, onlara karsilik gelen 1" (1) topolojileri igin asagidaki sonuglar verildi.

1. 1={2} minimal ideaili i¢in, A’ ({@}) =Ave A =A oldugundan;
T (1)=r,
2. 1=P(X) maksimal ideali igin A’ (P(X)) =@ ve A =A oldugundan;

©"(I) =P (X) elde edilir.

1 ve 2 ifadelerinden faydalanarak, su sonuglar verilebilir:

(X,t) topolojik uzayr verilsin. X kiimesi {izerinde her | ideali igin,

{@} =1 =P(X) oldugundan;
=1 ({@}) ct'(ct (P(X)) =P(X) dur.

Ustelik (X, t) topolojik uzayu ile X kiimesi iizerinde, | < J olacak sekilde |

ve J gibi iki ideal verildiginde; " (I) = =" (J) bagmtisi vardir.

2.2.5 Tamim

(X, 7) topolojik uzay ile X kiimesi iizerinde bir | ideali verilsin. Bu takdirde;

B(Lt)={U-V:Uert,9el}



ailesi " (I) topolojisi igin, bir topoloji tabanidir [9].

2.2.6 Tanim
(X,1) topolojik uzay: ile X kiimesi iizerinde bir | ideali verilsin. I ideali ile
birlikte (X,t) topolojik uzayina, ideal topolojik uzay denir ve (X,t,I) seklinde

gosterilir [9].
2.2.7 Tanim
(X,7) topolojik uzayr verilsin. Eger X =X" ise, bu takdirde (X,z,1) ideal

topolojik uzayina Hayashi uzayi denir [9].

2.2.8 Tanim
(X,1,1) ideal topolojik uzaymda t~I={&} ise, bu takdirde (X,,I) ideal

topolojik uzayina Samuels uzay1 denir [9].

2.2.9 Onerme

(X,7) topolojik uzay1 ile X kiimesi iizerinde bir I ideali verilsin. Bu takdirde;
asagidaki ozellikler denktir [9]:

I X=X

i.  nI={J}

ii. Uel=>U =0

iv. Her $er1 kiimesi i¢in, 3 = 9~



3. FUZZY TOPOLOJIK UZAYLAR ICIN TEMEL
KAVRAMLAR

Bu bdliimde, fuzzy kiime tanimi ve fuzzy kiimelerle ilgili cebirsel islemler

verildi. Sonrasinda da fuzzy topolojik uzaylar i¢in temel kavramlar ele alindi.

3.1 Fuzzy Kiimeler

3.1.1 Tanmim

X bos olmayan bir kiime ve |=[0,1] kapali araligi olsun. X den | ya
tanimlanan biitiin fonksiyonlarin kiimesi 1* ile gosterilsin. Bu takdirde 1" kiimesinin
her elemanina X kiimesinde bir fuzzy kiime denir [1].

3.1.2 Tanim

X bos olmayan bir kiime ve 1=[0,1] olmak iizere p,:X—>1 iiyelik

fonksiyonu ile karakterize edilen;

AZ{(X,MA(X))3X€X}CXXI

kiimesine X kiimesinin bir fuzzy alt kiimesi denir. Her x e X i¢in p, , A fuzzy
kiimesinin iiyelik fonksiyonu ve p, (x) eI degerine de x in A ya ait olma derecesi

denir [1].

3.1.3 Tamim

X ve g klasik kiimeleri birer fuzzy kiimesi olup

1, =X={(x1(x)=1):x e X} = XxI
0, =@={(x,0,(x)=0):xeX} = XxI

X

seklinde ifade edilir.



Genelde kullanilan kapsama, birlesim ve kesisim sembolleri yerine, fuzzy

kiimeler i¢in sirayla <, v, A sembolleri kullanilir. Bir A fuzzy kiimesinin tiimleyeni

de 1 —A=A" ile gosterilir.
X kiimesinin herhangi bir A fuzzy alt kiimesi A <X ile gosterilir. Fuzzy
kiimeleri o, B, y vb. gibi harfler ile her x e X igin C, (X)=A(0<A<1) sabit fuzzy

kiimesi C, ile ve bir B fuzzy kiimesinin x e X noktasinda ki degeri B(X) ile

belirtilir.

3.1.4 Tanmim

X de herhangi a ve B fuzzy kiimeleri i¢in asagidaki 6zellikler mevcuttur [1]:

1) a<p<VxeX igin (X(X)SB(X)
2) a=B<VxeX igin (x(x):B( )
3) p=avpevvxeXigin U

(x =Max{a(x),[3(x)}
4) y=anPp < VxeX igin y(x)zMin{a(x),B(x)}
5 a=1-B<VxeX igin (x(x)zl—B(x)

3.1.5 Tanim

X de fuzzy kiimelerin bir ailesi {aj}jJ olsun. Bu durumda asagidaki

ozellikler saglanir [2]:
H=Va, S VxeX i¢in u(x) =sup,, {aj (x)}

jed

B = A0S VxeX igin B(x) :infjEJ {aj (x)}

jed

3.1.6 Tamim

xeX ve Le (0,1] olsun. X’ de X, fuzzy noktasinin
Ay=x
X =
() {O, y# x}

10



olarak tanimlanan X i¢indeki fuzzy kiimesidir. X, (y) fuzzy kiimesine X kiimesinde
bir fuzzy nokta denir. X, fuzzy noktasmmn sifirdan farkli deger aldigi xeX

noktasina X, fuzzy noktasinin dayanagi ve A e (0,1] sayisinida X, fuzzy noktasinin

degeri denir [11].

3.1.7 Tamim

vy bir fuzzy kiime ve X, bir fuzy nokta olmak tizere A < y(x) ise X, €y dir

[11].

3.1.8 Teorem

u,peI* ve X, bir fuzzy nokta olmak iizere asagidaki 6zellikler saglanir [7]:

1) X, epnP=x,epnvex, ep
2) X, epvpP=x, €p veya X, €f

3.1.9 Ozellikler

Fuzzy kiimelerde birlesim, kesisim ve tiimleyen islemleri icin asagidaki

ozelikler saglanir.
X bos kiimeden farkli, herhangi A <X olsun.

(i) AvIT=A
(i) ArD=A
(i) AvX=X
(iv) AaAX=A
V) (A)=A
(vi)  A<A" veya A <A olmak zorunda degildir.
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3.2 Fuzzy Kiimelerde islemler

3.2.1 Tanim
A,B< X fuzzy alt kiimeleri verilsin. A ve B liyelik fonksiyonlar1 sirasiyla

1, Ve pgolsun. Boylece A ile B nin garpimi A.B ile gosterilir ve her x e X i¢in,

Wag =MUa (x).uB (X) tiyelik fonksiyonu ile tanimlanir.

AB < VX eX igin Pag =Ma(X) g (x) dir [1].

3.2.2 Teorem

A,B<X i¢in, AB<AAB dir [1].

3.2.3 Tanim
Herhangi A,B<X fuzzy alt kiimeleri verilsin. A ve B nin iyelik

fonksiyonlari sirasiyla p, ve pg olsun.

A+Beo VXeX t,.p (x) =, (X)+ Wy (X)—],LA(X).},LB(X)
seklinde tanimlanan fuzzy alt kiimeye, A ile B fuzzy kiimelerinin toplam1 denir [1].

3.2.4 Tanim
A, B < X fuzzy alt kiimeleri verilsin. A ve B nin iiyelik fonksiyonlari

sirastyla [, Ve pg olsun.
A-B=AAB" o Vxe X, (x)={p\(x),1-pg(x)}

tiyelik fonksiyonu ile tanimlanan fuzzy alt kiimeye A ile B fuzzy kiimelerinin farki

denir [1].

3.2.5 Tanim

A,B < X de fuzzy alt kiimeleri olsun. (A ° B)(X, y) < VX e X i¢in,

12



Hag(X,y) =sup {rnin{MA (X:Z): Hg (Z’ Y)} AS X}

seklinde tanimlanan X’deki fuzzy kiimelerine A ile B fuzzy kiimelerin bileskesi denir

ve (A 0 B) ile gosterilir.

A,B,C< X ve (AoB)oC=Ao(B-C) dir [1].

3.3 Fuzzy Topolojik Uzaylar

3.3.1 Tanim

X kiimesinin fuzzy alt kiimelerinin bir ailesi 1, olsun. Eger T ailesi,

(i) 0,,1 et
(ii) apet, >anPer,

(i)  Vjela,et, =>v 0, €T,
sartlarin1 sagliyor ise 1, ailesine, X kiimesinde bir fuzzy topoloji, (X, rx) ikilisine de
fuzzy topolojik uzay denir, t, ailesinin her elemanina fuzzy acik kiime ve fuzzy agik

kiimenin tlimleyenine ise fuzzy kapali kiime denir. Fuzzy ag¢ik kiimeler ailesi,

FO (X, X) fuzzy kapalilar ailesi, FC(X, X) ile gosterilir [2].

3.3.2 Tanim

(X,TX) fuzzy topolojik uzay, o <x ve X, fuzzy nokta olsun. Eger X, ve
B <o olacak sekilde bir B €1, fuzzy agik kiimesi varsa; o fuzzy kiimesine X, fuzzy

noktasimin bir q-komsulugu denir ve X, fuzzy noktasinin tiim q-komsuluklarinin

ailesi Nq(x, ) ile gosterilir [11].

3.3.3 Tanim

(X,1,) fuzzy topolojik uzay ve o <x olsun.
a ={pp<a.per,}
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yukaridaki sekilde tanimlanan o fuzzy kiimesine, o fuzzy kiimesinin i¢i denir [2].

3.3.4 Tamim

(X,TX) fuzzy topolojik uzay ve o <x olsun. a fuzzy kiimesinin agik kiime

olmasi i¢in gerek ve yeter sart o= o olmasidir [2].

3.3.5 Tamim

(X,1,) fuzzy topolojik uzay ve o,B<X olsun. Bu takdirde asagidaki

ozellikler saglanir [3]:

1) o’ <a
(2) <o

(3) (aAB) =a” AP’
4) Via S(VJeJO‘i)O
(B) aPp=a <P’

) L, =1, ve 0, =0,

3.3.6 Tamim

(X,1,) fuzzy topolojik uzay ve «<x olsun.

o ={B|(XSB,(1X —B)erx}

yukaridaki sekilde tanimlanan o~ fuzzy kiimesine, o fuzzy kiimesinin kapanisi
denir [2].

3.3.7 Tanim

(X,TX) fuzzy topolojik uzay ve a,B <X olsun. o fuzzy kiimesinin fuzzy

kapali olmasi kiime olmasi i¢in gerek ve yeter sart o= o~ olmasidir [2].

3.3.8 Teorem

(X,rx) fuzzy topolojik uzay ve a,p<X olsun. Bu takdirde asagidaki

ozellikler saglanir [3]:

14



(1) a<a
) a<a
(3) avB=avp
(5) a<p=a<p

6) 1, =1, ve 0, =0,

3.3.9 Teorem

XxY fuzzy carpim uzayr olacak sekilde (X,TX) ve (Y,ry) fuzzy topolojik
uzaylar olsun. Herhangi A<X,B<Y fuzzy kiimeleri verilsin. Bu takdirde asagidaki

ozellikler saglanir [3]:

(1) AxB=AxB
(2) (AxB) =A"xB"
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4., FUZZY IDEAL TOPOLOJIK UZAYLAR VE FUZZY
COGUL DEGERLI FONKSIYONLAR

Bu boliimde fuzzy ideal topolojik uzaylar ve fuzzy ¢ogul degerli fonksiyolar
ile ilgili temel kavramlar verilecektir.

4.1 Fuzzy ideal Topolojik Uzaylar

4.1.1 Tamim

Bos olmayan bir X kiimesi verilsin. P( X) kiimesi X kiimesindeki tiim fuzzy

kiimelerin ailesi olmak iizere; bos olmayan bir | < P(X) ailesi,

i. ABel=(AvB)el (sonlutoplamsallik ézelligi)
ii. Ael,B<A=Bel (kalitimsallik 6zelligi)

sartlarini sagliyorsa; | ailesine, X kiimesi tizerinde bir fuzzy ideal denir [4].

1={0,} ve I=P(X) aileleri X kiimesindeki en basit fuzzy ideallerdir [4].

4.1.2 Tanmim

(X, r) fuzzy topolojik uzay1 ve bir A <X fuzzy alt kiimesi verilsin. Ayrica |
ailesi, X kiimesi iizerinde bir fuzzy ideal olsun. Bu takdirde, A"(l,7) kiimesi
N e Nq(Xa) ve Ec1 iken bir ye X noktast vardir oyle ki N(y)+A(y)-DE(y)
olacak sekildeki X, fuzzy noktalarinin birlesimidir. A ( l, T) kiimesine A kiimesinin
| ideali ve t fuzzy topolojisine bagli fuzzy lokal fonksiyon denir [4].

4.1.3 Uyan

(X,T) fuzzy topolojik uzayi, X kiimesi iizerinde |, ve |, fuzzy idealleri ile

A, B < X fuzzy kiimeleri verilsin. Bu takdirde; asagidaki 6zellikler vardir [4]:
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. A<B=A"<B
i. Lcl,=A(1,1)<A™(L,1)

ii. A'=A"<A

iv. (A ) <A

V. (AvVB) =A"VB

Vi Uel,=(UVvA) =A"
4.1.4 Tanmim

(X, ’E) fuzzy topolojik uzay1, X kiimesi iizerinde bir I fuzzy ideal ve P (X) , X
kiimesindeki tiim fuzzy kiimelerin ailesi olsun. Herhangi bir A <X fuzzy alt kiimesi

i¢in, a:P(X)— P(X) fonksiyonu,

i, a(0,)=0,
ii. AeP(X):ASa(A)
ii. ABeP(X)=a(AvB)=a(A)va(B)
iv. Ae P(X) = oc(oc(A)) = OL(A) sartlarini saglasin.
Boylece, o fonksiyonuna fuzzy kapanis islemi ve
K= {A € P(X) A= a(A)} ailesi de X kiimesi {izerinde olusturulan fuzzy topolojiye

gore fuzzy kapalilar ailesi denir [4].

4.1.5 Tamim

(X,I) fuzzy topolojik uzayi, X kiimesi tizerinde bir | fuzzy ideal ve P(X), X
kiimesindeki tiim fuzzy kiimelerin ailesi olsun. Herhangi bir A <X fuzzy alt kiimesi

igin, d:P(X)— P(X) fonksiyonu,

i. d(0,)=0,
ii. ABeP(X)=>d(AvB)=d(A)vd(B)
iii. AeP(X)=d(d(A))<d(A)

sartlarmi1  saglasin. Bu  takdirde, a(A)zAvd(A) seklinde tanimlanan

ao: P(X) —>P (X) fonksiyonu fuzzy kapanis islemidir [4].
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4.1.6 Tamim

(X, r) fuzzy topolojik uzay1, X kiimesi iizerinde bir I fuzzy ideal ve P (X) , X
kiimesindeki tiim fuzzy kiimelerin ailesi olsun. Herhangi bir A <X fuzzy alt kiimesi

igin, CI"(A)=AV A" seklinde tamimlanan CI":P(X)— P(X) fonksiyonun Tanim

4.1.5. deki sartlar1 saglar. O halde CI" kiimesine fuzzy kapanis islemi denir [4].

4.1.7 Tamim

(X, r) fuzzy topolojik uzayi ile X kiimesi iizerinde bir I fuzzy ideali verilsin.

Bu takdirde,

v (1)={UX:(,-0) =1,-U]
seklinde tanimlanan T (I) ailesi, X kiimesi lizerinde bir fuzzy topoloji belirtir. Bu
topoloji, T fuzzy topolojisinden daha ince bir topolojidir [4].
4.1.8 Tanim
(X, T) fuzzy topolojik uzay1 ile X kiimesi tizerinde bir I fuzzy ideali verilsin.
| fuzzy ideali ile birlikte (X,T) fuzzy topolojik uzayina, fuzzy ideal topolojik uzay

denir ve (X, T,I) seklinde gosterilir [4].

4.2 Fuzzy Cogul Degerli Fonksiyon

Bu boliimde, fuzzy topolojik uzayda sik¢a rastlanan temel kavram ve
ozellikleri verdik.

4.2.1 Tanim
(X, 1) bir alisilmis topolojik uzay ve (YY,z,) bir fuzzy topolojik uzay olsun.
Her x e X noktasi i¢in F(X) bir fuzzy kiime olacak sekilde bir F:(X,t) — (Y, ry)

fonksiyonuna fuzzy ¢ogul fonksiyon denir [6].
Bundan sonra X kiimesi iizerinde aligilmig bir T topolojisinin, Y kiimesi

lizerinde ise bir 1, fuzzy topolojisinin var oldugunu kabul edecegiz.
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Fi(X,T)—>(Y,Ty) fuzzy ¢ogul fonksiyonunu kisaca F:X—>Y olacak

gosterecegiz.

4.2.2 Tamim

p bir fuzzy kiime olmak iizere, bir F: X =Y fuzzy ¢ogul fonksiyonu i¢in alt

ters (lower inverse) ve {ist ters (upper inverse) goriintiiler sirasiyla asagidaki gibi

tanimlanir [7].

F‘(M)z{x eX,F(x)q p},F+ (p)z{x eX,F(X)SM}

4.2.3 Tamim

F:X—>Y fuzzy cogul degerli fonksiyon ve Bel’ fuzzy kiime olsun. O
halde,

F (1-B)=X-F"(B)

olur [7].
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5. BULANIK THETA-ON-SUREKLiI COGUL DEGERLI
FONKSIiYONLARIN KUVVETLI FORMU UZERINE

5.1 Bulanik Theta-On-Siirekli Cogul Degerli Fonksiyonlar

Bu béliimde fuzzy topojik uzayda fuzzy kuvvetli 0 -pre-siirekli ¢cogul degerli
fonksiyon kavrami tanimlandi ve bu kavramin sagladig1 6zellikler ayrintili incelendi.
Fuzzy topolojik uzayda bu siireklilik ile ilgili g¢esitli teoremler elde edildi ve bu
tirden olan fuzzy ¢ogul degerli fonksiyonlar ile fuzzy kuvvetli 6 -pre-siirekli cogul
degerli fonksiyon arasindaki baglantilar incelenerek terslerine ait Ornekler elde

edildi.

5.1.1 Tanmim

(X,1,) fuzzy topolojik uzay, peI* olsun. Eger usf—int(f—cl(p_)) ise, n

‘e fuzzy pre acik kiime denir. Bir fuzzy pre-acik kiimenin tiimleyenine fuzzy pre

kapali kiime denir. Her fuzzy agik kiime fuzzy pre agik kiimedir [12].
5.1.2 Tanim
F:(X,1) > (Y,9) cogul degerli bir fonksiyon olsun.
a) Her x e X noktasi i¢in x, € F* (V) ve Y’ nin her V fuzzy agik kiimesi igin
U <F (V)(U <F' (V)) olacak sekilde bir U e FO(X, xp) kiimesi varsa F

cogul degerli fonksiyonuna istten fuzzy kuvvetli o -siirekli denir [13]. Bu

durumu kisaca ii.f.k. o .S. olarak gosterecegiz.

b) Her x, € X noktasi igin x, € F~ (V) ve Y’ nin her V fuzzy agik kiimesi igin
U <F (V)(U<F (V)) olacak sekilde bir UeFO(X,x,) kiimesi varsa F

cogul degerli fonksiyonuna alttan fuzzy kuvvetli o -siirekli denir [13]. Bu

durumu kisaca a.fk. o .S. olarak gdsterecegiz.
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c)

b)

b)

F cogul-degerli fonksiyonu hem {istten hem de alttan fuzzy kuvvetli o -
stirekli ise F fuzzy kuvvetli o -stirekli denir [13]. Bu durumu kisaca f.k. o .s.

olarak gosterecegiz.

5.1.3 Tanim

F:(X,1) > (Y,9) cogul degerli bir fonksiyon olsun.

Her x, € X noktast igin x, € F* (V) ve Y’ nin her V fuzzy agik kiimesi i¢in
U <F"(V)olacak sekilde bir U e FPO(X, Xp) kiimesi varsa F ¢ogul degerli

fonksiyonuna iistten fuzzy pre-siirekli denir [14]. Bu durumu #.f.p.s. olarak

gosterecegiz.

Her x, € X noktasi i¢in x, € F* (V) ve Y’ nin her V fuzzy agik kiimesi igin
U <F (V) olacak sekilde bir U e FPO(X, xp) kiimesi varsa F ¢cogul degerli

fonksiyonuna alttan fuzzy pre-stirekli denir [14]. Bu durumu a.f.p.s. olarak

gosterecegiz.

F c¢ogul degerli fonksiyonu hem iistten hem alttan fuzzy pre-stirekli ise F

fuzzy pre-stirekli denir [14]. Bu durumu f.p.s. olarak gosterecegiz.

5.1.4 Tanim

F:(X,1) > (Y,9) cogul degerli bir fonksiyon olsun.

Her x, € X noktasi i¢in x, € F" (V) ve Y’nin her V fuzzy agik kiimesi i¢in

U, <F"(V) olacak sekilde bir UeFPO(X,Xp) kiimesi varsa F ¢ogul

degerli fonksiyonuna iistten fuzzy kuvvetli o -pre-siirekli denir. Bu durumu

i.f.k. o .p.s. olarak gosterecegiz.

Her x, € X noktasi igin x, € F* (V) ve Y’nin her V fuzzy agik kiimesi i¢in
U, <F (V) olacak sekilde bir Ue FPO(X, Xp) kiimesi varsa F ¢ogul

degerli fonksiyonuna alttan fuzzy kuvvetli o -pre-siirekli denir. Bu durumu

a.f.k.o .p.s olarak gosterecegiz.
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¢) F cogul-degerli fonksiyonu hem iistten hem alttan fuzzy kuvvetli o -pre-
stirekli ise F fuzzy kuvvetli o -pre-siirekli denir. Bu durumu f.k. o .p.s. olarak

gosterecegiz.

5.1.5 Uyan

Yukaridaki tanimlara gére asagidaki diyagram elde edilir.

iu.fk.B.s.(afkb.s) —— iu.fkbps(afkbBps) — ifps.(afps.)

\. —

i.fs.(a.fs.)

Sekil 5.1: Diyagram

Asagidaki Orneklerde goriildiigii gibi gecislerin tersleri her zaman dogru
olmayabilir.
5.1.6 Ornek
X ={a,b,c} ve Y ={x,y,z} olsun.
A={(a,0.3),(b,0.3),(c,0.3)}
B={(x,0.3),(y,0.3),(2,0.3)}
fuzzy kiimelerini alalim. Bu durumda t={0,,A,1,} ve cz{Oy,B,ly} (X,1) ve
(Y,9) ’de fuzzy topolojik uzaylardir. F ¢ogul degerli fonksiyon asagidaki gibi

tanimlansin.

F(Yp ) _ {{(X’ 0.8),(y1 0-8),(2, 0.8)} ,p>0.2

{(x,0.2),(y,0.2),(z0,2)},p<0.2

Bu durumda F: x — Y ¢ogul degerli fonksiyon fuzzy iistten kuvvetli o -pre-

stirekli fakat fuzzy iistten siirekli degildir.
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5.1.7 Ornek
Omek 5.1.6’a gore ¢ogul degerli fonksiyon fuzzy iistten kuvvetli o -pre-

stirekli fakat fuzzy tstten kuvvetli o -stirekli degildir.

5.1.8 Ornek

X ={a,b,c} ve Y ={x,y,z} olsun.

A={(a,0.2),(b,0.2),(c,0.2)}
B={(a,0.3),(h,0.3),(c,0.3)}
C={(x,03),(y.0.3),(2,03)}

fuzzy kiimelerini alalim. Bu durumda
1={0,,A,B,1,} ve cz{O C,1 } (X,7) ve (Y, 9) de fuzzy topolojik uzaylardir. F

cogul degerli fonksiyon asagidaki gibi tanimlansin.
v) {(x,08),(y,0.8),(z,0.8)},p>0.3
"7 1{(%,0.2),(v,02),(20,2)},p <03

Bu durumda F: X —>Y c¢ogul degerli fonksiyon fuzzy iistten siirekli fakat

fuzzy tstten kuvvetli o -pre-siirekli degildir.

5.1.9 Ornek
Ornek 5.1.8’¢ gore cogul degerli fonksiyon fuzzy iistten pre-siirekli fakat

fuzzy iistten kuvvetli o -pre-siirekli degildir.

5.1.10 Tamim
Her F fuzzy kapali kiimesi ve x, € F® fuzzy noktasi i¢cin U<V®, F<U ve

X, € Volacak sekilde U ve V fuzzy pre agik kiimeleri varsa (X, t) fuzzy topolojik
uzayina fuzzy p-regiiler denir [15].

5.1.11 Onerme
Y uzaymdaki her V fuzzy agik kiimesi igin F* (V)(F’ (V)) kiimesinin X de

fuzzy pre- o -agik olmasi igin gerek ve yeter sart F: X > Y fuzzy ¢ogul degerli

fonksiyonunun ii.fk. e .p.s. (a.f.K. ©.p.s) olmasidir.

23



5.1.12 Teorem

X uzaymin fuzzy p-regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter sart F: X — Y distten

fuzzy stirekli fonksiyonunun i.f.k. o .p.s. olmasidir.

ispat

= X, € F" (V) olacak sekilde V kiimesi F(x)’i ihtiva eden Y’de fuzzy agik
bir kiime olsun. F fonksiyonu ii.f.k. e .p.s oldugu i¢in F*(V), fuzzy pre- e -acik dir.
G, <F"(V) olacak sekilde F' (V) fuzzy pre- o -acik oldugundan G e FPO(X, Xp)

kiimesi vardir. Bu gosterir ki X fuzzy p-regiiler dir.

< F fonksiyonu i.fs. oldugundan herhangi X, € X noktast ve Y’de
herhangi V fuzzy agik kiime i¢in F* (V), X, fuzzy noktasi ihtiva eden X kiimesinde
fuzzy agik kiimedir. X fuzzy p-regiiler oldugundan x, € G <G, <F"(V) olacak
sekilde G e FPO(X, Xp) kiimesi vardir. Buradan G, <F* (V) elde edilir. Bu gosterir

ki F fonksiyonu ii.fk. o .p.s. dir.

a.f.k.o.p.s. i¢in ispat benzerdir.

5.1.13 Tamim
Her F fuzzy pre-kapali kiimesi ve x, € F® fuzzy noktasi i¢in F<U, x, eV

ve U<V® olacak sekilde U ve V fuzzy pre-acik kiimeleri varsa (X,t) fuzzy

topolojik uzayina fuzzy pre-regiiler denir [15].

5.1.14 Teorem

X fuzzy pre-regiiler uzay olsun. O halde F’ in i.f.p.s. (a.f.p.s.) olmasi igin
gerek ve yeter sart F: X — Y ¢ogul degerli fonksiyonunun ii.fk.e.p.s. (a.f.k.e.p.s.)

olmasidir.

Ispat

= Aciktir.

< x, e F* (V) olacak sekilde V kiimesi, F(x)’i ihtiva eden Y kiimesinde

fuzzy acik kiime olsun. F fonksiyonu ii.f.p.s. oldugundan F* (V) kiimesi fuzzy pre-
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acik dir. X uzay fuzzy pre-regiiler oldugundan x e U <U; <F"(V) olacak sekilde
Ue FPO(X, Xp) kiimesi vardir. Boylece F fonksiyonu ii.f.k. o .p.s. dir.

a.f.k. o0 .p.s. i¢in ispat benzerdir.

5.1.15 Tanim
(X,t) fuzzy topolojik uzayda her a fuzzy kiimesi igin cl(1)=1 olacak

sekilde A e T varsa (X, ) fuzzy topolojik uzay, fuzzy submaximal uzaydir [16].

5.1.16 Tamim

Eger X uzaymin her yogun fuzzy alt kiimesi X’de fuzzy agik kiime oluyorsa
X topolojik uzayina fuzzy submaximal uzay denir. Bu sdylede gosterilir;
X’in fuzzy submaximal olmasi i¢in gerek ve yeter sart X’in her fuzzy pre-agik

kiimesinin, agik olmasidir.

5.1.17 Teorem

X bir fuzzy submaximal uzay olsun. O halde F: X — Y in ii.fk. o .p.s olmasi
icin gerek ve yeter sart F’in {i.f.k. 0 .S. olmasidir.

Ispat

= x, € F* (V) olacak sekilde V kiimesi, F(x)’i ihtiva eden Y kiimesinde
fuzzy acik kiime olsun. F fonksiyonu @i.fk.o .p.s. oldugundan U, <F" (V) olacak
sekilde x, fuzzy noktasm ihtiva eden bir fuzzy pre-agik kiimesi vardir. X uzayi,

fuzzy submaximal uzay oldugundan U bir fuzzy agik kiime ve U, =U" dir. Boylece

Fi.fk.o.s. dir.
< Aciktir.

a.f.k. o .p.s. i¢in ispat benzerdir.

5.1.18 Onerme

X’ in bir U fuzzy alt kiimesinin X’ de fuzzy pre- o -agik kiime olmasi i¢in

gerek ve yeter sart her X, € U i¢in W < U olacak sekilde x, € W fuzzy pre-agik

kiimesi vardir.
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5.1.19 Teorem

Bir F: X —>Y fuzzy c¢ogul degerli fonksiyonun i.fk.e .p.s. (a.f.k. e .p.s.)

olmast igin gerek ve yeter sart her X, € X noktasi ve F(x) i ihtiva eden her V fuzzy
acik kiimesi i¢in U <F* (V)(U <F (V)) vardir.

Ispat

= x, € F* (V) olacak sekilde V kiimesi F(x)’i ihtiva eden bir fuzzy acik
kiime olsun. F fonksiyonu ii.f.k. e .p.s. oldugundan dolayr F* (V) kiimesi fuzzy pre-
0 -agik dir. U=F"(V) olsun. O halde U <F* (V) olur.

<X, € X ve V kiimesi F(x)’i ihtiva eden Y kiimesinde fuzzy agik kiime
olsun. Hipotezden dolayt W <F* (V) olacak sekilde X, fuzzy noktasi ihtiva eden
W fuzzy pre- o -agik kiimesi vardir. Onerme 5.1.18 geregince U, <W olacak sekilde
x noktasini igeren bir fuzzy pre-agik U kiimesi vardir. Béylece U, <F"(V) ve F,

u.fk.oe.p.s. dmr.

a.f.k. o .p.s. i¢in ispat benzerdir.

5.1.20 Tanim

F:X—Y fuzzy ¢ogul degerli fonksiyon i¢in G;: X —>XxY grafik fuzzy
cogul degerli fonksiyonu asagidaki sekilde tanimlanir [7].

Her x, € X i¢in;

G (X)={X, }xF(x)

5.1.21 Onerme

F: X —>Y fuzzy ¢ogul degerli fonksiyonu i¢in asagidaki 6zelikler saglanir
[7].
a) G{(AxB)=AAF"(B)

b) Herhangi A<X ve BLY fuzzy alt kiimeleri i¢in;
G:(AxB)=AAF (B)
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5.1.22 Teorem

F:X—Y fuzzy ¢ogul degerli fonksiyonu ve G : X — XxY fonksiyonu F’
in grafik ¢ogul degerli fonksiyonu olsun. G, fonksiyonu ii.f.k.e.p.s. (a.f.k.e.p.s.)

ise 0 halde F fonksiyonu, ii.fk. o .p.s. (a.f.K. 0 .p.s.) ve X fuzzy p-regiiler dir.

Ispat
x, € F" (V) olacak sekilde F(x)’i ihtiva eden fuzzy agik V kiimesi ve G,

ii.fk. o .p.s. cogul degerli fonksiyon olsun. Ik énce F fonksiyonunun ii.fk.e .p.s.

oldugunu sonra XxV ’nin XxY kiimesinde G_(x) ’i ihtiva eden fuzzy agik
oldugunu gésterelim. G, ii.fk. e .p.s. oldugundan U, <G (XxV) olacak sekilde
X, fuzzy noktasi ihtiva eden X’de bir fuzzy pre-agik U kiimesi vardir. Bu nedenle
U, <F' (V) elde edilir. Simdi X’in fuzzy p-regiiler oldugunu gosterelim. x, fuzzy

noktasinit ihtiva eden X’de U kiimesi herhangi fuzzy acgik kiime olsun.

Ge(x)eUxYve XxY’ de UxY fuzzy agik kiimesi oldugundan S; <G;(UxY)
olacak sekilde X’de fuzzy pre-agik S kiimesi vardir. Bu nedenle x, eS<S < U elde

edilir. Burada X fuzzy p-regiiler oldugu elde edilir.

a.f.k. o .p.s. i¢in ispat benzerdir.

5.1.23 Teorem

F: X —>Y fuzzy ¢ogul degerli fonksiyon ve X fuzzy p-regiiler olsun. O halde

F’in a.f.k. 0 .p.s. olmasi i¢cin gerek ve yeter sart G..’in a.f.k. e .p.s. olmasidir.

Ispat

=1 Gg(x,) olacak sekilde XxY ’de herhangi fuzzy agik W kiimesi ve
X, € X noktasi olsun. WA ({x}xF(x))=@ oldugundan (xp,yp) e W olacak
sekilde y e F(x) vardir ve bundan dolay1 U< X ve V<Y herhangi agik kiimeler
igin (X,,y,)e UxV<Wdir. X fuzzy p-regiiler oldugudan x, e A<A, <U olacak
sekilde Ae FPO(X, xp) vardir. F, a.fk. e .p.s. oldugundan S; <F (V) olacak

sekilde Se FPO(X, xp) vardir. Onerme 5.1.21 den dolay1
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AL AS, SUAF (V)=GL(UxV)<G (W)
elde edilir. Dahasi AASeFPO(X,x, ) elde edilir ve bundan dolayr G, a.fk.e .ps.

dir.

< x, € F (V) olacak sekilde x, € X ve V, Y’nin bir agik kiimesi olsun. O
halde XxY , XxY ’de fuzzy agiktir. Onerme 5.1.21 geregi ve G, a.fk. o .ps

oldugundan X’de G (XxV)=XAF (V)=F (V) pre-e -acik kiimedir.

5.1.24 Teorem

Her x, € X i¢in F(x) fuzzy kompakt ve X bir fuzzy p-regiiler uzay olmak

lizere F: X — Y fuzzy ¢ogul degerli fonksiyon verilsin. Eger F ti.fk.o .p.s. ise 0

halde G, i.fk.e.p.s. olur.

Ispat

x, € X ve W kiimesi G_(x)’i ihtiva eden XxY ’de herhangi fuzzy agik
kiime olsun. Her y_ e F(x) igin

(xp,yp)e U(y)xV(y)<wW

olacak sekilde U(yp)SX ve V(yp)sY fuzzy acgik kiimeleri vardir.

{V(yp):ypeF(X)} ailesi F(x) ’in fuzzy acgik ortiisiidiir. F(x) kompakt
oldugundan F(x)<v{V(y;):i=1..,n} olacak sekilde F(x) ’de sonlu sayida
Y.;»Y,,-., Y, noktalar1 vardir. U =/\{U(yi):1,...,n} ve V=v{(yi):i=l,...,n}

alalim. O halde U ve V swrasiyla X ve Y’de fuzzy agik kiimelerdir ve
{xp}x F(X)SUxV<W dir. Fii.fk.e.p.s. oldugundan S; <F* (V) olacak sekilde
Se FPO(X,Xp) kiimesi vardir. X fuzzy p-regiiler oldugundan x, eG<G, <U
olacak sekilde G e FPO(X, Xp) kiimesi vardir. Boylece
{X}XF(X)SG;XVS UxV<W
elde edilir. Sonrasinda
(SAG) <8, AG, <F'(V)AG, =G (G, xV)<G; (W)

bulunur. Buradan
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SAG eFPO(X,x,)

olup ve boylece G_ ii.f.k.e.p.s. olur.

5.1.25 Onerme
Ave X,, X uzaynin fuzzy alt kiimeleri olsun [3].

a) X’ de AeFPO(X) ve X, fuzzy semi-agik ise o halde A X, eFPO(X,)
dir.

b) AeFPO(X,) ve X,eFPO(X) ise 0halde AeFPO(X)’ dur.

5.1.26 Onerme

A <X, <X olacak sekilde A ve X, X’ in fuzzy alt kiimeleri olsun [17].
a) X,,X’ de fuzzy semi agik ise (A; )x <A, dir.

b) AecFPO(X,) Ve X, e FPO(X) ise A, <(A) di.

5.1.27 Teorem

Her x, € X igin F‘XO:X0 —Y ifk o.ps. (afk o.ps.) olacak sekilde x,

fuzzy noktasini ihtiva eden X, fuzzy pre-acik varsa F: X —Y fuzzy ¢ogul degerli
fonksiyonu ii.f k.o .p.s. (a.f.K.0.p.s.)’ dir.
Ispat

x, € F" (V) olacak sekilde x, € X ve V kiimesi F(x) fonksiyonunu ihtiva

eden Y’de bir fuzzy acik kiime olsun. F‘ x,- Xo =Y t.fk. e .p.s. olacak sekilde
X, € FPO(X,xp) vardir. Bu nedenle (U;))< S(F‘XO )+ (V) olacak sekilde

U e FPO(X,,x,) vardir. ( Onerme 5.1.25 ve onerme 5.1.26 )’dan dolay:

Ue FPO(X, Xp) ve U, < (U;)X dir. Bundan dolay1

F(U)=(Flx )(U5) = (F

elde edilir. Bu gosterir ki, F i.f.k. o .p.s. dir.

(V)

)sv

0
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5.1.28 Tamim
(X,1,) fuzzy topolojik uzay, peI* olsun. Eger u<f —int(f —cl(f —int(u))

ise, n’e fuzzy a—acik kiime denir [2].

5.1.29 Teorem
{U, :heo} X uzaymnin a-—agik Ortiisii ve F:X—Y bir ¢ogul degerli

fonksiyon olsun. O halde her A e ¢ i¢in

Fi.fk.e.ps. (afk o.ps.)
0

Fl,, :U, > Yifkoe.ps (afko.ps)

5.1.30 Tamim
Eger Vx,eX noktast ve VvV eFPO(Y,F(x)) kiimesi igin
U<F'(V)(U<F (V)) iken UeFPO(X,x) varsa bir F:X—Y fuzzy gogul

degerli fonksiyona tstten (alttan) fuzzy preirresolute denir [18].

5.1.31 Onerme

Eger F: X — Y bir alttan fuzzy preirresolute ve V kiimesi, Y’de bir fuzzy

pre- o -acik kiime ise o halde F~(V), X de fuzzy pre- e -acik dir [18].

5.1.32 Teorem

F:X—>Y ve G:Y —Z fuzzy cogul degerli fonksiyonlar olsun. Eger F bir
alttan fuzzy preirresolute ve G bir a.f.k.o .p.s. ise 0 halde c-F a.f.k.e.p.s. dir.

Ispat

W kiimesi, Z’de bir fuzzy agik kiimesi olsun. G fuzzy cogul degerli fonksiyon
afk. e .p.s. oldugundan G (W) kiimesi, Y’de fuzzy pre- o -agik dir. Onerme

5.1.31°den dolay1 F fonksiyonu alttan fuzzy preirresolute oldugundan F~ (G_ (W))

kiimesi, X’de fuzzy pre-e -agik dir. Bu nedenle X’de (G-F) (W) kiimesi fuzzy

pre- o -acik G o F fonksiyonunun a.f.k. o .p.s oldugunu elde ederiz.
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5.1.33 Uyan

Bir F: X —>Y fuzzy ¢ogul degerli fonksiyon

i.fk.o.p.s. (afk o.p.s.)
g

iistten fuzzy preirresolute (alttan fuzzy preirresolute)

5.1.34 Teorem

F: X — Y bir fuzzy cogul degerli fonksiyon ve Y bir fuzzy submaximal uzay
olsun. Eger F fonksiyonu t.fk.e .p.s. (a.f.k.e.p.s.) ise 0 halde F bir iistten fuzzy
preirresolute (alttan fuzzy preirresolute) dir.

Ispat

F fonksiyonu ii.f.k. o .p.s. cogul degerli fonksiyon ve Y fuzzy submaximal

uzay olsun. O halde Y uzayinda her V fuzzy agik kiimesi i¢in U, <F' (V) olacak

sekilde X’de bir U fuzzy pre acik kiimesi vardir. Y fuzzy submaximal oldugundan V
kiimesi Y’de fuzzy pre agik dir. Her zaman U < U, saglandigindan U, <F" (V)

ifadesini elde ederiz ve bu nedenle F fonksiyonu istten fuzzy preirresolute ¢ogul
degerli fonksiyondur.

a.f.k. o0 .p.s. i¢in ispat benzer sekilde yapilir.
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6. FUZZY FAINTLY b-I-SUREKLI FONKSiYONLARIN
OZELLIKLERI

6.1 Fuzzy Faintly b-1-Siirekli Fonksiyonlar

Bu béliimde, fuzzy ideal topolojik uzayda fuzzy faintly b-I-siirekli fonksiyon
tanmm1 verildi ve oOzellikleri ilizerine calisildi. Ayrica bu boliimde fuzzy ideal
topolojik uzayda yeni tanimlar verilip fuzzy faintly b-I-siirekli fonksiyon ile ilgili
teoremler elde edildi.

6.1.1 Tanim

A<A VA olacak sekilde (X,t,I) fuzzy ideal topolojik uzaymin, A fuzzy

alt kiimesine fuzzy b-I-agik kiime denir [19].

6.1.2 Tanim
Eger Y’deki her fuzzy agik kiimenin ters goriintiisii (X, t,1) da fuzzy b-I-

acik kiime oluyorsa f : (X, 1,I) — (Y,o) fonksiyonuna fuzzy b-I-siirekli denir [19].

6.1.3 Teorem
(X,1,) fuzzy topolojik uzay, X, bir fuzzy nokta ve peI*olsun. x,qU<p

olacak bi¢imde bir U fuzzy acik kiimesi var ise, B "ye X, ’nin g-komsulugunun j ile

cakisigimsi olmasidir [11].

6.1.4 Tanim

X, nin her bir ¢ fuzzy agik g-komsulugu igin cl(n) kiimesi B fuzzy kiimesi
ile cakigimsi ise X, fuzzy noktasi B fuzzy kiimesinin fuzzy O -kapanis noktasidir
denir. B ’nin biitin fuzzy 0 -kapanis noktalarinin birlesimi B 'nin fuzzy 0 -kapanisi
olarak isimlendirilir. p=0—cl(p) ise p kiimesine fuzzy 0 -kapali kiime denir.

Fuzzy 0 -kapali kiimenin tiimleyeni fuzzy 0 -agik kiime olarak tanimlanir [20].
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6.1.5 Tamm
Eger X’in her X, noktast ve f(x,)’1 ihtiva eden Y’de her B fuzzy e -agik
kiimesi igin f(p)<p olacak sekilde X, ihtiva eden X’de p fuzzy b-l-acik kiimesi

varsa, f:(X,t,I)—(Y,o) fonksiyonuna fuzzy faintly b-I-siirekli denir.

6.1.6 Teorem

f:(X,t,I) > (Y,o) fonksiyonu igin asagidaki ifadeler esdegerdir:
(1) f fonksiyonu fuzzy faintly b-1-siirekli,
(2) Her BeY fuzzy e -acik kiimesi i¢in f~*(B) fuzzy b-l-agik

(3) Her BeY ve fuzzy e -kapali kiimesi i¢in ™ (B) fuzzy b-l-kapali
Ispat

(1)=(2): B, Y’de fuzzy o -agik kiime ve x, ef™(B) olsun. f(x,)ep
oldugundan, (1)’ den dolayr n, <f™(B) olacak sekilde X, ihtiva eden X de bir

fuzzy b-l-agik kiimesi vardir. Buradan

1 B)=_ v, u,

x.f(B)
elde edilir. Béylece ™ (B) fuzzy b-l-acik dur.

(2)=(3): B, Y’de fuzzy e -acik kiime olsun. O halde Y\B fuzzy o -agik
dir. (2)’den £ (Y\B)=X\f"(B) fuzzy b-l-acik dir. Béylece f(B) fuzzy b-I-

kapali dir.

(3)=(1): Agiktur.

6.1.7 Teorem
f:(X,1,1) > (Y,0) fuzzy fonksiyonu ve X’in her X, fuzzy noktasi igin
9(x,)=(x,.f(x,)) ile tammli f fonksiyonunun g:XxX—Y fuzzy grafik

fonksiyonu olsun. Eger g fonksiyonu fuzzy faintly b-I-siirekli ise bu takdirde f

fonksiyonu fuzzy b-I1-siirekli dir.
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Ispat
B, Y’de fuzzy e -acik kiime olsun. Bu takdirde XxB, XxY ’de fuzzy o -

acik kiimedir. g fonksiyonu fuzzy faintly b-I-siirekli oldugundan f=(B)=g™(Xxp)

X’de fuzzy b-l-a¢ik dir. Boylece f fonksiyonu, fuzzy faintly b-I-siirekli dir.

6.1.8 Tanim
Eger X fuzzy noktasini ihtiva eden X’deki herhangi B fuzzy b-l-agik kiimesi

i¢cin p <P olacak sekilde bir e fuzzy kiimesi varsa, ¢ fuzzy siizge¢ tabani X,

fuzzy noktasina fuzzy b-I-yakinsaktir denir.

6.1.9 Tanim

Eger X fuzzy noktasini ihtiva eden X’deki herhangi B fuzzy e -acik kiimesi
icin u<p olacak sekilde bir u e fuzzy kiimesi varsa, ¢ fuzzy siizge¢ tabani X

fuzzy noktasina fuzzy e -yakinsaktir denir.

6.1.10 Teorem

Eger f:(X,1,I) > (Y,o) fuzzy fonksiyonu fuzzy faintly b-I-siirekli ise bu
takdirde her X, € X fuzzy noktast ve X, fuzzy noktasina b-I-yakinsayan X’deki her
¢ fuzzy siizge¢ tabani igin f(x_) fuzzy noktasma f(¢) fuzzy siizge¢ tabam fuzzy
o -yakinsaktir.

Ispat

X, € X verilsin. ¢ , X, fuzzy noktasina b-l-yakinsayan X’de herhangi bir
fuzzy siizgeg tabani olsun. f fonksiyonu, fuzzy faintly b-I-siirekli oldugundan f(x,)
fuzzy noktasim ihtiva eden Y’de herhangi bir o fuzzy e -acik kiimesi igin f () <2
olacak sekilde X, fuzzy noktasini ihtiva eden X’de bir n fuzzy b-l-agik kiimesi
vardir. A, X fuzzy noktasina b-l-yakinsayan oldugundan B <p olacak sekilde bir
B e vardir. Buradan f(B)<A ve boylece f(¢) fuzzy siizgeg tabani f(x,) fuzzy

noktasina fuzzy e -yakinsak olur.
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Aciktir ki, fuzzy b-I-stireklilik fuzzy faintly b-I-stireklilik gerektirir. Asagida

ki 6rnek bu gerektirmenin tersinin dogru olmadigin1 gdsterir.

6.1.11 Ornek
X={a,b} , Y={x,y} olsun. » ve p fuzzy kiimeler asagidaki gibi

tanimlansin.

A(a)=0.3, A(b)=0.4 ve p(x)=0.7, p(y)=0.5 olsun.

1={X, A} , o={Y,D,n} ve 1={} olacak sekilde f(a)=x , f(b)=y ile
tammlanan f:(X,t,I) > (Y,o0) fuzzy fonksiyonu, fuzzy faintly b-I-siirekli fakat

fuzzy b-I-siirekli degildir.

6.1.12 Teorem

Y uzayi, fuzzy o -agik kiimelerden olusan bir tabana sahip olsun. Eger

f:(X,t,I) > (Y,o) fonksiyonu fuzzy faintly b-I-siirekli ise bu takdirde f fonksiyonu

fuzzy b-I-siireklidir.
Ispat

X, €X Ve p, f(x,) fuzzy noktasini ihtiva eden Y’de bir fuzzy agik kiime
olsun. Y uzayi, fuzzy e -acik kiimelerden olusan bir tabana sahip oldugundan B <p
olacak sekilde f(x,) fuzzy noktasim ihtiva eden bir B fuzzy agik kiimesi vardir. f
fonksiyonu, fuzzy faintly b-I-siirekli oldugundan f(p)<B<p olacak sekilde X,

fuzzy noktasini ihtiva eden X’de bir p fuzzy b-l-agik kiimesi vardir. Boylece f

fonksiyonu fuzzy b-I1-stireklidir.

Simdi, fuzzy faintly b-I-stirekli fonksiyonlar ile ayirma aksiyomlari
arasindaki baglantiy1 inceleyecegiz. Ustelik fuzzy b-I-kapali grafiklik kavramini
tanitip fuzzy faintly b-I-siireklilik ile fuzzy b-I-kapali grafikler arasindaki durumu

arastiracagiz.
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6.1.13 Tamim

Eger X’deki her ayrik fuzzy nokta ¢ifti i¢in birinin digerini ihtiva etmeyen

X’in fuzzy b-l-agik kiimesi varsa bu takdirde (X, t,1) fuzzy ideal topolojik uzayina

fuzzy b—1-T, uzay: denir.

6.1.14 Tamim
Eger X deki her X_ ve Yy, ayrik fuzzy nokta ¢ifti icin X_ ¢ ve y, & olacak
sekilde sirastyla X, ve Yy, fuzzy noktalarmi ihtiva eden n ve B fuzzy b-l-acik

kiimeleri varsa bu takdirde (X,t,I) fuzzy ideal topolojik uzayma fuzzy b—I-T,

uzay1 denir.

6.1.15 Tanim

Eger X’deki her ayrik fuzzy nokta ¢ifti i¢in birinin digerini ihtiva etmeyen
X’in fuzzy e -agik kiimeleri varsa bu takdirde (X,t) fuzzy uzaymna fuzzy 0-T;

uzay1 denir.

6.1.16 Tanm
Eger X’deki her X, ve Y, ayrik fuzzy nokta ¢ifti icin X, ¢ ve y, ¢ olacak
sekilde sirasiyla X, ve y, fuzzy noktalarini ihtiva eden . ve B fuzzy e -agik kiimeleri

varsa bu takdirde (X, t) fuzzy uzayna fuzzy 0T, uzay: denir.

6.1.17 Teorem

Eger f:(X,t,I)—>(Y,o) fonksiyonu fuzzy faintly b-I-siirekli, igine
fonksiyon ve Y uzay1 fuzzy 0—T, uzay: ise X uzay1 fuzzy b—1-T, dir.

Ispat

Varsayalim ki Y uzay1 fuzzy 0-T, olsun. X’de herhangi X_ve Yy, ayrik fuzzy
noktalar1 i¢in f(x,)ep, f(y,)epn, f(x,)ep ve f(y,)ep olacak sekilde Y’de
ve p fuzzy e -agik kiimeleri vardir. f fonksiyonu, fuzzy faintly b-I-siirekli

oldugundan x, ef™(pn), y,ef*(n), x,ef"(p) ve y, e(p) olacak sekilde
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f(n) ve f7*(p) kiimeleri X’de fuzzy b-l-acik kiimelerdir. Bu da gosterir ki X,

fuzzy b—1-T, dir.

6.1.18 Tamim
Eger X’deki her X ve Yy, ayrik fuzzy nokta cifti icin X_ ep ve y, €3 olacak
sekilde X’de B ve p ayrik fuzzy b-l-agik kiimeleri varsa (X,t,I) fuzzy ideal

topolojik uzayina fuzzy b—1-T, (b —I-Hausdorff) uzay1 denir.

6.1.19 Tamim
Eger X’deki her X_ve y, ayrik fuzzy nokta gifti icin X_€f} ve y, ep olacak
sekilde X’de B ve p ayrik fuzzy e -agik kiimeleri varsa (X, t) fuzzy uzaymna fuzzy

0—T, uzay: denir.

6.1.20 Teorem

Eger f:(X,t,I)—>(Y,o) fonksiyonu fuzzy faintly b-l-siirekli igine
fonksiyon ve Y uzayi, fuzzy 0—T, ise bu takdirde X uzay1 fuzzy b—1-T, dir.

Ispat

X’de herhangi X, ve Yy, ayrik fuzzy nokta cifti icin f(x, )ep ve f(y,)ep

olacak sekilde Y’de B ve p ayrik fuzzy e -agik kiimeleri vardir. f fonksiyonu, fuzzy
faintly b-I-siirekli oldugundan f*(B) ve f*(pn) kiimeleri sirastyla X ve y, fuzzy

noktalarmi ihtiva eden X’de fuzzy b-l-agik dir. f*(B)Af™(n)=9 oldugunu

biliyoruz. Bu da gosterir ki X, fuzzy b—1-T, dir.

Hatirlatalim ki, f :(X,,I) > (Y,0) fuzzy fonksiyonu igin
{(xs,f (x,)):x, € X} <XxY
alt kiimesi f fonksiyonun grafigi olarak adlandirilir ve G (f) seklinde belirtilir.
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Simdi, fuzzy faintly b-I-siirekli fonksiyonlar ile fuzzy kompaktlik ve fuzzy

baglantilik arasindaki durumu inceleyelim.

6.1.21 Tanmim

(X, t,I) fuzzy ideal topolojik uzay olsun.

(1) Eger X uzaymin her fuzzy b-l-agik oOrtiisiiniin sonlu alt Ortiisii varsa X

uzayina fuzzy b-1-kompakt denir.

(2) Eger X uzaymin her fuzzy b-l-agik sayilabilir ortiistiniin sonlu bir alt Ortiisii

varsa X uzayina fuzzy sayilabilir b-1-kompakt denir.

(3) Eger X’ in fuzzy b-l-agik kiimelerinin her Ortiisiiniin sayilabilir alt Ortiisii

varsa X uzayina fuzzy b-1-lindel6f uzay denir.

6.1.22 Tanim

(X,) fuzzy topolojik uzay olsun.

(1) Eger X uzaymin her fuzzy o -agik ortiisiiniin sonlu alt ortiisii varsa X uzayima

fuzzy o -kompakt denir.

(2) Eger X uzaymin her fuzzy o -agik sayilabilir ortiisiiniin sonlu bir alt ortiisi

varsa X uzayina fuzzy sayilabilir o -kompakt denir.

(3) Eger X’in fuzzy o -agik kiimelerinin her Ortiisiiniin sayilabilir alt Ortiisii varsa

X uzayma fuzzy e -lindelof denir.

6.1.23 Teorem

f:(X,1,1)>(Y,0) fuzzy faintly b-I-siirekli orten fonksiyon olsun. Bu

takdirde asagidaki ifadeler saglanir;

(1) Eger X uzay1 fuzzy b-l-kompakt ise bu takdirde Y uzayi, fuzzy o -kompakt

tir.
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(2) Eger X uzay1 fuzzy b-l-lindelof uzay: ise bu takdirde Y uzayi, fuzzy o -

lindeloftir.

(3) Eger X uzay1 fuzzy sayilabilir b-l-kompakt ise bu takdirde Y uzayi, fuzzy

sayilabilir e -kompakttir.

Ispat

{n, o el} ortisii Y’de herhangi bir fuzzy e -acik ortii olsun. f fonksiyonu
fuzzy faintly b-I-siirekli oldugundan {f’l(uu):ael} ailesi X’in bir fuzzy b-l-agik

ortlisii olur. X uzayi, fuzzy b-1-kompakt oldugundan

X=vf?(y,):ael,
olacak sekilde I'nin bir |, sonlu alt kiimesi vardir. Buradan

Y =v{(uu) VRS IO}
bulunur. Boylece Y uzayi, fuzzy o -kompakt olur. Diger ispatlar benzerdir.

6.1.24 Tamim

Eger (X, t,I) fuzzy ideal topolojik uzayr bos olmayan birbirinden ayrik iki
fuzzy b-l-agik kiimelerin birlesimi olarak ifade edilemiyorsa, X uzayina fuzzy b-I-
baglantili denir.

6.1.25 Tamim

Eger (X, 1) fuzzy uzayr bos olmayan birbirinden ayrik iki e -agik kiimelerin

birlesimi olarak ifade edilemiyorsa, (X,1) fuzzy uzayma fuzzy e -baglantili denir.

6.1.26 Teorem
Eger f:(X,1,I)—>(Y,o) fonksiyonu fuzzy faintly b-l-siirekli orten

fonksiyon ve X fuzzy b-baglantili uzay ise bu takdirde Y uzayi, fuzzy o -

baglantilidir.
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Ispat

Varsayalim ki, Y bir fuzzy baglantili uzay olmasin. O halde Y =pv p olacak
sekilde bos olmayan ayrik B ve  fuzzy agik kiimeleri vardir. Her fuzzy agik, fuzzy
0 -a¢ik oldugundan B ve . Y’de fuzzy e -agik kiimeler olur. f fonksiyonu, fuzzy
faintly b-I-siirekli oldugundan f™*(B) ve f*(n) kiimeler X’de fuzzy b-I-kapali ve
fuzzy b-l-agiktir. Dahast X =f~*(B)vf™(n) olur. f*(B) ve f*(pn) bos olmayan

kiimelerdir. Bu gosterir ki X, fuzzy b-I-baglantili degildir. Bu bir ¢eligkidir. Bu
celiskiden dolay1, Y fuzzy e -baglantili uzaydir.
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7. SONUC VE ONERILER

Bu ¢aligsmada; kuvvetli 0 -pre siirekli ¢ogul degerli fonksiyon kavrami fuzzy
topojiye genisletildi ve bu kavramin 6zelliklerinden bahsedildi. Dahasi fuzzy faintly

b-I-siirekli fonksiyon tanimi verilip dzellikleri {izerine ¢aligild1 ve yeni teoremler elde
edildi.

Tarafimizca verilmis olan kavramlar, bundan sonra yapilacak olan ¢aligmalar

icin farkli topolojik uzaylara genisletilebilir ve uygulamalar1 incelenebilir.
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