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OZET

AGIRLIKLI REARRANGEMENT INVARIANT UZAYLARDA YAKLASIM
YUKSEK LiSANS TEZi
YAKUP DOKUR
BALIKESIR UNIVERSITESI FEN BiLIMLERIi ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

(TEZ DANISMANI: PROF. DR. ALi GUVEN)
BALIKESIR, HAZIRAN - 2019

Bu ¢alismanin amaci agirlikli rearrangement inavariant uzaylarda yaklagimla
ilgili baz1 problemleri incelemektir.

Bu tez bes bolimden olusmaktadir.
Birinci boliimde yaklagim teorisinin gelisimi ile ilgili ¢aligmalar verilmistir.

Ikinci boliimde rearrangement invariant uzaylar ve agirlikli Rearrangement
inavariant uzaylar ile ilgili temel tanim ve teoremlere yer verilmistir.

Ucgiincii boliim iki kistmdan olusmaktadir. Birinci kistmda Fourier serileri ile
ilgili tanimlar, ikinci kisimda ise trigonometrik yaklasim ile ilgili tanim ve teoremler
verilmistir.

Doérdiinci boliim iki kisimdan olugsmaktadir. Birinci kisimda agirlikl
Rearrangement inavariant uzaylarda daha 6nce elde edilen baz1 yaklasim sonuglari
verilmistir. Ikinci kisimda ise agirlikli Rearrangement inavariant uzaylarda
trigonometrik yaklasim teorisinin bazi teoremleri ispatlanmistir.

Son boliimde tezden elde edilen sonuglarin 6zeti verilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Fourier serisi, de la Vallée-Poussin toplami,
Muckenhoupt agirligi, agirlikli Rearrangement invariant uzay, diizgilinliik modiilii.



ABSTRACT

APPROXIMATION IN WEIGHTED REARRANGEMENT INVARIANT
SPACES
MSC THESIS
YAKUP DOKUR
BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE

MATHEMATICS
(SUPERVISOR: PROF. DR. ALi GUVEN)
BALIKESIR, JUNE - 2019

The purpose of this work is to investigate some problems of approximation in
weighted rearrangement invariant spaces.

This thesis consists of five chapters.
In the first chapter, progress of approximation theory are given.

In the second chapter, basic definition and theorems in weighted rearrangement
invariant spaces and rearrangement invariant spaces are given.

In the third chapter consist of two sections. In first section, definition of Fourier
series, in second section definition and theorems of trigonometric approximation are
given.

In the fourth chapter consist of two sections. In first section, some
approximation in weighted rearrangement invariant spaces are given. In second
section, trigonometric approximation theory in weighted rearrangement invariant
spaces are proved.

In the last chapter the results which are obtained are summarized according to
chapters.

KEYWORDS: Fourier series, de la Vallée Poussin sums, Muckenhoupt weights,
weighted Rearrangement invariant space, modulus of smoothness.
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SEMBOL LISTESI

: Dogal sayilar kiimesi

- Reel sayilar kiimesi

: Tam sayilar kiimesi

:{z € C: |z| = 1} birim ¢emberi veya [, 7] aralig
. Alt ve tist Boyd indisleri

: T iizerinde Rearrangement invariant uzay

: Agirlik fonksiyonu

. T iizerinde agirlikli Rearrangement invariant uzay
: Lebesgue uzay1

: k. dlizglinliik modiilii

: En iyi yaklasim hatasi

: Muckenhoupt sinifi

: Trigonometrik polinomlar sinifi



ONSOZ

Yiiksek lisans ¢alismam boyunca hi¢bir zaman yardimimi esirgemeyen, her
tiirlii kolayligi saglayan, hakkini asla 6deyemeyecegim degerli danigmanim Sayin Prof.

Dr. Ali GUVEN’e sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.

Matematigi daha ¢ok sevip ilgi duymami saglayan, bana her zaman rehber olan,
lisans ve lisansiistii egitimim boyunca iizerimde emegi olan saygi deger hocalarima

tesekkiirii bir borg bilirim.

Tiim hayatim boyunca, maddi ve manevi desteklerini esirgemeyerek her zaman
yanimda olan, bugiinlere gelmemi saglayan annem, babam ve ablama sonsuz

tesekkiirler...



1. GIRIS

Yaklagim teorisinde genellikle belirli bir siiftan olan fonksiyonlara daha iyi
Ozellikli basit fonksiyonlarla yaklasim problemleri arastirilmaktadir. Genellikle
aragtirilan temel fonksiyon uzayinin belirli alt uzaylar iyi 6zelliklere sahip olan basit
fonksiyonlar olarak segilir. Bu nedenle yaklasim teorisinde sik kullanilan alt uzaylar
olarak ozellikleri iyi bilinen cebirsel polinomlar, rasyonel fonksiyonlar kiimesi veya

trigonometrik polinomlar kiimesi ( periyodik durumda ) alinir.

Yaklasim teorisindeki temel problemlerden biri, verilen fonksiyona alt
uzaydan en iyi yaklasan elemanim varliginm arastirilmast problemidir. Ozel halde, alt
uzaylar olarak polinomlar kiimesi alindiginda Banach uzaylarinda en iyi yaklasim
elemanmin varligi iyi bilinmektedir. Bu problemin pozitif ¢oziimii bir sonraki
problemin, verilen fonksiyonla buna en iyi yaklasan eleman arasindaki hatanin,
fonksiyonun belli karakteristikleri ( 6rnegin, siireklilik modiili ) yardimiyla
degerlendirilmesi problemin ¢oziimii i¢in bir altyapt olusturmaktadir. Yaklasim
teorisinin nitelik problemlerinin pozitif ¢éziimii alt uzayin verilen uzayda yogunlugu
durumunda gerceklesmis olur. Nitelik problemlerinin pozitif ¢oziimii nicelik
problemlerinin ¢oziimii i¢in 6n kosuldur. Nicelik problemleri iki kisimdan olusur.
Birinci kisimda yaklagim teorisinin diiz problemleri, ikinci kisimda yaklagim teorisinin
ters problemleri incelenir. En iyi yaklasim hatasinin {stten degerlendirildigi
problemlere yaklasim teorisinin diiz problemleri, elde edilen teoremlere ise diiz
teoremler denir. Bunun tersi olan yani fonksiyonun yaklagim ozelliklerine gore bu
fonksiyonun Ozelliklerinin arastirildigi problemlere ise yaklasim teorisinin ters

problemleri denir.

Bu durumda, stireklilik modiilii tistten en iyi yaklagim sayisi ile degerlendirilir
ve fonksiyonun yaklasim o6zelliklerine gore hangi sinifa ait oldugu hakkinda bilgi
edinme amaci giidiiliir. En ideal durum, belli bir smifta elde edilen diiz ve ters
teoremlerin gerek ve yeter kosul olarak ifade edilebilmesidir. Temel uzaylar olarak
bakilan Rearrangement invariant uzaylar, Lebesgue uzaylarmin dogal

genellestirilmeleridir.



L,([0,27]) Lebesgue uzaylarinda trigonometrik polinomlarla yaklasim birgok

matematikgi tarafindan arastirilmistir. Bu uzayda norm

l/p

( 2T
Pd 1< 1%
1F GOl o2 ==J Of r el P
|
\

esssup|f (x)[, p=o
x€[0,2m]

bi¢iminde tanimlidir. Derecesi n’yi asmayan trigonometrik polinomlarin kiimesi [[,,

olmak iizere f € L, ([0,2m]) fonksiyonu igin en iyi yaklasim hatasi

En(f)p = nE{IIf = Tully, to2e: Tn € [T }

ve alisilmis diizgiinliik modiilii

056 ):= sup |y (<17 () G+ vh)
- v=0

Ly ([0,27])

olarak tanimlanir.
L,([0,2]) Lebesgue uzaylarinda diiz teorem asagidaki sekilde ifade edilir:
f € L,([0,2m]) olsun. Bu durumda

1
En(f)pSC.Qllg(m,f), neN

esitsizligi n’den bagimsiz bir ¢ > 0 sabiti ile saglanir.

Yukarida ifade edilen diiz teorem r = 1 ve p = oo i¢in Jackson [1], r = 2 ve
1 < p < o igin Akhiezer [2], r = 1 ve p = o ig¢in ise 1951 yilinda Stechkin [3]

tarafindan ispatlanmistir.

L,([0,2m]) Lebesgue uzaylarinda yaklasim teorisinin ters teoremi r > 1 ve
1 < p < o0 igin 1950 yilinda A. F. Timan ve M. F. Timan [4] tarafindan; r > 1 ve
p = oo i¢in 1951 yilinda Stechkin [3] tarafindan ispatlanmisgtr.



L,([0,2m]) Lebesgue uzaylarinda yaklasim teorisinin ters teoremi asagidaki

sekilde ifade edilir:

f € L,([0,2m]) olsun. Bu durumda

n

Qk (%f) < %z v Ey 1 ()

v=1

esitsizligi n’den bagimsiz bir ¢ > 0 sabiti ile saglanir.

T,, belirli bir mertebeye kadar tiirevlenebilen 2m periyotlu bir f
fonksiyonuna en iyi yaklasan n dereceli trigonometrik polinom oldugunda,
¥ k=1,23,.. tirevine T, polinomunun ayni mertebeden tirevi alinarak

olusturulan trigonometrik T,Ek) polinomu ile yaklagim hizinin arastirildigi teoremlere

yaklagim teorisinin es zamanli yaklasim teoremleri denir.

Konveks ve soldan siirekli bir N: [0, c0) — [0, o] fonksiyonu
tl_i)r(?+ N(t) =0 ve tll_)rglo N(t) =
kosullarini1 sagliyorsa bu fonksiyona Young fonksiyonu denir. Simdi x € E i¢in
®(x,.) bir Young fonksiyonu olacak bigimde ®: E X [0, ) — [0, o] fonksiyonunu

ele alalim.

En az bir A > 0 reel sayis1 i¢in

po(f) = j‘b (x,—lf(/lx)l) dx < o0

E

sartin1 saglayan fonksiyonlar smifina Musielak-Orlicz uzayr denir ve L®(E) ile
gosterilir. L® (E) uzayr ||f]| L0 (g) = inf{fA > 0, pe(f) < 1} bigiminde tanimlanan
norm ile bir Banach fonksiyon uzayidir. Ozel durumda 1 < p < o i¢in ®(x, t) = tP
secilirse LP(E) klasik Lebesgue uzay1 ®(x,t) = ®(t) segilirse Orlicz uzay1 elde
edilir. Orlicz uzayinda yaklagimla ilgili bazi teoremler [5— 9] kaynaklarinda

ispatlanmugtir.

Agirliksiz ve agirlikli Lebesgue uzaylarinda trigonometrik polinomlarla

yaklasimin bazi diiz ve ters teoremleri ile ilgili birgok problem arastirilmistir.
3



Agirliksiz Lebesgue uzaylar ile ilgili bazi sonuglar [10 —11]  kaynaklarinda
meveuttur. Agirlikli uzaylarda trigonometrik polinomlarla en iyi yaklasim A,(T)-
kosulu saglanarak arastirilmistir [12 — 14] . Ozellikle agirlikli Lebesgue uzaylarinda
K. diizgiinliik modiilii ile diz ve ters teoremler elde edilmistir [12,14]. Agirlikli
Rearrangement invariant uzaylarda trigonometrik polinomlarla yaklasim problemleri

[15 — 16] kaynaklarinda galigilmustir.

Bu tez ¢alismasinda agirlikli Rearrangement invariant uzaylarda trigonometrik
polinomlarla yaklagim ve de la Vallée-Poussin toplamu ile yaklasimin bazi problemleri

Ispatlanmuistir.



2. FONKSIYON UZAYLARI

2.1 Rearrangement Invariant Uzaylar
Bu bolim boyunca (R, u) atomik olmayan g-sonlu bir 6lgtim uzayi olacaktir.

M (R) ile R iizerinde pu-olgiilebilir biitiin fonksiyonlarin kiimesini , M T (R) ile
M (R) kiimesinin [0, co] araliginda deger alan elemanlarimin kiimesini gosterelim.

p-Olciilebilir E € R kiimesinin karakteristik fonksiyonu yp ile gosterilir.

2.1.1 Tamm: p:M*(R) - [0,0] bir doniisim olsun. Her f,g,f, €
M*(R) (n € N) fonksiyonlari, her a = 0 sabiti ve 6lgiilebilir E € R kiimesi i¢in

asagidakiler saglaniyorsa p doniisiimiine bir fonksiyon normu adi verilir:

M p(f) =0 f =0u— h.h h.(hemen hemen her yerde)
p(af) = ap(f),

p(f+9) < p(f)+plg)
2Q)0<g<fu—hhh=p(g) <p(f) (Lattice dzelligi)

B)o<fy,Tfu—hhh=p(f)Tp(f) (Fatou dzelligi)
(4) u(E) <00 = p(xg) < oo,

(5) u(E) < 00 = j fdu < Cop(f),
E

burada Cg, E ve p’ya bagh fakat f’den bagimsiz bir sabittir.



2.1.2 Tammm: p bir fonksiyon normu ise g € M *(R) i¢in
p'(g) = sup{f fgdu: fe M*(R), p(f)=<1
R

doniistimii de bir fonksiyon normu olur. Buna p fonksiyon normunun eslenik normu

denir.

2.1.3 Tamim: p bir fonksiyon normu olsun. p(|f|) < oo bigimindeki biitin f €
M (R) fonksiyonlarinin kiimesini X (R) ile gosterelim. X (R) bir lineer uzaydir. X (R)

uzay1 Banach fonksiyon uzayi olarak adlandirilir. f € X(R) fonksiyonunun normu

Ifllx = p(fD

olarak tanimlanir ve X (R) bu norma gore bir Banach uzayidir.
(R, u) 6l¢tim uzay1 sonlu, yani u(R) < o« ise X < L, (R) olur.

2.1.4 Tamm: p bir fonksiyon normu ve p’, p’nun eslenik normu olsun. p’ ile
tiretilen Banach fonksiyon uzayma X(R) uzayinin eslenik uzayr denir ve X'(R) ile

gosterilir.

2.1.5 Teorem (Lorentz-Luxemburg Teoremi): Her X(R) Banach fonksiyon

uzay1 ikinci eslenik uzayi ile ¢akisiktir. Yani,

fEX(R)e feX"(R)

W llx = 1 llxe
olur.
Ayrica,
If1lx = sup{Jlfgldw g€ X'®R), lglly < 1}
R
gl = Sup{flfgldw feX®R),Ifllx < 1}
R
elde edilir.



2.1.6 Teorem (Holder Esitsizligi): X(R) bir Banach fonksiyon uzay1 ve
X'(R) bu uzayin eslenik Banach fonksiyon uzay1 olsun. Her f € X(R) ve her g €
X'(R) i¢in

f Fgldu < Il llglly
R

saglanir.

2.1.7 Tammm: M,(R) ve M (R) swrasiyla M(R) ve M *(R) siniflarinin
u —hemen hemen her yerde sonlu elemanlarinin simiflart olsun. Bir f € My(R)
fonksiyonunun dagilim (distribution) fonksiyonu

pr) :=p({x e R:f(x)| >4}, 120

olarak tanimlanir. f fonksiyonunun dagilim fonksiyonu uy sadece |f|’e baglidir ve oo

degerini alabilir.

2.1.8 Tamm: f, g € M,(R) olsun. Her 1 > 0 i¢in

Ur W = Ug D,

oluyorsa f ve g fonksiyonlarina es-dlgiilebilir (equimeasurable) fonksiyonlar denir

ve f~g ile gosterilir.

2.1.9 Tanmim : X(R), p ile iiretilen bir Banach fonksiyon uzay1 olsun. Eger her
f,g € M (R) es-olgiilebilir fonksiyon cifti igin p(f) = p(g) oluyorsa p fonksiyon
normuna rearrangement invariant fonksiyon normu, X(R) uzaymma da

rearrangement invariant uzay denir.

2.1.10 Tanmmm: f € M,(R) ve f*:[0, ) — [0, ) olmak lizere
fr@®:=infflu) <t}, t=0

bi¢iminde tanimlanan f* fonksiyonuna f fonksiyonunun artmayan rearrangementi
denir.

f € My(R) olsun. f ve f* fonksiyonlar1 es-6lgiilebilirdir.

7



2.1.11 Teorem (Luxemburg Gosterim Teoremi): X(R) bir rearrangement
invariant uzay olsun. R* = [0, ©) iizerinde her f € My (R) igin
p(f) =p(f)

olacak bi¢imde bir p rearrangement invariant fonksiyon normu vardir.

R™ iizerinde p ile iiretilen rearrangement invariant uzay1 X ile gosterelim.

2.1.12 Tanim: M, (R*) iizerinde, x > 0 i¢in

fxt), xt €[0,u(R)]

EN@ = {0 T >0

biciminde tanimlanan Ey operatdriinii goz oniine alalim. B(Y) ile X tizerindeki siirh
lineer operatdrlerin Banach cebirini gosterelim. Her x > 0 i¢in E1 /. € B(Y) olur.

hy(x) ile E1 /. operatdriiniin normunu gosterelim. Yani

.
olsun.

log hy (x)
ay ‘= SU _—
X D T logx

log hy (x)
inf ———
1<x<o logx

Bx =

sayilarina X (R) rearrangement invariant uzaymin sirasiyla alt ve iist Boyd indisleri
denir.

Boyd indisleri i¢in
0<ay<pBy<1
esitsizlikleri saglanir. Eger

0<(szﬁx<1

ise Boyd indisleri nontrivialdir denir.



2.2 Agirhikh Rearrangement Invariant Uzaylar

221 Tamm: w:R — [0,00] Olgiilebilir bir fonksiyon  olsun.

p(w™1({0,0})) = 0 ise w fonksiyonuna bir agirlik fonksiyonu denir.

2.2.2 Tanmmm: X(R), R lizerinde bir rearrangement invariant uzay ve w bir
agirhk fonksiyonu olsun. fw € X(R) kosulunu saglayan biitiin Olgiilebilir f

fonksiyonlariin kiimesi X (R, w) ile gosterilir. X(R, w),

I lxrw) = Ifwllx

normu ile bir Banach fonksiyon uzayi olur. X (R, w) uzayina agirlikl rearrangement

invariant uzay denir.

(R,u) olgim uzayr sonlu ve w € X(R) ve 1/w € X'(R) ise Holder

esitsizliginden

Lo(R) € X(R, w) < L1(R)

olur.



3. FOURIER SERILERI VE YAKLASIM

3.1 Fourier Serileri
T, {z € C: |z| = 1} birim ¢emberi veya [z, ] aralig1 olsun.

3.1.1 Tanm: f € L,(T) olsun.

a,(f) :=% ff(x) cos kx dx k=01,2,..

-1

ve

T
1
by (f) = - ff(x) sin kx dx k=123,..
—TT
olmak tizere

% + kzzl(ak(f) cos kx + by (f) sin kx)

serisine f fonksiyonunun Fourier serisi denir ve

ao = :
f(x) ~—=+ ) (ax(f)coskx + by (f) sin kx)
> kZl k k

yazilir.

10



3.1.2 Tamm: f € L,(T) olsun.

__ff@+¢) fe-0

2 tan

limiti hemen hemen her x € T i¢in vardir.

o ifer—fe- | [ fa+D-fEx-1)

t t
2tan7 Ztani

&

fonksiyonuna f fonksiyonunun eslenik fonksiyonu denir.

£ €L,(T) ve f(x) ~ % + i(ak (F) cos kx + by (f) sin kx) olsun.
=1
Eger f € L,(T) ise
flx) ~ i(ak(f) sin kx — by (f) cos kx)
=
olur. [17]

3.1.3 Tamm: f € L,(T) olmak {izere

ao - .
Snlx, /) ==+ ) (ar(f)coskx + b, (f) sin kx)
> ; k k

ifadesine f fonksiyonunun Fourier serisinin n. kismi toplamu,

n
1
Vn,m(x’f)=m+1 Z Sy(x, f) (0<m<n mneZzZ)

v=n—-m

ifadesine de f fonksiyonunun Fourier serisinin de la Vallée-Poussin toplami denir.

11



3.1.4 Tamm: f € L,(T) olmak {izere

1 n
Kn(x, f) = n_-l—lz Sk(x, f)
k=0

ifadesine f fonksiyonunun Fourier serisinin Fejér toplami denir.

3.2 Trigonometrik Yaklasim

3.21 Tanim: 1< p < oo, 1/p + 1/q =1 ve w, T iizerinde bir agirhk

fonksiyonu olsun. |/| ile J € T araliginin uzunlugunu gosterelim. Eger

l/p l/q

L[ L - o
?(1:11}? Ulfa) (t)dt Uljfa) (t)dt <

ise w fonksiyonuna Muckenhoupt 4, kosulunu saglar denir.

Muckenhoupt A, (1 <p < o0) kosulunu saglayan w:T — [0,00] agirlik

fonksiyonlarmin kiimesi A, (T) ile gosterilir.

3.2.2 Teorem : X(T), nontrivial Boyd indislerine sahip bir rearrangement

invariant uzay ve w € A1 (T) n A1 (T) olsun.
ax Bx

(@) Her f € X(T, w) igin

||fllx(']1‘,w) =< C”f”X(’ﬂ",w)

olacak bi¢gimde bir ¢ > 0 sayis1 vardir.

(b) Her f € X(T, w) igin

1S2(Dllxaew) < cllfllxmwy, n=12,..

olacak bigimde bir ¢ > 0 sayis1 vardir.[15]

12



3.2.3 Tammm: ay, by, € R olmak iizere

n

Z(ak cos kx + by, sin kx)

k=0
ifadesine n. dereceden bir trigonometrik polinom denir.

Derecesi n’yi asmayan trigonometrik polinomlarin kiimesi [[,, ile gosterilir

3.2.4 Tamm:. f € X(T, w) fonksiyonu i¢in n = 0,1,2, ... olmak {izere

En(f)X,a) = inf{”f - Tn”X(']I‘,w): Tn € Hn }

sayisina f fonksiyonunun [],, sinifinda en iyi yaklagim sayist denir.

3.2.5 Tanim: X(T), ay ve fBx nontrivial Boyd indislerine sahip yansimali bir

rearrangement invariant uzay ve w € A 1+ (T) N A1+ (T) olsun. f € X(T, w) igin
ax Bx

h
(ahf)(x):zﬁff(x+t)dt, O<h<m, x€eT
~h

bi¢giminde tanimlanan g;, fonksiyonuna X (T, w) tizerinde dteleme (shift) operatirii

denir. gy, smirli lineer operatordiir. Yani, her f € X(T, w) igin

lon (D xcr,w) < cllf lxcrw)
olacak bigimde bir ¢ > 0 sayis1 vardir. [15]

Sonug olarak f € X (T, w) i¢in o, (f) € X(T, w) bulunur.

3.2.6 Tanim: X(T), ay ve Sy nontrivial Boyd indislerine sahip yansimali bir

rearrangement invariant uzay, w € A1+ (T) N A1+ (T) ve f € X(T, w) olsun.

ax Bx
k
k .— _
Q¥ (8,f) = sup 1_[(1 on)f . 8>0
0<hi<5 L
1<isk L X(T,w)

fonksiyonuna f fonksiyonunun k. diizgiinliik modiilii denir. Burada | ozdeslik

operatoriidiir.

13



Her f € X(T, w) igin

Q% (6, ) < cllf llxcr.w)

olacak bi¢gimde bir ¢ > 0 sayis1 vardir.

Qé‘(,w (., f) stirekli, negatif olmayan, azalmayan ve f, g € X(T, w) igin
lim 0% ,(8,f) = 0

0% (6, f +9) < 0%, (6, f) + 0%, (5, 9)
kosullarini saglayan bir fonksiyondur.
k= 0i¢in Q% , (8, f) = fllxcrw
k = 1ligin 'QX,w(&f) = Q)l(,w(g'f)
yazilir.

3.2.7 Tammm: X(T), nontrivial Boyd indislerine sahip yansimali bir

rearrangement invariant uzay ve w € A1 (T) N A1 (T) olsun. r € N olmak {izere,
ax Bx

£, f' o, fOD mutlak siirekli ve £ € X(T,w) kosulunu saglayan fonksiyonlarin
kiimesi Wy (T, w) ile gosterilir. Wy (T, w),

”f”W)?('JI‘,w) = ”f”X(']I‘,w) + ”f(r)“X(le)

normu ile bir Banach uzayi olur.
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4. AGIRLIKLI REARRANGEMENT INVARIANT
UZAYLARDA YAKLASIM

4.1 Yardimei Sonuclar

4.1.1 Lemma : X(T), ay ve By nontrivial Boyd indislerine sahip yansimali

bir rearrangement invariant uzay ve w € A1 (T) N A1 (T) olsun. Trigonometrik
ax Bx

polinomlarin sinifi X (T, w) uzayinda yogundur. [15]

412 Teorem : X(T,w), 0<ax<Bx <1l ve w€A1(T)NnA:1(T)

ax Bx

bi¢gimindeki yansimali bir agirlikli rearrangement invariant uzay olsun. V f €
Wy (T, w) igin (r = 0,1,2, ...)

En(xo S s Ea(F)

n Xw = (Tl + 1)r n X,w

olacak bi¢gimde n’den bagimsiz bir ¢ > 0 sabiti vardir. [15]

413 Teorem: X(T,w), 0<ay<fx<1l ve w€A1i(T)NnA:1(T)

ax Bx

bigimindeki bir agirlikli rearrangement invariant uzay olsun. V f € X(T, w) i¢in

E(Fxa < €0 (—r )

olacak bi¢imde n’den bagimsiz bir ¢ > 0 sabiti vardir. [15]
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4.1.4 Onerme (Bernstein Esitsizligi): T, € [[,, n = 1,2,3,.. X(T,w),0 <

ay <Py <1 ve w€A1(T)NA1(T) bicimindeki bir agirlikli rearrangement
ax Bx

invariant uzay olsun. r € N i¢in

I

< cn"||T,
X(T.0) ” n”X(']I‘,a))

olacak bigimde n’den bagimsiz bir ¢ > 0 sabiti vardir.

415 Lemma :(X(T,w), 0<ay<Px<1 ve w€A1(T)NnA:(T)

ax Bx

bicimindeki bir agirlikli rearrangement invariant uzay olsun.

1. r€Nicin fM € X(T,w)
”f(r)“X(T,w) < {nr”f”X(']l",w) + En(f(r))x,w} (4.1

n’den bagimsiz bir ¢; > 0 sabiti vardir.

2. f™ € X(T,w)
”f(r)llx(?l‘,w) <c {nr”f”x('ﬂ‘,w) + En(f(r))X.w} (%2)

n’den bagimsiz bir ¢, > 0 sabiti vardir.

Ispat :

2n
1
Vonn (X, f) :n—-l-lz So(x, f) nezt
v=n
olarak tanimlamistik.

VZn,n(-:f(T)) = Vz(r?n('f)

olur.

@ fonksiyonu i¢in asagidakiler yazilabilir.

FOG) = (FOE) = Vann(2,fO)) + Vo (£ ) (4.3)

16



(4.3)’ten

1F N gy < 1D = Vann G F ) gy + Vann G F Oy @9

elde edilir.
[15]’ten

If = S D llxrr < GEa(Pxa *3)
£ = VoG f Wy =
1FO = Tal F D) + Tl F) = Vann (o F )
<[FO =Tl fF )y py T 1T G f ) = Vann (o F O
< cEn(f), o+ Vann (Tl F ) = FO)

< cE,(f®),
elde edilir.

[I,. trigonometrik polinomlar ailesi X(T,w) tzerinde yogun oldugundan
152G Ollxrw) = 1 lxrw)

olur. Boylece E,,(f)x ., — 0 elde edilir.
(4.5) esitsizliginden

”f(r) _ VZ”)"("f(r))llx(T,w) < En(f(r))x,w

sonucu elde edilir.

dT'
[Vann(-o f (r))”xor,w) - ”szn’n(x' f) X(Tw)

< C4(2n)r||V2n,n(-’f)”X(TJw) < CS(n)r”f”X(’]l",w)
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(4.4), (4.5) ve son iliskiden

1F PN ry < W If lxroy + EaF Pxo}

esitsizligi elde edilir.o

(4.2) de benzer sekilde yapilir.

4.2 Ana Sonuclar

421 Teorem : X(T,w), 0<ay<Px<1 ve w€e€Ai1(T)NA1(T)

X Bx

bigimindeki bir agirlikli rearrangement invariant uzay f € X(T, w) olsun. r € Z* igin

[0e]

D T By (P < o0

n=1

olsun. Boylece £ € X(T, w) ve

(0]

E(F )k < {4 DB +| D 07 Eu(Px

u=n+1

n’den bagimsiz bir ¢ > 0 sayis1 vardir.

ispat :

”f(r) - Sn(f(r))llx(qr,w) =

D> Sy (F0) = S (F7) = Su(F7)
k=1

X(T,w)
m+1

> Sy (f0) = 5,(F0) = Su(F)
k=1

(o]

+ Z 52k+1(f(r)) — Szk(f(r))

k=m+2

X(T,w)

D Sy (F7) = S (F0) = Su(F)
k=1

[0}

<

X(T,w)

+ 52k+1(f(r)) - Szk(f(r))

k=m+2

X(T,w)
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< l5zma(F?) =Sl Ny + D, W52 (F ) =520l

k=m+2

olur.
2Mm < n < 2™ icin
||52m+2(f(r)) _ Sn(f(r))”X(’]]" oy = < c2m+2)ap (f)Xw

bulunur. Diger taraftan;

Z ||52k+1(f(r)) - Szk(f(r))”)(('[r,w) = ”Szm+3 (f(r)) — Syme2 (f(r))”X(T,w) t

k=m+2

+||52m+a+2(f(r)) S m+a(f( ))”X(']l"w)

<c (2m+3)r E2m+z(f)X,w Yot (2m+a+2) E2m+a(f)X,w +

= ) @Y Eu(Pxw

k=m+2

] 2k

<c ) D VTR

k=m+2 p=2k-141

= c Z K (P

u=2m+1

<c Z .ur_lE/,L(f)X,w

u=n+1

olur. Bulunlar bir araya getirilirse

£ =S50 (F g r.
< [ISome2 () = S0 (F )l o

£ 18200 (P D) = S F )y

k=m+2

<c {(n +1D)E(Hxe + ( Z prt E”(f)X,w>}

u=n+1

En(f(r))x,w <c {(n + 1)rEn(f)X,w + ( Z ‘ur—l Ey(f)X,w)}

u=n+1
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En(f)X,w = CEn(f)X,a)
oldugundan

o

En(F ) < ¢4t D E(Pxo +| D 07 Eu(Px

u=n+1

Boylece ispat tamamlanir.o

422 Teorem : X(T,w), 0<ayx<Px <1 ve we€A1i(T)nA:1(T)

¢ Bx

bigimindeki bir agirlikli rearrangement invariant uzay f € X(T, w) olsun.

17 GO = Knea (D)l 0y < € (Qx,w (n—ilf) + Enﬂ(f)x'w), n=12,..

n’den bagimsiz bir ¢ > 0 sabiti vardir.

Ispat: f € L (T) fonksiyonunun n. kismi toplami Sy (x, /) olmak iizere

2n
1
Ton(0) = ——= > (. f)
k=n

[15]’ten
1f (%) = Ton (Ol xme) < ¢7Ens1(Hxw (4.6)
olur.
[19] dan f € X(T,w) ve g € X(T, w) igin
”f”X(T,w) < C8”f”X(']I‘,a)): ”Kn—l(g)“X(']I‘,w) < C9”g“X(']I‘,w) (4.7)

olur.

g = Kn-1(@Dllxre) = 19 = T2n(9) + Tan(9) = Kn-1 (Dl xcre)
<19 = Ten (@D llxcr,0) + 1T2n(9) — Kn-1(@lx(1,0)
=19 = Tean(@Dllx(1,0) + 1Kn-1(T2n(9) — Pllx(r,0)
<19 = Ten(@Dllxcrw) + c10llg=Ton (D llx(10)
< (A + a1 D)Ng=Ton (@l x(r,0) (4.8)
(4.6) ve (4.8) e gore
lg — Kn—1(@Dllxrw) < c12En+1(@Px0

Bu esitsizlikte g = f almirsa

”f - Kn_l(f)”X(']I‘,w) < ClZEn+1(f)X,w (4.9)
20



[15] ten biliniyor ki

1
En(Pro < e (—7f) (4.10)

(4.9) ve (4.10) dan

1760 ~ Kt (Dl g = € (O (s ) + Ena ()

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.o

423 Teorem : X(T,w), 0<ay<PBx<1l ve w€e€A1(T)NA1(T)

X Bx

bigimindeki bir agirlikli rearrangement invariant uzay f € X(T,w) olsun. X(T, w)
uzayinda f fonksiyonunun trigonometrik polinomlarla en iyi yaklagimi T;, olmak tizere

reNve fM € X(T,w) igin

e}

D AT B (P < o0 (4.11)

n=1

ise
|70 -1 < e O EPxo + | DL T B
p=n+1
olur.
Ispat:
FO) =0 + ) (Tote1 () = Ty1 () (4.12)
i=0

17261, 00 = T |
< [1T51010 G0 = FO gy + 17 GO = Totn @y

< E2i+1n(f)X,w + Ezin(f)X,w < ZEzin(f)X,w
T i1, (x) — T, ()

1752, 0 = T3 () ||me) < (27)||T i, () — LM I

< 2%)" (IF = Tysnlly gy ) + IF = T @l

X(T,w) X(’H‘,w))
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< (2%*')" (Egesn(F) , + Esin(F),,)
< (2*'n) 2,1 (Nx.o
< 271(2n) E iy (Fxo (4.13)

() + Z (T v () = Tyin(@)

serisi (4.12) serisinin eslenik serisi olsun.

(4.13) ten
~ ~ ~ N
7 () + Z (T3, - T @) < 27 Z(Z‘n) Ei (F)xe (4.14)
i=0 X(T,w) i=0
elde edilir.
© . 2it1y
Y W E(Pxe =Y. Y MW En(Pxa
m=n+1 (=0 m=2in+1
N i) 1 i N i \"
> > (2'n)  E,i1,(Nxe2n= ) (2'n) E,u1,(Nxe
i=0 i=0
. : T
> @) Eyn(Pxo = W EalPra + ) (271) Eyien (D
i=0 i=0

WE(ro+2 ). M E(Px

m=n+1

2r E(Zin)rEzin(f)X,w < C14 {nTEn(f)X,w + Z m'1 Em(f)X,w} (4.15)
i=0

m=n+1

(4.14) ve (4.15) serilerine gore

1000 + ) (15,00 - T ) (4.16)
i=0

22



FO@ =10+ ) (19, @ - THw)
i=0
(4.15) ve (4.16) kullanilirsa

IF 06 -1 @)

X(T,w)

< 2Tl E(Zin)rEzin(f)X,w
i=0

< C{ann(f)X,w + Z m’1 Em(f)X,w}

m=n+1

Boylece ispat tamamlanir.o

424 Teorem :X(T,w), 0<ay<fx<1l ve w€A:i1(T)NnA:1(T)

ax Bx

bigimindeki bir agirlikli rearrangement invariant uzay olsun. f € X(T,w) ve r € N
i¢in

o)

D T By (g < 0

n=1

ise
ke (1 7o 1 1N ers
Q% w H'f <c ﬁEO(f)X,w +ﬁzq Eq(fxw
q=1

(o]

+ Z O Ey Pyt k=12,..

qg=n+1
olacak sekilde bir ¢ sayis1 vardir.

Ispat: Teorem 4.2.3ten £ € X(T, w)

En(f(r))X,w = C16 ann(f)X,w + z ‘ur—l Ept(f)X,w (4-17)
u=n+1
1 . -
Q§,w (Eff) < %{Eo(f)x,w + Z mZk_l Em(f)X,w} (4-18)
N NS ST ON B
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(4.17) ve (4.19) kullanilirsa

n
1 . C ~ ~
k 1 —
QX, (_,f(r)) <W{E0(f(r)) ’ + E m2k-1f (f(r)) ‘ }

m=1

n
Cy _
= ﬁ EO(f)X,w + Z mZk 1Em(f)X,w
m=1

+ Z m2k=t [m” m(f)X,w + Z pr—l EP (f)X,w

m=1 p=m+1

n
C

n

3 -

< A B + ) mH T By (P +
m=1

ML mr T, (P,
1

m= p=m

n

Cq B

= ﬁ EO(f)X,w + Z m2ktr=t Em(f)X,w
m=1

n

m=1 p=n+1

n
1 1
= Cs ﬁEo xw t+ Tk Z m2k+r=1 En(Hxw
m=1

n 14 [oe)
1
+ 2k Z P Ep(fx0 Z m2*1 4 z P E,(Fxw
m=1

p=1 p=n+1

n n
1 1 1
< ¢ ﬁEo(f)x,w + z m** T E, (e + Wz P E, (Fx
m=1 p=1

n 0o
1 1
< ¢ ﬁEO(f)X,w + ﬁz q?krrt Eq(f)X,w + Z q! Eq(f)X,w
q=1

q=n+1

Boylece ispat tamamlanir.o
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425 Teorem : X(T) yansimali rearrangement invariant uzay ve w €

A1 (T)NAs(T)olsun.V f € X(T,w),0 <m <n, mmne€Z" igin

ax Bx

c n
I = YamCo Dllypy <77 D, B

k=n-m

esitsizligi n’den bagimsiz bir ¢ > 0 sabiti i¢in saglanir.

Ispat: Oyle bir j tamsayis1 alalim ki

2l<m+1<2/t?

esitsizligini saglasin.

n
1
Vam(x, f) =—7 Z S,(x, ) (0O<m<n mneZzZ)

v=n—-m

ifadesini f € X(T) fonksiyonunun Fourier serisinin de la Vallée-Poussin toplami

olarak tanimlamistik.

1
FG) = Vom(x,f) = —

TUGERY Sv(x,f)]

v=n-m

f=Vam(. ) === [f () = Sn-m(x, ]
J n-m+2k-1
o Z > =S
k=1i=n—-m+2k-1
1 n
g 1{._ _Z zj[f(X) - Sk(x,f)]} (4.20)
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(4.20) go6z Oniine alinirsa

”f - V;z,m(-rf)llx(.]r’w) < ”f(x) - Sn—m(-rf)“X(']I‘,w)

m+1

n—-m+2k-1

Z D W@ =S Dlxra

=1i=n-m+2k-1

1 n
* m+ 1{ Z I1f () = Sk(wf)”x(qr,w)} (4.21)

i=n-m+2J

elde edilir.
(4.5) ve (4.20) den

—1 “f(x) - Sn—m(wf)”X(’]l‘,w) = En—m(f)X,w

m+1

n-m+2%-1

Z > W@ =S Pllxcr

=1i=n-m+2k-1

ifadesindeki terim sayisin —m + 28 —1 — (n —m + 2k¥71) + 1 = 2k — 2k-1

— 2k—1

olur.

n-m+2%-1

Z D W@ =S Pllxer

=1i=n-m+2k-1

J

2k_1 En—m+2k_1 (f)X,(L)

k=1

1 n
m—-l-l{ z f ) = Sk Co O llxer,w)

i=n-m+2J/

ifadesindeki terimsayisin — (n—m+2/)+1=m -2/ +1

olur.
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1 n
m—-l—l{ Z IIf(x) — Sk(-:f)”X(T,w)}

i=n—-m+2J

1
m+1

<c (m=2"4+1)E,_ .../ (Nxw

olur. Buradan

1
F = VoG Dll gy < €1 -

J
+1 En—m(f)X,w + 2 zk_lEn—m+2k—1 (f)X,a)
k=1

+cq (m -2/ + 1)En—m+2k_1(f)X’w

m+1

elde edilir.

J
Z 2KE, i1 (Pxo < Encmer(Dxo

k=1

j n-m+2k-1-1 n-m+2/71

22 Y EPxe<c ) ElPre

k=2 i=n—m+2k-2 ke=n-m

2/ <m+ 1 < 2/*! esitsizliginde her taraftan 2/ gikariirsam — 2/ + 1 < 2/

elde edilir.

n-m+2/-1

(m =2 + DEp P < ). EelPxw (4.22)

k=n-m

(4.20),(4.21) ve (4.22)’den

”f - Vn,m("f)llx("[r_w)

n—-m+2/71 n-m+2/-1
C17
< EmDret ) EPxat ). ElPxo
k=n-m k=n-m

C3 Q
<= > EPra

k=n-m

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.o
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426 Sonu¢ : X(T,w), 0<ay<Pyxy<lvew€Ai(T)NA1(T) mne

ax Bx

Z* , 0 < m < n bigimindeki bir agirlikli rearrangement invariant uzay olsun. V f €

X (T, w) i¢in

- 1
C
I =YDy <557 2. o ()
m

=n-—

n’den bagimsiz bir ¢ > 0 sabiti i¢in saglanir.

4.2.7 Teorem :X(T,w), 0 < ay <Pfx<1lvew €A1 (T)NA:1(T) mnée

¢ Bx

Z*,0 < m < n bigimindeki bir agirlikl rearrangement invariant uzay olsun.
f € X(T, w) igin

o)

Z Ey(f)xw <

v
v=1

olsun. Bu durumda

- - 1 - S Ev(f)X,w
”f - Vn,m("f)”X(T,w) =c {m—_i_lvzzoEn—mH?(f)X,w + z T}

v=n+1

olacak sekilde bir ¢ > 0 sayisi1 vardir.

Ispat: Ispat: iki durumda yapacagiz:

1. Durum:
0 < 2m < n alalm. Varsayalim ki f(x) — V,, ,, (x, f) fonksiyonun ters tiirevi R(x)
ve

f(x) — ay/2 fonksiyonunun ters tiirevi U(x) olsun. Boylece teorem 4.1.2’den

Co
EU(U)X,w < mEv(f)X,wr veEL (4'23)

o)

Z Ey,(f)xw < ®

1%
v=1

Y B < o0
v=1

28



elde edilir. Lemma 4.1.5’ten

”}?’”X(’]l‘,a)) = Cl{n”R”X(’]l‘,a)) + En(ﬁl)x,a)}
olur.
c, bir sabit olmak iizere

R=U-V,;n(.,U) + c, Teorem 4.2.1 goz Oniine alinirsa

En(ﬁl)x,w <0 {(n +1) E,(U)x0 + z EU(U)X,a)}

v=n+1

sonucu elde edilir.

1 = Voo Al gy = €5 {(n + DI = VamC D 0y + Z EU(U)X,w}

v=n+1

Teorem 4.2.5°ten

n
C
”f - V;‘L'm("U)”X('ﬂ‘,a)) < 2 2 Ev(U)X,a)

m+1
v=n—-m
n n
< Cs Z Ev(f)X,a) — Cs z En—m+v(f)X,w
“m+1 v+1 m+1 n—-m+v+1
v=n-m v=0

elde edilir.
0<2m<n ve (n+1)/(n—m+1) <3 olsun. Boylece son esitsizlik de

kullanilarak

n [ee]
P F 1 En—m+v (f)X,w
1F = Vo (o P,y = 6 {m — 120" SRS (it D+ ) EV(U)X,O,}
v=

v=n+1

1 < N
< ¢ {m—_l_lZOEn—mH;(f)X,w + Z Ev(f)X,w}

v=n+1

elde edilir.
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2. Durum: Varsayalim ki 0 < 2m < 2n esitsizligi saglansin. Teorem 4.2.1’ten

En(Pxor < 0o { Bo(Proo + Z ”(f)’“"

u=n+1

elde edilir.

Son esitsizlik kullanilarak ve teorem 4.2.5’ten

n
~ ~ C
1F = Voo Dl S oz D Bl
v=n-m

Ey(F)xe + 2 “(f)“’

u=v+1
n [¢'s]
1 E (f)Xw
< - E z vV X0
Cll{m+1 Z v(xe ”
v=n-m v=n+1

bulunur. Boylece ispat tamamlanir.o
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tez ¢aligmasinda yeni bulgular dordiincii boliimde yer almaktadir. Daha once [5]
numaral kaynakta ¢aligilan agirlikli Orlicz uzaylarinda de la Vallée Poussin toplamlariyla

yaklagim ile ilgili baz1 teoremler agirhikli rearrangement invariant uzaylarda ispatlanmustir.
[6] numarali kaynakta yer alan agirlikli Orlicz uzaylarinda eslenik fonksiyonlarin

trigonometrik polinomlarla yaklasimu ile ilgili teoremlerin agirlikli rearrangement invariant

uzaylarda ispatlar1 verilmistir.
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