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OZET

FOURIER SERILERININ FEJER TOPLAMLARININ
YAKLASIM OZELLIKLERI
YUKSEK LiSANS TEZi
GOKHAN GUNES
BALIKESIR UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI
(TEZ DANISMANI: PROF.DR. ALi GUVEN)

BALIKESIR, HAZIRAN - 2019

Bu calismada, Fourier serilerinin Fejér toplamlarinin agirhikli  Orlicz
uzaylarinda bazi yaklagim 6zellikleri incelenmistir.

Calisma bes ana boliimden olugmaktadir.
Birinci boliim, girig bolimiidiir.

Ikinci boliimde, calismada kullanilan fonksiyon uzaylarinin tanimlar1 ve
Ozellikleri verilmistir.

Ucgiincii boliimde, Fourier serilerinin tanimi ve baslica zellikleri verilmistir.

Dérdiincii boliimde, Fourier serilerinin Fejér toplamlarinin agirlikli Orlicz
uzayinda yaklasim hizi ile ilgili baz1 sonuglara deginilmistir.

Besinci boliim sonu¢ ve Oneriler boliimiidiir. Bu boéliimde elde edilen
sonuglara ve Onerilere yer verilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Lebesgue uzayi, Orlicz uzayi, agirlikli Lebesgue
uzayi, agirhikli Orlicz uzayi, Fourier serisi, Fejér toplamlari, Cesaro ortalamasi,
Boyd indisleri, Muckenhoupt sinifi, Lipschitz siniflari.



ABSTRACT

APPROXIMATION PROPERTIES OF FEJER SUMS OF FOURIER
SERIES
MSC THESIS
GOKHAN GUNES
BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE
MATHEMATICS
(SUPERVISOR: PROF. DR. ALi GUVEN)

BALIKESIR, JUNE 2019
In this work, some approximation properties of Fejér sums of Fourier
series were investigated in weighted Orlicz spaces.
The work consists of five main chapters.
The first chapter is the introduction.

In the second chapter, definitions and properties of function spaces, which
are used in the work are given.

In the third chapter definition and main properties of Fourier series are
given.

In the fourth chapter, some results on the rate of approximation of Fejér
sums of Fourier series in the weighted Orlicz spaces, are investigated.

The fifth chapter is the conclusion chapter. In this chapter, obtained results
and some recommendations are discussed.

KEYWORDS: Lebesgue spaces, Orlicz spaces, weighted Lebesgue spaces,
weighted Orlicz spaces, Fourier series, Fejér sums, Cesaro ortalamasi, Boyd
indices, Muckenhoupt class, Lipschitz classes.
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SEMBOL LISTESI

. Birim ¢ember ( [0,27] kapal1 aralig1 )

Lebesgue uzay1

Orlicz uzay1

. Agirlikl Lebesgue uzayi
. Agirlikli Orlicz uzayi
. Alt Boyd indisi

. Ust Boyd indisi

n mertebeli Dirichlet ¢ekirdegi
n mertebeli Fejér ¢ekirdegi

Fourier serisinin n. dereceden Fejér (Cesaro) ortalamasi

: k mertebeden diizgiinliik modiilii

Sureklilik modila

: f fonksiyonunun Fourier serisinin kismi toplamlar dizisi
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1. GIRIS

Fourier serilerinin Fejér toplamlariin yaklagimi ve yaklasim 6zellikleri birgok
matematikgi tarafindan calisgilmistir. Fejér ortalamalarinin yaklagim 6zellikleri ilgili
bazi teoremler C,, uzaymda Stechkin [1] ve LP uzaylarinda ise Ul’janov [2]

tarafindan ispatlanmistir.

Giiven ve Israfilov [3], Fourier serilerinin Fejér ortalamalarinin agirlikli
Orlicz uzaylarinda yaklasim hizi ile ilgili direkt bir yaklasim teoremi ispatlamistir.
Ayrica, agirlikli Orlicz uzaylarinda trigonometrik polinomlarla yaklagim teorisinin

bazi sonuglar1 Giiven ve Israfilov tarafindan elde edilmistir [4].

Fourier serilerinin Fejér toplamlarinin agirlikli Orlicz uzaylarinda yaklagim

hiz1 diizgiinliik modiilii yardimiyla Jafarov [5] tarafindan degerlendirilmigtir.

Bu ¢alismada trigonometrik Fourier serilerinin Fejér toplamlarinin yaklagim
ozellikleri agirlikli Orlicz uzaylarinda incelenmis ve bazi sonuglar iizerinde

durulmustur.



2. FONKSIYON UZAYLARI

2.1  Lebesgue Uzaylari

2.1.1. Tammm [6] : T = [0,2n] ve 1 < p < o olmak tizere

f FGOIPdx < oo
0

kosulunu saglayan Lebesgue Slgiilebilir f: T — R fonksiyonlarinin hemen her yerde
esit olma bagintisina gore denklik siiflarinin kiimesi LP (T)=LP ile gosterilir.

(f + 9 x) = f(x) + g(x)
(af)(x):=a(f)(x) , a€R

islemleri altinda LP bir vektor uzayidir ve

1

21
Wfll, :={ | If()[Pdx
Al

fonksiyonu LP iizerinde bir normdur ve LP bu norma goére bir Banach uzayidir.

2.1.2. Tanmm : T = [0,27] ve IM > 0 sayisi i¢in
lf(x)|<M h.h.

sartin1 saglayan f: T — R fonksiyonlarinin hemen her yerde esit olma



bagimtisina gore denklik siniflarinin kiimesi L*(T) = L* ile gosterilir.
(f + @) () :=f(x) + g(x)
(af)(x)i=a(f)(x) , a€R

islemleri altinda L™ bir vektor uzayidir ve

Iflleo :=inf {M >0:[f(x)SM h.h}

fonksiyonu L* iizerinde bir normdur ve L* bu norma gore bir Banach uzayidir.

2.1.3. Tammm : 1 < p < oo olmak ilizere LP Banach uzayina Lebesgue uzayi

denir.

2.2 Orlicz Uzaylan

2.2.1. Tanmm : A c R bir aralik olsun. M : A - R fonksiyonu Vx,y € A

ve Va € [0,1] i¢in

Mlax+ (1 —-a)y) <aM((x)+ (1 —a)M(y)

oluyorsa M fonksiyonuna bir konveks fonksiyon denir.



2.22. Tanmm: M : [0,) — [0, ) konveks ve siirekli bir fonksiyon olsun.

M fonksiyonu

HDMx)=0x=0

i) lim )

x-0 X

iii) lim M) _

X—00 X

=0

oo

kosullarini1 sagliyorsa M fonksiyonuna bir Young fonksiyonu denir.

2.2.3. Ornekler :
xP
Q) M(x)=? , 1<p<o

i) M(x) =e*—x—1

iii) M(x) =e** -1 , 1<p
14

—_— 2
In(x+e) '’ <P

iv) M(x) =

fonksiyonlari birer Young fonksiyonudur.

2.2.3. Teorem [7]: M bir Young fonksiyonu olsun. Bu durumda
N(y) =max{xy—M(x): x>0}

fonksiyonuda bir Young fonksiyonudur.

N fonksiyonuna M fonksiyonunun tiimleyen Young fonksiyonu denir.



224.0rnek: 1<p <o ve %+ % = 1 olmak lizere

xP
M(x) = —
p
ise
y4
N(y) ==—
q
olur.

2.2.5. Tammm [7] : T = [0,27] , M bir Young fonksiyonu ve

2T
() = j MAFGOD) dx
0

olmak tizere 3a > 0 i¢in

pu(af) < oo

kosulunu saglayan f : T — C dlgiilebilir fonksiyonlarmn kiimesi LM (T) = LM

ile gosterilir.



(f+9)(x) == f(x) + g(x)

(af)(®):=a(f)(x) , a€R

islemleri altinda LM bir vektor uzayidir. LY uzayi,

21

Ilf |l := sup f f(x)g(x)dx|: g € LN, pn(g) <1
0

Orlicz normu ve

Fllon = inf 42> 0+ py (g) <1]

Luxemburg normuyla birlikte bir Banach uzayidir. L uzaymna T iizerinde M ile
iiretilen Orlicz uzay: denir. Her f € L™ icin Wf Ny < N1fMTae < 211 Mlean

esitsizlikleri saglanir. Yani Orlicz ve Luxemburg normlari birbirine denktir.

Orlicz uzaylari, Lebesgue uzaylarmin genelestirmesidir. Ozel halde Young

fonksiyonu olarak

xP
M(x)=? , 1<p<o

Young fonksiyonu i¢in LM = LP olur.



2.3  Agirhkh Uzaylar

231 Tanm: w: T - [0, ] 6l¢iilebilir bir fonksiyon olsun.

w~1({0, }) kiimesinin Lebesgue dl¢iimii sifir ise w fonksiyonuna T {izerinde

bir agirlik fonksiyonu denir.

2.3.2 Tamm :  bir agirlik fonksiyonu olsun. fw € LP kosulunu saglayan

dlciilebilir f : T — C fonksiyonlarmin kiimesi L) ile gdsterilir.

1fllpw = lIfollp

fonksiyonu L2, iizerinde bir normdur. L2, normlu uzayma Agirlikli Lebesgue uzayi

denir.

2.3.3 Tamm: o bir agirlik fonksiyonu olsun. fw € LM bigimindeki

Olgiilebilir

f: T - C fonksiyonlarinm kiimesi L} ile gosterilir.

1fllme = Ifwllm

fonksiyonu LY iizerinde bir normdur. LY normlu uzayma Agirlikli Orlicz uzay

denir.



2.4 Muckenhoupt Agirhklar:

241 Tanm : 1 < p < oo ve w fonksiyonu T {izerinde bir agirlik

. 1 1 .
fonksiyonu olsun. ;+ pia 1 olmak tizere

1

<

sup ifaﬂf’(x)dx ifa)‘q(x)alx < o
J |]|] |]|]

kosulu saglaniyorsa w fonksiyonu A, (T) = A, Muckenhoupt sinifindandir
denir.

Muckenhoupt sinifina ait fonksiyonlara ise Muckenhoupt agirliklar: denir.

Burada supremum biitiin /| € T araliklar izerinden alinmistir ve

|J], J araliginin uzunlugunu gostermektedir.

242 Ornek:w: T - [0,0], w(x) = x* olmak iizere

1 1
a)(x)=x“EAp=)——<a<a

olur.



2.4.3 Tamm : M bir Young fonksiyonu olsun

M~1(x)

— L t>0
M—1(tx)

h(t) := lim sup
X—00

olmak lizere

ay = lim <— —log(h(t))>

t—co logt

S

Pu = lim logt

t—07t

sayilarma LM Orlicz uzaymnm sirasiyla alt ve iist Boyd indisleri denir.

2.4.4 Teorem : M bir Young fonksiyonu ve M nin timleyen Young

fonksiyonu N olmak iizere L ve LV uzaylariin Boyd indislerinin asagidaki

ozellikleri vardir.
D0<ay<pPy=<1

ii)aM‘l‘BN:l ve aN+ﬁM:1

245 Tamm: 0 < ay < By < 1 ise Boyd indisleri nontrivialdir denir.



3. FOURIER SERILERIi
3.1 Fourier Serileri

3.1.1 Tanmmm:ay, by (k=0,1,2,..)sabitsayilar ve |a| + |bg| # 0 olmak

uzere

a
70 + Z(akcoskx + bysinkx) (3.1)
k=1

serisine bir trigonometrik seri denir.
((3.1) serisi her x € R igin yakinsak ise 27 periyotlu bir f: R — R fonksiyonu

tanimlar.)

Z (agsin kx — bycoskx) (3.2)
k=1

serisine de (3.1) serisinin eslenik serisi denir.

(3.1) ve (3.2) serilerinin x noktasinda yakinsak oldugunu varsayalim.

a
a:= 70 + Z(akcos kx + bysinkx)
k=1

b := Z(aksin kx — bycoskx)
k=1

10



a
a+ib= 70 + Z(ak — iby)(cos kx + isinkx)
k=1

a .
291 Y (o ihge
k=1

(3.1) serisi

kuvvet serisinin reel kismi1 ve (3.2) serisi bu kuvvet serisinin sanal kismidir.

CO::_
1
Ci:= E(ak — lbk) k= 1, 2,

1
Ck:=§(a_k—l.b_k) k= -1,—-2,..

alimirsa (3.1) serisi

biciminde yazilabilir.

11



3.1.2 Tamm: qi,b, €R (k=0,1,2,..,n)ve
lai| + |by| #0
olmak tizere

n
a
th(x) = ?0 + Z(akcoskx + bysinkx) , n=20,1,2,..
k=1

ifadesine n. dereceden bir trigonometrik polinom denir.

3.1.3 Tamm:T = [0,2r] olmakiizere f € L}(T) olsun.

2T

a, = %f f(t)cosktdt , k=012, ..
0
2m

b, = %J f(t)sinktdt , k=12,..
0

olmak tuzere

a
70 + Z(akcoskx + bysinkx)
k=1
trigonometrik serisine f fonksiyonunun Fourier serisi denir ve

a
fx) ~ ?0 + Z(akcoskx + bysinkx)
k=1

olarak yazilir.

12



3.1.4 Tanm :

INGIGEES

A (f)(x) := agcoskx + bysinkx k=1,2,..
olmak tizere
n
S(O@ =) A, =012,
k=0

bigiminde tanimli (S, (f)) dizisine f fonksiyonunun Fourier serisinin kismi

toplamlar dizisi denir.

f € L}(T) fonksiyonunun Fourier serisinin kompleks bigimi ise

1 [ |
e = cp(f) = oy ff(x)e“kxdx , k€T

olmak tzere

F0) ~ ) e

k=—o0

olur.

13



3.1.5 Tanmm:

n
Dn(t)==Ze”‘t , neEN teR
k=—n
ve
Dy(t) =1

bigiminde taniml1 D,, fonksiyonuna, n mertebeli Dirichlet ¢ekirdegi denir.

n

D, (t) = Z etkt , n=1.2,..

k=—n

1

n
_ Z ikt 11 4 Zeikt
k=1

k=—n

n

— 1 + Z(elkt + e—ikt)

k=1

n
=1+22coskt , n=1,2, ..
k=1

olur.Hern =0,1,2, ... i¢in D,, reel degerli , siirekli , 2 periyotlu ve ¢ift bir

fonksiyondur.

n=1,2,..icin D, hem pozitif hem de negatif degerler alabilir.

14



3.1.6 Dirichlet Cekirdeginin Ozellikleri :

T
1

) — [ D, (dt=1 =0,1,2, ..
D5 [ P n=0

-1
ii) D,(t)| < 2n+1 ,n=0,1,2,.. ,t€R

sin((2n+ 1) E)

iii) D, (t) = — ,  t#2kmve k€T

sin-—
2

iv)0<|t| <m igin

T
IDn(t)ISm , n=0,1,2,..

ozellikleri vardir.

15



317 Tanm: feLY(T) ve

a
f(x) ~ 70 + Z(akcoskx + bysinkx)
k=1

olsun. Bu serinin kismi toplamlar dizisini (S, (f)) ile gosterelim.

n
a
S.(fHx) = 70 + Z(akcoskx + bysinkx) , n=12,..
k=1

a

So()() =~

ve buradan

1 Vs
Sp(fHx) = > jf(t)Dn(x -t)dt n=1,2,..

= [ - opurae

B 1 2T
‘Ef F(x + t)D,()dt
0

elde edilir.

16



3.2  Fejér Toplamlar:

3.21 Tanm :

n
1
Kn(t) = mz Dk(t) , n= 0, 1, 2,
k=0

bigiminde taniml1 K,, fonksiyonuna n mertebeli Fejér ¢cekirdegi denir.

n k
60 - (X o)

m=—

0 1
— 1 Z imt + Z imt + + z imt
n+1
m=0 =—1

=n+1[1+(e“t+1+e‘t)+(e‘Z‘t+e‘lt+1+elt+ezlt)+

+ (e—int + e—i(n—l)t + .4 e—it + 1 + eit + ,,,ei(n—l)t + ei'l’lt)]

- i [k 1)+ e+ o) 4 (n— (e + ) + -

+ Z(e—i(n—l)t + ei(n—l)t) + (e—int + eint)]

n n
= n+1+Z(n—k+1)e”‘t +Z(n—k+1)e‘ikt
n+l k=1 k=1

n

n
Z(n—k+1) lkt+z(n—k+1>e_ikt
n+1 n+1

k=1 k=1

17



=i<1

kKl
n+1

t # 2km ve k € Z olmak tlizere

1 n
Kalt) = m; Di(®) (Dna) =

1 Zn: sin((2k + 1) %)
= €

:n+1.

n+1-

sin(2n+1) é)

.t
sin—-
2

)



__ 1 zn: ! (k+1)t+t <k+1)t ;
— — Sinzi 5 cos 2 2 cos 2 2
2

1 1 1 z [ ((k-i—l)t) kt]
= — [cos — cos
2 n+1 Sln25k=0
1 1 1~
— 5T T D, leoske = cos(Gi+ 1)
sin?~ &=

[1— cos(n + 1)t]

2 n+1 gp2t
2

— .- . 11— 1-2sin" | ——
2 n+1 gip2= 2
2

11 L s+ D)t
_2 n+1 Sinzﬁ Sin n 2
2

1 |sin ((n + 1)%) 2

_ , t +2knve kel
X e

19



3.2.2 Teorem [8, Sayfa88]:

a)K, (n=0,1,2,...), 2 periyotlu ve negatif olmayan bir fonksiyondur.

T

1
— K, (t)dt=1 =012 ..
b)zﬂfn()t . n=012

-1

3.2.3 Teorem: (x,) reel degerli veya kompleks sayilarin yakinsak bir dizisi

olsun. Eger x,, = x ise,

dizisi i¢inde a,, = x olur.

324 Tamm: fe€LY(T) ve

a
f(x) ~ 70 + Z(akcoskx + bysinkx)

olsun. (S,(f)), f fonksiyonunun Fourier serisinin kismi toplamlar dizisi olmak

luzere

1 n
() = —7 D SN
k=0

i (1- =) 4P . n=12..

k=0

20



ifadesine, f fonksiyonunun Fourier serisinin n. dereceden Fejér (Cesaro) ortalamasi

denir.

3.2.3. Teorem goz Oniine alinirsa
Sn( ) = fF(x) = 0, (H(x) = f(x)
olur.

Sp(f) dizisinin integral gosterimi kullanilarak

1 n
() = —7 D SN
k=0

1 (1 [
— gjf(t)Dk(x—t)dt
k=0 ot

1 n
mkzo (Di(x — t)dt)]

1 T
= j F®
= ﬂ ff(t)Kn(x - t)dt

elde edilir.

21



4. AGIRLIKLI ORLICZ UZAYINDA FEJER TOPLAMLARI
ILE YAKLASIM

4.1  Diizgiinliik Modiilii ve En Iyi Yaklasim

LM(T,w) agirhikli Orlicz uzaymin Boyd indisleri

O0<ay < Bu<1l ve w€A:(T)NnA:1(T) olsun.
am Bm

Bir f € LM(T, w) igin

h
Uh(f)(x):=%ff(x+t)dt , 0O<h<m, x€eT
-h

olarak tanimlanir ve [4, Lemma 1] e gore
”Uh(f)”LM("[r,w) < C”f”LM('[r,w)
olur.

411 Tamm: f € IM(T,w) fonksiyonunun k mertebeden diizgiinliik

moduli

ﬁ(l - Uhi)f

i=1

Qo (6,1):= L, 60>0

sup
0<h;<8

Osisk IM(T ,w)

bi¢iminde tanimlanir.

22



4.1.2 Diizgiinliik modiiliiniin 6zellikleri:

i) k =1 olmasi durumunda diizgiinlik modiiliine siireklilik modiilii denir ve

Oy o 1le gosterilir.

i) limQy,(6,/) =0

iii) f,g € LM(T,w) igin

Q0@ f+9) <6, + 0,06, 9).

413 Tamm: f € IM(T,w) igin[],, trigonometrik polinom smifinda

en iyl yaklasim sayisi

En(f)M.w = lnf{”f - T‘l’lllLM('I["w) : Tn € Hn }
bigiminde tanimlanir.

Her n € N i¢in

En(fme = If — Trt“LM(’]l",w)

olacak sekilde bir T,; € [[,, vardur.

23



4.1.4 Teorem[4]: LM(T,w) Orlicz uzaymin Boyd indisleri

O<ay < By<1 ve weA1(T)nA1(T) olsun.

ay Bm

Vf € LM(T,w) igin

1

_, , k=1,2,..
n+1 f)

En(f)M,a) <c 'Qllffl,w (

olacak sekilde n den bagimsiz bir ¢ sabit sayis1 vardir.

4.2  Ana Sonuglar

4.2.1 Teorem[5]: LM(T,w) Orlicz uzaymin Boyd indisleri

O0<ay < Bu<1l ve w€eA:1(T)NA:1(T) olsun.
am Bm

Vf € IM(T,w) icin

n
C1
If = GG Dllpr ) < Z Ev(Omw » n=12,.
m=1

olacak sekilde n den bagimsiz bir ¢, sabit sayis1 vardir.
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Ispat:

Asagidaki esitlik gecerlidir ([5]):

i=1 m=2i-1 m=2J-1

ona(f) =~ ZSM(ﬂ——{so(m]Z Z Sn() + 2 Sm(f)} (42)

(4.2) kullanilarak

1
f—0on1(f) =E{(f_50(f))

+]Z 22 (f = Sm(N) + Til (f_Sm(f))} (4.3)

i=1 m=2i-1 m=2J"1

elde edilir. (4.1) , (4.3) ve

If —Sn ;f)”LM(qr,w) < E(Pmw
esitsizligi kullanilarak

If— Un—1(f)||LM(1r,w)

(f)Mw

_3
n

j—1
+ Z(zi +2 — D)Eia (Pye + (2n— 2771 = 1)En_2j-1(f)M,w]

i=1

(f)Mw +E1(f)Mw

_4
n

j—1

+Zzt Eyiea(Fye +(2n—2"1E, - 1(f)Mw] (4.4)

elde edilir.
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(4.1) den
2i-1
2 (e < 2 ) En(Pua (45)
m=2i-2+1
esitsizligi elde edilir.

jnin 2/ < n < 2/*1 segilmesi durumunda (4.5) esitsizliginden

n—2J-1

. 2n — 2] 1
(2n = 2By (s S g Z En (P
=2i-241
n-2J/-1
=<2+n_2]1_21 2) z Em(f)Mw
=21241
Z Em(f)M,a) (4'6)

m=2/-241

esitsizligi elde edilir.

(4.4), (4.5) ve (4.6) esitsizlikleri kullanilarak

Nf - O'n—1(f)”LM(1r,w)

<=p <f>Mw+i z En(Pio + Z En(Puto

(=2 m=2i-241 m=2i-241

= ;7 zn_: En(me

esitsizligi elde edilir. Boylece teorem 4.2.1 ispatlanmis olur.

26



Teorem 4.1.4 kullanilarak asagidaki sonug elde edilir.

4.2.2 Sonug¢: LM(T,w) Orlicz uzaymin Boyd indisleri 0 < ay < fy <1

ve w€A1(T)NA: (T) olsun.

ay Bm

Vf € LM(T,w) igin

. 1
Cg
Ilf — O-n—l("f)”LM('JI‘,w) = ; Z ‘Qllf’l:w (m_|_ 1’ )

m=1

olacak sekilde n den bagimsiz bir pozitif cg sabit say1s1 vardir.

Teorem 4.2.1. in C,; (2m periyodik siirekli fonksiyonlarin uzayi) uzayinda benzeri

Stechkin ([6]) ve LF uzayindaki benzeri ise Ul’janov tarafindan ispatlanmustir.

423 Tanm: 0 < a <1 olmak iizere Lipschitz sinifi

Lip,(M,w) :={f € IM(T,w) : Q(f,5) <c6%}

bi¢giminde tanimlanir.
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olur.

424 Sonu¢: f € Lip,(M,w) ise

“f - O-n—l(f)”LM(T,w) <c-
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5. SONUC VE ONERILER

Fourier serilerinin Fejér toplamlarinin Muckhenhoupt agirligina sahip agirlikli

Orlicz uzayinda yaklasim 6zellikleri incelenmistir.

Siirekli 2m — periyotlu fonksiyonlar ve LP (1 <p < o) uzayma ait
fonksiyonlarin Fourier serilerinin Fejér toplamlarinin yaklasim 6zelliklerine benzer
ozelliklerin, agirlikli Orlicz uzaylarina ait fonksiyonlar i¢in de gegerli oldugu

gorilmiistir.

Daha genel olan agirlikli Rearangement invariant uzaylarda da benzer sonuglar

elde edilebilir.
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