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OZET

SAYISAL YARIGRUPLARIN FROBENIUS SAYILARI
YUKSEK LiSANS TEZi
YELiZ KURTULDU
BALIKESIR UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTIiTUSU
MATEMATIK ANABILIiM DALI
(TEZ DANISMANI: DR. OGR. UYESi PINAR METE)

BALIKESIR, HAZIRAN - 2019

S=<a1,...,an> , ai,...,aneN:{O,l,Z,...} dogal sayilar ile dretilen bir

sayisal yarigrup olsun. Sayisal yarigruplarin Frobenius problemi, bu yarigruplarin
tireteglerini kullanarak Frobenius sayilarini, cinslerini ve Hilbert fonksiyonunu
bulmaktir.

Bu tezde, Frobenius problemini ¢6zmek igin basit bir yontem olan minimal
transversal metodu ele alinacaktir. Bu c¢alisma, E. Leher’in [1] sayisal
yarigruplarin Frobenius problemi ile ilgili makalesindeki sonuglarin bir derlemesi
olup, bu makaledeki teoremlerin ayrintili ispatlarin1 vermektedir.

ANAHTAR KELIMELER: Frobenius sayis1, sayisal yarigrup, Apery kiimesi,
minimal transversal.



ABSTRACT

FROBENIUS NUMBERS OF NUMERICAL SEMIGROUPS
MSC THESIS
YELIZ KURTULDU
BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE
MATHEMATICS
(SUPERVISOR: ASSIST. PROF. DR. PINAR METE)

BALIKESIR, JUNE 2019

Let S :<a1,...,an> be the numerical semigroup generated by the natural

numbers a,,...,a, eN={0,1,2,...}. The Frobenius problem for numerical

semigroups is to find their Frobenius numbers, genus and Hilbert function by
using their generators.

In this thesis, minimal transversal method, which is an elementary
technique to solve the Frobenius problem, will be revisited. This study is a survey
of the results of the paper of E. Leher [1] about the Frobenius problem of
numerical semigroups and gives detailed proofs of the theorems of his paper.

KEYWORDS: Frobenius number, numerical semigroup, Apery set, minimal
transversal.
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SEMBOL LIiSTESI

S : Sayisal yarigrup

S= <a1, .. an> ! a,...,a, elemanlarn tarafindan iiretilen sayisal yarigrup
F(S) . S’nin Frobenius sayis1

e ( S ) : S’nin gdmme boyutu

m ( S ) : S’nin katlilig

G (S ) : S’nin bosluklar

g (S) > S’nin cinsi

Ceo : k’nin modb ’ye gore S ’deki koseti

T (b) : S’nin b moduna gére minimal transversali
Ap (S) S ’nin Apery kiimesi

r (k, b) S ’nin b moduna gore minimal temsilcisi



ONSOZ

Ik olarak, degismeli cebir ve cebirsel geometri ile tanismami saglayan ve
her zaman sabirla, ilgiyle sorularimi yanitlayan ve benim i¢in ¢ok degerli olan
sayin danisman hocam Dr. Ogr. Uyesi Piar METE ye tesekiir ederim.

Hayatimin her anina ortak olan, her zaman yanimda olan babam Yiiksel
KURTULDU annem Giilnur KURTULDU ve kardesim Giiliz KURTULDU ya

destekleri, sabirlar1 ve 6zverileri i¢in tesekkiir ederim.



1. GIRIS

F.G. Frobenius (1849-1917) ‘un derslerinde one siirdiigii ve higbir yerde
yayinlamadigi, bir S sayisal yarigrubunun minimal iiretegleri yardimiyla yarigrupta
olmayan en biiyiik tamsay1y1 bulma problemi, giiniimiizde Frobenius problemi olarak

adlandirilir.

neN olmak {izere n sayisinin S sayisal yarigrubundaki Apery kiimesi, R.

Apery [2] tarafindan

Ap(n)={seS|s—neS}

olarak tanimlanmigtir. Eger, neS ise, Ap(S) , n ’nin tam olarak minimal

transversalidir. 1962 yilinda Brauer ve Shockly [3], 1977 yilinda da Selmer [4] S
sayisal yarigrubunun bir tiretecine gore Apery kiimesi araciligiyla, S *nin Frobenius
sayisint Ve cinsini veren bir formiil verdiler. Bununla birlikte bu formiiller hemen

hemen hi¢ kullanilmamglardir.

Bu tezde asil amag, E. Leher [1] ’in ”Sayisal Yarigruplarin Frobenius
Problemi Uzerine” baglikli makalesinde verdigi minimal transversal teknigini
tanitmak ve bu teknigi Frobenius probleminin ¢dziimiinde nasil kullandiklarini

gostermektir.

Tezin 2. boliimiinde, sayisal yarigruplar kisaca tanitilarak, bir S sayisal
yarigrubunun Frobenius sayisi, cinsi ve Hilbert fonksiyonu hakkinda temel bilgiler

verilecektir.

Tezin 3. bolimiinde, Frobenius problemini ¢6zmek amagli bir yontem olan

minimal transversal teknigi anlatilacaktir.

Tezin 4. bolimiinde, minimal transversal yontemi kullanilarak diizgiin diziler
ile iretilen sayisal yarigruplarin ve tezin 5. boélimiinde de, aritmetik diziler ile
tiretilen sayisal yarigruplarin Frobenius sayilari, cinsleri ve Hilbert fonksiyonlarinin

nasil hesaplandig1 gosterilecektir.



2. FROBENIUS PROBLEMIi

a,,...,a, sayilari aralarinda asal ve, X,,...,X, sayilar1 negatif olmayan

tamsayilar olmak tizere

ax +..+a, X,

seklinde yazilamayan en biiyiik tamsay1 vardir ve bu tamsay1y1 hesaplama problemi,

Frobenius problemi olarak bilinmektedir.
beN olmak lizere
ax +..+ax,=b (2.1)
denkleminin negatif olmayan tamsayi ¢oziimlerinin kiimesi
{ax +...+a, %, | X,...,x ,€ N}
olarak veya kisaca
S=(a,..a,)

ile gosterilebilir. S , {ai,...,an} ’ler tarafindan iiretilen ve sayisal yarigrup olarak

adlandirilan 6zel bir yarigrupdur. Bu durumda, Frobenius problemi, bir sayisal
yarigrubun minimal dretegleri aracilifiyla hesaplanabilen formiiller bulma

problemine doniisiir.

2.1 Sayisal Yarigruplar

G #J bir kiime, (G,*) cebirsel yapisi verilsin. "*" ikili isleminin birlesme
ozelligi var ise (G,*) yapisina yarigrup, buna ek olarak, "*" islemine gore birim

elemana sahip ise (G,*) ’a monoid denir.

N={0,1,2,..} kiimesinin, 0 elemamm igeren S alt kiimesi, Vx,y €S i¢in



X+yeS
oluyor ise, S’ye N ’nin alt monoidi denir.
Simdi, sayisal yarigrubu tanimlayalim.
2.1.1 Tanim S, N ’nin bir alt monoidi olsun. S kiimesi,
(i) 0eS
(if) ¥x,y €S i¢in x+yeS
(i) N\S sonlu
sartlarini sagliyor ise, S ’ye sayisal yarigrup denir.
2.1.1 Ornek S =(4,5,7)={4x +5X%, + 7%, | X, X,, X, € N}

a =4,a,=5a,=7 ve (4,57)=1 ‘dir.

(1) 0=4.0+5.0+7.0 olarak yazilabildiginden 0 S

(i) x,yeS olsun.

X=4X +9%X, +7X; ,X%,X%,X €N

y:4y1+5y2+7y3 Y Yo Y3 eN
yazabiliriz.
X+Y = (4% +5% + 7%, )+(4y, +5Y, +7Y;)
=4(% +Y,)+5(% +Y,)+7 (X +Ys;)
oldugundan x+Yy e S ’dir.

(iif) N\S = {1, 2,3, 6} sonlu bir kiimedir. Boylece 2.1.1 Tanim geregi

S= <4, 5, 7> bir sayisal yarigruptur.
(4,57)=1 ve 1|7 oldugundan, Vn>7 i¢in

4X, +5X, + 7%, =n

3



denkleminin dogal sayilarda ¢oziimii vardir. Boylece,
$={0,4,5,7,8,9,10,11,12,13,14,15,..}
olur.

2.1.3 Yardimci Teorem {ai, ey ar} , N dogal sayilar kiimesinin alt kiimesi

olsun.
<a1""’ar>:{zniai |ni EZzo} (2-2)
i=1

kiimesi bir sayisal yarigruptur <> obeb(a,,...,a,)=1
Ispat: [5]

2.1.4 Tammm S bir sayisal yarigrup ve A:{ai,...,ar}, S ’'nin bir ireteg

kiimesi olsun. A’nin 6z altkiimelerinden higbirisi S ’yi liretmiyor ise A’ya S ’nin

minimal tirete¢ kiimesi denir

2.1.5 Teorem Her sayisal yarigrup bir tek sonlu minimal iirete¢ kiimesine

sahiptir.
Ispat: [5]

2.1.6 Tamm S bir sayisal yarigrup ve {O¢n1<n2<...<np} , S ’nin bir

minimal iirete¢ kiimesi olsun. n, sayisma, S ‘nin katliligi denir ve m(S) ile

gosterilir. Minimal iirete¢ kiimesinin eleman sayisina S nin gdomme boyutu denir ve

e ( S ) ile gosterilir.

2.1.7 Tamm Frobenius problem a,,...,a, ‘ler obeb(a,,...,a,)=1 olan pozitif

tamsayilar iken,

S=(a,...a,)

sayisal yarigrubunda olmayan en biiyiik tamsay1y1 bulma problemine esdegerdir.

max(N\S)

4



sayist, S ’nin Frobenius sayisi olarak bilinir ve F=F(S) ile gdsterilir. N\S

kiimesine, S 'nin bosluklari ve bu kiimenin eleman sayisina S 'nin cinsi denir ve

sirastyla G(S) ve g(S)ile gosterilir.
2.1.8 Ornek S =(4,5,6)={0,4,5,7,8,9,10,11,12, -}
{4,5,7} kiimesi, S ’nin minimal iireteg kiimesidir.
m(S)=4, S ‘nin katlilig:
e(S)=3, S ‘nin gémme boyutu
olur.
G(S)=N\S={123,6}
9(S)=4
F(S)=max(N\S)=6

Gomme boyutu €(S)>2 olan sayisal yarigruplarm cins ve Frobenius

sayilart igin genel bir formil bilinmemektedir [6]. Fakat, gbmme boyutu 2 olan

sayisal yarigruplar i¢in bir formiil bilinmektedir.

2.1.9 Teorem ave b, obeb(a,b)=1 olan pozitif tamsayilar ve S =<a,b>

sayisal yarigrup olsun. Bu durumda,

F(S)=ab—a-b

Ispat: [7]

2.1.10 Ornek S =(3,8)={0,3,6,8,9,11,12,14,15,16,17,—>} sayisal

yarigrubunu alalim.



G(S)=N\S={1,2,4,5,7,10,13}
9(8)=7
F(S)=max(N\S)=13
oldugu tanimlar kullanilarak bulunabilir. Yine 2.1.9 Teoremden
F((38))=38-3-8=13

38-3-8)+1

o((ag)=-2 20

oldugu kolayca elde edilir.

2.2 Simetrik Sayisal Yaniguplar

S bir sayisal yarigrup ve F(S), S ’nin Frobenius sayisi olsun. Her k dogal
sayst i¢in, k veya F(S)—k sayilarindan en az birisi S sayisal yarigrubuna ait

olamaz. Gergekten de, eger k ve F(S)—k S ’nin elemam olsaydi, S yarigrup

oldugundan

olur. Bu Frobenius sayisinin tanimu ile gelisir. Boylece, a ve b dogal sayilar olmak

lizere, her
F(S)=a+b
ayrisimi i¢in, a ve b ’den en az birisi S ’ye ait degildir.

F(S)+1 tane (a,b) ikilisi oldugundan ve her eleman iki kere sayildigindan



oldugu elde edilir.

2.2.1 Tanim S sayisal yarigrup olsun.

2 (2.3)

ise , S’ye simetrik sayisal yarigrup denir. Boylece, her k tamsayisi ig¢in k veya

F (S)—k sayist, S’ye ait ise, S ’ye simetriktir denir.
2.2.2 Ornek S = <4, 7> ={0,4,7,8,11,12,14,15,16,18,19, 20,21, 22, —»|

sayisal yarigrubunu alalim.

G(S)={1235,6,9,10,13,17}
F(S)=17

olur.

k=1icin F(S)-k=17-1=16€$
k=2 i¢in F(S)—k=17—2:1565
k=3 igin F(S)-k=17-3=14€$S
k=4ise S =<4,7> oldugundan k € S *dir.
k=5icin F(S)-k=17-5=12€$
k=6 igin F(S)—k=17—6:1leS
k=7 ise S=(4,7) oldugundan k € S dir.

k=8ise S :<4,7> ve 8=2.4+0.7 oldugundan k € S “dir.



k=9 i¢in F(S)-k=17-9=8€S
k=10i¢in F(S)-k=17-10=7€S
k=11ise S=(4,7) ve 11=1.4+1.7 oldugundan k € S dir.
k=12ise S=(4,7) ve 12=3.4+0.7 olarak yazilabileceginden k € S dir.
k=13 i¢in F(S)-k=17-13=4¢€S

k =14icin 14=0.4+2.7 oldugundan k € S
k =15i¢in 15=2.4+1.7 oldugundan k € S

k=16 i¢in 16 =4.4+0.7 oldugundan

k=17 igin F(S)-k=17-17=0¢€S

Bu durumda, S = <4, 7> sayisal yarigrubu simetriktir.

2.3 Apery Kiimeleri ve Hilbert Serileri

Ismini Roger Apery [2]’den sonra alan Apery kiimeleri, bir sayisal

yarigrubun Frobenius sayis1 ve cinsini hesaplamak i¢in 6nemli araglardan birisidir.

2.3.1 Tamm S bir sayisal yarigrup ve ne S\{0} olsun.
Ap(S,n)={neS|s—neS} (2.4)

kiimesine, n "nin S’deki Apery kiimesi denir.

2.3.2 Ornek S=(3,7,8)={0,3,6,7,8,9,10,11,12,13,14, >} sayisal

yarigrubunu alalim.
n=8eS olsun.

Ap(S,8)={seS|s-8¢S}



kiimesini bulalim.
0-8¢S=0eAp(S,8)
3-8¢S5S=3eAp(S,8)
6-8¢S=6¢cAp(S,8)
7-8¢2S=7¢eAp(S,8)
9-8¢S5=9eAp(S,8)
10-8¢S =10 Ap(S,8)
12-8¢S =12e Ap(S,8)
13-8¢S =13 Ap(S.,8)

Burada s>14 i¢in S—8>6 ve 6 ve 6’dan biiyiik tiim tamsayilar S ’de oldugundan

Ap(S,8)={0,3,6,7,9,10,12,13}

elde edilir.

2.3.3 Teorem neS \{0} olmak tizere Ap(S, n) kiimesinin eleman sayist n

tanedir.

Ispat: [5]

S bir sayisal yarigrup ve ne S\{0} olsun. Ap(S,n) kiimesini kullanarak
S "nin Frobenius sayis1 ve cinsi kolayca hesaplanabilir.

2.3.4 Teorem S bir sayisal yarigrup ve N € S \{0} olmak tizere

F(S)=max(Ap(S,n))-n

weAp(S.n

9



Ispat: [4]

2.3.5 Ornek S:<4,5,7>:{O,4,5,7,8,9,10,ll,12,—>} sayisal yarigrubunu

alalim.
nN=4¢€S igin

Ap(S,4)={seS|s—4¢S}
~{0,5,7,10)
F(S)=max(Ap(S,n))-n

=10-4=6

o0)-3{ 2

=l(0+5+7+10)—§
4 2

2.3.6 Tammm S bir sayisal yarigrup olsun. S ’nin Hilbert serisi

H, (x)=2 x

seS

olarak tanimlanir.
2.3.7 Ornek S =(4,5,7)={0,4,5,7,8,9,10,11,12, -}
sayisal yarigrubunun Hilbert serisi

Hy (X) =1+ X"+ X+ X X+ %7 +x° +...

2.3.8 Teorem n,<n,<...<n, olmak iizere S=(n,n,,..

yarigrup olsun.

10

Ny > bir sayisal



olmak lizere

seklindedir.
Ispat: [8]
2.3.90rnek S = <6,9, 20> ={0,6,9,12,15,18, 20, 21, 24, 26, 27, 29, 30, 32, 33,
35,36,38,39,40,41,42,44,45,47,48, 49,50, >}
sayisal yarigrubunu ve N, =6 €S alalim. 2.3.8 Teorem kullanilarak,

Ap(S,6)={seS|s—6¢S}=1{0,9,20,29,40,49}

H 14X XX X+ X"
s(X)_ 6
1-x

olarak bulunur.

11



3. MINIMAL TRANSVERSAL

Bu boliimde, minimal transversal teknigini tanitacagiz. Ilk olarak bu teknik

icin gerekli kavramlar verelim.

3.1 Kosetler ve Minimal Temsilci

3.1.1 Tamim S bir sayisal yarigrup ve b >1olan bir tamsayi olsun. Her

k € Zig¢in
C,=C,, ={s€S|s=k(modb)} (3.1)

kiimesine, k 'nin modb ’ye gore S icindeki koseti denir.

b-1
3.1.2 Uyan S = UCk oldugunu gosterelim:

k=0

s=k(modb)=b|(s-k)
—s=k+bj,jez

Oncelikle, k =k (modb) igin
C,NC =
dir. seC, nC,. oldugunu varsayalim.
—seC, ve seC,
= s=k(modb) ve s=k (modb)
—=s=k+bj,jeZ ve s=k +bj,jeZ
=k +bj=k +bj
=k-k'=b(j -]}

12



=b|(k-k')=k =k (modb)
elde edilir ki, bu k =k’ (mod b) ile ¢eligir. Boylece,
C,NC =9
olur. vk =0,...,b—1 i¢in
C,cS
b-1
=[JC, <=5
k=
se S olsun. b >1 tamsayisi igin B6lme Algoritmasindan
s=h.g+k

olacak sekilde k € Z vardur.

= s=k(modb)

b-1
=seC, | |C
k k

k=1

b-1
=Ssc|JC,
k=1
Boylece,
b-1
S=| JC,
k=1

elde edilir. Her k kalani i¢in, S sayisal yarigrubu dogal sayilarin sonsuz yarigrubu

oldugundan C, # < bulunur.

3.1.3 Tammm k bir tamsay: ve C,,, S sayisal yarigrubunun bir koseti olsun.

C, koseti igindeki en kiigiik saytya, C, *nin minimal temsilcisi denir ve

r(k)=r(k,b)

13



ile gosterilir. Bu temsilcilerin tiimiiniin olusturdugu

T=T(b)={r(k,b) | r(k,b)eC, k=0,...,b-1} (3.2)

kiimesine, S ’nin b modiiliine gére minimal transversali denir.

3.1.4 Ornek S =(4,57)={0,4,5,7,8,9,10,11,12, -}

sayisal yarigrubunu alalm. b =3 olsun. k =0,1,2 i¢in C, ; kosetlerini yazalim.

C ps={seS|s=0(mod3)}
~{0,912,...}

C .={seS|s=1(mod3)}
~{4,7,1013,...)

C ,;={seS|s=2(mod3)}
~{5,8,1114,...

elde edilir.

k=0,12 icin C, ; kosetlerinin minimal temsilcileri

ve boylece,

olur.

3.1.5 Uyan1 be S olsun. Bu durumda, her j i¢in b.je S olur.

Cp ={seS|s=k(modb)}
={seS|s=k+bj, j>0}

j=0igin s=k , C, 'nin en kii¢lik eleman1 r(k,b) olur. Buradan

14



C,={r(k.b)+ jb| j>0}
elde edilir.

3.1.6 Ornek S=(4,57)={04,57,809101112,—} saysal yarigrubunu

diisiinelim. b=4¢eS olsun. k =2 igin

C,,={seS|s=2(mod4)}
={10,14,18,...}

r(2,4)=10 ve b=4 oldugundan
C,.={r(2,4)+4jlj=0}

olarak yazilir.

3.2 Frobenius Sayis1

3.2.1 Onerme S bir sayisal yarigrup ve be S olsun.

T=T(b)={r(k,b) | r(k,b)eC, ,k=0,...,b-1}

kiimesi, S’nin b modiiliine gore minimal transversali olsun. Bu durumda, F(S),
S ’'nin Frobenius sayis1 olmak lizere,

F(S)=maxT -b (33)

Ispat: maxT =m diyelim. Kosetlerin elemanlari, S sayisal yarigrubunun

elemanlarindan olusmasindan ve m kosetlerdeki minimal eleman oldugundan,

m *den daha kii¢iik olan m—b S olur. n,

n>m-b

olacak sekilde bir dogal say1 ve
C,p ={r(n)+b|j=0}
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kosetinin minimal temsilcisi

olsun.

oldugunu gosterelim. r > n oldugunu varsayalim.

reC,=C,, ={seS|s=n(modb)|

=r=n+bj,j>0

r >n oldugundan j>1 ve bu esitsizlik b ile carpilirsa

=bj>b

=n+bj>n+b

=r>n+b
elde edilir.

n>m-b
esitsizliginden

n+b>(m-b)+b

=n+b>m
bulunur. Boylece,

r>n+b>m
olur.r minimal temsilci, m minimal temsilcilerin maksimal olani ve

r>m
olmasi, m ‘nin maksimal eleman olmasiyla celisir.
=>rs<n

olmalidir. Buradan, bir | >0 i¢in

16



n=r+lb
elde edilir. reS ve be S olmasindan
nesS
olur. Bu,
m-b=F(S)
demektir.
Sayisal yarigrubun bir elemanina gére minimal transversalini, yarigrubun H,

Hilbert serisini ve ¢ (S) cinsini hesaplamak i¢in kullanabiliriz.

3.2.2 Onerme S bir saysal yanigrup ve beS olsun. T=T(b), S ninb

modiiliine gore minimal transversali ise,

1 b-1
) ==Nt-—= 3.4
9(S) b; > (3.4)
ve
Ho—_1 > X (3.5)
) 1_theT '

Ispat: k bir tamsay1, b>1 ve
C,=C,, ={seS|s=k(modb)}
kosetini diistinelim.
n=k(modb)
olacak sekilde birn sayisini alalim. ne S ise, C,  *nin tanimindan

neC,

17



ve r(k), C, ’nin minimal elemani oldugundan n>r (k) olur.
Tersine, n>r(k) ise,
n=r(k)+bj,j>0

r(k)eS ve beS olmasindan neS ’dir. Béylece, modb "ye gore k ’ya esit ve S

sayisal yarigrubunda olmayan dogal sayilar kiimesinin eleman sayisi

s=k(modb) olan seS i¢in

elde edilir.
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4. DUZGUN DIiZIiLER VE FROBENIiUS PROBLEMIi

Bu boéliimde diizgiin diziler ile iiretilen sayisal yarigruplar tizerinde minimal

transversal yonteminin nasil kullanildigini agiklayacagiz.

4.1  Diizgiin Diziler

(ai, e an) , k=1,...,n aralarinda asal pozitif a,, sayilarinin bir dizisi ve
d, =obeb(a,,...,a,) (4.1)
olsun. a,...,a, sayilar aralarinda asal oldugundan
d,=obeb(a,,...,a,)=1

olur. k=2,...,n igin

dk—l
r =—==% 4.2
" d, (4.2)
olsun. Bu durumda,
=L
i=2
_4d d, dy,
d, d; d,
_d _%
91 &

elde edilir.

4.1.1 Tamm Sk=<a1,...,ak> yarigrubu ve S=3S, olsun. Her k=2,...,n

i¢in

19



r-a €S,
ise , (ai, . an) dizisine diizgiin dizi denir.

Bu kosul, sayisal yarigruplar teorisinde 6zel bir rol oynar.

4.1.2 Uyan
d, =obeb(a,,...,a,)
d,,, =obeb(a,...,a,,)
oldugundan
dy., =obeb((a,....,a,).a,.,)
=obeb(d,,a,,,)
elde edilir.
d =d,,, ise,
dk
-k -1
rk+l dk+1

= N8 =18,
bulunur. (a,,...,a,) diizgiin dizi oldugundan , Vk =1,...,n igin
M~ 8un € S
=1-a, €S,
olur.
S, =(a,....a) ve l-a €S ise
s €(ay,...,8,)

=3, =na+...+n3,

20



olacak sekilde n;,...,n, €N elde edilir. Boylece, a,,, elemani, ne dizinin

diizglinliiglini ne de iretilmis S yarigrubunu degistirmeyeceginden diziden

c¢ikarilabilir.

4.1.3 Onerme (a,,...,a,) diizgiin bir dizi ve S=(a,,...,a,) sayisal bir

yarigrup olsun. Bu durumda, her se S igin
s=> ka ,0<k<r,i=2..,n (4.3)
i=1
olacak sekilde yazilabilir.

a, icin bir kisitlama olmadigina dikkat ediniz.

Ispat: seS= <a1,...,an> olmasindan
s=> ka ,keN,i=1...,n
i=1

yazabiliriz. Bu gosterimde, i =2,...,n igin
0<k <,
kosulunun saglanmadigini varsayalim.

J» kj = 1; olan maksimum indis olsun. Bélme Algoritmasindan ,
k; =br,+c,0<c<r,
yazabiliriz. (ai,...,an) diizgiin dizi oldugundan , her j=2,...,n
r-aes;,
ve S 1= <a1, . ..,aj_1> sayisal yarigrubu olmasindan

bra; €S, ,

j-1
=bra,=>la | eN
i=1

21



olarak yazilir.

s=ka,+...+k 3, +ka; + > ka

i=j+1

oldugunu biliyoruz.

n
= 1a1+...+kj_1aj_l+(brj +c)aj + Y ka,
i=j+1

._\

ka+bra +ca. +Zk

i=j+1

k,aI +ZI ,+ca; + Z k,a,

i= i=j+1

LIS

M

RN

I

(k+|)a+ca +Zk

i=j+1

[aN

Bu yeni gosterimde katsayilar ya 6nermedeki kosulu saglarlar ya da kosulu

saglamayan j' maksimal indisi jindisinden kiigiik olur. Boylece katsayilar kosulu

saglayacak sekilde bir gosterim elde edene kadar bu sekilde devam edilir.

T=T(a), & e gore S nin minimal transversali olsun. Bu durumda bir k

tamsayist igin, r(k,ai),
C,=Cy. ={se€S|s=k(moda,)}

kosetinin minimal temsilcisi olmak tizere

T=T(a)={r(k.a) | r(k.a)eC, k=0,...,a-1}

olur.

4.1.4 Teorem T ’nin her elemani
Zk,aI ,0<k <r

dogal sayilarin bir kombinasyonu olarak yazilir.

Ispat: seS olsun. (4.3) esitliginden
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s=> ka ,0<k<r,i=2..,n
i=1

olarak yazilir. k; >0 olsun.
seT =s=ka, +k,a,+...+ka, =k(moda,)
ve S minimaldir.
=k,a, +...+k,a, =k(moda,)

Bu durumda, k,a, +...+k.a, €T olur. k,a, +...+k.,a, <S ve s minimal olmasindan

celigki ¢ikar. Bu durumda k; =0 olmalidir. Boylece, k; >0 iken

SegT

olur. Bu durumda, T ‘nin her t elemani
> ka , 0<k <,
i=2

kombinasyonu seklinde yazilir. Bu kombinasyonlarin sayzsi,

n n di—l
ri:
=l
_4 4y oy
d, d; d,
_4 A
Td, 1

tanedir. T ’nin eleman sayis1 &, oldugundan ve T ’nin elemanlarindan her birinin en

az boyle bir kombinasyonu olacagindan her bir kombinasyon farkli bir gdsterim

Verir.

415 Uyan 4.1.4 Teoremden S ’nin her s elemaninin i=2,...,n igin

0<k; <r, olacak sekilde

S= Zn: k.a.
i=1

23



olan bir tek gosterimi vardir, sonucunu elde ederiz.

4.1.6 Sonug (ai,...,an) diizgiin bir dizi ve S = <a1,...,an> bir sayisal yarigrup

olsun. Bu durumda,

()F(S)=3 18-

(if) S simetrik yargruptur.
(1— x”""“)
([i)H(S)=2——
1—x5
[1(-x)
Ispat: (i)a, €S ve T=T(a) olmak iizere S ’nin Frobenius sayist (3.3)
esitliginden

F(S)=maxT -a

olur. T ’nin elemanlar1, 4.1.4 Teorem geregi i =2,...,n i¢in 0<K ,<r, olmak lizere

t=>ka
i=2
seklindedir.

=>t=k,a,+...+ka, ,0<k <r-1

n~n ?

ve boylece S 'nin Frobenius sayisi,

F(S)=((r,-Da,+(r,-1)a,+...+(r,-1)a,)-a

=ra, + a3, +...+ra, —(a+a,+...+a,)

zizn;riai—Zai

>

i=1
olur.

(i) S ‘nin simetrik oldugunu gostermek igin (2.3) esitligini saglamaliyiz.

Yine S’nin ¢ (S) cinsini hesaplamak icin (3.4) esitligi kullanacagiz. Oncelikle
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T ’nin elemanlarini toplayalim.

esitliginden

r-1
Dt=> > (ka, +ka, +...+k,a,)

teT k=0ky=0  k,=0

Bu toplamu igten baglayarak agarak yazalim.

-1 g
kzkz [(k,a, +kya,+...+k ja,, )+0.a, ]
=0 n-1=0

+[ (ka, +kea, +...+k 3, )+1.a, |
+...
+[(k2a2 +kaa, +...+ka, )+(r, —1).an]

- rzl ril[(kzaz +ot K8, ), +(0-<’ﬂln+1-an +.+( _1)a“)]
k=0 k=0

n-1 -1

= 2 [(Kay otk g,y )+ (0414244 (1, -1)).a, |

k,=0 kn-1=0
n-1 ;-1 ( r,— 1) I i|

_ Z z {(kza2 +..+ka, ) +a,.
ko=0 Ky

-1 -1

-3 rr{kzaz Rt

kp=0 Kn1-0

N[5
I
=
L

k, =0 Kn_1-0

i it a,.(r,-1
=T, ...z(kzaz+...+kn_2an_2+0.an_l+ (=)

ko =0 Kn-1-0

a,.(

k,a,+...+k, ,a, ,+la ,+

N |
|
=
~

N

kpa, +...+K ,a, ,+(r,—1).a,,+

n

+

+ i
VR 7N\
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hoy-1 _
—rz Z[ka+ +k A (r2 1)}

r,-1 -1 an (rn _ 1)
= > (Kay ek )+ (124 (1)), M

ky=0  K,1o

pl s r . —1)r._ a(r.-1
:rnz (k2a2+ +kn 28, 2)n1+(n1 2) b a,; + n(; )'rn1:|

ky=0  K,1o

Bu sekilde devam edersek

= r‘n'rn—l-rn—z -..r3-r2 |:an (r;_l) + an_l(r;_l _l) +---+ az (r;_l)j|

elde edilir.
R Hr = r | -1° |+1 r
j=i
n
IIn
_ =2

r

elde ederiz. Bu, son esitlikte yerine yazilirsa

Ceron {M}n.rﬂ_y..@.@ {M}m+rn_,n_lmryrz[az(rz—1@

2 2 5
=l Bh [#}am S (S (AP A A {W}aﬂa.ﬁ rn.rn1...r{r2(r22_1)};12
Bofog ooy & rr .o\ s
= Zk fha-los - anlanl .. n'n-1---"3-%2 Zkzaz
n rﬂ—l Ky1=0 r2 kp=0
a1 -1
=R anan+Rnlz K, ., ,++R Zka
Kn_1=0
Yine,
=8



esitliginden

olur. Boylece ,

-1 rn-1
D t=R D ka, ++R, D> k,a,
ky=0 k,=0

teT

e [H g o (55

n1
=Y —R.r.(r-1).a
5 Reri(1-1)-

i
i=2

Burada R; _a yazilirsa

3.2.2 Onermeden,

a1teT 2

1(1 a-1
=_|= - _1 —

@[2%;(“ )a'J 2

ve (1) sikkindan

olmasindan
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elde edilir. Bu S ’nin simetrik oldugunu gosterir.

(i) a, modiiline gére S ’nin minimal transversali T =T(a,) iken (3.5)

esitliginden

yazariz. Bu ifade S ’nin Hilbert serisidir.

-1 r-1
2X=2 0 Z X
teT k,=0 k3=0
L1611
_ . ()(kzziz+...+0.an n Xk2a2+‘..+1.a,, T szaﬁ-...+(I’n—1)an )
k,=0ks=0 K, ;=0
nL-1rn-1 a1

= cee Z XkZaZ+"'+kn71an71 (XO + Xan + Xzan + . + X(rnfl)an ))
ko=0ks=0 k=0

_ anan Z z Z (Xk2a2+ +0.2, 4 n Xk2a2+ +la,, I Xk2a2+ +(r4-1) )
k, =0 k,=0ks=0  k, ,=0
rn-1 -1 o1
_ Z x Koo Z Z Koot g 20 (XO 4yl +“.+X(rn_1—1)an_1)
k, =0 k=0 k,,=0
r,-1 -1 1,1 fg-1
— z anan z z szaﬁ Aknp-2y z X Kn1@n1
kn:0 k2:0 n 270 n -1~ =0
-1 fhg-1 r,-1
— z anan z an—lan—l . z szaz
k, =0 K, 1=0 k,=0
1_ anan 1_ an—lan—l 1_ szaz
l1-x> 1— x 1-x*
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elde edilir. O halde

4.2 Carpimlar Yarigrubu

Simdi bir 6nceki boliimde elde edilen sonuglari agiklamak i¢in diizgiin dizilerin

ilk 6rnegi olan ¢arpimlar yarigrubunu tanitalim.

P, Py,---, P, ikiserli olarak aralarinda asal olan pozitif tamsayilar,

P :H Pi
i1

ve P _P olsun. Bu durumda,
P

Pj:__ _ n:pl-pz“'pjfl'phl"'

olur.

¢, =1ve g 1p iken

olsun. Bu durumda,

%=%H=%£ﬁﬁ;&=qmm&m

1

29
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p_g PoPip

a =0Q.K _qi-Tn:Ch Pr--- Pit Piia. Py
a,=0,P, =0, Pog p.p,,
Pn
ve @, { p, olmasindan
(a,a,,...,a,)=1

olur. (ai, az,...,an) diizgiin bir dizidir. (4.4) esitliginden

a,;=q.p,... P,
a,=0,.P-Ps--- Py

a, =0-Py-- Prg-Prig--- Py

ObeD (0. P, - Py ;- Pu-Pay- - P G- oo Py Prsa -+ P )

=d, =1l[ p, ,k=1...,n

i=k+1

= Py Py -« Bn
r = = =p , k=2,...,n
‘ dk pk+1pk+2"' pn ‘

M@ = Pe-dy = Py-0y R

:pk.qk.[pl...zi...pnj

:qk'(pl"' pk"'pn)
=q,.P

=0 (P Pe---Py)
:(qk'pl)(pZ"' pn)

P.=p,...p, esitliginden,

30



= .3, =(q.p,).P,
a, =0q,.P, ve q, =1 olmasindan a, =F,
=r.a,=(q.p,)a S, , k=2
=ra, €S,

elde edilir.

F(S)=Xra-2a

i=2 i=1
n ha = n r.(q| P.)
i=2 i=2

olur.
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ve i=2,...,n igin

ia = pgR = pug. P =g p

oldugundan

4.3  Binom Yarigrubu

Diizgiin diziler tarafindan iiretilmis yarigruplara giizel bir 6rnek olan Binom

yarigrubunu verelim.

a,b>1, (a,b)=1 olan pozitif tamsayilar ve
B, ={a",ba™*,...,b" a,b"}
kiimesi ile Uiretilen yarigruplarin bir ailesini alalim.
a =a"*b* , k=0,...,m
olsun. a, dizisinin diizgiin dizi oldugunu gorelim. k =1,...,m igin

d, =obeb(a,,...,a,)

alirsak,

(4.1) ve (4.2) esitliklerinden,
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= obeb(ao,...,ak_l) ~ (am1 bam_l,,,,,bk‘lam’(k*l))
k — =

obeb(ay,...,a,) (am,ba”“l,...,bk‘lam’(k’l),bkam‘k)

elde edilir.

ra, =aa,
=aa™"b*
=a" pp*
= bb* g™
=ba, ,

ve g, ,€S= <a0,...,akfl> oldugundan

ra, €S =(a,....a.)

olur.

esitliginde, k =1,...,m i¢in I, =a oldugunu kullanirsak

ve

oldugunu kullanirsak



F (S) — Zm:aerlfkbk _ iamfkbk

k=0 k=0

elde edilir. Yine

H, (X) =5
1-x%
[1(2-x)
esitliginde k =1,...,m i¢in I, =0 ve
ak — amfkbk
yazilirsa
m (1_ Xam+1—kbk )
H, (x) =3
1_ Xam—kbk
[](e-x")
bulunur.

4.4 Geometrik Diziler

Bu boliimii geometrik diziler ile iiretilen ile yarigruplar bitirelim.

t>0, j<k,t ve q aralarinda asal ve i =1,..., j—1 igin

Si S q'si+l
olmak lizere
2,=0"
. k [
8, =s.0q +tq
a,=s,q“+tq’”
a. =s.q“+t
=54
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olsun. i=0,...,n igin (&) dizisinin diizgiin dizi oldugunu gorelim. i >1 i¢in

d, =obeb(a,,...,a,)
=obeb(q*,s,0" +tg' ..., 50" +tg’)

=q'"
i>2 igin,
r,= dollf = q;_j(i:) qujl.q =q
ra =03

=q(sa“+tq")

i-1)

a = si_lqk +tqH ve a, = qk oldugunu kullanirsak

=5,"q+ta""g+(s.,0" ~5,.,")
=s.,9"+t0" " +s9"q-s.,q"
=a, +(siq —Si,l)qk
=a_, +(s;0-5.)a

elde edilir. Bu,,
ra =a_,+(50-5.,)a €S(a,....a)
demektir. i =1 igin
2, €S (ay)
oldugunu goérmeliyiz.

d, = obeb(a, a,)
=obeb(q",s,9" +tg’")
i1

=q

ve
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olur. Buradan

elde edilir.

ra, =q ™ (Slqk +tqj’1)
=q" (Slqki(jil) +t)

=3 (Slqkf(jfl) +t) eS=5(a,)

=135 =5(a)
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5. ARITMETIK DiZiLER VE FROBENIUS SAYILARI

Bu boliimde a,,...,a, aritmetik dizisi ile iretilen sayisal yarigruplarin

Frobenius sayilari, cinsleri ve Hilbert serisinin hesaplanmasinda minimal transversal

yonteminin nasil kullanildig1 anlatilacaktir.

5.1 Genellestirilmis Aritmetik Diziler

5.1.1 Tammm a,d,h,n pozitif sayilar, a>2 ve (a,d)=1 iken
S=(a,ha+d,ha+2d,....,ha+nd)
formundaki sayisal yarigruplara,
a, =ha+kd, k=1...,n (5.1)
aritmetik dizisi ile tiretilen yarigruplar denir.
5.1.2Ornek a=7,h=2,d =3,n=4 olsun.
a,=27+k3,k=1....4
ise

S=(7,27+3,27+23,27+33,27+43)
=(7,17,20, 23, 26)

sayisal yarigrubu, bir genellestirilmis aritmetik dizisi ile iiretilen yarigruptur.
5.1.3 Uyan a,d, h,n pozitif tamsayilar ve
a, =ha+kd , k=1...,n
olmak lizere a, =a,4a,,...,a, genellestirilmis dizisinde k > a ise,
k=a+t, 0<t<k
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—a, =a,, =ha+(a+t)d
=ha+ad +td

=(ha+td)+ad

=a, +a,.d
olarak yazilabileceginden

O<n<a
olarak kabul edebiliriz.

Simdi, a modiiliine gére S ’nin minimal transversalini bulalim.

5.1.4 Yardimc1 Teorem S = <a0,a1,...,an> bir genellestirilmis aritmetik dizi

ile iretilen bir sayisal yarigrup olsun. S 'nin @, =a modiiliine gére her minimal

temsilcisi
s.a,
veya
1<r<n
i¢cin
sa,+a,

formunda yazabiliriz.
Ispat:

S=(a,ha+d,ha+2d,....ha+nd)

a,l,mvep ’nin, S ’nin a modiline gore bir C, Kkosetinin minimal temsilcisi

oldugunu varsayalim.

seS=s=ak,+ > ka
k=1
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C,={seS|s=k(moda )|
ve p, C, ’nin minimal elemant olacagindan

seS :>s=a.k0+2kiai
k=1

esitliginde

p=ka +k,a,+...+ka,

elde edilir. p ’nin ki maksimal olan tiim temsilcilerinden,

oldugunu gorelim. u <v<n oyle ki k;,K, >1 oldugunu varsayalim. Boylece
p=ka +k,a,+...+k,a, +...+ka, +...+k.a,

k,,k, >1 oldugundan

p=a,+a, +ka +...+(k,-1)a, +...+(k,~1)a, +...+ka,

n-1
=a,+a,+ > la +ka, , | eN
i=1
a,=ha+ud ve a,=ha+vd oldugunu kullanirsak
p=(ha+ud)+(ha+vd)+ Zla +ka ,leN

yazabiliriz. w=u+V olsun. Bu durumda
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a, =ha+wd =ha+(u+v)d
=a, =ha+ud +vd

istteki p esitliginden

n-1
p—ha=ha+ud+vd+) la +ka,

i=1

n-1
p—ha=a,+> la+ka,

i=1
olur. Eger w<n ise
p—haeS$S
olur ki, eger h>1ise bu p ’nin minimal olmasi ile ¢eligir. Eger h=0 ve w=n ise

n-1
p=a,+ > La+ka,
i=1

n—.

= Zﬁliai +(k, +1)a,

i=1
elde edilir ki, bu k, ’nin maksimal olmasiyla gelisir. Eger w > n ise
w=n+t , t>0
a, =a,, =ha+(n+t)d
=ha+nd +td

=ha+td +nd
=a, +nd

n-1
= p-ha=a,+ > la +ka,
i=1

n-1
= a'n+t +Z|iai + kna‘n

i=1
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n-1
p—ha=a +nd+> la +k,a,
i=1
= p=a,+(ha+nd +Zla +k.a,

p:a[+an+ZIiai+knan

i=1

=a,, +Zla+ k,+1)a

olur. Bu, k,’nin maksimal olmasi ile gelisir.
5.1.5 Teorem S =(a,,a,,...,a,) , 8 =a ve k=1...,n icin
a, =ha+kd

genellestirilmis aritmetik dizisi ile liretilen bir yarigrup olsun.

a-1l=sn+r , 0<r<n
ve T, moda’ya gore S ’nin minimal transversali olsun. Bu durumda, T ’nin sayilar
ka, k=0,...,s

ka, +a , k=0,...,s-1,1=1...,n-1

sa,+a , I=1....r
olur.

Ispat:S°nin k.a, ve k.a, +a formundaki temsilcilerinin sayisi, moda’ya

gore a tane farkli koset olacagindan, a’ya esit olmalidir. Boylece,

formundakiler, s+1 tane,

ka,+a , k=0,...,s-1,1=1...,n-1



formundakiler, s(n—1) tane ve
sa,+a , I=1...r

formundakiler de r tane, yani toplam
(s+1)+s(n—1)+r

=s+1l+sn—s+r
=sn+r+1
=a

olur.

5.2  Genellestirilmis Aritmetik Yarigruplarin Frobenius Sayilari

Bu boliimde genellestirilmis aritmetik diziler ile iiretilen sayisal yarigruplarin

Frobenius sayilari, cinsleri ve Hilbert serilerinin nasil hesaplanacagi anlatilacaktir.
5.2.1 Sonu¢ S=(a,,...,a,) , 8, =a ve k=1,...,n i¢in
a, =ha+kd

genellestirilmis aritmetik dizisi ile tretilen bir yarigrup olsun. Eger s e N olmak

uzere
a-1=sn
ise,

()F(S)=a(hs+d-1)—d

(ii)g(S)zaT_l(sh+h+d—1)

(i) H, (x) —%{u o Xnd)gl_ X )]
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Diger yandan,
a-1l=sn+r , O<r<n
ise, bu durumda

()F(S)=sa,+a —a=(sh+h-1+d)a—d

(ii) g(S):%[(a—l—r)h(s+1)+d (a-1)]

dn RVE " _dr
(i) H, (x) = —— 1+Xa1(1—x ) (1-x )+Xsan+al(1 x")

1-x (1-x") (1-x™) (1-x)

Ispat: a—1=sn ise, S ’nin a modiiliine gére minimal transversali 5.1.5.

Teoremden

T ={0}u{ka,+a |k=0,...,s-1,1=1...,n}
olur. Boylece,

max(T)=(s-1)a, +a,
=s.a

n
bulunur.

(1)3.1.6 Teoremden

F(S)=max(T)-a

a, =ha+nd yazlirsa,

=s(ha+nd)-a
=sha+snd —a

ve sn=a—-1’den

=sha+(a-1)d-a
=a(hs+d-1)—-d
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elde edilir.

(ii)3.1.7 Onerme’den

1 a-1
S)==> >t-——=
g( ) a; 2

oldugunu biliyoruz.

2t= ii(kan +3,)

teT k=0 I=1

;_x

S—.

((ka, +a,)+(ka, +a,)+...+(ka, +a,))

»
| Il
= o

(nka, +(a, +a,+...+a,))

=~
o

k=1---,n igin 8, =ha+kd olmasindan

|_.

S—.

= (nka +((ha+d)+(ha+2d)+...+(ha+nd)))

»n x
| 1l
[ -]

I
M

(nka, +nha+d (1+2+...+n))

(nkan +nha+d @J

[ =~
Ll ]

7\‘
o

s—1
=na Zk+nha21+d n(n+1) 1
k=0 2 k=0
:nan%+nhas+d—(n+l)s

a-1
a-l=sn=>n=—— alirsak
S

:(a—l)a (s—l)s+(a—1)h . d( 1)n+1
s "2 s s 2

= (a2—1) [(s-1)a,+2ha+d(n+1)]
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elde edilir.

(s-1)a, =(s—1)(ha+nd)
=sha+snd —ha-nd
=sha—-ha+snd —nd

ve a—1=sn oldugundan

=sha—ha+(a—1)d —nd

ve boylece
Zt:(a—;l)[sha—ha+(a—1)d—nd+2ha+d(n+1)]
teT
=(a;”[ym—ha+ad—d—nd+2ha+nd+d]
:(az_l)[sha+ha+ad]
(a-1)
= 1)h d
> [(s+ )ha+a ]
(a-1)
= h+h+d
> [a(s +h+ )]
a(a-1)(sh+h+d)
t=
2 2
Bu esitlik,
1 a-1
S)==St-2=
g( ) ateT 2

ifadesinde yerine yazilirsa

g(s)= 1{3(3—1)(sh+h+d)} a_1

2 2

=28 hinta)- 2t
2 2

— A o hed 1]
2

elde edilir.
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(iii)3.1.7 Onermeden

T’nin elemanlari
oldugundan 6ncelikle

elemanlarini inceleyelim.

n
z Xkanﬁ-aI :Xkan+a| + Xkan+a2 + .+ Xkan+an
i=1

=X XA 4 x4 xE

= X (X% 4 X 4+ X

ve i=1...,n, a =ha+id olmasindan

ha+d + Xha+2d + o+ Xha+nd )

=Xka" (X
= x* [(xha(xd +x% 4. 4 x™ ))}

2 n
= xka”ha(xd +(xd) +...+(xd) )

n
r
_ Xkan+ha§ :(Xd )

r=1

ka+han d a\?
= (1)
r=1

_ yf@n+(hatd) o X r-1
2.(x")
01 seomat om0 e s
geometrik toplaminin =Y ifadesine esit olmasindan
r=1 -
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bulunur.

diyelim. k =0,...,s-1i¢in f(a)’nin elemanlarmi inceleyerek toplamina bakalim.

_ d d s—
S ka, +a; 1_Xn _ 1_Xn 5 ka,+a;
X d | ZX
> 1-x 1-

d
k= ) G

1-x" &
Xal X ka,

d
1-x =

__ynd s-1

k
1 d X (Xan)
—X

k=0

-1 _ Xan
ve yine Z(x""" )k geometrik toplami 1(—3) ifadesine esit oldugundan
k=0 - X7

= X% 5.2
1-—x° 1—x% (5:2)

elde edilir. T’nin elemanlar
T ={0}u{ka,+a |k=0,...,s-1,1=1...,n}

oldugundan (5.2) esitligine x° =1 ekleriz. Boylece

bulunur.
Simdi,

a-1l=sn+r,0<r<n
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durumuna bakalim. Bu durumda, S ’nin a modiiliine gore minimal transversali
T={0ju{ka,+a |k=0,...,s-1,I=1...,njU{sa, +a |l =1,....r}
olur. Boylece,
max (T ) =sa, +a,
ve yine 3.1.6 Teoremden

F(S)=max(T)-a
=sa +a —a

a,=ha+nd ve a, =ha+rd oldugunu kullanirsak

=s(ha+nd)+(ha+rd)-
=sha+snd +ha+rd —a
=(sh+h-1)a+(sn+r)d
(sh+h-1)a+(a-1)d
(sh+h-1)a+ad-d
=(sh+h-1+d)a-d

bulunur.
. 1 a-1
(ii) g(S)=g;t—T
esitligini kullanalim. Once
Dt
teT
toplamini bulalim.
L _ns (s—1)a,

ka +a
k=0 1=1

esitligini 6nceki durumda elde etmistik.
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r (sa,+a)=(sa,+a)+(sa,+a,)+...+(sa,+a,)
1=1

=rsa, +(a,+a,+...+a,)

=rsa, +((ha+d)+(ha+2d)+...+(ha+rd))
=rsa, +rha+(d+2d +...+rd)

=rsa, +rha+d(1+2+...+r)

=rsa, +rha+d _r(r+1)

Boylece, T’nin tiim elemanlariin toplami

—ns(s;l)an +nsha+sd _n(n2+1) +rsa, +rha+d _r(r +1)

= l[nszan —nsa, +2nsha+n’sd +nsd +2rsa, + 2rha+r(r +1)d |

a, =ha+nd alirsak,

[ns a, +(rsa, +rsa, )—ns(ha+nd)+2nsha + nsd +nsd + 2rha +r?d +rd}

NII—‘ I\)II—‘

[ ns a, +rsa + rsa, —nsha—n’sd + 2nsha+n’sd +nsd + 2rha +r*d +rd]

[ (ns+r)+rsa, —nsha—n’sd +2nsha +n’sd +nsd + 2rha +rd +rd}

sn+r =a—1 oldugunu hatirlarsak
= l[san (a—1)+rsa, +nsha+nsd +2rha+rd +rd |
veyine a, =ha+nd esitligini kullanirsak,

:l[s(ha+ nd)(a-1)+rs(ha+nd)+nsha+nsd +2rha+rd + rd}
= %[sha2 +snda —sha—snd + rsha+ rsnd + nsha +nsd + 2rha+ r?d + rd]

=1[sha2 +snda—sha+rsha+rsnd +ha(ns+r)+rha+rd +rd]
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= %[sha2 +snda—sha+rsha+rd(sn+r)+ha(a—1)+rha+ rd]
= %[sha2 +snda—sha+rsha+rd(a—1)+ha’—ha+rha+ rd}
= %[sha2 +snda—sha+rsha+rda—rd +ha*—ha+rha+ rd]

:%a[sha+snd —sh+rsh+rd +ha—h+rh]

=%[sh(a—1+ r)+d(sn+r)+h(a-1+r)]
=2[(sh+h)(a-1-r)+d(a-1)]
:%[(a—l—r)h(s+1)+d(a—1)]

(iii) Yine,
T={0}Ulka, +a [k=0,...,s-1,1 =1...,n} U{sa, +a |1 =1,...,r}

olmasindan, T’nin elemanlarinin toplami

Zt =1+§§Xkan+q +2Xsan+a|
teT k=0 1=1 1=1

olur. Bir dnceki boliimiin (iii) sikkindan ortadaki toplamin

Xal 1_Xnd 1—Xsa”
1-x* 1-x*

oldugunu gordiik.

r
szan+a| :Xsanﬁ-a1 + Xsan+a2 + + Xsanﬁ-ar
1=1

= X% XA x4 XX
= X (X% X X )

g, =ha+id ,i=1,...,r oldugunu kullanirsak
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ha+rd )

¥ S8n (Xha+d +Xha+2d T 4X

¥ San (Xhaxd +XhaX2d n +Xhaer)

(6 )
> ()
mni(xd)( )
— ySrhatd r( )

n=1

sa +ha

r | 1(x)

Z:(Xd )H geometrik toplaminin = ifadesine esit oldugunu kullanirsak
n=1 —X

olur. Boylece,

esitliginden

elde edilir.
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