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OZET

FOURIER OPERATORLERININ MORREY UZAYLARINDA
YAKLASIM OZELLIKLERI
YUKSEK LiSANS TEZi
LEVENT ACIL
BALIKESIR UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

(TEZ DANISMANI: PROF. DR. ALI GUVEN)
BALIKESIR, HAZIRAN - 2013

Bu ¢alisma trigonometrik Fourier serilerinin Cesaro, Zygmund, Norlund ve
Riesz ortalamalarmmin Morrey uzaylarindaki bazi yaklasim 6zelliklerinden
olusmaktadir.

Bu tez birinci boliim giris olmak tizere dort ana boliimden olusmaktadir

Ikinci boliimde, trigonometrik yaklasimin temel tas1 olan Fourier
serilerinin tanimi verilmistir. Bu boliimiin ikinci kismu ise, Cesaro, Zygmund
NOrlund ve Riesz ortalamalarinin tanimi ile ana teoremlerde kullanilacak bazi

tanimlardan olugmaktadir.

Ucgiincii béliimde, bu ¢alismada kullanilan fonksiyon uzaylarmin tanimi ve
temel Ozellikleri verilmistir.

Dordiincii boliimde ise, elde edilen sonuglar, bu sonuglarin ispatlar1 ve bu
ispatlarda kullanilan bazi lemmalar verilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Morrey uzayi / Lipschitz smifi / Fourier serisi /
Cesaro ortalamas1 / Zygmund ortalamas1 / Norlund ortalamasi / Riesz ortalamasi



ABSTRACT

APPROXIMATION PROPERTIES OF FOURIER OPERATORS IN
MORREY SPACES
MSC THESIS
LEVENT ACIL
BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE

MATHEMATICS
(SUPERVISOR: PROF. DR. ALi GUVEN)
BALIKESIR, JUNE 2013

This study consists of some approximation properties of Cesaro,
Zygmund, Norlund and Riesz means of trigonometric Fourier series in  Morrey
spaces.

This study consists of four main chapters including the introduction part as
the first chapter.

In the second chapter, the definition of Fourier series, which is the crucial
point of trigonometric approximation is given.The second part of this chapter
consists of the definitions of Cesaro, Zygmund, Norlund and Riesz means with
some definitions that are going to be used in the main theorems.

In the third chapter, the definition of the main properties of function spaces
used in this study are given.

In the fourth chapter, the results which were obtained, the proofs of these
results and some lemmas that are used in these proofs are given.

KEYWORDS: Morrey space / Lipschitz class / Fourier series / Cesaro mean /
Zygmund mean / N6rlund mean /Riesz mean
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SEMBOL LiSTESI

LP*(T)

Lipa’p(ﬂ) :

Birim gember ([0, 2] aralig1 )
Morrey Uzayi
Lipschitz Uzay1
Cesaro (Fejér) ortalamasi
Zygmund ortalamasi
Riesz ortalamasi

Norlund ortalamasi

Sareklilik modulid
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1. GIRIS

Trigonometrik Fourier serilerinin Cesaro, Zygmund, Norlund ve Riesz
ortalamalar1 ile yaklasim problemi bir¢ok matematik¢i tarafindan c¢alisilmistir.
Cesaro ortalamasinin Lebesgue uzaylarinda bazi yaklagim o&zellikleri Quade
tarafindan incelenmistir [1]. Kokilashvili ve Samko Degisken iisli Agirlikli
Lebesgue uzayinda trigonometrik serilerin Zygmund ve Cesaro ortalamalarini
incelemislerdir [2].Cesaro ve Zygmund ortalamalarinin agirlikli Orlicz uzaylarinda

yaklagim Ozellikleri ise Glven ve Israfilov tarafindan ¢aligilmigtir( [7]).

Norlund ve Riesz ortalamalarinin L? uzaylarinda yaklasim ozellikleri
Mohapatra ve Russell ([3]) , Chandra ([4]) , Leindler ([5]) tarafindan
caligilmigtir. Giiven , Chandra’nin agirlikli L” uzaylara genellemelerini
ispatlamis ([6]) , Giiven ve Israfilov ise Chandra ve Leindler’in sonuglariin
benzerlerini genellestirilmis Lebesgue uzaylarinda elde etmislerdir ([8]).

Morrey uzaylarinda yaklagim teorisinin diiz ve ters problemleri
Tozman tarafindan elde edilmistir ([9]).

Bu ¢alismada trigonometrik Fourier serilerinin Cesaro, Zygmund , N6érlund
ve Riesz ortalamalari ile yaklasim 6zellikleri incelenmis ve [2], [4] ve [5]

calismalarinda elde edilen sonuglarin Morrey uzaylarinda benzerleri ispatlanmistir.



2. FOURIER SERILERI

2. 1 Fourier Serileri

2.1.1Tamm: 3, b (k=0,12,..) sabit sayilar olmak tizere

N|c§°’

+>"(a, coskx +D, sinkx) (2.1)

o0
k=

[

serisine bir trigonometrik seri denir.

> (a, sinkx—b, cos kx)

o0
k=

=

serisine de (2. 1) serisinin eslenik serisi denir.

2.1.2 Tamm : neN | & b (k=0,1,2,..,n) sabit sayilar ve |a,|+|b,|=0

olmak Uzere

t, (x) :%+§(ak coskx+b, sinkx), n=012,..

ifadesine n . dereceden bir trigonometrik polinom denir.

2.1.3 Tamm : N=0,1,... jcin derecesi n’yi asmayan trigonometrik
polinomlarin kiimesi £7, ile gésterilir.

2.1.4 Tamm : T=[0,27] olmak Uzere f  L'(T) olsun.

2
a, :i_[ f (t)cosktdt, k=0,1,2,...

0

ve

2z

b, == [ f (t)sinkidt, k=12,..

7o



o0

olmak (izere %JrZ(ak coskx +b, sinkx) trigonometrik serisine f fonksiyonunun
k=1

Fourier serisi denir ve

f(x)~%+2(akcoskx+bk sinkx)

0
k=

UN

yazilir.
2.1.5 Tamm ; Ao(f)(x):=% ,
A (f)(x):=a,coskx+b,sinkx , k=1,2,...
olmak tzere

S, (1)(x)= A (f)(x), n=012,..

bi¢ciminde tanimli (Sn (f )) dizisine f fonksiyonun Fourier serisinin kismi toplamlar
dizisi denir.

2.1.6 Tamm: f el e f (x)~%+§:(ak cos kx +b, sinkx)
k=1

olsun. (@, sinkx—b, coskx) trigonometrik serisi bir fonksiyonun Fourier serisi ise
k=1

bu fonksiyona f fonksiyonunun eslenik fonksiyonu denir ve f seklinde gosterilir.

2. 2 Cesaro, Zygmund, Norlund ve Riesz Ortalamalar

2.2.1 Tamm 3(5n ( f )), f fonksiyonun Fourier serisinin kismi toplamlar

dizisi olmak Uzere



6. (1)(x)=—=3s, (1) (x)=3 (1—LJA(f)(x), n=12,..

n+13 k=0

ifadesine f fonksiyonunun Fourier serisinin n. dereceden Cesaro (Fejér)

ortalamasi denir.

2.2.2 Tamm : r =1,2,...olmak Uzere

Z, (1)(x) =2+

; Z[l— K }%(f),n:l,Z,

k=1 (n + l)r

ifadesine f fonksiyonunun Fourier serisinin r. mertebeden Zygmund ortalamasi

denir. Zygmund ortalamas1 , r = 1 durumunda Cesaro ortalamasina esit olur.

2.2.3Tammm :{p }"  pozitif reel sayilarm bir dizisi olsun.

0

IDnzzpm’ p,=P,=0
m=0

olmak Uizere

ifadesine f fonksiyonun Fourier serisinin {pn}“’ o dizisine gore NOrlund ortalamasi,

R (100 =52 P8 (1))

ifadesine ise f fonksiyonun Fourier serisinin {p,}" dizisine gére Riesz ortalamas

denir.



p,=1,n=0L12,..

durumunda Norlund ve Riesz ortalamalarinin ikisi de Cesaro ortalamasina esittir.

2. 2. 4 Tamm : {p}" pozitif reel sayilarn bir dizisi olsun. n>m

seklindeki her n,m e N igin
P, <cpy (P, >c0p,)

olacak sekilde sadece {p,} ~ dizisine bagh bir ¢ pozitif sabiti varsa {p,}

dizisine
hemen hemen monoton azalan (artan) dizi denir ve {pn}:zoeAMDS

({ p"}::o € AMIS) seklinde gosterilir.

2.2.5 Tanim : Ana teoremlerde kullanilacak olan Ap, gosterimi

Apn = pn - pn+1

seklinde tanimlidir.



3. FONKSIYON SINIFLARI

3.1 Morrey Uzaylari

3.1.1Tamm: T=[0,27],0<a <2 ve p>1 olmak iizere

= Jsup—1 [If(0)|de|f <o

1-=
! ||| 2 1

Il

LPe(T)

kosulunu saglayan f e LE)C(T) fonksiyonlarmin kiimesine L"* (T) Morrey

uzay1 denir . Buradaki supremum tim | < T araliklar tizerinden alinir.

Bu uzay bir Banach uzayidir ve « =2 oldugu durumda L" (T) uzayiyla, a =0

durumundada L”(T) uzay: ile ¢akisir . L (T) < L°(T) dir.

3.1.2Teorem: 0<a <2 ve l<p<ow olsun. Her f e Lp’“(’]l‘)

icin

Si(f)

el

Lo L (1)

olacak sekilde bir ¢ > 0 sabiti vardir ([9]).

3.1.3Teorem: 0< @ <2 ve 1< p<w olsun .Her fel”(T)



icin

|

v <l

olacak sekilde f’den bagimsiz bir ¢ >0 sabiti vardir ([9]).

3. 2 Sureklilik Modull ve Lipschitz Siniflar

3.2.1Tamm: f e "*(T) , 0<a<2 ve p=>1 olsun.

Ay (1)(x) = F(x+h)=F(x)

olmak Uzere

, 020

LP(T)

w,,(f,6)=sup

0<h<s

A ()

seklinde tammlanan @, , ( f,. ): [O,+oo) - [O,+oo) fonksiyonuna f

fonksiyonunun streklilik modult denir.

Siireklilik modiiliiniin baz1 6zellikleri sunlardir ;

o Her f,, f,el"(T) icin w,,(f,+f, . )<0,,(f,. )+o,, (),

. o,,(f.né )<nw,,(f,.), neN

° a)p'a(f,O):O,



e limw,(f,5)=0.

50"

3.22Tanmm: 0< <1, 0<a <2 ve p>1olsun.
Lip, ,(B)={f eL"*(T): ,,(5,f)=0(8"),5>0}

kiimesine Lipschitz sunifi denir.



4. ANA TEOREMLER

4.1 Cesaro ve Zygmund Ortalamalan ile Yaklasim

4. 1.1 Yardimci Sonuglar

4.1.1.1. Lemma: f e L"*(T) ,

(i)

Sn(f)_o-n(f)

olacak sekilde bir ¢ >0 sabiti vardir.

(i)

olacak sekilde bir ¢ >0 sabiti vardir.

Ispat: (i)

(ii)

LP(T)

Sn(f)_o_n(f)

Sn(f)_zn,r(f)

<
LPe(T) — ¢

<
LPe(T) ¢

ispat1 (1) deki gibi yapilir.

S,()=e ()

L

0<a<2 ve p>1 olmakizere,

(T)

(4.1)



4.1.1. 2 Teorem :(Morrey uzaylarindaki Marcinkiewicz Carpan Teoremi)

{A}._, reel sayilarin

2k+l_

A<M, gpj ~Aa|<M k=01,.. (4.3)
-

kosullarmi saglayan bir dizisi olsun . Eger f e L*“ (']I‘) , 0<a <2,

1< p<oove f (e‘9)~ickeik9 ise

k=0

h(eia) — ickﬂ’keike
k=0
ve

[

)£c||f

LPe(T LP%(T)

olacak sekilde h e LP“ (T) ve bir ¢ >0 sabiti vardir ([9]).

4.1.2 Teoremler

4.1.2.1 Teorem: f € L'" (T) , 0<a<?2 ve p=>1olmak lzere

1
wa(n) = C@a (F’ f) , N=123,..

Jf-o(. 1)

olacak sekilde n’den bagimsiz bir ¢ > 0 sabiti vardir.

Ispat : Sn(x, f~)—an<x, f):



A

dizisi (4.3) deki sartlar1 saglar ([7]).

ve (4.1) den

elde edilir. Buradan

||f—an(.,f)

ko
n+1
, k<n
sin K k=12,.
2n
0 k>n
n k -
=>» —A|.,f
“(T) k=1 n+1Ak( ) LP4(T)
> AsinEA (1)
k=1 2n L"“”(T)
= iik(”)sini&(x f)
k=1 2n pra(T)
<c ismlﬁk(., f)
k=1 2n Lp‘a('ﬂ‘)
<c f(.+ij_f( _ij
2n 2N L)
1
< =, f
con[L1)
S, (. f)=0, (. f). (T)_Ca)pya(

LP<(T) S”f =S,(. 1)

11

LPe

+
(T)




bulunur.

4.12.2 Teorem f el”(T), 0<a<2, p>1ven=12,...olmakizere ,

1
mevgcw“a(tﬁ}

olacak sekilde n’den bagimsiz bir ¢ >0 sabiti vardir.

1f-2Z.,. (. )

kf

Ispat: Sn(x, f)—Zn]r(X, f): kril (n+1)rA( (X, f~)
kr
n (n+1) )
A" = K =n k=12,..
2n
0 , k>n

dizisi (4.3) deki sartlar1 saglar ([7]).

Su(- F)-2,, (. 7).




ve (4.2) den

S, (. £)=Z,. (. )

1
o) < € o (ﬁ’ f j

elde edilir. Buradan

||f ~Z,. (-, f)

war)

< f 1
LP4(T) =Co,, n/)

S, (.. f)-Z,, (.. T)

LP(T) S”f -S ( ’ f)

LP(T)

<|f-z,.(. )

bulunur.

4. 2 Norlund ve Riesz Ortalamalar Ile Yaklasim

4. 2.1 Yardime1 Sonuclar

Bu kisimda teoremler ispatlanirken kullanilacak bazi lemmalar verilmistir .

4.2.1.1Lemma: fel®(T),0<a<2 ve 1<p<o icin

By () :o(mp,a (1, fD n=1,2,3,..

n

olur.

42.1.2Lemma: 0<fp<1l ve p>1 olsun. Bu durumda

Her felip, (B) icin

13



=0(n”), n=1,2,3,.. (4.4)

|f-s.(F)

LP<(T)
olur.

fspat: t', (n=012..), f eLip,,(B) fonksiyonun trigonometrik

polinomlarlaeniyi yaklagimiolsun. O halde

B () =] F -

LP(T)
ve 4.2.1.1 Lemma’dan
= :O(a) a(l, fj]
LP(T) P2l n
ve f eLipa'p(ﬂ) oldugundan
”f _t*” LP“(T) :O(niﬂ)

olur.

Kismi toplamlar dizisinin L™“ (T) uzayinda dizgiin sinirliligindan ([9]),

IA
—
|
—

”f_sn(f) t*n_sn(f)

+
(1) e ()

LP<(T)

S.(t,— 1)

oy * e (m)

IN
-
|
—+

* LPe e ”f_t*”
PA(T)

LPe(T)

=o(|f -,
=0(n”)

elde edilir.

14



4.2.1.3Lemma : O<a<2 , 1<p<o olsun.

felip,, (1) isef mutlak sureklive f'eL™(T)

olur.
ispat: L"(T)c L"(T) oldugundan |f ||p <c|f ||LM(T) dir.
Buradan
Sl (Ol <ozl (Dl
ve
w,(f.8)<cw,,(f,5)
olur.

feLip,,(1) ise
a)p'a(f,§)gc S,

ve boylece

@, (f.6)<cs
oldugundan f eLip,(1) dir. Boylece f mutlak streklive f'eL"(T) olur ([11]).

f mutlak siirekli oldugundan h.h. x €[0,27] icin tirevlenebilirdir.

f(x+t)—f(x)
t

— f'(x), t—>0 h.h

p
|f(x+t2p_f(x)| S| (x)f, t—>0 hh

olur.

15



Buradan

24 f(x+t)—f(x P . N
EH ( zp ( )| (x)|p,5—>0
3
elde edilir.
Her | ¢ T araligi igin, Fatou Lemmadan
24[f (x+t)— £ (%)’
||1j|f x|d—||ljJLry§j dt |dx
o1 2sAat ()
< liminf aj — ——dt dx
50 |||17 1K 5 t

2

S(!Lrglinf| |12J ( MHM )|pdt}dx
= lim mf(szﬂi[ ||11 |”A f(x)|pdx] dt

. . pH-g
s{!ggmf( j j||Af ]

16



elde edilir . Buradan

f’(x)|P dx<c<o,

ve boylece f'e L”* bulunur.

4.2.1.4Lemma:0<a<2,l<p<oo olsun.

felip,, (1) isehern=1,2,... icin

Su(f)=0n ()] =0(n7)

LPe

olur.

Ispat: 4.2. 1. 3 Lemma’dan f mutlak streklive f’'eL™(T) du-

f fonksiyonunun Fourier serisi

f() - A(F)(x)

k=0

()~ kA (D))
olur.
S,(1)-0,(1)=2 = A ()Y

Buradan, 3. 1. 2 Teorem ve 3. 1. 3 Teorem kullanilarak

5,(7)

1

eem Tl

Sn(f)_o_n(f)

P (T)

17

(4.5)



()

LP(T)

<mc 1 o
SR
n+1
elde edilir. Boylece
Sn(f)_o-n(f) LP<(T) :O(n_l)

bulunur.

4.2.1.5Lemma: {pn}w pozitif sayilarin bir dizisi olsun .
{pn} e AMDS
veya
(P}, eAMIS ve (n+1)p,=O(PR,)

n

ise 0<pf<1 igin

> m*p,_,=0(n"R,) (4. 6)
m=1
olur ([4]).
4, 2.1.6 Lemma (Abel déniisiimii): u,,u,,..,u, ve m,m,,...m , neN",

reel sayilari igin

olur. Burada U, =u, +u, +...+u,, k=12,....,n dir ([10]).

18



4.2.2 Teoremler

4.2.2.1Teorem:: p>1, 0<p<1 icin felip,,(B) olsun.

{pn}::o e AMDS

veya
{p.}.,€AMIS ve (n+1)p,=O(PR,)
ise
|f =N, (f) e =0(n”)
olur.
Ispat: f(x)= Pimno Ppnf(X) oldugundan

1 n
PN (F)(x) =52 Pon {1 (X) =S (1)}
olur. (4. 4) ve (4.6)dan
[N, (Yoo S o2 Pra | =50 (1)
n Lp,a(T) Pn e n-m m LPv”‘(’Jl‘)
sy oS, () +2uff-s,(f)
IDn m=1 " " L (T) n ’

bulunur.

19



4.2.2.2Teorem: p>1ve0<a <2 olmak tzere f eLip,,(1) igin

n-1

> k|Ap |=0(P
k=1
veya
n-1 P
ap,|=0 ( j ve (n+1)p,=O(P)
k=0 n
ise
1 =N (F)o. . =0(n*) dir.
Ispat:
1 n
_an;)pn

esitliginden ve Abel dontlistimiinden

ZkAk

P (T n +1

P(T)
bulunur. (4. 5) den ise

Sn(f)_an(f)

~o(n’)

ZAk

n +1 L#4(T)

olur. Boylece

20



+0(n™) (4.7)

elde edilir. Once

n-1
k|Apk|:O(Pn)
1

k=

oldugunu kabul edelim. Bu varsayimla birlikte

Am(Pn_an] _
m

oldugu [5] numarali kaynakta gosterilmistir. Boylece (4. 7) den

wpe(r) O(n‘l)

2,

n
m=1

S, (f)=Na(f)

oldugu ¢ikar. Son esitlik ve (4. 4) den

oy T

||f—Nn,(f)”LM(T)s”f—Sn(f) S, (f)=N,(f)

LP(T)

Simdi de

oldugunu kabul edelim.

21



) <rr11+1>{ RS

k=n-m

Am(Pn_Pn m}
m

esitliginden ve timevarimdan

—Zk|pn k+1 pn k|

Z pk_(m+1 n-m

k=n-m

elde edilir. Bununla birlikte

[ B ] <

n

2.

m=1

<>

mlm

) (Z k | Pk~ Pnk |j
k=1

n n 1
= Z k | Pk — pn—k| Z
)

(4.7) ve (4. 8) den

Son esitlik ve (4. 4) den
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||f—Nn,(f)L (T)s”f—sn(f)wwﬁ Sn(f)—Nn(f)vaa(T)
=0(n?)+0(n™)
=0(n*)
elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.
4.2.2.3 Teorem:p>1,0<g<1licin f eLip,, (/) olsun.
S Pm _ Pn
mZ_OA(m+1j‘_O(m+l] (4.9)
ise
[ =R () ouiry =O(n7") . n=12...
olur.

Ispat: 0< <1 olsun.

13
_sznm

n m=0

oldugundan ve R, ( f )(X) ortalamasinin tanimdan

(=R, (1)) =5 2 pu{ ()-8, (1)}

(4.4) den
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(4.10)

Abel doniisiimden
n n-1
> p.m”P=>P {m‘ﬁ —(m +1)7ﬂ} +n~"P,
m=1 m=1
n-1 P
< -8B n -B P
Z{ m? e +n’R

ve (4. 9) kosulundan

Em—ﬂ R :HA( R, j(zm:kﬂj+in_lmﬂ
k=1

e m+1 45 \m+1l n+1o5

=0(n”’R)

elde edilir. Boylece

olur. Bu son esitlik ve (4.10) dan

|f =R, (F)],., =O(n7)

LP(T)

elde edilir. Simdi B =1 durumunu ele alalim. Abel doniisiimiinden

R (100 =5 2 PaSa(1)(X)

24



olur ve buradan

Yine Abel doniisiimiinden

m:OPmAﬂJrl m_oA(m"'l)(kZ_(; k+1 Ak+l ( )]

n-1

S k1) AL (F)(%).

n+1k:0

Bununla beraber (4.5) ve (4.7) goz 6niine alinirsa

n-1 n-1 P m
XSO S 3 Nisy TP OIE
m=0 LP (T) m=0 m +1 k=0 Lp"”(’lr)
P n-1
+— k+1 f)(x
EfEen.on]
n-1 P
-3 A(m+1j (m+2)[Spa (1) =G e

Su(f)=0on(f)

LPe(T)

elde edilir. Bu da
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esitligini verir. Bu son esitlik ve (4. 4) den

”f—RJf)

pamy T

wwms”f—&(f)

Sn(f)_Rn(f)

(1)
=0(n*)+0(n*)
ofn

elde edilir.
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