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OZET

BiR MANIFOLD UZERINDE FARKLI KONEKSiYONLARA
GORE SEMI-SIMETRI SARTLARI

Yusuf DOGRU

Balikesir Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii,
Matematik Anabilim Dah

(Doktora Tezi / Tez Damsmani : Do¢. Dr. Cihan OZGUR)
Balikesir, 2010

Bu c¢aligmada {izerinde semi-simetrik metrik koneksiyon ve bazi semi-
simetrik metrik olmayan koneksiyonlar tanimlanmis olan Riemann manifoldlarmin
sagladig1 bazi semi-simetri durumlari ile iizerinde bir semi-simetrik metrik olmayan
koneksiyon tanimlanan bir Riemann manifoldunun altmanifoldlar1 incelenmistir.
Ayrica iizerinde bir semi-simetrik metrik olmayan koneksiyon tanimlanmis olan bir
reel uzay formun altmanifoldlar1 i¢cin Chen esitsizlikleri elde edilmistir.

Bu tez alt1 boliimden olugmaktadir.

Birinci bolim girig bolimiidiir.

Ikinci boliimde, calismanin ileriki bdliimlerinde kullanilan temel tanim ve
kavramlar verilmistir.

Uciincii bolimde semi-simetrik metrik ve bazi 6zel semi-simetrik metrik
olmayan koneksiyon kavramlari tanitilarak bazi 6zellikleri verilmistir.

Dordiincii boliim orijinal sonuglar icermektedir. Bu boliimde iizerinde semi-
simetrik metrik koneksiyon ve [16] ve [18] anlaminda semi-simetrik metrik olmayan
koneksiyonlar tanimli olan Riemann manifoldlar1 i¢in bazi semi-simetri sartlarinin
saglanmas1 durumunda karakterizasyonlar elde edilmistir.

Besinci boliimde iizerinde [17] anlaminda semi-simetrik metrik olmayan
koneksiyon tanimli bir Riemann manifoldunun altmanifoldlar1 ele alinarak orijinal
sonuglar elde edilmistir.

Son boliimde ise [17] anlaminda semi-simetrik metrik olmayan koneksiyonlu
reel uzay formunun altmanifoldlar1 i¢in Chen esitsizlikleri elde edilmistir. Elde
edilen esitsizlikler orijinaldir.

ANAHTAR KELIMELER : Levi-Civita koneksiyonu, semi-simetrik metrik

koneksiyon, semi-simetrik metrik olmayan koneksiyon, yari-Einstein manifold,
semi-simetrik manifold, Chen esitsizligi.
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ABSTRACT

THE CONDITIONS OF SEMi-SYMMETRY WITH RESPECT TO THE
DIFFERENT CONNECTIONS ON A MANIFOLD

Yusuf DOGRU
Balikesir University, Institute of Science, Department of Mathematics

(Ph. D. Thesis / Supervisor : Associate Prof. Dr. Cihan OZGUR)
Balikesir-Turkey, 2010

In this thesis, we study for Riemannian manifolds with semi-symmetric
metric connection and semi-symmetric non-metric connections satisfying some semi-
symmetry conditions. We also study submanifolds of a Riemannian manifold with a
semi-symmetric non-metric connection. Furthermore, we obtain Chen inequalities
for submanifolds of a real space forms.

This thesis consists of six chapters.
The first chapter 1s introduction.

In the second chapter, we give some notions and definitions which will be
used in the next chapters.

In the third chapter, we introduce semi-symmetric metric and some special
semi-symmetric non-metric connections and we give some properties of these
connections.

The fourth chapter consists of original results. In this chapter, we obtain
some characterizations for a Riemannian manifold with semi-symmetric metric
connection and semi-symmetric non-metric connections in the sense of [16], [18]
satisfying some semi-symmety conditions.

In the fifth chapter, we consider submanifolds of a Riemannian manifold with
a semi-symmetric non-metric connection defined in [17]. This chapter contains
some original results.

In the final chapter, we consider Chen inequalities for submanifolds of real
space forms endowed with a semi-symmetric non-metric connection defined in [17]
and we prove some original results.

KEY WORDS : Levi-Civita connection, semi-symmetric metric connection,

semi-symmetric non-metric connection, quasi-Einstein manifold, semi-symmetric
manifold, Chen inequality.
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ONSOZ

Bu c¢aligmada {izerinde semi-simetrik metrik koneksiyon ve bazi semi-
simetrik metrik olmayan koneksiyonlar tanimlanmis olan Riemann manifoldlarmin
sagladig1 bazi semi-simetri durumlari ile iizerinde bir semi-simetrik metrik olmayan
koneksiyon tanimlanan bir Riemann manifoldunun altmanifoldlar1 incelenmistir.
Ayrica iizerinde bir semi-simetrik metrik olmayan koneksiyon tanimlanmis olan bir
reel uzay formun altmanifoldlari i¢in Chen esitsizlikleri elde edilmistir.
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Ayrica doktora ¢aligmalarim boyunca benden maddi ve manevi desteklerini

esirgemeyen, tesviklerini ve yardimlarini daima siirdiiren ¢ok degerli esim Nermin’e,
kizlarim Edagiil ve Ecenur’a sonsuz tesekkiir eder, sevgilerimi sunarim.
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1. GIRiS

Bir Riemann manifoldu iizerinde semi-simetrik afin koneksiyon ilk kez A.
Friedman ve J. A. Schouten tarafindan tanimlanmistir [4]. Semi-simetrik metrik
koneksiyon tanimi1 ise H. A. Hayden tarafindan verilmistir [28]. Bunun devaminda K.
Yano semi-simetrik metrik koneksiyon ile ilgili caligmalar1 baslatmis olup semi-
simetrik metrik koneksiyona gore egrilik tensorii R=0 sartin1 saglayan bir Riemann
manifoldunun konformal flat oldugunu goéstermistir [14]. Daha sonra T. Imai
manifoldun Ricci tensorii ile ilgili 6zellikleri arastrmistir [38]. Ayrica [29] nolu
calismada T. Imai semi-simetrik metrik koneksiyona sahip bir Riemann
manifoldunun hiperyiizeyinin 6zelliklerini incelemis ve Gauss ile Codazzi-Mainardi
denklemlerini elde etmistir. Bunlardan baska A. Yiicesan [30], U. C. De ve G. Pathak
[31] tarafindan da semi-simetrik metrik koneksiyon iizerine ¢aliymalar yapilmistir.

Bir Riemann manifoldu iizerinde semi-simetrik metrik olmayan koneksiyon
tanim1 Agashe and Chafle tarafindan verilmistir [16, 23]. Sonraki ¢alismalarda De,
Kamilya, Sengupta ve Binh tarafindan {izerinde semi-simetrik metrik olmayan
koneksiyon tanimli Riemann manifoldlarmin farkli o6zellikleri elde edilmistir
[17,18,32].

Bu tez calismasi, semi-simetrik metrik ve 0zel tanimli bazi semi-simetrik
metrik olmayan koneksiyonlu Riemann manifoldlar1 ve bunlarin bazi
altmanifoldlarmin geometrisini inceleyerek, bu manifoldlarin belirli egrilik sartlari
altinda hangi tip 6zelliklere sahip olacagini arastirmay1 hedeflemektedir.

2008 yilinda C. Murathan, ve C. Ozgiir [15] tarafindan semi-simetrik metrik
koneksiyona sahip bir Riemann manifoldu i¢in bazi semi-simetri sartlarinin
saglanmas1 durumunda bazi karakterizasyonlar incelenmistir. Dordiincii boliimde
benzer karakterizasyonlar semi-simetrik metrik ve bazi semi-simetrik metrik olmayan
koneksiyonlar i¢in elde edilmistir.

1974 yilinda Z. Nakao [33] semi-simetrik metrik koneksiyonlu bir Riemann
manifoldunun bir alt manifoldunu ele alarak Gauss, Codazzi ve Ricci denklemlerini

elde etmistir. Sonraki donemlerde R. Nivas [34], N. S. Ageshe ve M.R. Chafle [23],



C. Ozgiir [13] farkli koneksiyonlara gére bir Riemann manifoldun altmanifoldlarinin
ozelliklerini ¢calismiglardir.

Yukaridaki ¢alismalarmm dogrultusunda besinci boliimde {izerinde [17]
anlaminda semi-simetrik metrik olmayan koneksiyon tanimli olan bir Riemann
manifoldunun alt manifoldlar1 ele almarak, semi-simetrik metrik olmayan
koneksiyonun indirgenmis koneksiyonunun da bir semi-simetrik metrik olmayan
koneksiyon oldugu gosterilmistir. Ayrica semi-simetrik metrik olmayan
koneksiyonlu bir Riemann manifoldunun bir altmanifoldunun total geodezik, total
umbilik ve minimal olma durumlar1 incelenmis; Gauss, Codazzi ve Ricci esitlikleri
bulunmustur. Bunlardan baska Levi-Civita koneksiyon ve semi-simetrik metrik
olmayan koneksiyon arasindaki kesitsel egrilik iliskileri verilmistir.

Altmanifold teorisinde bir alt manifoldun esas ve ikincil degismezleri
arasindaki iliskileri bulmak temel problemlerden birisidir. B. Y. Chen [26, 35, 25]
daha sonralar1 Chen esitsizlikleri ile isimlendirilen esitsizlikleri kurmustur. Son
zamanlarda [36, 37] nolu ¢alismalarda, semi-simetrik metrik koneksiyonlu reel uzay
formunun altmanifoldlar1 ve semi-simetrik metrik koneksiyonlu Sasakian uzay
formunun ve kompleks uzay formun altmanifoldlar1 icin Chen esitsizlikleri
calisilmaktadirlar.  [39] nolu calismada iizerinde [23] anlaminda semi-simetrik
metrik olmayan koneksiyon tanimlanmis olan bir reel uzay formun altmanifoldlar1
icin Chen esitsizlikleri elde edilmistir. Bu calismalarin dogrultusunda altinct
boliimde [17] anlaminda semi-simetrik metrik olmayan koneksiyonlu reel uzay
formunun altmanifoldlar1 icin Chen esitsizlikleri bulunmustur.  Elde edilen

esitsizlikler orijinal sonuglardir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde diger boliimlerde kullanilacak olan bazi temel tanimlar ve

kavramlar verilecektir.

2.1 Riemann Manifoldlan

Tammm 2.1.1. M bir diferensiyellenebilir (C*) manifold olsun. M tizerindeki
C” vektor alanlarinin uzay1 y(M) ve M den R ye C” fonksiyonlarm uzayr C*(M, R)
olmak iizere, M iizerinde;
g xM) x (M) - C*(M, R)
seklinde tanimlanan pozitif, simetrik ve 2-lineer g Riemann metrigi ile birlikte M ye

bir Riemann manifoldu ad1 verilir ve (M, g) seklinde gosterilir [1].

Tanim 2.1.2. M n-boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold ve M tizerindeki

C” vektor alanlarinin uzayi y (M) olmak tizere;

Vi x(M) x y(M) —2 4 (M)

(X, Y) —> V(XY) = VxY

dontistimii ;

i) Vx(Y+Z) = VxY + VxZ; VXY, ZeyxyM),

i) VixiovZ = IVxZ+eVyZ; VX, Y,ZexyM)veVf,geC”M, R),
iii) Vx(fY) = fVxY + X(f)Y ; VX, Y exM)veV e C”(M, R)

ozelliklerini saghyor ise V ya M iizerinde bir Afin Koneksiyon adi verilir [2].



Tanim 2.1.3. (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve V da M {lizerinde
tanimlanan bir afin koneksiyon olmak iizere;

()  VxY-VWX =[X,Y]; VX, Y e x(M),
()  Xe(Y,Z) = g(VxY, Z) + oY, VxZ) ; VX, Y, Z e y(M)

sartlarin1 sagladiginda V ya M fizerinde sifir torsiyonlu Riemann Koneksiyon veya

M nin Levi-Civita Koneksiyonu ad1 verilir [2].

Tanim 2.1.4. (M, g) bir Riemann manifoldu, V da M {izerindeki Levi-Civita
koneksiyonu olsun.
R:x(M) x x(M) x 1 (M) — x(M)
R(X, Y)Z =VxVyZ - VyVxZ - VixyiZ (2.1)
ile tanimlanan R fonksiyonu M iizerinde bir (1, 3)-tensor alanidir ve M nin Riemann
egrilik tensorii olarak adlandirilir. Ayrica R(X, Y, Z, W) = g(R(X, Y)Z, W)

tensoriine M nin Riemann-Christoffel egrilik tensorii adi verilir.

Her X, Y, Z, V, Wey(M) i¢in Riemann egrilik tensorii R;

N
i) R(X, Y)Z =-R(Y, X)Z,

i) gRX, )V, W) =-gR(X, Y)W, V),
i) REXY)Z+R(Y,2)X +R(Z X)Y =0 > (2.2)
iv)  gREX, Y)V, W)=gR(V, W)X, Y)
v a(X R(Y, )W) =R(Y, Z, W, X)

ozelliklerine sahiptir [1].

Tanim 2.1.5. M n-boyutlu, diferensiyellenebilir bir manifold ve M iizerinde
(r, s)-tipinde simetrik bir tensor A olsun. Bu durumda, 1<a <b <s reel sayilar1 ve
keyfi bir r degeri i¢in;
Cab : X; (M) - X;—Z (M)

| P S Pq A if -y
((jablA)j,...js_2 _Zg Aj,... P o gy
p.q

abilesen  b.bilesen

bigiminde tanimlanan C, operatoriine a. ve b. bilesenlere gore A tensoriiniin metrik

kontraksiyonu adi verilir. Bdylece kontraksiyon operatort, (r, s)-tipindeki bir tensorii



(r-1, s-1)-tipinde bir tensdre doniistiiriir [8].

Tamm 2.1.6. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. TpM tanjant uzaymnin iki
boyutlu bir alt uzayir IT olmak iizere V, We II tanjant vektdrleri icin Q alan
fonksiyonu;

QV, W) = g(V, V)g(W, W) - g(V, W)’
bi¢iminde tanimlansin. Q(V, W) # 0 olmak iizere;
_gRV, W)W, V)

S QVW)

ya I nin kesitsel egriligi denir ve K(I1) ile gosterilir [1].

K(V,W)

Tamm 2.1.7. (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve {e e,, ... ,¢,},

lokal vektor alanlar1 olsunlar.
S: (M) xy(M) > R
(XY) > S(X, V) = 3 g(R(e;, X)Y.¢) (2.3)
i=l
seklinde tanimli (0, 2)-tipindeki S tensor alanmna, M lizerinde Ricci egrilik tensorii
ad1 verilir [5]. Ayrica S Ricci operatorii ve S* (0, 2)-tensorii sirasi ile
g(SX,Y)=S(X,Y) (2.4
S*(X,Y)=S(SX,Y) (2.5)

bigiminde tanimlanir [6].

Tanmm 2.1.8. (M, g) n>2 boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. Her

X, Y ex(M) igin;
S(X,Y)=rg(X,Y) (2.6)

olacak bigimde M iizerinde bir Ae R sayisi var ise yani M nin S Ricci tensorii, g
metrik tensoriiniin bir kat1 ise M ye bir Einstein manifoldu adi verilir [1].

M iizerinde bir vektor alan1 U olmak iizere, bir n 1-formunu

n(X) = gX, U)

biciminde tanimlayalim. Eger M nin Ricci tensorii, V X, Y e y (M) i¢in;

S(X,Y) = ag(X, Y) +bn(X)n(Y),  a,beC*(M,R) 2.7)



kosulunu sagliyorsa M ye bir yari-Einstein manifold ad1 verilir [7]. Eger b = 0

ise M manifoldu bir Einstein manifold olur.

Tamm 2.1.9. (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve {e, e,, ... , ¢}
lokal ortonormal vektor alanlar1 olmak tizere;
r= zs(eia e) (2.8)
i=1

fonksiyonuna M nin skaler egrilik fonksiyonu adi verilir [1].

Tamm 2.1.10. (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. Eger, M nin
kesitsel egrilik fonksiyonu sabit ise M ye sabit egrilikli uzay denir ve M(c) ile
gosterilir [8].

Sonu¢ 2.1.11. (M, g) n-boyutlu ¢ = sabit egrilikli bir Riemann manifoldu
olsun. Bu durumda M nin egrilik tensorii R, VX, Y, Z, We yx (M) i¢in;

R(Xa Ya Z: W) = C{g(Ya Z)g(Xa W) - g(X’ Z)g(Y,W)}
bi¢imindedir [8].

Tanim 2.1.12. Sabit egrilikli, tam, baglantili manifoldlara reel uzay form adi
verilir ve n-boyutlu bir M uzay formu M(c) ile gosterilir.
Eger;

¢ = 0ise M(c) = E" Oklid uzayz,

c = 1 ise M(c) = S™(r) kiiresi,

I.2
1 . n . .
¢ = —— ise M(c) = H'(r) Hiperbolik uzay

I.2

dir [8].

Tamm 2.1.13. M n-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. Her X, Y,
Zey(M) icin M nin Weyl konformal egrilik tensort;



C(X,Y)Z=R(X, Y)Z - Lz [S(Y, Z)X - S(X, Z)Y + &(Y, Z)S X
e

2(X,Z)SY] + [e(Y, 2)X - (X, 2)Y] (2.9)

(n—1)(n-2)

seklinde tanimlanir [5].

Tamm 2.1.14. M n > 2 boyutlu C* smifindan baglantili bir Riemann
manifoldu olsun. M iizerinde tanimhi (0, 2)-tipinde bir simetrik tensor alant A olmak
iizere Aa endoformizmi

Aa:x(M) x ¢ (M) x ¢(M) = x(M)
(XAaY)Z =AY, 2)X - AX, 2)Y
biciminde tanimlanir. Eger A = g alinirsa son denklem
XA Y)Z=g(Y, )X -g(X, 2)Y (2. 10)

bi¢imine indirgenir. Bundan sonra (XA.Y) yerine kisaca XAY kullanilacaktir [9].

M iizerinde (0, k)-tipinde (k > 1) bir 7 tensor alant ve (0, 2)-tipinde bir
simetrik A tensor alani verildiginde R - T ve Q(A, T) tensorleri sirast ile:
(R - (X1, X250y Xi; X, Y) =- T(R(X, Y)Xi, X205 Xi)--..
- T(X1, Xa2,....R(X, Y)Xk) (2.11)
ve
Q(A, T)(X1, X2yeeey Xi; X, Y)=- T((XAAY) X1, X2yeeey Xig)-ee
- T (X1, X200 XAAY) Xk) (2.12)

bi¢giminde tanimlanir [6].

Boylece (2. 11), (2. 12) denklemlerinde T'yerine R ve A yerine g alindiginda
(R - R)(X1, X2, X3, X45 X, Y) =-R(R(X, Y)Xi, X2, X3, X4)-...

R(X1, X2, X3, R(X, Y)X4) (2.13)
Q(g, R)(X], Xz, X3, X4; X, Y) = -R((X/\gY)Xl, Xz, X3, X4)-...
-R(X], Xz, X3, (X/\gY)X4) (2 14)

T yerine C alindiginda
(R - O)(Xi, X, X3, X4; X, Y) =-C(R(X, V)X, Xz, X3, X4)-...
-C(X, X2, X3,R(X, Y)X4) (2. 15)



T yerine S ve A yerine g alindiginda
(R - S)(Xj, Xz, X3, X4; X, Y) =-S(R(X, Y)Xi, Xz, X3, X4)-...

-S(X1, X2, X3,R(X, Y)X4) (2. 16)
Q(g, S)(X], Xz, X3, X4; X, Y) = -S((X/\gY)Xl, Xz, X3, X4)-...
-S(X], Xz, X3,(X/\gY)X4) (2 17)

ve ayrica A yerine S, T yerine R alindiginda (2. 12) denkleminden
Q(S, R)(X, Xa, X3, X4; X, Y) = -R((XAsY) X, X2, X3, X4)-...

-R(X1, X2, X5,(XAsY)Xy) (2. 18)
olarak elde edilir.
Eger
R-R=0 (2.19)
ise M ye semi-simetriktir denir [10].
Eger
R-S=0 (2.20)
ise M ye Ricci-semisimetriktir denir [6].
Eger
R-C=0 (2.21)

ise M ye Weyl-semisimetriktir denir [6].

R-R=0=R:-S=0veR:-R=0 = R-C=0 gerektirmeleri saglanir.

Fakat tersleri her zaman dogru degildir [6].

Tamm 2.1.15. (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. M nin R
egrilik tensorii VX, Y, Z, We y (M) i¢in;
(VLR)Y,Z)W =0 (2.22)
kosulunu saghiyorsa M ye lokal simetriktir denir [8]. Eger VR =0 ise M igin
R-R =0 sart1 saglanir. Fakat tersi her zaman dogru degildir [6].



2.2 Altmanifoldlar

Tamm 2.2.1. M n-boyutlu bir manifold ve M (nt+d)-boyutlu  manifold
olsun. VpeM noktast icin M iizerinde bir U, M iizerinde bir U komsulugu
mevcut ve

U={meU:%_,(m)=..=%_,(m)=0}
ise M ye M nin bir altmanifoldu adi verilir. Burada {X,5....X, 4t koordinat sistemi

U da, {x,,...,x,} de U ilizerinde koordinat sistemleridir [8].

Tammm 2.2.2. M ve M sirasi ile n ve (n+d)-boyutlu Riemann manifoldlar1

olmak lizere M, M nin altmanifoldu ve V ve V srast ile M ve M da
indirgenmis Riemann koneksiyonu ve Riemann koneksiyonu olsun. Boylece X ve Y,

M {izerinde vektor alanlari olmak tizere;
by (M) (M) = % (M)

VY =V, Y+h(X,Y) (2.23)
bi¢ciminde Gauss esitligi elde edilir. Burada VY ve h(X,Y), 6XY nin sirastyla
tanjant ve normal bilesenleridir. (2. 23) ile tanimlanan h ya M nin ikinci temel
formu adi verilir. Eger h=0 ise M ye fotal geodeziktir denir [12]. 7y M nin M
altmanifoldu itizerinde yatan bir egrisi ve T de y nin teget vektor alan1 olsun. Eger
6{1‘ =0 1se y ya M nin bir geodezigi, VTT =0 1se ¥ ya M nin bir geodezigi denir
[12].

Tamm 2.2.3. M ve M sirasi ile n ve (nt+d)-boyutlu Riemann manifoldlar1
olmak iizere M, M nmn altmanifoldu olsun. M ye normal bir birim vektor alan1 N
olsun. V4N nin teget ve normal bilesenleri sirastyla —A X ve ViN olmak iizere;
Az (M) xy (M) —x (M)
dontistimii 1yl tamimhidir.  Boylece

V(N=-A X+ViN (2. 24)



bigiminde Weingarten esitligi elde edilir. Burada A, ye sekil operatérii, V* e de
M nin T*M normal demetindeki (normal) koneksiyon ad1 verilir [12].
M nin sekil operatorii A ile ikinci temel form h arasinda;

bagntisi vardir. Burada g, T, M de skaler ¢arpimdir [12].

Tanim 2.2.4. (1\7[ , ) Riemann manifoldunun n-boyutlu bir altmanifoldu
(M, g) olsun. M altmanifoldunun ikinci temel formu h nin kovaryant tiirevi V h,

(Vxh)(Y,Z) = Vih(Y,Z)-h(VxY,Z)-h(Y,VxZ) (2.26)

bi¢iminde tanimlanir. h nin kovaryant tiirevi V h ya M nin iigiincii temel formu ad1
verilir [12].
Eger

Vh=0 (2.27)

ise M ye paralel ikinci temel formlu veya 1-paraleldir denir. Buradaki V' M nin

T M normal demetinde tanimlanan normal konneksiyon olup buna van der Waerden

Bortolotti koneksiyonu denir [12].

Tanim 2.2.5. (1\7[ , g) Riemann manifoldunun n-boyutlu bir altmanifoldu

(M, g) olsun. M nimn egrilik tensorii R,VX,Y,Z We r(M) i¢in;
R(X,Y)Z=V\VyZ-V\V Z-Vy,Z
R(X,Y,Z,W)=g[R(X,Y)Z W)
bi¢iminde tanimlanir. M nin egrilik tensorii R ve M nm egrilik tensori R olmak
iizere, (2. 23) ve (2. 24) denklemleri yardimiyla
R (X,Y,Z, W) = R(X,Y, Z, W) -8 (h(Y, Z), h(X,W) )
+2 (h(X, Z), h(Y,W)) (2.28)

elde edilir. Burada (2. 28) ile tanimlanan denkleme Gauss denklemi adi verilir [12].

Gauss denkleminin teget ve normal bilesenleri sirastyla
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(R(X,Y)2)" = R(X, Y)Z +Anx. )Y — An(y. 2 X (2. 29)
ve
(R X, Y)2)* = (Vxh)(Y, 2) - (Vvh)(X, 2) (2. 30)
bigiminde olup (2. 30) denklemine Codazzi denklemi ad1 verilir [12]. Burada V, M
iizerinde van der Waerden Bortolotti koneksiyonudur.
Ayrica 1,€ € y* (M) olmak iizere
R(X,Y,&0)=R*(X,Y,&,0)—- g([Ag, A IXY) (2.31)
bi¢iminde tanimlanan esitlige Ricci denklemi ad1 verilir [12]. Burada
[An A I=AA —A A, (2.32)
ve R* ise V* normal koneksiyonuna gére Riemann egrilik tensoriidiir yani
RUX,Y)E=V ViE-ViViE-V &
ile tanimlanir ve
RH(X,Y,&v) =g(R*(X,Y)E,0))

dir. Eger R*=0 ise M nin normal koneksiyonuna flattir denir [12].

Tanim 2.2.6. (1\7[ , ) Riemann manifoldunun n-boyutlu bir altmanifoldu
(M, g) olsun. y(M)nin lokal ortonormal {X,,X,,...,X } bazmi alallm. M nin
ortalama egrilik vektor alani

H: y(M) - C*(M,R)
H=%ih(Xi,Xi) (2.33)
-1
ile tanimlanir. Bir pe M i¢in
H(p) = ﬁgh(xip,xi])

ye p € M noktasinda M nin ortalama egrilik vektérii ad1 verilir [12].
Eger M lizerinde
H=0

esitligi saglaniyorsa M ye minimaldir denir [12].
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Tamm 2.2.7. (1\7[ , € ) nm n-boyutlu bir altmanifoldu (M, g) olsun. M nin

ikinci temel formu h ve ortalama egrilik vektor alani H olmak tizere V X, Y, € x (M)
i¢in;

h(X,Y)=g(X,Y)H (2.34)

ise M ye total umbilik altmanifold ad1 verilir [12].

Onerme 2.2.8. (1\7[, g) sabit egrilikli uzay formunun n-boyutlu bir

altmanifoldu (M, g) olsun. Bu taktirde M nin normal koneksiyonunun flat olmas1
icin gerek ve yeter sart tim A, ikinci temel tensOrlerinin ayni anda

kosegenlestirilebilir olmasidir [12].

Tamm 2.2.9. M veM sirasi ile n ve (n+d)-boyutlu Riemann manifoldlar1
olmak iizere M, M nmn altmanifoldu olsun. M iizerindeki bir peM i¢in T,M nin

lokal ortonormal {e,,e,,...,e, } bazmnialalim. M nin ikinci temel formu h nin normu
2
”h” = Zg(h(ei’ej)’h(ei’ej)) (2.35)
L]

ile tanimlanir. Ayrica

ApeepBi = 2 8(Ae,€)A e, (2. 36)

esitligi saglanir [12].
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3. OZEL TANIMLANMIS KONEKSIYONLAR

Bu béliimde bir Riemann manifoldu iizerinde 6zel tanimlanmig semi-simetrik

metrik ve bazi1 semi-simetrik metrik olmayan koneksiyonlar tanitilacaktir.

3.1 Semi-Simetrik Metrik Koneksiyon

*

Tamm 3.1.1. M, n-boyutlu bir diferansiyellenebilir (C*) manifold ve VM

*

iizerinde bir afin koneksiyon olsun. VX, Y ey(M) olmak iizere; V nin T torsiyon

tensoru

T(X,Y) :éx Y—éY X-[X,Y] (3. 1)

*

ile tanimlanir [14]. Eger T=0 ise V ya simetrik koneksiyon, T #0 ise simetrik

olmayan koneksiyon adi verilir.

(M, g) bir Riemann manifoldu olmak {izere M iizerinde bir g Riemann

metrigi;
Vg=0 (3.2)

sartini sagliyor ise V afin koneksiyonu metrik koneksiyon,

*

Vg#0 (3.3)
sartin1 sagliyor ise metrik olmayan koneksiyon, olarak adlandirilir [16].

N bir 1-form ve U € (M) olmak iizere n 1-formu

nX)=g(X, U) (3. 4)
ile tammmlansm. Eger T torsiyon tensorii

TXY)=n(Y)X-nX)Y (3.5)

13



*

seklinde tanimlanirsa V bir semi-simetrik koneksiyon denir [4, 14, 28]. Eger T,

* *

(3.5) sartin saglar ve Vg =0 ise V ya M iizerinde semi-simetrik metrik koneksiyon,

* *

eger T, (3. 5) sartin1 saglar ve Vg#0 ise V ya M iizerinde semi-simetrik metrik

olmayan koneksiyon denir [16].

Teorem 3.1.2. (M, g) bir Riemann manifoldu ve V, M iizerinde iizerinde

Levi-Civita koneksiyonu olsun. VX, Yey(M) ve U ex(M) i¢in;

Vx Y =V, Y +n(Y)X -g(X,Y)U (3.6)

ile tanimlanan V afin koneksiyonu bir semi-simetrik metrik koneksiyondur [14].

Teorem 3.1.3. (M, g) bir Riemann manifoldu olmak iizere V ve V sirast ile

*

M f{izerinde semi-simetrik metrik koneksiyon ve Levi-Civita koneksiyonu olsun. V

ve V nim Riemann egrilik tensorleri sirasiyla R ve R, Ricci tensorleri ise sirasi ile

*

S ve S olmak lizere;

lg(X,Y)Z =R(X,Y)Z-a(Y,2)X +a(X,2)Y G5.7)
~g(Y,Z)LX +g(X,Z)LY

ve

é(X,Y) =S(X,Y)-(n-2)a(X,Y) +aa(X,Y) (3. 8)
dir. Burada L bir (1, 1)- tensor alani, a=tr(L) ve a

a(X,Y) =g(LX,Y) =(Vn) Y —nXn(Y) +%n(U)g(X,Y) (3.9)
bi¢iminde tanimlanan bir (0, 2)- tensor alanmidir [14].

Yardimer Teorem 3.1.4. (M, g) iizerinde semi-simerik metrik koneksiyon

tanimlanan bir Riemann manifoldu ve U Levi-Civita koneksiyona gore paralel birim

vektor alani olsun. Bu taktirde
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a(X,Y) =-nCON(Y) + 2 g(X, V) (3.10)

éxUzX—n(X)U (3.11)

R (X,Y)U=0 (3.12)

R (X,Y)U=0 (3.13)
ve

ézg—(n—Z)(g—n@)n) (3.14)
dir [15].

3.2 [16] Anlaminda Semi-Simetrik Metrik Olmayan Koneksiyon

Tamim 3.2.1. (M, g) bir Riemann manifoldu ve V, M iizerinde Levi-Civita

koneksiyonu, V da M iizerinde bir afin koneksiyon olmak tizere VX,Y ex(M) i¢in V
koneksiyonunu

VxY =V, Y +n(Y)X (3.15)
ile tanimlayalim. Burada m bir 1-formu (3. 4) de tanimlandig1 sekildedir [16]. Bu

taktirde

)  TXY)= éx Y —éY X-[X,Y]=n(Y)X -n(X)Y, (3. 16)
ii) (éx g](Y, Z)=V,g(Y,2) —g(éx Y,Z) —g(Y,éx Z)

=-n(Y)g(X,Z2)-n(2)g(X,Y) (. 17)

*

bulunur. Boylece Tamm 3.1.1. geregi V bir semi-simetrik metrik olmayan

koneksiyondur [16].

Teorem 3.2.2. (M, g) bir Riemann manifoldu, V M iizerinde Levi-Civita

koneksiyonu ve V da M iizerinde (3. 15) denklemi ile tanimlanan semi-simetrik
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*

metrik olmayan koneksiyon olsun. V ve V nin Riemann egrilik tensorleri sirasiyla

* *

R ve R, Ricci tensorleri ise sirasiile S ve S olmak lizere;

fz(X,Y)z =R(X,Y)Z-o(Y,Z)X+a(X,2)Y (3. 18)
Ve

é(Y,Z) =S(Y,2)-(n-1) (Y, 2) (3.19)
dir. Burada o

(X, Y) =(Vin) Y =n(Xn(y) (3.20)

bi¢iminde tanimlanan bir (0, 2)- tensor alanidir [16].

3.3 [17] Anlaminda Semi-Simetrik Metrik Olmayan Koneksiyon

Tamim 3.3.1. (M, g) bir Riemann manifoldu ve V, M iizerinde tizerinde

Levi-Civita koneksiyonu olsun. VX, Y €y(M) olmak {izere M {izerinde;

éx Y=V, Y+o(Y)X-gX,Y)U-nX)Y -n(Y)X (3.21)
seklinde bir afin koneksiyon tanimlayalim. Burada o ve m birer 1-form olmak iizere

o(X)=g(X,U), Ueyx(M) (3.22)
ve

nX)=g(X,E), Eex(M) (3.23)

ile tanimlanir. T, M nin V koneksiyonuna gore torsiyon tensorii olmak iizere (3.21)

kullamlarak
) T(X,Y) SO Y-y X - [X,Y]=o(Y)X - o(X)Y (3. 24)
ii) (éx g](Y, 7)=V,g(Y,2) —g(éx Y,Z) —g(Y,éx Z)
=2n(X)g(Y,Z2)+n(Y)g(X, Z) +n(2)g(X,Y) (3.25)

*

elde edilir. Boylece Tamm 3.1.1. geregi V bir semi-simetrik metrik olmayan

koneksiyondur [17].
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*

Teorem 3.3.2. (M, g) bir Riemann manifoldu olmak iizere V ve V sirasi ile

M iizerinde [17] anlamimda semi-simetrik metrik olmayan koneksiyonu ve Levi-
Civita koneksiyonu gostersin. Bu taktirde V ve V nin Riemann egrilik tensorleri

*

swrasi ile R ve R olmak tzere;

fz(x, Y)Z=R(X,Y)Z-o(Y,Z)X + (X, 2)Y —g(Y,Z)LX (3. 26)
+g(X,Z)LY +B(Y,X)Z-B(X,Y)Z+B(Y,Z)X - B(X,Z)Y

dir. Burada o ve 3
a(Y,Z2)=g(LY,Z) = (V,0)(Z) - o(Y)o(Z) + %m(U)g(Y, 7), (3.27)

B(Y,2) = (Vym)(Z) -n(Y)o(Z) +n(Y)n(Z)
—o(Y)(Z) +n(U)g(Y,2) (3.28)
bi¢iminde tanimlanan 1-formlar ve L

LX =V, U-o(X)U + %w(U)X (3.29)

seklinde tanimlanan bir (1, 1)- tensor alanmidir [17].

3.4 [18] Anlaminda Semi-Simetrik Metrik Olmayan Koneksiyon

Tanmm 3.4.1. (M, g), (nt+d)-boyutlu bir Riemann manifoldu ve vV, M
iizerinde iizerinde Levi-Civita koneksiyonu olsun. VX,Yey(M) olmak iizere M

lizerinde;

éx Y=V,Y+o(Y)X-gX,Y)U+g(X,Y)E (3. 30)
seklinde bir afin koneksiyon tanimlayalim. Burada o ve m birer 1-form ve

o(X)=g(X,U), Ueyx(M) (3.31)
ve

n(X)=g(X,E), Eex(M) (3.32)

ile tammlanir. T, M nin V koneksiyonuna gére torsiyon tensdrii olmak iizere (3.30)

denklemi kullanilarak
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) T(X,Y) :éx Y -éy X -[X, Y]=o(Y)X -o(X)Y (3.33)
ii) (éx g](Y, 7)=V,g(Y,2) —g(éx Y,Z) —g(Y,éx 7)

=M(Y)gX,2) -n(2)g(X, Y) (3.34)

elde edilir. Boylece Tamm 3.1.1. geregi V bir semi-simetrik metrik olmayan

koneksiyondur [18].

*

Teorem 3.4.2. (M, g) bir Riemann manifoldu olmak iizere V ve V sirasi ile

M iizerinde [18] anlamimda semi-simetrik metrik olmayan koneksiyonu ve Levi-
Civita koneksiyonu gdstersin. Bu taktirde V ve V nin Riemann egrilik tensorleri

swrast ile R ve R olmak iizere;

f{(x, Y)Z=R(X,Y)Z-o(Y,Z)X+o(X,2)Y

+8(Y,Z){MX,E) - MX, U)} - g(X, Z2) {M(Y,E) - MY, U)} (-39
dir. Burada a (0, 2)-tensor alan1 olmak iizere
(X, Y) = (V,o)(Y) - a(X)o(Y) (3. 36)
Ve
MX,Y)=V, Y +o(Y)X-g(X,Y)U+g(X,Y)E (3.37)

seklinde tanimlanir [18].
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4. UZERINDE SEMi-SIMETRIK METRIK OLMAYAN VE SEMi-
SIMETRIK METRIK KONEKSIYON TANIMLI OLAN RIEMANN
MANIFOLDLARININ SAGLADIGI BAZI SEMI-SIMETRI
SARTLARI

Bu boliim orijjinal sonuglar igermektedir. Birinci bolimde (M, g) bir
Riemann manifoldu olmak iizere, (M, g) lizerinde [16] anlaminda semi-simetrik
metrik olmayan bir koneksiyon tanimli olan bir Riemann manifoldu i¢in bazi semi-
simetri sartlarinin saglanmasi durumunda manifold i¢in bazi karakterizasyonlar elde
edilmistir. Ikinci boliimde {izerinde semi-simetrik metrik koneksiyon tanimli olan bir
Riemann manifoldu i¢in bazi semi-simetri sartlarmin saglanmasi durumunda
karakterizasyonlar elde edilmistir. Ugiincii bdliimde ise (M, g) iizerinde [18]
anlaminda semi-simetrik metrik olmayan bir koneksiyon tanimli olan bir Riemann
manifoldu i¢in bazi semi-simetri sartlarmin saglanmasi durumunda manifold ig¢in

karakterizasyonlar elde edilmistir.

4.1 VUzerinde [16] Anlaminda Semi-Simetrik Metrik Olmayan
Koneksiyon Tanimh Olan Bir Riemann Manifoldunun Sagladig

Bazi1 Semi-Simetri Sartlar

Bu boliimde iizerinde [16] anlaminda semi-simetrik metrik olmayan

koneksiyon tanimli olan bir Riemann manifoldu i¢in U Levi-Civita koneksiyona gore

~-R-R=0,

T -

.R=0, R-

T -

bir paralel birim vektér alan1 olmak iizere ﬁ-ﬁzO,

* * * * ok

R-S=0 , R-S= 0, R-S-R:S=0 ve R-S=0 egrilik sartlarinin saglanmasi

durumunda manifold i¢in bazi karekterizasyonlar elde edilmistir.

Onerme 4.1.1. (M, g) iizerinde [16] anlaminda semi-simetrik metrik

olmayan koneksiyon tanimli bir Riemann manifoldu ve U Levi-Civita koneksiyona
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gore paralel bir birim vektor alan1 olsun. Bu taktirde o, (0, 2)-tensor alan1 olmak

uzere

(X, Y) =-n(Xm(Y) (4.1)
dir.

Ispat : VX, Yey(M) ve Uey(M) olmak iizere (3. 20) ve (3. 4) denklemleri
kullanildiginda (4. 1) elde edilir. |

(2. 1) esitliginde Z yerine U alinirsa
R (X,Y)U=0 4.2)
elde edilir. (3. 18) esitliginde W ile i¢ carpim almip X ve W iizerinde bir

kontraksiyon yapilir ise
S(Y.U)= n(SY) (4.3)

bulunur. Burada S, V Levi-Civita koneksiyonun Ricci tensérii ve S ise (2. 4) ile

tanimlanan Ricci 6peratoriidiir. Bundan bagka (3. 15) yardimiyla

*

VxU=X 4. 4)
elde edilir. (3. 18) denkleminde Z=U alinip (4. 1) esitligi kullanildiginda

R(X,Y)U =n(Y)X-n(X)Y (4.5)
elde edilir. Ayrica (3. 19) denkleminde (4. 1) kullanilarak

S(Y,Z) =S(Y, Z) +(n -1)n(Y)m(Z) (4. 6)
bulunur. (4. 6) esitliginde kontraksiyon uygulanirsa

Fof+(n—1) 4.7)

sonucuna ulasilir.

Onerme 4.1.2. (M, g) iizerinde [16] anlaminda semi-simetrik metrik
olmayan koneksiyon tanimli bir Riemann manifoldu ve U Levi-Civita koneksiyona

gore bir paralel birim vektor alani olsun. Bu taktirde,

R-a=R-a=0 (4. 8)
dir.
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Ispat : VX, Y, Z, We x (M) olmak iizere (2. 11) denkleminde T yerine o

alindiginda

(R-a)(ZW;X,Y) =-a(R (X, V)ZW)-a(Z, R (X, )W) (4.9)
elde edilir. Boylece (3. 18) esitligi (4. 9) denkleminde yerine yazilir ve sadelestirme
yapilirsa

(R-a)(ZW;X,Y) =-a(R (X, V)ZW)-a(Z, R (X, )W) (4.10)
esitligi bulunur. Benzer sekilde

(R-a)(Z,W;X,Y) =-a(R (X, Y)ZW)-a.(Z, R (X, Y)W) (4. 11)
esitliginde (4.1) denklemi kullanilirsa

(R-a)(Z,W:X,Y) =n(R(X, Y)Z)n(W) + n(Z)n(R(X, )W) (4.12)

yazilabilir. (4. 12) denkleminde (3. 4) denklemi kullanildiginda
(R-a)(ZW:X.Y) =gR(X,V)Z, U(W) +n(2)gRX, Y)W, U)  (4.13)
elde edilir. Diger taraftan (2. 2) denklemi geregi

gR X, VZ U)=-gR (X, V)U,2) (4.14)
oldugundan (4. 13) denkleminde (2. 2), (4. 2) ve (4. 14) denklemleri kullanilirsa;

(R-a)(Z,W;X,Y) =0

sonucuna ulasilir. m

Yardimc1 Teorem 4.1.3. (M, g) iizerinde [16] anlaminda semi-simetrik
metrik olmayan koneksiyon tanimli bir Riemann manifoldu ve U Levi-Civita

koneksiyona gore bir paralel birim vektor alani olsun. Bu taktirde

R-R=R-R (4. 15)
ve

R-R=R-R-Q(-n®n,R) (4. 16)
dir.

ispat : VX, Xi, X, Xk, X1, Xm €x(M) olmak tizere (2. 11) denkleminde T

yerine R alindiginda
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(R - R)( X, Xi, Xj, Xi; X1, Xm) =-R (R (X, X)X, Xi, X, Xi)
-R (X, R (X}, Xm)Xi, Xj, Xi)
-R (X, Xi, R (X, X)X, Xi)

R (Xn, Xi, Xi, R (X, Xim)Xe) 4.17)
elde edilir. (4. 17) denkleminde (3. 18) esitligi kullanildiginda
(R - f{)( Xi, Xi, Xj, Xi X1, Xom) == R( R( X1, X)X, X5, X, X1)
+u(Xi, X)) 2 R( X1, Xom) X, Xi0)-0U R( X1, X)X, X5)2(Xi, X)
- R( X, R(X3, X)X, X5, X1+ 0u R (X, Xim) X, X)) (X, Xi)
(X, X))@ R( X1, Xm) X5, Xi0)- R( X, Xi, R( X1, Xim) X, X1
+au(Xi, R(X1,Xom), X)) 2(Xns Xi)-0u X, R( X1, X)X )g(Xi, X1
- R( X, X3, X5, R (X0, Xom) Xi)+0u(Xi, X)) 2(Xn, R (X0, X)X
-a( X, Xp)g(Xi, R( X1, Xm)Xi) (4. 18)
bulunur. Burada (2. 2), (4. 1) ve (4. 2) kullanilir ve gerekli sadelestirmeler yapilirsa;
R-f{:}i-ﬁ (4. 19)
elde edilir. Diger taraftan (2. 11) denkleminde R yerine li{ ve J yerine R alinirsa
(f{-ﬁ)( Xn, Xi, Xj, Xi; X1, Xm) =-R (f{ (X1, X)X, Xi, X, X))
-R (X, f{ (X1, Xm)Xi, X, X

-R (X, Xi, R (X, X)X, Xi)

-R (Xp, X, X;, f{ (X1, Xm)X) (4.20)
elde edilir. (4. 20) denkleminde (3. 18) esitligi kullanildiginda
(fz- R) ( Xp, Xi, X, Xi; X1, Xim)=- R( R( X1, X)X, Xi, X, X1)
(X Xn) R (X0, X5, X5, Xi50)-00( X1, X)) R( X Xi X5, X)
- R( X, R(X3, X)X, X, X10) +0u(Xin, Xi) R( X, X1, X, X
~ot(X1,X5) R( Xy Ximy X5, Xi0)- R (X, X, R(X1, Xin) X5, X)

(X Xj) R XX, X1, Xi)-0(X1,X5) R( X, Xi, X Xi)
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- R( X, X5, X RO X0 Xim) Xi0) +01(Xians Xi0) R( X, X, X5, X0)
(X1, X)) R( X3, X X, Xom) (4.21)
bulunur. (2. 11) denkleminde 7 yerine R almarak ve (2. 12) denkleminde A yerine

a ve I yerine R almarak elde edilen denklemler (4. 21) de yerine yazilirsa

R-R=R-R-Q(a,R) (4.22)
yazilabilir. Ayrica (4. 1) denklemi yardimiyla

R-R=R-R-Q(-n®n,R) (4.23)
bulunur. -

Teorem 4.1.4. (M, g) tizerinde [16] anlaminda semi-simetrik metrik olmayan
koneksiyon tanimli bir Riemann manifoldu ve U Levi-Civita koneksiyona gore bir

paralel birim vektor alani olsun. Bu taktirde

R-R =0 < M Levi-Civita koneksiyona gore semi-simetriktir.

ispat : (4. 15) esitliginde R-R =0 almrsa R-R =0 bulunur. O halde M

Levi-Civita koneksiyona gore semi-simetriktir. ]

Teorem 4.1.5. (M, g) lizerinde [16] anlaminda semi-simetrik metrik olmayan
koneksiyon tanimli, Levi-Civita koneksiyona gore semi-simetrik bir Riemann

manifoldu ve U Levi-Civita koneksiyona gore bir paralel birim vektor alani olsun.

Eger R-R =0 ise M bir yari-Einstein manifoldudur.

ispat : (4.23) esitliginde R-R =0 alinirsa

Q=N ®N, R) 0, =0 (4. 24)
elde edilir. (4. 24) esitligi uygun bir kontraksiyonu ile
QM ®N,S),y4, =0 (4.25)

bi¢imine doniisiir. Boylece T M nin skaler egriligi olmak {izere

S=fMm®n) (4. 26)
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elde edilir. O halde Tanim 2.1.8. geregi M bir yari-Einstein manifoldudur. ]

Teorem 4.1.6. (M, g) lizerinde [16] anlaminda semi-simetrik metrik olmayan

koneksiyon tanimli bir Riemann manifoldu ve U Levi-Civita koneksiyona gore bir

paralel birim vektdr alani olsun. Eger R-R—R-R=0 ise M bir yari-Einstein

manifoldudur.

Ispat : (4. 15) ve (4. 16) yardimiyla
Q(-—n®n, R)hijklm =0
elde edilir. Teorem 4.1.5. deki islemler tekrar yapilirsa M bir yari-Einstein manifold

olarak bulunur. n

Ornek 4.1.7. M, (2n+1)-boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold olsun.

¢, (1, 1)-tipinden bir tensér alani, £ bir vektdr alani, n M iizerinde bir

diferensiyel 1-form olmak iizere, V X e x (M) i¢in { ¢, &, n} Ucliisti;

lineer

¢ : x(M)——— x(M)
n: (M) —2E—C” (M, R)
n(g) = 1ve ¢X = -X+n(X)§
kosullarini sagliyor ise bu Ui¢liiye bir iemen hemen degme yapi, {M, @, &, n}

dortliisiine de bir hemen hemen degme manifoldu adi verilir [S]. M hemen hemen
degme manifoldu tizerinde X # & i¢in,

nE =1 ve dn(c,.X) =0
olacak bi¢cimde bir tek & € x(M) vektor alani var ise; & ye n-degme yapisinin 6z
vektor alani denir [19].

(2n+1)-boyutlu M hemen hemen degme manifoldu lizerinde, X, & € y (M),

X# & vektor alanlari ve @ : y(M) —2C 5 »(M) igin,

¢s=0
noo = 0
rankg = 2n

esitlikleri saglanir [5]. (2n+1)-boyutlu M hemen hemen degme manifoldu lizerinde,

VX, YeyM)ve § € x(M) icin;
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nX) = gX, ¢)
Ve

g(eX, 0Y) = g(X, Y) —n(Xn(Y)

kosullarini saglayan bir g metrigi var ise; {o, &, 1, g} dortliisiine bir hemen hemen
degme metrik yapi, {M, o, &, n, g} beslisine de bir hemen hemen degme metrik
manifoldu ad1 verilir [5].

Eger 6X(p =0 ise bir hemen hemen degme metrik manifolda kosimplektikdir
denir [20]. 6X(p =0 formiiliinden

VxE=0, Vxn=0 ve R(X, Y)&=0
yazilabilir. Buradan (3. 15), (3. 16) ve (3. 20) denklemlerinden :

éx Y =V, Y +n(Y)X,
T(X,Y) =n(Y)X-n(X)Y

a=-N®n

elde edilir. Boylece Yardime1 Teorem 4.1.3. geregi R -R =R -R bulunur.

Bir M bir kosimplektik manifoldu i¢in peM noktasindaki T M tanjant
uzayinda & vektor alanina dik bir X birim vektor alant {X, X} ortonormal olacak
bigimde var ise {X, X} diizlemine T M nin ¢ -kesitseli denir.

Ayrica

K(X, 9X) = g(R(X, X)X, X)
bi¢iminde tanimlanan ifadeye M nin ¢ -kesitsel egriligi adi1 verilir [21].
Eger M kosimplektik manifoldunun ¢ -kesitsel egriligi bir ¢ sabitine esit ise

M ye bir kosimplektik uzay form adi verilir ve M(c) ile gosterilir. Bir kosimplektik
uzay formunun egrilik tensorii
4R(X,Y,Z,W) =c{g(X,W)e(Y,2)-g(X,2)g(Y,W)
(X, o Wg(Y, 02)-gX, 0Z)g(Y, o W)
28X, ¢ V)g(Z, ¢ W)-g(X,Wn(Y)n(Z)
+2(XZm(Y M(W)-g(Y,ZmXm(W)
+e(Y, Win(Xm(Z);

ile verilir [22]. Buradan Y ve Z ye gore kontraksiyon yapilirsa
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nc
elde edilir. Boylece Tanim 2.1.8. geregi M bir yari-Einstein manifoldudur.

(M, g) lizerinde [16] anlaminda semi-simetrik

Yardimer Teorem 4.1.8.
metrik olmayan koneksiyon tanimli bir Riemann manifoldu ve U Levi-Civita

koneksiyona gore bir paralel birim vektor alani olsun. Bu taktirde
(4.27)

_R.3

e *

R-
ve

R-S=R-S-Q(-n®n,S) (4. 28)
dir.

Ispat: VX, Y,Z We y (M) olmak iizere (2. 11) denkleminde T yerine S

almdiginda
(R- s WZ,W;X,Y) = s (R (X, Y)Z,W)-é (Z, R (X, Y)W) (4.29)

yazilabilir. (4. 29) denkleminde (3. 19) denklemi kullanildiginda

(R- s YZ,W;X,Y) = (S (R (X,Y)Z,W)-(n-1)a( R (X,Y)Z,W))

(S (Z.R (X.Y)W)-(n-DauZ, R (X,Y)W)) (4.30)
bulunur. (4. 30) denkleminde (4. 1) ve (4. 2) esitlikleri kullanilirsa
(R-S)ZW:X,Y) =S (R(X,Y)Z,W)- S (Z,R(X,Y)W) (4.31)
elde edilir. Ayrica (2. 11) denkleminde T yerine S alindiginda
(R-$)ZW;X,Y) =S (R (X,Y)Z,W)- §(Z,R (X,Y)W) (4.32)
oldugundan
(4. 33)

(R- s Z,W;X,Y) = (R-S)Z,W;X,Y)

elde edilir.
Diger taraftan VX, Y, Z, We x(M) olmak {lizere (2. 11) denkleminde

*

R yerine R ve T yerine S alindiginda
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(R-S)ZW:XY) =-S (R (X, VIZW)- S (Z, R (X, V)W) (4.34)
yazilabilir. (4. 34) denkleminde (3. 18) denklemi kullanildiginda
(R-S)Z.W:X.Y) =-S(R(X, V)Z-a(Y,2)X+(X,2)Y,W)- S (Z, R(X, Y)W
-a(Y,W)X+a(X,W)Y) (4. 35)
elde edilir. Son esitlikte gerekli diizenlemeler yapilirsa
(R-S)ZW:X,Y) = -8 (R(X, VIZ,W)+a(Y.2)S (X,W)-a(X.Z)S (Y. W)
-S(Z,R(X, Y)W)+a(Y, W) S (Z,X)-a(X,W)S (ZY) (4.36)
bulunur. Ayrica (2. 12) denkleminde A yerine o ve T yerine S alnir ve (2. 10)
denklemi kullanilirsa
Q@ S)ZW; X, Y)= S (X,W)a(Y,Z)+S (Y, W)eu(X,2) -8 (Z.X)o( Y, W)
+S(Z,Y)ou(X, W) (4.37)
elde edilir. (4. 32) ve (4. 37) esitlikleri (4. 36) de yerine yazilirsa
R-S=R-S- Q(a,S)

bulunur. -

Teorem 4.1.9. (M, g) iizerinde [16] anlaminda semi-simetrik metrik olmayan
koneksiyon tanimli bir Riemann manifoldu ve U Levi-Civita koneksiyona gore bir

paralel birim vektor alani olsun. Bu taktirde

R-S=0 < M Levi-Civita koneksiyona gére Ricci-semisimetriktir.

Ispat : (4. 27) esitliginde R-S=0 almirsa R-S=0 bulunur. O halde M

Levi-Civita koneksiyona gore Ricci-semisimetriktir. ]

Teorem 4.1.10. (M, g) lizerinde [16] anlaminda semi-simetrik metrik
olmayan koneksiyon tanimli, Levi-Civita koneksiyona gore bir Ricci-semisimetrik

Riemann manifoldu ve U Levi-Civita koneksiyona gore bir paralel birim vektor alant

olsun. Eger R-S=0 ise M bir yar1-Einstein manifoldudur.
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Ispat : (4.28) esitliginde R-S=0 almirsa

Q-n®n.5)=QM®n.5)=0 (4.38)
elde edilir. Boylece T M nin skaler egriligi olmak iizere

S=fmen)
elde edilir. O halde Tanim 2.1.8. geregi M bir yari-Einstein manifoldudur. ]

Teorem 4.1.11. (M, g) iizerinde [16] anlaminda semi-simetrik metrik

olmayan koneksiyon tanimli bir Riemann manifoldu ve U Levi-Civita koneksiyona

gore bir paralel birim vektér alani olsun. Eger R-S—R-S=0 ise M bir yari-Einstein

manifoldudur.

Ispat : (4. 27) ve (4. 28) esitlikleri yardimiyla
Q(_n ® n, S) =0
esitligini elde ederiz. Teorem 4.1.10. deki islemler tekrar edilirse M bir yari-Einstein

manifold olarak bulunur. n

Yardimci Teorem 4.1.12. (M, g) iizerinde [16] anlaminda semi-simetrik
metrik olmayan koneksiyon tanimli bir Riemann manifoldu ve U Levi-Civita

koneksiyona gore bir paralel birim vektor alani olsun. Bu taktirde

fz-ézﬁ-é-Q(a,é) (4. 39)
dir.

Ispat: VXY, ZWe y (M) olmak iizere (2. 11) denkleminde R yerine R

ve T yerine S alindiginda

Ed * * * Ed

(R-S)ZW:X,Y) =-S (R (X, VIZW)- S (Z, R (X, Y)W) (4. 40)
yazilabilir. (4. 40) denkleminde (3. 18) denklemi kullanildiginda

(f{-é)(z,W;X,Y) = s (R(X, Y)Z-o(Y,2)X+o(X,Z)Y,W)

s (Z, R(X, Y)W-a(Y,W)X+o(X,W)Y)
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elde edilir. Son esitlikte gerekli diizenlemeler yapilirsa

(f{é)(z,W;X,Y) =(S(R(X, Y)Z,W)-o(Y,Z)S (X, W)+a(X,Z)S (Y,W))
«(S(Z,R(X, Y)W)-o(Y,W) S (Z,X)+a(X,W)S (Z,Y)) (4. 41)
bulunur. (3. 19) denklemi yardimu ile (4. 41) esitligi
(f{-é)(z,W;X,Y) = (S (R(X,Y)Z,W)-(n-Da( R(X,Y)Z,W)-o(Y,Z)(S (X, W)
-(n-D)ou(X, W) +au(X,2) ((S (Y, W)-(n-D)a(Y, W)
(S (ZRX,Y)W)-(n-1)ouZ, R(X,Y)W)-a(Y,W)(S (Z,X)
-(n-Da(Z,X)) X, W) (S (Z,Y)-(n-Do(Z,Y))  (4.42)
seklinde yazilir. (4.1) geregi a simetrik oldugundan ayrica (4. 1) ve (4. 2) esitlikleri
kullanilarak
aX, R(Y, Z)W)=0 (4. 43)

elde edilir. Buradan (4. 43) esitligi ve bu esitlige benzer durumlar (4. 42)

denkleminde yerine yazilir ve gerekli sadelestirmeler yapilirsa
(f{-é)(z,W;X,Y) =-S(R(X,Y)Z,W)- S(Z, R(X,Y)W)+a(Y,Z)S (X,W)
-(X,Z)S (Y, W)+a(Y,W) S (Z,X)-a(X,W)S (Z,Y) (4. 44)
elde edilir. (2. 11) denkleminde T yerine S alindiginda
(R-S)Z,W;X,Y) =-S (R(X,Y)Z,W)-S (Z,R(X,Y)W) (4. 45)
bulunur. Ayrica (2. 12) denkleminde A yerine o ve T yerine S alindiginda
Q(a,S)Z,W; X, Y) = -S (XAqY)Z,W)-S (Z,(XAY)W) (4. 46)
yazilabilir. (4. 46) esitligi (2. 10) denklemi yardimiyla
Q(0,S)Z,W; X, Y) = S (X,W)a(Y,Z)- S (Y,W)a(X,Z) +S (Z,X)a(Y, W)
-S(Z,Y)ou(X,W) (4. 47)
biciminde yazilir. (4. 45) ve (4. 47) esitlikleri (4. 44) de yerine yazilirsa
fz-ézﬁ-é-Q(a,é) (4. 48)

bulunur. -
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Teorem 4.1.13. (M, g) iizerinde [16] anlaminda semi-simetrik metrik

olmayan koneksiyon tanimli bir Riemann manifoldu ve U Levi-Civita koneksiyona

gore bir paralel birim vektor alani olsun. Eger R-S=0 ve R-S=0 ise M bir yari-

Einstein manifolddur.

* ok

Ispat : (4. 48) esitliginde R-S=0 ve R-S=0 olarak almirsa

Q(e.5)=Q(-n®n.5)=0
elde edilir. Teorem 4.1.10. deki islemler tekrar edilirse M bir yari-Einstein manifold

olarak bulunur. n

4.2 Uzerinde Semi-Simetrik Metrik Koneksiyon Tammh Olan Bir

Riemann Manifoldunun Sagladig1 Bazi Semi-Simetri Sartlan

Bu boliimde lizerinde semi-simetrik metrik koneksiyon tanimli olan bir

Riemann manifoldu i¢in U Levi-Civita koneksiyona gore bir paralel birim vektor

* * *

alan1 olmak tizere R-S=0, R-S=0, R-S—R-S=0, R-S=0 ve R-C=0 egrilik
sartlarmm saglanmasi durumunda manifold i¢in bazi karekterizasyonlar elde

edilmistir.

Yardimel Teorem 4.2.1. (M, g) lizerinde semi-simetrik metrik koneksiyon
taniml1 bir Riemann manifoldu ve U Levi-Civita koneksiyona gore bir paralel birim

vektor alani olsun. Bu taktirde

R-S=R-S (4. 49)
ve

R-S=R-S-Q(g-n®n,S) (4. 50)
dir.

Ispat: VX,Y,Z, We (M) olmak iizere (2. 11) denkleminde 7" yerine S
alindiginda
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(R- s WZ,W;X,Y) = s (R(X, Y)Z,W)-é (Z, R(X, Y)W) (4.51)
yazilabilir. (4. 51) denkleminde (3. 14) denklemi kullanildiginda
(R- s WZ,W;X,Y) = -[S (R(X,Y)Z,W)+(2-n)g( R( X,Y)Z,W)
+(0-2) N(R(X,Y)ZMW)-[S (Z, R(X,Y)W)H2-m)g(Z, R(X,Y)W)
+H0-2)n(R(X,Y)W)n(Z)] (4.52)
bulunur. (4. 52) denkleminde (2. 2) ve (3. 12) esitlikleri kullanilirsa
(R- s WZ,W:;X,Y) = -S (R(X,Y)Z,W)-S (Z,R( X,Y)W) (4. 53)
elde edilir. Ayrica (2. 11) denkleminde T yerine S almdiginda
(R-S)Z,W;X,Y) =-S (R(X,Y)Z,W)-S (Z,R(X,Y)W) (4. 54)
oldugundan (4. 53) ve (4. 54) esitlikleri geregi

elde edilir. Diger taraftan X,Y,Z,Wey(M) olmak iizere (2. 11) denkleminde

R yerine R ve 7 yerine S alindiginda

(f{-é)(z,W;X,Y) =-S (f{ (X, Y)Z,W)-S (Z, f{ X, Y)W) (4. 55)
yazilabilir. (4. 55) denkleminde (3. 7) denklemi kullanildiginda
(f{- SYHZ,W:X.Y) =-S (R(X, Y)Z-o(Y,Z)X+a(X,Z)Y-g(Y,Z)LX
+g(X,Z)LY,W)-S (Z, R(X, Y)W-a(Y,W)X
+au(X, W) Y-g(Y,W)LX+g(X,W)LY)
elde edilir. Son denklem diizenlenirse
(f{-é)(z,W;X,Y) =[S (R(X, Y)Z,W)-a(Y,Z)S (X,W)+a(X,Z)S (Y,W)
-g(Y,Z)S (LX,W)+g(X,2)S (LY,W)]-[S (Z, R( X, Y)W)
(Y, W)S (Z,X) +a(X,W)S (Z,Y) -g(Y,W) S (Z,LX)

+g(X,W)S (Z,LY)] (4. 56)
bulunur. Ayrica (3. 10) denklemi
a(X,Y)=g(LX,Y)

biciminde yazilabilir. Burada
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LX=-n(X)U + %X (4. 57)
olup bdylece
S(LX,Y)=-n(X)S(U,Y)+ %S(X, Y)
ve
MLX)=gLXU)=a(X U= 10U 2 (X U)==2 (%) (4. 58)

elde edilir. Boylece (2. 3) ve (3. 14) esitlikleri yardimi ile

S(Y,U)=S(Y,U)
elde edilir. (3. 12) esitligi geregi §(Y,U)=0 oldugundan

§(Y, U)=S(Y,U)=0 (4. 59)

olarak bulunur. Buradan da
S (LX,Y)=%§(X, Y) (4. 60)

yazilabilir. (3. 10) ve (4. 60) esitlikleri (4. 56) denkleminde kullanilir ve gerekli

diizenlemeler yapilirsa
(fz-éxz,W;X,Y) =-S(R(X,Y)Z,W)-S (Z,R(X,Y)W)-n(Y)n(Z)S (X, W)

+2(Y,2)S (X, W)+ (X)n(2)S (Y,W)-g(X,2) S (Y, W)-n(Y)n(W)S (Z.X)
+g(Y,W)S (Z,X)mnX)M(W)S (Z,Y)- gX,W)S (Z,Y) (4. 61)
elde edilir. (4. 61) denklemi ortak parantez ile

(fz-éxz,W;X,Y) =S (R(X,Y)Z,W)-S (Z, R(X,Y)W)+S (X, W)(-n(Y)n(Z)

+8(Y,2))-S (Y. W)((XN@)+g(X.2)+S (Z.X)(-n(Y)n(W)+g(Y, W)
-S(ZY)((Xn(W)+g(X, W) (4.62)
biciminde yazilabilir. (4. 62) denkleminde
F(X,Z) = nX)n(@)+e(X.2),
olarak tanimlayalim. Bu durumda (4. 62) denklemi

*

(R-S)Z,W;X,Y) =-S (R(X,Y)Z,W)-S (Z, R(X,Y)W)+S (X, W)F(Y,Z)

-S (Y, W)F(X,Z) +S (Z,X)F(Y,W)-S (Z,Y)F(X,W) (4. 63)
bi¢imine doniisiir. (2. 11) denkleminde 7 yerine S alindiginda
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(R-S)Z,W;X,Y)=-S(R(X,Y)Z,W)-S (Z, R(X,Y)W) (4. 64)
bulunur. Ayrica (2. 12) denkleminde T yerine S ve A yerine F alindiginda

QF,S)ZW; X, Y) =-S (XArY)Z,W)-S (Z,(XArY)W) (4. 65)
yazilabilir. (4. 65) esitligi (2 .10) denklemi yardimiyla

Q(F,S)(Z,W; X, Y)=-S (X, W)F(Y,Z)+S (Y,W)F(X,Z)-S (Z,X)F(Y,W)

+S (Z,Y)F(X,W) (4. 66)
olarak bulunur. (4. 64) ve (4. 66) esitlikleri (4. 62) de yerine yazilirsa
R-S=R-S-Q(F, S)
ve
R-S=R-S-Q(g-n®n,S)
elde edilir. u

Teorem 4.2.2. (M, g) lizerinde semi-simetrik metrik koneksiyon tanimli bir
Riemann manifoldu ve U Levi-Civita koneksiyona gore bir paralel birim vektor alant

olsun. Bu taktirde

R-S=0 < M Levi-Civita koneksiyona gore Ricci-semisimetriktir.

Ispat : (4. 49) esitliginde R-S=0 alnirsa R-S=0 bulunur. O halde M

Levi-Civita koneksiyona gore Ricci-semisimetriktir. ]

Teorem 4.2.3. (M, g) iizerinde semi-simetrik metrik koneksiyon tanimli,

Levi-Civita koneksiyona gore Ricci-semisimetrik bir Riemann manifoldu ve U Levi-
*

Civita koneksiyona gore bir paralel birim vektor alani olsun. Eger R-S=0 ise M bir

yari-Einstein manifoldudur.
Ispat : (4. 50) esitliginde R-S=0 ve R-S=0 alnirsa

Q(g-n®n,5)=0 (4. 67)

elde edilir. Boylece T M nin skaler egriligi olmak iizere
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-~ F
S=——-(g-n®n)
n-—1

elde edilir. O halde Tanim 2.1.8. geregi M bir yari-Einstein manifoldudur. ]

Teorem 4.2.4. (M, g) ilizerinde semi-simetrik metrik koneksiyon tanimli bir

Riemann manifoldu ve U Levi-Civita koneksiyona gore bir paralel birim vektor alani

olsun. Eger R-S—R-S=0 ise M bir yari-Einstein manifoldudur.

Ispat : (4. 49) ve (4. 50) esitlikleri yardimiyla
Q(g-n®n,8)=0
elde ederiz. Teorem 4.2.3. de yapilan islemler tekrar edilirse M bir yari-Einstein

manifoldu olarak bulunur. n

Yardimer Teorem 4.2.5. (M, g) lizerinde semi-simetrik metrik koneksiyon
taniml1 bir Riemann manifoldu ve U Levi-Civita koneksiyona gore bir paralel birim

vektor alani olsun. Bu taktirde

-S-Q(g-n®n.,S) (4. 68)

T+
U *
I

dir.

Ispat: VX, Y, Z, We y (M) olmak iizere (2. 11) denkleminde R yerine R

ve Tyerine S alindiginda

Ed * * * Ed

(R-S)ZW:X,Y) =-S (R (X, VIZW)-S (Z, R (X, V)W) (4. 69)
yazilabilir. (4. 69) denkleminde (3. 7) denklemi kullanildiginda

(f{- 5 NZ,W:X,Y) = S (R(X, Y)Z-a(Y,Z)X+ou(X,Z)Y-g(Y,Z)LX+g(X,Z)LY,W)

s (Z, R(X, Y)W-a(Y,W)X+o(X,W)Y-g(Y,W)LX+g(X,W)LY)

bulunur. Son esitlikte gerekli diizenlemeler yapilirsa
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(Ii{-é)(Z,W;X,Y) = -[é (R(X, Y)Z,W)-(x(Y,Z)é (X,W)Jr(x(X,Z)é (Y, W)
-g(Y,Z)é (LX,W)+g(X,Z)§ (LY,W)]-[é (Z,R(X, Y)W)-oc(Y,W)é (Z,X)

+a(X,W) S (Z,Y)-g(Y,W)S (Z,LX) +g(X,W)S (Z,LY)] (4. 70)
elde edilir. (4. 70) denkleminde (3. 14) esitligi kullanilirsa

(R-S)Z,W;X,Y)=-[S (R(X,Y)Z,W)+(2-n)g(R(X,Y)Z,W)+(n-2n(R( X,Y)Z)M(W)

-o((Y,Z)[S (X, W)+2-m)g( X, W)+n-2n(X)n(W)] +a(X,Z)[S (Y, W)

+2-0)g(Y, W)+(n-2n(Y)n(W)]-g(Y,Z)[S (LX,W)+2-n)g(LX,W)

+Hn-2LX)MW) I+ g(X,2)[S (LY, W)+H2-n)g(LY, W)Hn-2n(LY)n(W)]]

- [S(Z, R(X,Y)W)+(2-m)g(Z,R(X,Y)W)+(n-2) n(R(X,Y)W)n(2)

-a(Y,W)[ S (Z.X)+(2-n)g(Z.X)Hn-2n(XM(Z)] +a(X,W)[S(Z,Y)

+2-0)g(Z,Y)Hn-2)n(Z)M(Y)]-g(Y,W)[S (Z,LX)+(2-n) g(Z,LX)

+Hn-2MLX)M@)]+2(XW)[S (Z,LY)H2-n)g(Z,LY)+Hn-2n(LYIN@)]] (4. 71)
elde edilir. Ayrica (2.2), (3. 4) ve (3. 12) esitlikleri yardimiyla

N(R(X,Y)Z)=0 ve n(R(X,Y)W)=0 4.72)

bulunur. (4. 72) esitligi (4. 71) de yerine yazilir ve (3. 9) esitligi kullanilip gerekli

sadelestirmeler yapilirsa
(f{-é)(z,W;X,Y) =-S(R(X,Y)Z,W)-S (Z, R(X,Y)W)

+a(Y,2)S (X, W)+(n-2)a(Y, Z)n(Xm(W)
-(X,2) S (Y, W)-(n-2)a(X,Zm(Y)n(W)
+g(Y,2)S (LX,W)+ (n-2)g(Y,Z)n(LX)n(W)
-g(X,2)S (LY, W)- (n-2)g(X,Z)n(LY)n(W)
+a(Y,W) S (ZX)+n-2)a(Y,W)n(X)n(2)
-a(X,W) S (Z,Y)-(n-2)a(X, W)n(Y)n(Z)
+g(Y,W)S (Z,LX))+ (n-2)g(Y,W)n(LX)n(Z)

-2(X,W)S (ZLY)- (n-2)g(X.W)n(LY)n(Z) (4.73)
elde edilir. (4. 73) esitliginde (3. 10), (4. 58) ve (4. 60) esitlikleri yerine yazilir ve

gerekli diizenlemeler yapilirsa ;
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(fzéxz,w;x,Y) =-S(R(X,Y)Z,W)-S (Z, R(X,Y)W)-n(Y)n(2)S (X, W)

+2(Y,2)S (X, W)+ (X)n(2)S (Y,W)-g(X,2) S (Y, W)-n(Y)n(W)S (Z.X)
+g(Y,W)S (Z,X)mMnX)M(W)S (Z.Y)- gX,W)S (Z,Y) (4.74)

bulunur. (4. 74) de ki igslemler Yardimci Teorem 4.2.1. in ispatina benzer sekilde

devam ettirilirse

f{-ézﬁ-é- Q(F, S) (4.75)
Ve

fz-ézﬁ-é-Q(g—n@n,é)
bulunur. -

Teorem 4.2.6. (M, g) lizerinde semi-simetrik metrik koneksiyon tanimli bir

Riemann manifoldu ve U Levi-Civita koneksiyona gore bir paralel birim vektor alant

olsun. Eger R-S=0 ve R-S=0 ise M bir yar1-Einstein manifolddur.

Ispat : (4. 68) esitliginde R-S=0 ve R-S=0 olarak almirsa

Qg-n®N,S),, =0 (4.76)
bulunur. Teorem 4.2.3. de yapilan islemler tekrar edilirse M bir yari-Einstein

manifold olarak bulunur. n

Teorem 4.2.7. (M, g) tlizerinde semi-simetrik metrik koneksiyon taniml bir

yari-Einstein Riemann manifoldu ve U Levi-Civita koneksiyona gore bir paralel

birim vektor alani olsun. Eger R-C =0 ise M Ricci-semisimetriktir.

ispat 2V Xh, Xi, Xj, Xk, X1, Xm €((M) olmak tizere (2. 11) denkleminde R

yerine R ve T yerine C alindiginda
(R . é )(Xh, Xi, XJ, Xk;Xl, Xm) =- é (R (XlaXm)XhaXianan)
-C (X, R (X1, X)X, X, Xi)
-C (XnXi, R (X1, X)X, Xi)
-C (Xn XX, R (X1, Xm)Xi) 4. 77)
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olarak yazilabilir. (4. 77) denkleminde (3. 7) denklemi ve sonrasinda (2. 9) denklemi

kullanilirsa
(R -C)(Xn, Xi, X, Xi:Xi, Xim) = - R(R( X1, Xin) X, X3, X, X1)
1 - ~ ~ -
+n [S (Xi,Xj)g( R( X],Xm)Xh,Xk)- S ( R( X],Xm)Xh,Xj)g(Xi,Xk)

+S (R( X1, Xm) X, Xi)2(XiX)- S (X5, Xi)g( R( X1, Xim) X0 X))]

e [a(XuX)(ROX0Xm) Xn Xi)- 2(R(X0 X)X X)2(Xi X))

(n—1)(n-2)

0K, X)) (R ( X1, X5, X, X.) - ﬁ [S (X5, X5)e(X1,Xw)-S (X1,X))2(Xi Xx)
I S
(n - 1) (n - 2)

1
n-2

+S (X1, X0 2(Xi,X))- S (X5, Xi) g (X1, X)) 1+ [2(Xi, X)) (X1, Xk)

-2(X1,X3) (X3, X)) -0 Xn)( R ( X, X3, X, Xi)- [S (Xi,X)g(Xim Xx)

=S (Xomo Xi)2(Xi, Xi)+S K Xi)2(Xi,X1)- S (X3, Xi)2(Ximo X))

e [8(XX)2(Xom X 2K X)2(Xi, X))

(n—1)(n-2)

+(Xom, Xn)( R LX1, X, X, X)-

1~
[S (X;,X))g(LX,Xx)
n-2

-S (LX1,X) (X0, Xi)+S (LX1, X0 g(Xi, X))- S (X5, X0 2(LX1,X))]

e [e(X X)L X1 Xe)-g(LX,X)g(Xi X))

(n—1)(n-2)

. 1 - .
-2(X,Xn) (R ( LXm, X, X, Xx) - — [S (Xi,X;)g(LXm,Xk)-S (LXm, Xj)2(Xi, Xk)

(- 1)(n-2)

+S (LXom, Xi)2(Xi X))- S (X5, Xi)g(LXm, Xi)] + [2(Xi, X)) g(LXm, Xi)

-g(LXm, Xj)g(Xi,X)])

. . 1 -
-R( X4, R( Xl,Xm)Xi,Xj,Xk)Jrn [S (R(X1,Xm)Xi,X)g(Xn, Xk)

=S (X, X)g( R (X1, Xim)Xi,Xi) +S (X, Xi)2( R( X1, Xen) X5, X5)

(n—1)(n-2)

-S (R( X0, Xim) X3, Xi)g(Xn, X3)] - (R (X1, Xm) X3 X)) 2 (X Xi)
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- g(Xn, X)) g R( X1, Xin) X, Xi0) [H0t(Xin, Xi)( R ( X1, X1, X, Xi)]

ﬁ [S (X1,X)g(XnXi)- S (X, X2 Xi) S (X Xi0)2(X1,X5)-S (X1 Xi) (X1, X))

o [8(X0X)2(XnXi)- 2K X)2(X1 X))

(- 1)(n-2)

~ 1
-0u( X, Xi)(R( X, Xim, X, Xic)-

n-2

[S (X, X2 (Xt Xi0)- S (X X)2(Xins Xi)

(n—1)(n-2)

. 1 -
- 2(Xn, X)) (X, X)) +&(Xin, Xi) (R ( X, LX1, X, X) - — [S (LX1,X;)g(Xn,Xk)

+S (X X2 (Xins X))~ S (Xin, Xi0)2(Xn, X)] + [2(Xom, X5)8(Xn, Xi)

-S (X, X3)g(LX1, Xi)+S (Xn, Xi)g(LX1,X)- S (LX1, Xi)g(Xn X))]

r

T )@m-2)

~g (X3, X)( R ( X, LX 1, X, X)) -

[2(LX1,X))e(Xn,Xk)- g(Xn,Xj)g(LX1,Xx)])

1
n—-2

[S (LXm, X)) 2(XnXi0)- S (X X)2(LXim, Xi)

(n—1)(n-2)

+S (X X)2(L X X))~ S (LXim, Xi) g (X1 X)) 1+ [2(LXm, X)) 2 (X, Xi)

-2(Xn, X)) g(LXm, Xi)])

1

[S (X, R( X1, Xim) X)) 2 (X X)
n-2

-R( X, Xi, R( X1, X)X, Xi)+

=S (X, R( X0, Xim)X)g(Xi, Xi) +S (X X)2(Xi, R(X1,Xm) X))

-8 (XX 2(Xn R( X1, Xm) X))]- ————— [2(Xs, R(X1,Xm)X)g(XnXi)

(n—1)(n-2)

-g(Xn, R(X0,Xom)X)2(Xi, Xi0) 10U Xin, Xi)(R( X, X3, X1, X)

- ﬁ [S (X5, X)2(XnXi)-S (X, X)E(Xi, Xi)+S (X, Xi0)2(Xi, X1)- S (X3, X1) 2(Xn, X1)]

o [a(XX)E(XnXe) 2(XnX)e(X X))

(- 1)(n-2)

. 1 - .
_a(XlaX_])( R( XhaXiaXman)' E [S (XiaXm)g(Xhan)' S (XhaXm)g(Xian)

(- 1)(n-2)

+S (X X2 (X Xim)- S (X1, Xi) (Ko Xn) I+ [2(Xi, Xim)2(Xn,Xi)
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1
n—-2

(Ko X)) (XK Xi) 1)+ (X, X)) R ( X, X5, LX), Xi)- [S (X, LX) g(Xn,Xx)

=S (Xn, LX) (X5, Xi)+ S (Xn, Xi)g(Xi, LX)-S (X5, Xi)g(Xn,LX1)]

r

T )@m-2)

~g(X3, X)) (R ( X, Xi, LX 1, Xi0)-

[2(Xi,LX1)g(Xn, Xk)- g(Xn,LX1)g(Xi,Xx)])

1
n-2

[S (X5, LXm)2(Xn,Xi0)-S (X, LXm)g(Xi, Xi)

+§ (Xh,Xk)g(Xi,LXm)-é (Xi,Xk)g(Xh,LXm)]+ ; [g(Xi,LXm)g(Xh,Xk)

(n - 1) (n - 2)
- g(Xn,LXm)2(Xi,X1)])

1

- R( X, X3, X5, R( X3, Xim) Xi)+ :
n —

[S (X5, X)g(Xn, R( X1, Xm)Xi)

=S (X, X)g(Xi, R( X1, Xim)Xi) +S (Xn, R( X1, Xin)Xi)2(X5,X5)

-S (X R( X1 X)X g(Xn X)) ————— [(XiX)g(Xn, R( X1, Xm)Xk)

(n—1)(n-2)

-8 (X X))g(Xi, R (X1, Xim) Xi0) 0t Xim, Xi ) R( X, Xi,X, X1)

- ﬁ [é (Xi,Xj)g(Xh,Xl)'é (Xh,Xj)g(Xi,Xl)-i-é (XhaXl)g(Xi,Xj)-é (Xi,Xl)g(Xh,Xj)]

e [ X) (X X0)-2(Xn X)) 2 (X X0 ])-0t(X1 Xi (R ( X X0 X, Xi)

(- 1)(n-2)

1 -~ ~ ~
— [S (X3, X))(Xm,Xn)-S (Xn, Xj)2(Xi, Xm)+S (X, Xim)g(Xi, Xj)

(- 1)(n-2)

~ 1 ~ ~
+g(Xm,Xk)( R( Xh,Xi,Xj,LXl)- n [S (Xi,Xj)g(Xh,LXI)-S (Xh,Xj)g(Xi,LXl)

-S (X3 Xm)g (X, X))+ [2(X5, X))g(Xn, Xim)- &(Xn, X)) (X, Xm)])

+8 (X LX)2(XiXi)- S (X LX) (X X))+ ———— [2(X0X;)2(Xn LX)

(n — 1) (n - 2)
- 8% X)X B X RO X X LX)~ 5 (XXX LX)

=S (X, X)) (X5, LX)+ S (X, LX) 2(X5,X)- S (X3, LX) 2(X1,X))]

r

a(m-2)

[2(X5, X)g(Xn, LXm)- g(Xn, Xj)g(Xi,LXm)]) (4.78)
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bulunur. Ayrica (2. 2), (3. 10) ve (4. 72) denklemleri kullanilarak
R(LX;,X;,X;,Xi)= R(X;,X;,Xi., LX))=g( R( X;, X)X, LX1)=0u( R( X5, X)X, X1)

N 1 - 1«
=10 ROGX)XN - ROGX; X Xi)=— ROGX; X X) - (4. 79)

elde edilir. Buradan (4. 79) esitligindeki sonuca benzer sonuglar ile (2. 11)
denkleminde T yerine R alinarak ve (2. 12) denkleminde A yerine o ve T yerine R

almarak elde edilen denklemler (4. 78) da yerine yazilarak gerekli diizenlemeler

yapilirsa

. .~ - 1 -
(R-C)(Xn, Xi, Xj, XX, Xim) = (R'R) _Q(a’R)hijklm _5 Q(g’R)hijklm

hijklm
1 - . o
+—— [8 (XX ROX1Xm) X0 X008 (ROX1Xi) X X))g(Xi. X0)

+8 (R( X1, Xim) X1 X1) (X5, X)-S (X, Xi0)g( R( X1, Xim) X1, X5)
+8 (R( X1, Xm) X5, X)2(XnXi1)-S (X, X5)g( R( X1, Xim) X, X)
+S (Xn, X2 R (X1, Xim) X5, X))-( R( X1, X)X, Xi)g(X,X)
+8 (X, R( X0, Xm)X)2(XnXi1)-S (X, R( X0, Xm)X))g(Xi, X1
+8 (X, Xi)g(Xi, R(X1,Xim)X))-S (X6, Xi0)g(Xn, R( X1, Xm)X;)
+8 (X5, X)g(Xn, R( X1, Xm)Xi)-S (X0, X))g(Xi, R( X1, Xm)X)
+8 (Xn, R( X1, Xim)X1)2(Xi, Xi)- S (X, R( X1, Xim) Xi)2(Xn Xj) |

e [e(XaX) (R XXX Xi)- 2R Xt X)X X (X, Xi)

(n - 1) (n - 2)
g R( X1, Xin) X1, X5) 28X Xi)-€ (X X)) R ( X1, X)X, Xil)
(X, RO X1, Xm)X5)8(Xn X)) -2(Xn RO X1, X)) X5) (X1, Xi)

G X)X ROX X Xi)-2(X0 Xi)g(Xi, R(X1 X X0)]
_ﬁ [OC(Xm,Xh)é (Xian)g(Xl,Xk)-OL(Xm,Xh)é (X1, X)g(Xi,Xi)

+0u(Xin, X1) S (X1, X1) 8 (X0, X)-0Kims X)) S (X, Xi) (X1, X5)-01(X1,X) S (X, X)) 2(Xims X))
(X1, X1n) S (X X§)2(Xi, Xi)-0(X1, X1) S (Kimy Xi)2(XKi, X)+0(X1,X) S (X, Xi0)(Xim, X))

+o(Xim, Xi) S (X1, X)X Xi)-0 Ky Xi) S (X Xi) (X0, X1+ 0K Xi) S (X, Xi0) (X1, X;)
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(X, X1) S (X1, X10)&(X X)-0(X1,X1) S (Koo X)X Xi)H (X1, Xi) S (X X)2(X i Xi)
(X1, X0) S (X, Xi) 2 (K X5)F0UX1X0) S (Koo Xi) 2K Xi)H (X, Xi) S (X3, X)X Xi)
0K X5) S (X X1) (X5, X1) 0K X5) S (X Xi0) (X, X1)-0(Xin, Xi) S (X5, X10)2(Xi, X1)
(X1, X5) S (X5, X)Xy Xi) F0U(X1,X5) S (X Xon)2(XKi, Xi0)-0(X1, X5) S (X Xi) (X, Xom)
(X1, X5) S (X5, X1) 2K Xi)H0U Ky Xi0) S (X5, X)X X1)-0U X Xi) S (X, Xi) (X5, X1)
+ou(Xiny Xi0) S (X, X1) (i, X5)-0Kims Xi0) S (X5, X)X X5)-01(X1,X1) S (X3, X)) 2(Xins Xi)
(X1, X1 S (X X)X, Xom)-0(X1, X10) S (X, Xin)2(Xi, X5)

+O(,(X1,Xk) é (Xi,Xm)g(Xhan)]

ﬁ [2(Xm.X1) S (Xi,Xj)oc(Xl,Xk)-% 2(Xm:Xn) S (X1,X))g(Xi,Xi)
+% 2(XimXn) S (X1, X0 g(Xi. X))-2(Xm: Xi) S (X1, Xi) (X1, X))
-g(X1,Xn) S (Xi, Xj)ou( X, Xi) +% 2(X1,Xn) S (Xem, Xp)g(Xi, Xi)
% 2(X1.Xn) S (Xins Xi)2(Xi, X (X1 Xn) S (X5 Xi) ot X, X))
+% 2(XimX0) S (0, X)) 2(Xn Xi)- (X Xi) S (X, X)) (X1,X)
+8(Xm Xi) S (Xh,xaa(Xl,Xj)-% 2(XmX0) S (X1, X1 2(Xn. Xj)
% 2(X1.X0) S (X X)X Xi)+(X1.X1) S (X X))ot (Xim, Xi)
-g(X1,X)S (Xh,xaa(xmxj)% 2(X1.Xi) S (X Xi)2(Xn, Xj)

1 ~ 1 ~
+§ 2(Xm,Xj) S (X3, X1)g(Xn, Xk)- 5 2(Xm,Xj) S (X, X1)g(Xi, Xx)

+(Xim X5) S (X, Xi)oU(Xi, X1)-2(Xims X)) S (X, X)X, X1)

1 ~ 1 -
"3 2(X1,X;))S (Xi,Xm)g(Xh,Xk)JFE 2(X1,X5) S (Xn, Xim)g(Xi, Xk)

-g(X1,X5) S (X, Xi) 0 Xi, Xin)+2(X1,X5) S (X3, Xi) o Xy Xim)
+ (X, Xi0) S (X3, X5) 0 X, X1)-2(Xims Xi0) S (X, Xi)at(Xi, X1)
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1 -~ 1 ~
S g(Xm,Xx) S (Xh,Xl)g(Xi,Xj)-E 2(Xm, Xi) S (X, X1)g(Xn, Xj)
~g(X1,X10)'S (X5, X)) o(X Xin)+2(X1,X1) S (X X)X, Xom)

1 ~ 1 -
"3 2(X1,Xk)S (XhaXm)g(Xian)+§ 2(X1.X1) S (X5, Xm)g(Xn, X)) ]

T )@m-2)

-0U( X1, X 1) (X, X5) & (K, X)) H0U X, X ) (K, X5) (X, X )0 Kin, Xi) (X1, X5) (X, X))

[ on(Xim, Xn) £, X)X, Xi)- 06 Xin, Xi) 2(X1, X)) 2 (X, Xi)

-0 Xom, X)X, X) (X1, X)) -0 X1, Xi) 8(Xim, X) (X X )0 X1, Xi) (X, X) (X, Xi)
U Xin, X5) 8(Xi, X1) (X, Xic) -0UKim, X) (X, X1) (X5, Xie) -0 X1, Xj) (X, Xim) (X, X))
+ou( X1, X5) (X, Xn) (X, X))+ Xim, Xie) 2(Xi, X) (X, X1)-0U Xin, X)) (X, X) & (X, X1)
- (X1, X (Xi X)) g (X Xim) (X1, Xi)2(X, X)) (X1, Xim) ]

D@2

- 23X, Xn) g (X, X)) 0U Xin, X))+ (X1, X)) 01 X, X5) (X, X)) +2(Xim, Xi)) o X1, X5) 2( X, X))

[&(Xim, Xn) (X, X ) oU(X1, X10)-g (X, Xn) (X1, X ) (X, Xi)

~8(Xim, X1) (X, X;) 0U( X1, Xi0)- (X1, X)) oU X, X) 2 (X, Xi) T 8(X1, Xi) (X, X) 0UXKim, Xi)
+8(Xm, X;) 0U X, X1) (X, Xic)-&(Xims X5) 0U X, X1) (X, X)) -8 (X, X)X, Xin) (X X )
+8(X1, X5) 0U X, Xim) (X, Xi) & (Xim, Xi) (X5, X5) 0U X, X1)-& (KXo, Xi) (X, X)X, X1)
-8(X1, X1 8(Xi, X;) 0 X, Xin)+ (X1, Xi) (X, X) U X, Xim) ] (4. 80)
elde edilir. Diger taraftan M yari-Einstein Riemann manifoldu oldugundan

S (X0, X (R (X, Xom) X, Xi)- S (R( X0, Xim) X, Xi)&(Xi, Xi)

S (R(X0Xim) X Xi)g(X3,X)-S (X3, X g R (X1, Xom) X1 X))

+§ (R(X1,Xom) X0, X)) 2 (X0 Xi0)- S (X X)g( R( X1 Xan) X5, Xi0)

+8 (X Xi)g( RO X1, Xan) X5, X5)-( R( X0 Xin) X, Xi) (X0 X5)

+8 (X, R( X0, Xm)X)2(XnX1)-S (X, R( X0, Xm)X))g(Xi, X1

+8 (Xn,Xi0)2(Xi, R( X1, Xm)Xi)- S (X0, X10)2(Xn, R( X1, Xin)X;)

+8 (X5, X)2(Xn, R(X1,Xm)Xi)-S (X0, X))g(Xi, R( X1, Xm)X)

+8 (X, R( X3, Xm)Xi)g(Xi,X)-S (Xi, R( X1, Xm)X10)2(X1,X)=0 (4. 81)
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dir. O halde (4. 80) denkleminde (2. 2), (4. 81) esitlikleri kullanilir ayrica R-C =0

alnir ve kontraksiyon yapilarak diizenlenirse
- - 1 - 1 ~
0=(R-S)  -Q(a,S)yyn == Q&S -— [(m-2)(a( X Xr)S (X1 Xe)
m 2 n—-2
0 X1, X1) S (K X+ Xy Xi0) S (X X1)-0 X1, X10) S (X, Xim))

' (n_;z] (20X X0) § (X1, Xi0-2(X1X0)S (X X0 (X X108 (X0, X0)

-g(X1.X)'S (Xn.Xm) )] (4. 82)
elde edilir. (2. 12) denkleminde ilk 6nce A yerine o ve T yerine S sonra A yerine o
ve T yerine g alindiginda
Q(0, S )(Xn, X1 X1, Xm) = =S ((XiAg X)X Xi)-S (X, (X1 Xm) Xk) (4. 83)
Q(,S)( XX X1, Xm) = -S (Xirg Xim)XnXi)-S (X (XimgXm)Xi) (4. 84)
yazilabilir. O halde (4. 83) ve (4. 84) esitlikleri (2. 10) denklemi yardimiyla
Q(0t, S )( X, Xi; X1, Xm)= (ot Xy Xn) S (X1, X1~ X1,X1)S (Xin, Xi0)
o X Xi)'S (X, X1)-0( X1,Xi0) S (X, X)) (4. 85)
Q(2,S)( XnXig X1, Xm) = (&K Xn) S (X1,X10)-2(X1, X1) S (Xim Xi)
+2(XmXi) S (X X1)-2(X1,X1) S (X X)) (4. 86)
bicimine doniisiir. (4. 85) ve (4. 86) esitlikleri (4. 82) de yerine yazilirsa

.~ ~ 1 ~ ~ 1 ~
0=R-S -Q(a,S) Y Q(g,S) +Q(a,S) Y Q(g.S)
ve
R-S=0
elde edilir. O halde (2. 20) denklemi geregi M Ricci-semisimetriktir. ]

4.3 Uzerinde [18] Anlaminda Semi-Simetrik Metrik Olmayan
Koneksiyon Tammmh Olan Bir Riemann Manifoldunun Sagladig:

Bazi1 Semi-Simetri Sartlar

Bu bolimde iizerinde [18] anlaminda semi-simetrik metrik olmayan

koneksiyon tanimli olan bir Riemann manifoldu i¢in U ile E Levi-Civita koneksiyona
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R=0 ve

T -

gbre bir paralel birim vektor alanlart olmak {izere R-R=0,

R-R-R-R=0 egrilik sartlarmin saglanmasi durumunda manifold ic¢in bazi

karekterizasyonlar elde edilmistir.

Onerme 4.3.1. (M, g), iizerinde [18] anlaminda semi-simetrik metrik
olmayan bir koneksiyon tanimli olan bir Riemann manifoldu ve U ile E Levi-Civita
koneksiyona gore paralel birim vektor alanlari olsunlar. O halde o, (0, 2)-tensor

alani olmak tlizere

a(X,Y)=—-o(X)o(Y) (4.87)
dir.

Ispat : VX, Yey(M) ve Uey(M) olmak iizere (3. 36) ve (3. 31) denklemleri
kullanilirsa (4. 87) esitligi elde edilir. |

(2. 1) esitliginde Z yerine U alinirsa
R(X,Y)U=0
ve Z yerine E alinirsa
R(X,Y)E=0 (4. 88)
elde edilir. Ayrica (3. 37) esitliginde Y yerine E alinarak (3. 32) esitligi kullanilirsa
AMX,E)=o(E)X—n(X)U+n(X)E (4. 89)
ve Y yerine U alinarak (3. 31) esitligi kullanilirsa
AMX,U)=X-o(X)U+wo(X)E (4. 90)
bulunur. Buradan (4. 89) ve (4. 90) esitlikleri (3. 35) denkleminde yerine yazilirsa
f{(x, Y)Z=R(X,Y)Z-a(Y,Z)X+a(X,2)Y
+2(Y,Z){o(B)X -n(X)U +(X)E - X + o(X)U - o(X)E} 4.91)
—g(X,2){o(E)Y —n(Y)U+n(Y)E-Y +o(Y)U - o(Y)E}

elde edilir.

Yardimc1 Teorem 4.3.2. (M, g), iizerinde [18] anlaminda semi-simetrik
metrik olmayan bir koneksiyon tanimli olan bir Riemann manifoldu ve U ile E Levi-

Civita koneksiyona gore paralel birim vektor alanlar1 olsun. Bu taktirde
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(4. 92)

\(

(4. 93)

o
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=
0
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|
e
®
7
g
>
0
ol

dir.
Ispat : VX, X, Xj, Xk, X1, Xm €x(M) ve U, Eey(M) olmak iizere (2. 11)
denkleminde T yerine Ii{ alindiginda
(R- R ) (X, Xi, X, Xi; X1, Xom) = R (R( X1, Xin) X, X3 X Xie)
R (X, R( X1, Xin) X3, X5, Xx)
R (X, X R( X1, X)X, Xi)

-R (XX X5 R(X1,Xim)Xi) (4. 94)

elde edilir. Buradan (4. 94) denkleminde (4. 91) esitligi kullanildiginda

(R- f{)( Xn, Xi, X, Xi: X1, Xim) == R(R( X0, X)X, Xi, X, Xic)
+0u(X5, X)) 2( R( X1, Xm) Xy Xi)-0 R( X1, Xim) X, Xi)2(X:, X1)
- 2(Xi,X))g((E) R( X1, Xan) X R( X1, Xn) Xn) UHn( R( X1, Xim) Xn)E
- R( X0, X)X +o(R(X1, Xim) Xn)U-0( R( X1, Xim)Xn)E, Xi)
+g( R( X1, Xm) X X)g((E)Xi-n(Xi) Un(Xi)E- X; +ax(Xi)U-o(Xi)E, Xy)
- R( X, R( X3, X)X, X5, Xi0)F0u R (X, Xim) X3, X)) (X, X1)
-0u(Xn, X)) R( X1, X)Xy Xi)-g( R( X1, Xim) Xy X))g((E) X (Xn)U
(X)) E- Xt o Xp) U-0(Xn) E, X) +2(Xn, X)) g((E) R( X1, X)X
N(R( X1, Xim)X) U+ ( R( X}, X)X E- R( X1, X)X T R( X}, Xim)Xi)U
-oo( R(X1,Xm)X)E, Xi)
~R( X, Xi, R(X1,Xin) X, Xi0)F0u(Xi, R( X1, Xim) X)) (X, Xk)
-0 (X, R (X1, Xim) X)) &(Xi: Xi)-8(Xi, R( X1, Xim) X))g(@(B)Xpn(X) U (Xn)E
Xyt o(Xn)U-0(Xn)E, Xi) +&(Xn, R(X1,Xm)X))g(o(E)X; -n(X)U+n(Xi)E

-XH‘(D(XOU-(D(XOE, Xk)
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~R( X, X3, X, R (X0, X o) Xi0)F0u(Xi, X)) 2(Xn, R (X0, X)X
-0 X, X))g(Xiy R( X1, Xin) Xi)-2(Xi, X3) & (E) X (X)) U+ (X E-X +(Xi)U
-o(Xn)E, R( X1, Xm) Xi)+e(Xn X g(o(E) Xi-n(X)Un(X)E-Xito(X)U
-0(Xi)E, R( X}, Xm)X) (4. 95)
bulunur. (4. 87), (4. 88) denklemleri geregi VX, Y, Z, We x (M) i¢cin
a(X, R(Y, Z)W)=0 (4. 96)
oldugundan (4. 95) denkleminde (2. 2), (3. 31), (3. 32) ve (4. 96) esitlikleri kullanilir

ve gerekli sadelestirmeler yapilirsa;

=RR

T«

R-

elde edilir. Diger taraftan (2. 11) denkleminde R yerine R ve T yerine R almirsa
(f{ RO (X, X3, X, Xi; X1, Xim) = - R( f{ (X1, Xim) X, X3, X5, X))
-R(Xu, f{ (X1, X)X, X5, X1
-R(XnXi, f{ (X1, X)X, X1

-R( X3, X3, X;, f{ (X1, Xim)Xx) (4. 97)
elde edilir. (4. 97) denkleminde (4. 91) esitligi kullanildiginda
(f{ RO (X, X3, X5, Xi; X1, Xim) == R(CR( X1, Xim) X, X, X5, X1+ 00 Xins X)) R( X1, X3, X, X)
~ou(X1, Xn) R( X, Xi, X5, X1)-2(Xoms Xn) (E) R X1, X, X, X
+8 (X Xn)N(X1) R (U, X3, X4, Xi)-g(Xim XN (X0) R( E. X, X, Xi)
+(Xomy Xn) R( X1, X5, X, Xi10)-2(Xoms Xn)(X1) R(U,X;, X, X))
+g(Xim, Xn) 0(X1) R(E, X;, X, X)) +2(X1,Xn)(E) R ( X, Xi, X, X)
-g(XXN(Xm) R(U, X3, X3, X4) +2(XXon(Xm) R(E, X5, X1,X1)
-g(X1,Xn) R( Xin, X3, X, X1+ (X0, Xn) (X om) R(U,X;, X, X))
-g(X1,Xn)o(Xm) R(E, XX, X)
- R( Xp, R( X0, X)X, X X0 (X Xi) R (X, X1, X5, Xi0)-00( X1, X5) R( Xy Xy X5, X0)
-g(Xim, Xi) O(E) R ( X, X1, X, X10) +2(Xoms XM (X1) R( X1, U, X, Xs)

-8 (X, XM (X1) R( X0, B, X, Xi)+2(Xims Xi) R (X, X1, X, X )
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-g(Xm, X)) o(X1) R( X, U, X, Xi)+g(Xim, Xi) (X)) R( X, E, X, X5)
+g(X1, X)) O(E) R( Xy Xins X, Xi)-2 (X1, XM (Xim) R( X1, U, X, Xs)
+g(X1, XM (Xm) R( X, E, X, Xi0)-g (X1, X5) R( Xy Xins X, X1)
+g(X1, X5 O(Xom) R( Xp, U, X, Xi)-2 (X1, X5 0(Xim) R( Xp, E, X, X))
- R( X, Xi, R(X1, X)X X)X X5) R X X, X1, X00)-0U(X1, %) R( Xy Xi, Xy Xi)
-g(Xm, X)) O(E) R( X, Xi,X1,Xi) (X XM (X1) R( X5, X5, U, Xy)
g(Xm, XM (X)) R( X0, X3, E, X+ (X Xj) R( X, Xi, X1, X1)
-g(Xm, X)) o(X)) R(Xp X5, U, Xi)+g(Xm, X)) o(X1) R( X, Xi,E, X))
+g(X1, X5 O(E) R( X, Xi, Xy Xi)-2(X0, XM (Xim) R( X0, Xi,U, Xx)
+ (X1, XM (Xim) R( X0, X3, B, Xi0)-2(X1, X)) R( X, X5, Xim, X)
+g(X1, X)) O(Xm) R( X, Xi, U, Xi0)-g(X1, X)) (Xm) R( X, Xi,E, Xy)
- R( X, X5, X5, R(X0, Xin) X0 (X Xi0) R X, Xi, X5, X1)-01(X1, Xi0) R (X, Xi, X5, Xim)
-g(Xm, Xi)(E) R( X3, X5, X;,X1) +8(Xoms Xi)N (X)) R( X5, X, X;,U)
-g(Xm, XiON(X1) R( X5, Xi, X5, E)+2(Xm Xi) R( X, Xi, X, X))
-g(Xim, Xi)(X1) R( X, X5, X;,U)+g(Xom, Xi) o0(X1) R( X1, X, X, E)
+g(X1,Xi) O(E) R X, X, X, Xin)-2 (X1, XiOM (Xim) R( X1, X:,X;,U)
+g(X1, XN (Xim) R( X0, X5, X5, E)-g(X1,X1) R( X, X3, X, Xom)
+g(X1, X)) 0(Xm) R( X5, Xi,X;,U)-g(X1,Xi) 0(Xm) R( X, Xi,X;,E) (4. 98)
elde edilir. (4. 98) esitliginde (4. 88) esitligi kullanilarak sadelestirme yapilirsa
(f{ ‘R) (X0, X0, X5, X1 X1, Xim) == R( R( X1, Xm) X1, X, X5, X50)- R( Xy R( X1, X)X, X, X)
- R( X, X, ROX1,Xm) X5, X10)- R( Xy X, X5, R (XK1, X i) Xi) +0U( Ko X)) R( X1, X5, X5, Xi)
~oU(X1,Xn) R X X, X Xi)+0U X, Xi) R( X X1, X, Xi)-0UX1, X5) R( X Xin, X, Xi)
UK, X;) R( XX, X1, Xi)-0U X1, X)) R (X X, Xy Xi)+0U( Ko Xi0) R( X, X5, X, X1)
~oU(X1,Xx) R( X, X, X, Xon)+2(Ximo Xn) R(X1,X5,X,X)-2(X1Xn) R Xom, Xi, X, X)
+ (X Xi) R( X X1, X5, Xi)-2(XX5) R( Xy Xins X, Xi) (X X5) R( X, Xi, X1, X)
-g(X1,X5) R X, X, X Xi)+2(Xoms Xi) R (X, X, X5, X1)-2(X1, Xi) R( X, X, X, Xom)

-g(Xm, Xn)O(E) R( X1, X;, X, Xi)+g(X1, Xn)(E) R( Xom, Xi, X, X))
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-g(Xm, XD (E) R( X, X1, X, Xi)+2(X1, X)) (E) R( X, X, X, X)

-g(Xm, X)) (E) R( X, X, X1, Xi)+2(X1, X)) 0(E) R( X, Xi, Xin, Xi)

-g(Xm, Xi)(E) R( X3, X5, X3, X)) +(X1, X1 )(E) R( X3, X5, X, Xim) (4. 99)
bulunur. (2. 11) ve (2. 12) denklemleri kullanildiginda (4. 99) denklemi

R-R=R-R-Q(a,R)-Q(g,R) +Q(w(E)g,R) (4. 100)

bicimine doniisiir. Ayrica (4. 87) denklemi yardimiyla

fz-fz =R-R-Q(g-0®w—-w(E)g,R)

bulunur. -

Teorem 4.3.3. (M, g), lizerinde [18] anlaminda semi-simetrik metrik
olmayan bir koneksiyon tanimli olan bir Riemann manifoldu, U ve E Levi-Civita

koneksiyona gore paralel birim vektor alanlar1 olsun. Bu taktirde

R-R =0 < M Levi-Civita koneksiyona gore semi-simetriktir.

ispat : (4. 98) esitliginde R-R =0 almrsa R-R =0 bulunur. O halde M

Levi-Civita koneksiyona gore semi-simetriktir. ]

Teorem 4.3.4. (M, g), iizerinde [18] anlaminda semi-simetrik metrik
olmayan koneksiyon tanimli, Levi-Civita koneksiyona gbre semi-simetrik bir

Riemann manifoldu, U ve E Levi-Civita koneksiyona gore paralel birim vektor

alanlar1 olsun. Bu durumda R-R =0 ise M bir yari-Einstein manifoldudur.

Ispat : (4. 93) esitliginde li{f{ =0 ve R-R =0 alinirsa

Q(g-»®w-n(E)g,R)=0 (4. 101)
elde edilir. (4. 101) esitligi uygun kontraksiyon ile

Q(g-0®w—-w(E)g,S)=0

bi¢imine doniigiir. Boylece T M nin skaler egriligi olmak iizere
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= r
S—m((l—w(E))g—w®w)

elde edilir. O halde Tanim 2.1.8. geregi M bir yari-Einstein manifoldudur. ]

Teorem 4.3.5. (M, g), iizerinde [18] anlaminda semi-simetrik metrik

olmayan bir koneksiyon tanimli olan bir Riemann manifoldu, U ve E Levi-Civita

koneksiyona gore paralel birim vektor alanlari olsun. Eger R-R—R-R =0 ise M bir

yari-Einstein manifoldudur.

Ispat : (4. 92) ve (4. 93) esitlikleri yardimiyla
Qg-0®o-unE)g, R)hijklm =0

esitligini elde ederiz. Teorem 4.3.4. deki islemler tekrar yapilirsa M bir yari-Einstein

manifoldu olarak bulunur. n
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5. UZERINDE [17] ANLAMINDA SEMI-SIMETRIK METRIK OLMAYAN
KONEKSIYON TANIMLI OLAN BiR RiEMANN MANIiFOLDUNUN
ALTMANIFOLDLARI

Bu bolim orijinal sonuclar icermektedir. Bu bolimde {izerinde [17]
anlaminda semi-simetrik metrik olmayan koneksiyon tanimli olan bir Riemann
manifoldunun alt manifoldlar1 ele alinarak, birinci boliimde [17] anlaminda semi-
simetrik metrik olmayan koneksiyonun indirgenmis koneksiyonunun bazi 6zellikleri
verilmistir. ~ Ikinci bdlimde [17] anlaminda semi-simetrik metrik olmayan
koneksiyona gore Gauss, Codazzi ve Ricci esitlikleri bulunmustur. Ayrica Levi-
Civita koneksiyon ve semi-simetrik metrik olmayan koneksiyon arasindaki kesitsel

egrilik iliskileri verilmistir.

5.1 [17] anlaminda Semi-Simetrik Metrik Olmayan Koneksiyonun
Indirgenmis Koneksiyonunun Ozellikleri

Bu boéliimde [17] anlaminda semi-simetrik metrik olmayan koneksiyonun
indirgenmis koneksiyonunun semi-simetrik metrik olmayan koneksiyon oldugu
gosterilmistir. Ayrica semi-simetrik metrik olmayan koneksiyonlu bir Riemann
manifoldunun bir altmanifoldunun total geodezik, total umbilik ve minimal

durumlari arastirimistir.

*

M, iizerinde [17] anlaminda V semi-simetrik metrik olmayan koneksiyon
tanimli (n+d)-boyutlu bir M Riemann manifoldunun n-boyutlu bir altmanifoldu

olsun. (3. 21) esitligi geregi VX,Y ex(M) ve U, E ex(M) i¢in;

éx Y=V, Y+o(Y)X-gX,Y)U-nX)Y -n(Y)X (5. 1)
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yazilabilir. M iizerinde U ve E vektor alanlarini sirastyla U, U* ve ET,E* tanjant

ve normal bilesenleri olmak {izere

U=U"+U"* (5.2)
E=E"+E* (5.3)

bigimde yazalim. V Levi-Civita koneksiyonuna gére M Riemann manifoldunun

bir M  altmanifoldu icin Gauss formiiliiniin, V Levi-Civita koneksiyonun

indirgenmis koneksiyonu olmak iizere (2. 23) den

V.Y=V.Y+h(X,Y 5.4
X X

*

oldugunu biliyoruz. V,[17] anlaminda semi-simetrik metrik olmayan koneksiyonun

indirgenmis koneksiyonu olsun. O halde

éx Y =%x Y +I*1(X,Y) (5.5)
yazilabilir. (5. 5) denklemine [17] anlaminda semi-simetrik metrik olmayan
koneksiyona gore M i¢in Gauss denklemi denir [23]. Boylece (5. 1), (5. 2), (5. 4) ve
(5.5) esitlikleri kullanilarak

VxY+h(X,Y)=V,Y+h(X,Y)+o(Y)X -g(X,Y)U"

-gX,Y)U' -n(X)Y -n(Y)X (5. 6)
elde edilir. Buradan (5. 6) denkleminin tanjant ve normal kisimlarini karsilastirirsak
%x Y=V, Y+o(Y)X-g(X,Y)U" —n(X)Y —n(Y)X (5.7

ve
}*1(X, Y)=h(X,Y)-g(X,Y)U" (5.98)

esitliklerini buluruz. Eger h=0 ise M, [17] anlammda semi-simetrik metrik

* *

olmayan koneksiyona gore total geodeziktir [23]. T, V koneksiyonuna gore M nin

torsiyon tensorii olmak tizere (5. 7) denklemi kullanilarak
T(X,Y)=Vx Y -Vy X -[X,Y]
=V, Y +o(Y)X-g(X,Y)U' —n(X)Y -n(Y)X
-V . X-o(X)Y +g(Y,X)U" +n(V)X+n(X)Y -[X, Y]
=o(Y)X-o(X)Y (5.9
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sonucuna ulasilir. Ayrica (5. 7) denklemi kullanilarak her VX, Y, Zey(M) ve
U, E ex(M) igin;

(%x gj(Y, 7)=Vxg(Y.Z)-g(Vx Y.Z)~g(Y,Vx Z)

=v,g(Y,2)
—2(ViY +o(V)X-g(X,Y)U" -n(X)Y -n(Y)X, Z)
—2(Y,ViZ+ (D)X -g(X,Z)U" —n(X)Z-n(Z)X)
=2n(X)g(Y,2) +n(Y)g(X, Z2) +n(2)g(X.Y) (5.10)

elde edilir. Boylece asagidaki teoremi ifade edebiliriz.

Teorem 5.1.1.

M, iizerinde [17] anlammnda V semi-simetrik metrik olmayan koneksiyon

tanimli (n+d)-boyutlu bir M Riemann manifoldunun n-boyutlu bir altmanifoldu

olsun. Bu taktirde M {lizerindeki V indirgenmis koneksiyonu da semi-simetrik

metrik olmayan koneksiyondur.

Ispat: (5. 9) ve (5. 10) esitliklerine gore Tanim 3.1.1 geregi [17] anlaminda

semi-simetrik metrik olmayan koneksiyona gore bir Riemann manifoldunun bir

*

altmanifoldu iizerindeki V indirgenmis koneksiyonu da semi-simetrik metrik

olmayan koneksiyondur. ]

Yardimeci Teorem 5.1.2.

M, iizerinde [17] anlaminda V semi-simetrik metrik olmayan koneksiyon

tanimli (n+d)-boyutlu bir M Riemann manifoldunun n-boyutlu bir altmanifoldu

olsun. [17] anlaminda V semi-simetrik metrik olmayan koneksiyona gére M nin

*

ortalama egrilik vektorii H ve V Levi-Civita koneksiyona gére M nin ortalama

egrilik vektorii H olsun. Bu taktirde

H=H-U"*
dir.
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Ispat : M nin tanjant uzaymmn bir ortonormal bazim {E,E,....,E, } olarak

Dseeesy

*

alalim. Tamm 2.2.6. geregi V semi-simetrik metrik olmayan koneksiyona gore ve

V Levi-Civita koneksiyona gére M nin ortalama egrilik vektoriinii sirastyla
EI:%ZHZ}Z(E“EJ (5.11)
i
ve
H:%Zn:h(Ei,Ei) (5.12)
i

olarak yazabiliriz. O halde (5. 11) denkleminde (5. 8) denklemi kullanilirsa

ﬁ:%i(h(Ei,Ei)—g(Ei,Ei)UL)

i=1

n

:%Zn:h(EiaEi)_%Z(g(Ei’Ei)UL)

i=1

=H- l.nUL
n
=H-U" (5.13)
elde edilir. L]

*

Eger H=0 1se [17] anlaminda semi-simetrik metrik olmayan koneksiyona

gore M minimal olarak adlandirilir [23]. Boylece asagidaki sonuglar elde edilir.

Teorem 5.1.3.

*

M, iizerinde [17] anlaminda V semi-simetrik metrik olmayan koneksiyon

tanimli (n+d)-boyutlu bir M Riemann manifoldunun n-boyutlu bir altmanifoldu
olsun.

i) U vektor alamt M ye teget olsun. Bu taktirde M nin Levi-Civita
koneksiyona gore total geodezik olmasi i¢in gerek ve yeter sart M nin semi-simetrik
metrik olmayan koneksiyona gore total geodezik olmasidir.

ii) M nin semi-simetrik metrik olmayan koneksiyona gore total umbilik
olmas: i¢in gerek ve yeter sart M nin Levi-Civita koneksiyona gore total umbilik

olmasidir.
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iii) U vektor alam M ye teget olsun. Bu taktirde M nin Levi Civita
koneksiyona gore ortalama egrilik normali ve M nin semi-simetrik metrik olmayan
koneksiyona gore ortalama egrilik normali esittir. Bdylece M nin semi-simetrik
metrik olmayan koneksiyona gére minimal olmas1 i¢in gerek ve yeter sart M nin

Levi Civita koneksiyona gore minimal olmasidir.

ispat :
i) U M ye teget ise U*=0 dir. M Levi-Civita koneksiyona total geodezik ise
h=0 dir. (5. 8) esitligi geregi h=0 ise h=0 dir. Tersi de dogrudur. Boylece M nin

Levi-Civita koneksiyona gore total geodezik olmasi i¢in gerek ve yeter sart M nin

semi-simetrik metrik olmayan koneksiyona gore total geodezik olmasidir.

i) VX, Y € x(M)icin ; (5. 8) esitligi geregi

h(X.,Y) = h(X.Y) - g(X,Y)U"

yazilir. M semi-simetrik metrik olmayan koneksiyona gore total umbilik ise (2. 34)
geregi h(X,Y)=g(X,Y)H yazlabilir. O halde

g(X,Y) H =h(X,Y)-g(X,Y)U"
elde edilir. (5. 13) esitligi kullanilirsa
g(X,Y)H-U")=h(X,Y)-g(X,Y)U"
bulunur. Sonug olarak
h(X,Y)=g(X,Y)H
elde edilir. Boylece Tanim 2.2.7. geregi M, Levi-Civita koneksiyona gore total

umbiliktir. Ters ifadenin dogru oldugu da kolayca gosterilebilir.

iii) U M ye teget oldugundan U*=0 dir. M Levi-Civita koneksiyona gore

minimal ise H=0 dir. (5. 13) esitligi geregi H=0 bulunur. Islemin tersi de dogru
oldugundan M nin semi-simetrik metrik olmayan koneksiyona gore minimal olmas1

icin gerek ve yeter sart M nin Levi Civita koneksiyona gore minimal olmasidir. m
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Yardimei Teorem 5.1.4.
Uzerinde [17] anlaminda V semi-simetrik metrik olmayan koneksiyon tanimli
olan (n+d)-boyutlu bir M Riemann manifoldunun n-boyutlu bir M altmanifoldu i¢in

% L

Vx & =ViE—n(X)E olmak iizere Weingarten denklemi

% L

6X§:—A§X+VX§

dir.

Ispat : VXey(M) ve M ye normal bir birim vektor alan1 & olsun. (5. 1)
denkleminden

Vx &=V E+0(E)X-n(X)E-nE)X (5.14)
elde ederiz. (2. 24) geregi bir Riemann manifoldunun bir altmanifoldu igin
Weingarten denklemi

ViE=-AX+ViE (5.15)

dir. Burada A,, & yoniinde M nin sekil operatdriidiir. (5. 15) denklemi yardimiyla

(5. 14) denklemi

Vx§=-AX+ViE+ @)X -nX)E-n@E)X (5. 16)

olarak yazilabilir. Simdi M iizerinde
As=(A; - 0(©)+n(E)1 (5-17)

olacak sekilde (1, 1)-tipinde A: tensor alani tanimlayalim. O halde (5. 16) denklemi

Vx &=-A: X+ ViE—n(X)E (5. 18)
bi¢imine doniisiir. ]
Onerme 5.1.5.
L

V normal koneksiyonu bir metrik olmayan koneksiyondur.

Ispat : M igin iki farkli normal birim vektor alanlar1 & ve &, olsun.

Boylece Yardimci Teorem 5.1.4. kullanildiginda

55



{VLxg](a],az) Vi g (88) -8V x 6.6~ g6, VEx &)

=Vig (&1 &, ) - g(v)i(&l &)+ n(X)g(E,8,)
—g(il > Viiz) + H(X)g(fil ’ gz)
=2n(X)g(&,,E,)

elde edilir. Dolaysiyla V'g#0 oldugundan Tamim 3.1.1. geregi V' metrik

olmayan koneksiyondur. ]

*

Onerme 5.1.6. M, iizerinde [17] anlaminda V semi-simetrik metrik olmayan

koneksiyon tanimli (n+d)-boyutlu bir M Riemann manifoldunun n-boyutlu bir

altmanifoldu olsun. & ve v M nin birim normal vektdr alanlar1 olmak tizere

D) g(A: X, Y)=g(X,Ac Y) (5. 19)
ve

ii) g([Ag,AU}X,Y] = g([Ag,AU]X,Y) (5. 20)
dir.

Ispat: VX, Ye y(M)igin;

i) (5. 17) esitligi kullanilarak

g8(A:X,Y) = g(AX,Y)-o(E)g(X,Y)+n(&)g(X,Y) (5.21)
yazilabilir. A, simetrik oldugu i¢in
g(AX,Y) =g(X,A.Y) (5.22)

yazilabileceginden (5. 22) esitligi (5. 21) esitliginde yerine yazilirsa

g(A:X.Y) = g(X.A,Y) - 0(®)g(X. V) + 1(0)g(X. Y) = g(X, A: Y)

elde edilir.
ii) (2. 32) denklemi geregi g([Ag,AU}X,Y]:g((Ag Av—Av Ag]X,Y]

oldugundan burada (5. 17) esitligi kullanilirsa
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* * * *

Z\g Av—A,A: = l*\g (A, —0(0)+n(v)) - As (A, —0(@)+n(©))

bulunur. Son denklemde tekrar (5. 17) esitligi kullanilirsa

* * * *

AcAv-Av A=A A~ A, +1(DA, ~ A 0(0) + 0(E)o(v)
~NEOL) + AN(L) - BEN(L) +NEN(V)
~AA FOL)A, ~TVIA, +A,0(E) - 0(V)(E)
FN)OE) - AN(E) +o(L)NE) - n(LIN(E)

elde edilir. Son denklemde gerekli sadelestirmeler yapilirsa

* * * *

A: Av— Ay Az = AgAU —AUAé
olarak bulunur. n

Boylece Onerme 5.1.6 yardimiyla asagidaki iki teoremi verebiliriz.

Teorem 5.1.7.

*

M, iizerinde [17] anlaminda V semi-simetrik metrik olmayan koneksiyon

tanimli (n+d)-boyutlu bir M Riemann manifoldunun n-boyutlu bir altmanifoldu
olsun. Bu taktirde M nin semi-simetrik metrik olmayan koneksiyona gore sekil
operatorlerinin kdsegenlestirilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart M nin Levi-Civita

koneksiyona gore sekil operatorlerinin kdsegenlestirilebilir olmasidir.

Ispat: VX, Ye y(M)icgin (5.20) esitligi

g([;\g,lgu}X,Y]:g([Ag,AJX,Y)

oldugundan M nin semi-simetrik metrik olmayan koneksiyona gore sekil
operatorlerinin kosegenlestirilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart M nin Levi-Civita

koneksiyona gore sekil operatorlerinin kosegenlestirilebilir olmasidir. ]

Teorem 5.1.8.

*

M, iizerinde [17] anlammnda V semi-simetrik metrik olmayan koneksiyon
tamimli (n+d)-boyutlu bir M Riemann manifoldunun n-boyutlu bir altmanifoldu

olsun. M altmanifoldu iizerinde ki bir & birim normal vektor alam1 U* ve E* vektor

alanlarma dik veya U'=E"ise Levi-Civita koneksiyona ve [17] anlaminda semi-
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simetrik metrik olmayan koneksiyona gore & birim normal vektér alanmin asli

dogrultular1 cakisiktir ve asli egrilikleri esittir.

Ispat : E,E,.....E_ ler M iizerinde Levi-Civita koneksiyona gore & birim

normal vektor alanina karsilik gelen asli vektor alanlari olsunlar. (5. 17) esitligi

kullanilarak

A:(E,)= A, (E,)-0@)(E, )+ n@) (E)
= (k, ~ (&) +n(©))E, (5.23)
= 1;' Ei

elde edilir. Burada

ki E, = (k, — (&) + () E,

dir. Son denklemde k; ve ki ler srasiyla Vve V’ye gore & birim normal vektor
alanma karsilik gelen asli egriliklerdir. Boylece &, U've E"’ye dik veya
U*=E" oldugundan

l; E. =k.E,
bulunur. Bu ise

ki =k.

1

demektir. Dolayistyla asli dogrultular1 ¢akisiktir ve asli egrilikleri esittir. ]

5.2 Semi-Simetrik Metrik Olmayan Koneksiyona Gore Gauss, Codazzi

ve Ricci Esitlikleri

Yardimeci Teorem 5.2.1.

M, iizerinde [17] anlaminda V semi-simetrik metrik olmayan koneksiyon

tamimli (n+d)-boyutlu bir M Riemann manifoldunun n-boyutlu bir altmanifoldu
olsun. Bu taktirde [17] anlaminda semi-simetrik metrik olmayan koneksiyona gore

Gauss, Codazzi ve Ricci denklemleri V X,Y,Z,W € x (M) i¢in sirasiyla;
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li{(X,Y,Z, W) = I*Q(X,Y,Z, W) —g(h(X, W),h(Y,Z))+g(h(Y,W),h(X,Z))

+8(Y,Z)o(h(X, W)) —g(X, Z)o(h(Y,W))
+2(X, W) (o(h(Y, Z) -n(h(Y,2)))

+g(Y, W)(n(h(X, 2)) - o(h(X, 2)))
+o(UT)[&(X, 2)g(Y, W) —g(Y,Z)g(X, W)]

+n(UH)[g(Y,2)g(X, W) -g(X,2)g(Y, W)]

(li{(X,Y)Z] _ (%x ﬂ](Y, 7) —(%Y ﬂ](x, Z)+o(Y)h(X,Z)
—o(X)h(Y, Z)+n(Y)h(X,Z)-n(X)h(Y, Z)
ve
f{(X,Y,g, v)= R*(X,Y,E, o)+g([A§,AU}X,Y)
+(2(X,VyE") —g(Y,V4E"))g(& )

dir.

*

(5. 24)

(5. 25)

(5. 26)

ispat : M altmanifoldunun V semi-simetrik metrik olmayan koneksiyona,

*

V  Riemann koneksiyona, V indirgenmis semi-simetrik metrik olmayan

koneksiyona ve V indirgenmis Riemann koneksiyona goére egrilik tensorlerini

sirasiyla V X,Y,Z,€ x (M) i¢in ;
R(X,Y)Z=VxVyZ -VyVxZ-Vxv Z,
R(X,Y)Z=VxVyZ -VyVxZ -Vixy1 Z,
RX,Y)Z=V,V\Z-V,\V,Z -V Z,

A\
R(X,Y)Z=V,V,Z-V\V.Z -V, Z

ile gosterelim. (5. 27) esitliginde (5. 5) ve (5. 16) esitlikleri kullanilirsa
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* * *

Vx Vy Z=Vx(Vy Z+h(Y,Z))
=Vx(Vy Z)+Vx h(Y,Z)
=VxVyZ +h(X,VY Z) — AI:(Y,Z) X+ Vi h(Y,Z)

+o(h(Y, Z)X =n(X)h(Y, Z)-n(h(Y,Z))X (5.31)

olup benzer sekilde

* *

VyVxZ=VyVxZ+h(Y,Vx Z)-Awxo Y+ Vi h(X,Z)

+o(h(X, Z))Y =n(Y)h(X, Z)-n(h(X, Z))Y (5.32)

\

Vixy1 Z=Vixy1 Z+h(X,Y],2) (5.33)
elde edilir. (5.31), (5.32) ve (5. 33) denklemleri (5. 27) esitliginde yerine yazilir ve
(5. 28) esitligi dikkate alinirsa

R(X,Y)Z = R(X,Y)Z +h(X,Vy Z)~h(Y,Vx Z)~ h([X, Y], Z)
—Aivo X4 Aixs Y +VER(Y,Z) - VE (X, Z)
+h(Y, Z)X - o(h(X, Z)Y ~n(X)h(Y,2) +n(Y)h(X.2)

—n(h(Y.Z)X +1(h(X,Z))Y (5. 34)

yazilabilir. Ayrica (5. 34) esitliginin her iki yaninin W e y (M) ile i¢ ¢arpimi alinirsa
R(X,Y,Z,W)=R(X,Y,Z, W) —g(Anv.2) X, W) +g(Anx.2) Y, W)
+g(o(h(Y,Z)X, W) —g(o(h(X,Z))Y, W)

elde edilir. M ye normal bir birim vektor alant & olmak iizere (2. 25) esitligi geregi

g(AX,Y)=g(h(X,Y),&) oldugundan son denklem
ROXY.Z.W) = R(X.Y.Z. W) —g(h(X. W), h(Y. Z)) + g(h(Y. W), h(X.Z))
+o(h(Y, Z)g(X, W) —o(h(X, Z)g(Y, W)

—n(h(Y. Z)g(X, W) +n(h(X, Z)g(Y, W) (5. 35)
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bi¢iminde yazilabilir. (5. 35) denkleminde (5. 8) esitligi kullanirsa

ROX.Y.Z. W)= RCX.Y.Z,W) —g(h(X. W)+ g(X. W)U, h(Y.2))
La(h(Y, W)+g(Y, W)U, h(X, Z))

ro(h(Y,Z)g(X, W) —o(h(X, Z)g(Y, W)

—n(h(Y. Z)g(X, W)+ n(h(X, Z)g(Y, W)

bulunur. Ayrica son esitlikte (3. 22) esitligi kullanilir ve diizenlenirse
R(X,Y,Z, W)= R(X,Y,Z,W) —g(h(X, W),h(Y, Z)) +g(h(Y, W),h(X,Z))

—n(h(Y,2))g(X, W) +n(h(X, Z))g(Y, W) (5. 36)
bulunur. Ayni sekilde (5. 35) esitliginde (5. 8) esitligi kullanirsa
R(X,Y,Z,W)=R(X,Y,Z, W) —g(h(X,W),h(Y,Z)-g(Y,Z)U")

+g(h(Y,W),h(X,Z)—g(X,Z)U") +o(h(Y,Z)-g(Y,Z)U")g(X, W)
—o(h(X,2)-g(X,Z)U")g(Y, W) n(h(Y,Z)-g(Y,Z)U")g(X, W)

M(h(X,2)-g(X,Z)U")g(Y, W)
elde edilir. Son ifadede tekrar (3. 22) esitligi kullanilir ve gerekli sadelestirmeler ve
diizenlemeler yapilirsa (5. 24) elde edilir. Burada (5. 24) denklemi Tanim 2.2.5.
geregi [17] anlaminda semi-simetrik metrik olmayan koneksiyona gore bir M

altmanifoldunun Gauss esitligidir.

*

(5. 34) esitliginden V semi-simetrik metrik olmayan koneksiyona gore bir M

altmanifoldunun egrilik tensoriiniin normal bileseni
* - * * * * *
(R(X,Y)Z] =h(X,VyZ)-h(Y,Vx Z)-h([X,Y],Z)

TVER(Y,Z) - VE (X, Z)-n(XOh(Y,Z) - n(Y)h(X,Z)  (5.37)

olarak bulunur.

h(X,Y],Z) = h(V,Y -V, X,Z)

oldugundan (5. 7) denklemi yardimiyla
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h((X,Y],Z)=h(Vx Y -o(Y)X+g(X,Y)U" +n(X)Y +n(Y)X
~Vy X+o(X)Y -g(X,Y)U"' —n(Y)X-n(X)Y, Z)
elde edilir. Son ifade de gerekli sadelestirmeler yapilirsa
h([X,Y],Z)=h(Vx Y —o(Y)X-Vy X+ o(X)Y,Z)

Ch(Vx Y. Z)—o(Y)h(X.Z) - h(Vy X.Z) + o(X)h(Y.Z) (5.38)

bulunur. Boylece (5. 38) esitligi (5. 37) esitliginde yerine yazilirsa

(li{(X,Y)Z] — h(X,Vy Z)—~h(Y,Vx Z)~h(Vx Y,Z)+ o(Y)h(X, 2)

Fh(Vy X, Z) - o(X)h(Y,Z)+ VE h(Y,Z) - Vi h(X,Z)

—n(X)h(Y,Z)+n(Y)h(X,Z) (5. 39)
elde edilir.

* *

V, V ve V' ile kurulan TM@®T'M ’de bir koneksiyon olmak iizere
Tanim 2.2.4. geregi[17] anlaminda semi-simetrik metrik olmayan koneksiyona gore

van der Wearden Bortolotti koneksiyonunu
(ﬁx h] (Y,Z)=Vyh(Y,Z)-h (Vx Y, z] ~h (Y, Vx zj (5. 40)

seklinde tanimlayalim. O halde (5. 40) denklemiyle birlikte (5. 39) denklemi (5. 25)
esitligine doniislir. Buradan Tanim 2.2.5. geregi (5. 25) denklemi [17] anlaminda
semi-simetrik metrik olmayan koneksiyona gore Codazzi denklemi olarak

isimlendirilir.

M ye normal bir birim vektor alan1 & olmak iizere (5. 27) esitliginde Z yerine

& alinirsa

R(X,Y)e= VxVyE-VyVxE -Vixv § (5.41)

bulunur. Ayrica (5. 1), (5. 5) ve (5. 18) esitlikleri yardimiyla
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Vx Vy £ = Vx (- A Y +VEE—1(Y)E)
= Vx Ac Y +Vx(VEE) - Vx (n(Y)E)

—(Vx A: Y +h(X, Ac Y)) = Avic X + VEVEE —n(X)VLE

—(Vx((Y)&) +oMm(Y)&)X - g(X,n(Y))U
—NXMY)E—n((Y)E)X)

Ve

Fx Vv E=—Vx A Y —h(X, At Y) = Avie X+ VEVEE —n(X)VAE

Vi (M(YE-N(Y)V,E-n(Y)o(E)X
NXMY)E+n(Y)(©)X

elde edilir. Bdylece son denklem (3. 23) denklemi yardimiyla

Fx Vv £ =~V As Y —h(X,Ac Y) = Avie X+ VEVEE “n(X)VAE
—g(VyY,ENE—g(Y.V({ENE-n(Y)V E-n(Y)a(E)X
nXM(Y)E+n(Y ()X

olarak bulunur. Benzer sekilde;

v VxE = —Vy As X—h(Y,A: X) = Avie Y + VEVEE “n(Y)VAE
-g(V,X,ENE—g(X,VyENE-n(X)V,E-n(X)a(E)Y
AnXMY)E+n(X)(E)Y

Ve
Vi &= —Ac[X, Y]+ Vi y £-n(X, YIE
elde edilir. (5. 42), (5. 43) ve (5. 44) esitlikleri (5. 41) de yerine yazilirsa

ROX,Y)E = ~Vx Ac Y —h(X, Ac Y) = Avic X+ VAVAE —n(X)VEE
—g(VyY,ENE—g(Y.V({ENE-n(Y)V E-n(Y)a(E)X
MCONYE+NYVINEX+Vy Ac X+h(Y, A X)

FAvie Y = VVEE+N(Y)ViE+ (T, X, ENE+g(X, V,ET)E

XV E+1(X)0(E)Y ~n(X)On(Y)E-n(Xm(E)Y

FALX, Y]V 40X, YDE
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bulunur. (5. 45) denkleminde
N(IX YDE=g(ViY -V, X,ENE=g(V Y, ENE—g(V,X,E")E
oldugundan gerekli sadelestirmeler yapilirsa
R(X,Y)E=-Vx A: Y —h(X,Ac Y) - Avie X+ Vi V£ —n(X)Vy €

—g(Y,V,ENE-n(Y)V, E-n(Y)e(6)X

IN(YM(E)X+Vy A: X+h(Y,A: X)

+Avie Y - VyViE+n(Y)ViE+g(X, VBN

X))V E+nX)oE)Y —nXME)Y +AX, Y]-Vi & (5. 46)
elde edilir. (5. 46) esitliginin M ye normal bir v birim vektor alan1 ile i¢ ¢arpimi

alintr ise

R(X’ Y’ a’ U) = RL (X’ Ya %a U) - g(}*l(Xs gi Y)’ U) - n(X)g(v\i(aa U)
—g(Y,V,ENg(&,0)-n(Y)g(V &, v)+ g(fl(Y, fﬁa X),v)
M(Y)g(VyE.0)+eX,V,EDgE v) +n(X)g(V,Ev)  (5.47)

olarak bulunur. (5. 47) denkleminde (5. 4), (5. 8) ve (5. 15) esitlikleri kullanilirsa

RO Y. E.0) = RE(X. Y. £0) - g(h(X. A Y) - g(X. A: Y)U-.0)

—n(X)g(Vy& v)—g(Y,VLE" +h(X,E"))g(&, v)
“NY)E(-AX + V& v) +g(h(Y,A: X) — g(Y, A: X)U*,v)

+n(YV)g(Vi&v)+g(X,VyE" +h(Y,EM)g(E, v)
+NX)g(-AY + V&, v)

bulunur. Son denklemde gerekli diizenleme ve sadelestirmeler yapilirsa
R(X,Y,&0)=R*(X,Y,&v)—g(h(X,A: Y),0) +g(X,A: Y)g(U",v)

— (Y, V,ENg(E,0)+g(h(Y, A: X),0) - g(Y, A: X)g(U*, v)
+g(X,V,ENg(&,0) (5. 48)

elde edilir. Ayrica (5. 48) denkleminde (5. 17) esitligi kullamilir ve gerekli

sadelestirmeler yapilirsa
R(X,Y,&0) = R*(X,Y,& ) g(h(X,A.Y),0)+g(h(Y,A.X),0)

+(2(X,VyE") —g(Y,V4E"))g(& ) (5.49)
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bulunur.  g(AX,Y)=g(h(X,Y),&), A simetrik ve [A,A |=AA -AA,

oldugundan (5. 49) denkleminde gerekli diizenlemeler yapilirsa (5. 26) elde edilir.
(5. 26) denklemi Tanim 2.2.5. geregi [17] anlaminda semi-simetrik metrik olmayan

koneksiyona gore Ricci denklemidir. ]

Yardimeci Teorem 5.2.2.

M, iizerinde [17] anlaminda semi-simetrik metrik olmayan koneksiyon
taniml1 bir M(c) reel uzay formun n-boyutlu bir altmanifoldu olsun. VX, Y € 3 (M)

ve M nin &, v birim normal vektor alanlar1 igin
RY(X,Y,E&,v) = —g([Ag,AU]X,Y)

dir.

ispat : M(c), iizerinde [17] anlaminda semi-simetrik metrik olmayan

koneksiyon tanimli reel uzay form olsun. O halde (3. 26) denklemi

f{(x, Y)Z = o(g(Y,Z)X - g(X,2)Y) - a(Y, Z)X + (X, Z)Y —g(Y, Z)LX
+g(X, Z)LY +B(Y,X)Z-B(X, Y)Z +B(Y, Z)X - B(X,Z)Y (5. 50)

bi¢cimine doniigiir. Son esitligin normal kismi
* 1
[R(X,Yﬂ] = (Y, Z)(LX)" +g(X,Z)(LY)* (5.51)
dir. VX, Yex(M) ve U ex(M) i¢in (3. 29) denklemi

LX = 6,(6—0)()()6%@(6))(

=V, U"+V, U —o(X)U" —a(X)U" +%co(fj)X
seklinde yazilir. Son esitlikte (5. 4) ve (5. 15) denklemleri kullanilirsa
LX =V, U"+h(X,U")- A X+ ViU —oX)U" —o(X)U" + %o)(fj)X

elde edilir. Bdylece son denklemden
(LX) =h(X,U")+ViU* —o(X)U* (5.52)

\

65



(LY) =h(Y,U")+ViU" —o(Y)U* (5.53)

bulunur. Bdylece (5. 52) ve (5. 53) denklemleri (5. 51) de yerine yazilirsa
* 1
(R(X,Y)Z] = —g(Y,Z)(h(X, U")+VU* —(o(X)UL)

+g(X,2)(h(Y,U") +V,U' —o(Y)U") (5. 54)

elde edilir. O halde (5. 25) ve (5. 54) denklemlerinin esitliginden

(%x ﬂ] (Y.2) —(%Y ﬂ](x, Z)+ o(Y)h(X,Z) —o(X)h(Y,Z)+n(Y)h(X,2)

“N(X)h(Y,Z)=—g(Y,Z)(h(X,U") + V5U" —(X)U")
+g(X,2)(h(Y,U") +V,U' —o(Y)U") (5. 55)
bulunur.

M(c), reel uzay form oldugu igin (5. 50) denkleminde Z yerine & alinirsa

li(X, Y)E=c(g(Y,9)X-g(X,9)Y) - oY, )X +a(X, )Y —g(Y,E)LX
+2(X,ELY +B(Y, X)E - B(X, Y)E+B(Y, )X -B(X,9)Y (5. 56)
elde edilir. (5. 56) denkleminde & birim normal vektor alani oldugundan gerekli
sadelestirmeler yapilirsa,
li{(X, Y)E=—-o(Y,E)X+a(X,8)Y
B Y)E+B(Y, X)E+P(Y, )X -B(X,E)Y (5.57)

bulunur. (5. 57) denkleminin v birim normal vektor alaniyla i¢ ¢arpimi almarak

gerekli sadelestirmeler yapilirsa,

R(X,Y,&,0) =g(& v)(R(Y,X)-B(X,Y)) (5. 58)
elde edilir. (5. 58) denkleminde (3. 28) esitligi kullanilir ve gerekli sadelestirmeler

yapilirsa

R(X,Y,&,0) = g(&0)((Vym)(X) - (V,n)(Y))
= 2(& V)V X, EN +g(X,V,EN) -n(V,X)

—g(V,Y,E")—g(Y,V,iE") +n(V,Y))
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bulunur. Son esitlikte gerekli sadelestirmeler yapilir ve (5. 4) denklemi kullanilirsa

R(X,Y,&0) =g(& v)(e(X,VyE") ~g(Y,V,E") (5.59)
elde edilir. Boylece (5. 59) esitligi (5. 26) de yerine yazilirsa

RY(X,Y,&,0) = —g([Aé,AU]X,Y) (5. 60)
olarak bulunur. ]

Teorem 5.2.3.

M, iizerinde [17] anlaminda semi-simetrik metrik olmayan koneksiyon
tanimli bir M(c) reel uzay formun n-boyutlu bir altmanifoldu olsun. Bu taktirde V*

normal koneksiyonunun flat olmasi i¢in gerek ve yeter sart sekil operatori
matrislerinin hem semi-simetrik metrik olmayan koneksiyona hem de Levi-Civita

koneksiyona gore ayn1 anda kdsegenlestirilebilir olmasidir.

Ispat : V' normal koneksiyon flat ise Tamim 2.2.5. geregi R =0 dir.
Buradan (5.60) denklemine gére R* =0 ise V X,Y € (M) i¢in g([Ag,AU}X,Y) =0
dir. Dolayistyla Onerme 5.1.6. geregi g([Ag,AU}X,Y] =0 elde edilir. O halde
Teorem 5.1.7. geregi [17] anlaminda semi-simetrik metrik olmayan koneksiyona ve
Levi-Civita koneksiyona gore tiim sekil operatorii matrisleri ayn1 anda
kosegenlestirilebilir. Ifadenin tersi de Teorem 5.1.7. geregi agikti. O halde V*
normal koneksiyonunun flat olmasi i¢in gerek ve yeter sart sekil operatorii
matrislerinin hem semi-simetrik metrik olmayan koneksiyona hem de Levi-Civita

koneksiyona gore ayni anda kosegenlestirilebilir olmasidir. ]

Yardime1 Teorem 5.2.4.

M, iizerinde [17] anlaminda V semi-simetrik metrik olmayan koneksiyon
tamimli (n+d)-boyutlu bir M Riemann manifoldunun n-boyutlu bir altmanifoldu

olsun. M nm M de yatan bir geodezigi y ve y mn birim teget vektor alani T olmak

uzere {X,Y} ortonormal bazi ile gerilen TM tanjant uzaymnn bir diizlem kesiti ©
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*

ve bir peM noktasinda M ve M igin bu diizlem kesitinin egrilikleri sirasiyla K()

*

ve K(n) olsun. Eger U vektdr alam M ye teget ise K(m) ve K(n) arasinda

R (%) = K(r) +g(h(X, T),h(X,T))

bagintis1 vardir.

Ispat : (5.24) denklemi, TM tanjant uzaymm bir {X,Y} ortonormal bazina
gore
R(X.Y,Y.X)= RO Y. Y. X) ~g(h(X.X).h(Y. Y)) +g(h(Y.X).h(X,Y))
+a(h(X, X)) +o(h(Y,Y))-n(h(Y,Y)) +n(U")-o(U") (5. 61)
olarak yazilabilir. Buradan da Tanim 2.1.6. geregi
K(m) = K(n) ~g(h(X,X),h(Y,Y)) +g(h(Y,X).h(X,Y))
+a(h(X, X)) +oh(Y,Y)) -n(h(Y,Y)) +n(U") -o(U") (5. 62)
elde edilir.

M nmn M de yatan bir geodezigi y ve y nn birim teget vektor alani T olsun.
Boylece (2. 23) Gauss denklemi geregi h(T,T)=0 oldugundan (5. 8) esitliginde
h(T,T)=0 almnirsa hipotez geregi U tanjant vektdr alan oldugundan

h(T,T)=h(T,T)=0 (5. 63)
elde edilir. X ve T tarafindan gerilen T,M tanjant uzaymm bir diizlem kesiti

rolsun. Bdylece (5. 63) denklemi ve U nin bir tanjant vektor alani oldugu dikkate

almarak (5. 62) esitligi

f((n) = f((n) +g(h(X,T),h(X,T)) (5. 64)

biciminde yazilabilir. |

M iizerinde X birim teget vektor alan1 M de y boyunca paralel ve T ye dik
olsun. O halde V-X=0 ve g(X, T)=0 elde edilir. Boylece asagidaki teoremi

verebiliriz.
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Teorem 5.2.5.

*

M, iizerinde [17] anlaminda V semi-simetrik metrik olmayan koneksiyon
tamimli (n+d)-boyutlu bir M Riemann manifoldunun n-boyutlu bir altmanifoldu

olsun. M nin M de yatan bir geodezigi y ve y nin birim teget vektor alam1 T olmak
iizere X ve T tarafindan gerilen T,M tanjant uzaymmn bir diizlem kesiti z olsun.
Eger U vektor alam M ye teget ise,

i) y boyunca Ii((n) > I*((n) dir.

ii) Eger M {izerinde bir X birim teget vektor alan1 M de y boyunca paralel ve

Tye dik ise i) esitliginin saglanmasi igin gerek ve yeter sart X vektor alanmm M de

vy boyunca paralel olmasidir.

Ispat : i) (5. 64 ) geregi ispat agiktir.

ii) (=) M iizerinde X birim teget vektdr alan1 M de y boyunca paralel ve T
ye dik ise VX =0 ve g(X, T)=0 dir. (5. 64) esitliginden i) esitliginin saglanmasi
durumunda h(X,T)=0 dir. Bu esitlikler (2. 23) Gauss denkleminde kullanildiginda
6TX =0 elde edilir. O halde X M da v boyunca paraleldir.

(<:)6TX =0 ise (2. 23) denklemi geregi V. X =h(X,T) dir. X birim teget

vektor alani ayn1 zamanda M de y boyunca paralel oldugundan

V.X =0=h(X,T)olur. Boylece (5. 64) geregi K(n)=K(r)bulunur. n

Teorem 5.2.6.

*

M, iizerinde [17] anlaminda V semi-simetrik metrik olmayan koneksiyon
tanimli (n+d)-boyutlu bir M Riemann manifoldunun n-boyutlu bir altmanifoldu
olsun. Eger M nin 2. temel formu hem van der Waerden-Bortolotti koneksiyonuna
gore hem de [17] anlaminda semi-simetrik metrik olmayan koneksiyonun van der
Waerden-Bortolotti koneksiyonuna gére paralel ve E normal ise U* normal demette

paraleldir.
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Ispat : M nin 2. temel formunu, [17] anlaminda semi-simetrik olmayan

metrik koneksiyonun van der Waerden-Bortolotti koneksiyonu i¢in paralel alalim.

Yani VX, Y, Zex(M) ve U,E ey(M) igin;

(?x h](Y, Z)=0 olsun. Boylece (5. 40) geregi

Vih(Y,Z)—h(VxY,Z)—h(Y,VxZ]zO (5. 65)
dir. (5. 65) esitliginde (5. 8) denklemi kullanildiginda

vV (h(Y,Z)-g(Y,Z)U") —h (vx Y, zj +g (vx Y, z) Ut

~h (Y,%x zj+g(Y,§x z] U =0 (5. 66)
elde edilir. (5. 66) denkleminde (5. 7) denklemi kullanilirsa
Vih(Y,Z)-g(V,Y,Z)U"-g(Y,V,Z)U" —g(Y,Z)V,U"
-h(V, Y +o(Y)X-g(X,Y)U' -n(X)Y -n(Y)X,Z)
+g(V Y +o(Y)X-g(X,Y)U -—n(X)Y -n(Y)X,Z)U"
-h(Y,VZ+o(Z)X -g(X,Z)U" —n(2)X -n(X)Z)
+g(Y, Vi Z+o(Z)X -g(X,Z)U" —n(2)X -n(X)Z)U" =0 (5. 67)
bulunur. (5. 67) denkleminde (3. 22) ve (3. 23) denklemi kullanilarak gerekli
sadelestirmeler yapilirsa

Vih(Y,Z)-h (vx Y, zj —~h (Y, Vx z) -g(Y,Z)VyU*

~o(Y) h(X,Z) +g(X, Y)h(U", Z) +n(X)h(Y, Z) + n(Y)h(X, Z)
-g(Y,Zn(X)U" —g(X,Zm(Y)U" —o(Z)h(Y,X)

+(X,Z)h(Y,U") +n(Z)h(Y,X) +n(X)h(Y,Z)

N(2D)g(Y,X)U" —n(X)g(Y,Z)U =0 (5. 68)

bulunur. Tanim 2.2.4. e gére V, M nin van der Waerden Bortolotti koneksiyonu

oldugu i¢in (5. 68) esitligi
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(Vy h)(Y,Z) -g(Y,Z)VU" —o(Y)h(X,Z)+g(X,Y)h(U",Z)

+2n(X)h(Y, Z) +n(Y)h(X,Z) -2n(X)g(Y,2)U" -n(Y)g(X,Z)U"

~(Z)h(Y,X)+g(X,Z)h(Y,U") +n(Z)h(Y,X)

-n(Z)g(Y,X)U"=0 (5.69)
olarak yazilabilir. M nin 2. temel formu van der Waerden Bortolotti koneksiyona
gore paralel oldugundan (V, h)(Y,Z)= 0 olup bdylece (5. 69) denklemi

-g(Y,Z)ViU" —o(Y) h(X,Z) +g(X,Y)h(U", Z)

+2n(X)h(Y, Z) +n(Y)h(X,Z) -2n(X)g(Y,2)U" -n(Y)g(X,Z)U"

~(Z)h(Y,X)+g(X,Z)h(Y,U") +n(Z)h(Y,X)

-n(Z)g(Y,X)U"=0 (5.70)
bi¢imine doniisiir. (5. 70) esitliginde Y ve Z lizerinden kontraksiyon alinirsa

-nViU" —h(U",X)+h(X,U") +2n(X)traceh + h(X,E") = 2nn(X)U"

—n(X)U"-h(X,U")+h(X,U")+h(X,E")-n(X)U"=0 (5.71)
bulunur. E vektdr alanmim hipotez geregi normal oldugu goz éniine alinirsa

ViUt =0

elde edilir. Dolayisiyla U' normal demette paraleldir. ]

Ornek 5.2.7.
X(u,v) =(cosu,sinu,cosv,sinv) ile verilen T>:S'(1)xS'(1)cR* tor
yiizeyini goz Oniine alalim.

X(u,v)ifadesinden kismi tiirev yardimi ile p=(cosu,sinu,cosv,sinv) ig¢in
T,(M) tanjant uzayi

X, =(-sinu,cosu,0,0),

X, =(0,0,-sinv,cosv),
vektorleri ile ve TpL (M) normal uzay1 da

n =(cosu,sinu,0,0),

n, =(0,0,cosv,sinv)
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vektorleri ile gerilir. Boylece asagidaki sekilde {X,Y,v,,v,} ortonormal gatisini

tanimlayabiliriz.
X= X, =X,
X,
Y= X, =X,
.
L, = e =1,
o
1’12
L, =——=10,.
L

(5.72)

Ayrica U ve E vektdr alanlarnm T? ye teget oldugunu varsayalim. Bu taktirde

a;,a,,b,,b, e R olmak iizere
U=a,X+bY, E=a,X+b,Y

yazilabilir.

X, Y, v, v, nin kovaryant tirevleri alindiktan sonra Gauss denklemi

yardimiyla

vV, X=0
V.Y =0
V,X=0
V,Y =0

h(X,X) =-v,

h(X,Y)=0
h(Y,X)=0

h(Y,Y) =-v,

sonuglar1 elde edilmistir [24]. Buradan

g, =<X,X>=1
g,=<X,Y>=0
g, =<Y,Y>=1
elde edilir. O halde (5. 75) esitlikleri yardimiyla
g(X’ Y) = g] ]du (X)du (Y) + ngdu (X)dv (Y) + g22dv (X)dv (Y)

g(X,Y)=d,(X)d,(Y)+d,(X)d,(Y)

bulunur. X ve Y teget vektorleri i¢in

(5.73)

(5. 74)

(5.75)

(5. 76)



X:a%+bi X:i oldugundan a=1,b=0

5 5 olsun. 6; (5.77)
Y=c—+d— Y =— oldugundan c=0,d=1

ou  oOv ov

olarak elde edilir. O halde
0 0
d (X)=d (a—+b—)=a
J(X)=d( 5 3)

bulunur. Benzer sekilde elde edilen sonuglarla birlikte
g(X,Y)=ac+bd
elde edilir. Dolayisiyla buradan
g(X,X)=aa+bb=1
g(X,Y)=ac+bd=0 (5.78)
g(Y,Y)=cc+dd=1

bulunur.

* Ed

V, V semi simetrik metrik olmayan koneksiyonun indirgenmis koneksiyonu

olmak tizere (5.7), (5. 73), (5. 78) ve (3. 22) esitlikleri yardimiyla

Vi X =V, X+ o(X)X - (X, X)UT )X —1(X)X

— (X)X - UT - 2n(X)X (5. 79)
bulunur. Benzer sekilde
Vi Y =o)X =n(X)Y =n(Y)X (5. 80)
Vy X =o(X)Y =n(Y)X -n(X)Y (5. 81)
Ve Y =o(Y)Y —=U" —2n(Y)Y (5. 82)

esitliklerine ulasilir. Boylece (5. 78) ve (5. 79) esitlikleri yardimiyla
(vx gj(x,x) =Vx g(X,X)-g(Vx X,X) - &(X,Vx X)
=-2g(Vx X, X)
= 2(a(X)E(X, X) - &(U", X) - 2n(X)&(X, X))

=a(X)
bulunur. Benzer sekilde (5. 78) ve (5. 80)-(5. 82) esitlikleri yardimiyla
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(% gj(Y,Y) — 4n(Y)

esitlikleri elde edilir. Bu esitliklerde E vektor alani T ye teget oldugundan
yukaridaki esitliklerin sag taraflar1 ayni anda sifir olmayacaktir. Dolayisiyla [17]
anlaminda semi-simetrik metrik olmayan koneksiyonun indirgenmis koneksiyonu

metrik olmayan koneksiyondur.

[17] anlaminda semi-simetrik metrik olmayan koneksiyona gore torsiyon

tensorii (5. 7) ve (5. 78) esitlikleri yardimiyla
T(X,Y)=VxY-Vy X-[X,Y]
=V, Y +o(Y)X-gX,Y)U' —n(X)Y -n(Y)X

VX —o(X)Y +&X, Y)UT +n(Y)X + (XY -[X,Y]
T(X,Y) =V, Y + o(Y)X -V, X - o(X)Y -[X,Y]

T(X,Y) = o(Y)X —o(X)Y
olarak hesaplanir. U vektor alani T ye teget oldugundan

8(Y,U)=g(Y,a,X+b,Y) =b,

8(X,U0)=g(X,a,X+b,Y) =12,
bulunur. Dolayisiyla

T(X,Y) =bX —a,Y #0 (5. 83)
elde edilir. O halde (5. 83) esitligi ile birlikte [17] anlaminda semi-simetrik metrik

olmayan koneksiyonun indirgenmis koneksiyonu semi-simetrik metrik olmayan

koneksiyondur. Bu ifade Teorem 5.1.1. de elde edilen sonucu desteklemektedir.
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U vektor alan1 T* ye teget oldugundan (5. 8) esitligine gore

h(X,Y) = h(X,Y)

yazilabileceginden (5. 74) ve (5. 78) esitlikleri yardimiyla

h(X, X) = v, (5. 84)
h(X,Y)=h(X,Y)=0 (5. 85)
h(Y,Y)=-v, (5. 86)

elde edilir. O halde T* nin semi-simetrik metrik olmayan koneksiyona ve Levi-

Civita koneksiyona gore ortalama egrilikleri

© h(X,X)+h(X,Y)+h(Y,Y) 1

o : ~(,+0)) (5.87)
He h(X,X)+h(X2,Y)+h(Y,Y) =—%(0. tu,) (5. 88)

bulunur. Béylece U vektor alani T ye teget, 1*1:h ve IiI =H oldugundan takip
eden sonuglar1 elde ederiz. T” nin Levi-Civita koneksiyona gore total geodezik
olmasi i¢in gerek ve yeter sart T? nin semi-simetrik metrik olmayan koneksiyona
gore total geodezik olmasidir. T nin Levi-Civita koneksiyona gore total umbilik
olmas1 igin gerek ve yeter sart T nin semi-simetrik metrik olmayan koneksiyona
gore total umbilik olmasidir. Ayrica T nin Levi-Civita koneksiyona gére minimal
olmasi i¢in gerek ve yeter sart T? nin semi-simetrik metrik olmayan koneksiyona
gore minimal olmasidir. Bu ifadeler Teorem 5.1.3. de elde edilen sonuglar1

desteklemektedir.
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6. UZERINDE [17] ANLAMINDA SEMi-SIMETRIK METRIK OLMAYAN
KONEKSIYON TANIMLI OLAN REEL UZAY FORMUNUN
ALTMANIFOLDLARI iCiN CHEN ESITSIZLIKLERI

Bu bolim orijinal sonuglar igermektedir. Bu boliimde {izerinde [17]
anlaminda semi-simetrik metrik olmayan koneksiyon tanimli olan reel uzay

formunun altmanifoldlar1 i¢in Chen esitsizlikleri elde edilmistir

6.1 i1k Chen Esitsizligi

Tanimm 6.1.1. (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu, K(n) M nin bir &
2-diizlem kesitinin egriligi, t< TM", pe M" ve 1, p de skaler egrilik olmak tizere

ilk Chen degismezi
8Mn (p) =t(p) —inf {K(n)|nc TM",peM",dimn=2} (6.1)

ile tanimlanir [25].

Yardimecr Teorem 6.1.2. n=>2 olmak lizere a,,a,,....,a_,b reel say1

(n+1)-lisi verilsin. Bu taktirde

2
(Zai] :(n—l)(Zai2+b]
i=l i=l
dir. O zaman 2aa,2>b dir. Esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart

a,+a,=a, =...=a_ olmasidir [26].

Tanim 6.1.3. (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu, K(n) M nin bir «

2-diizlem kesitinin egriligi ve n1< TM, pe M olsun. T M nin bir k-diizlem kesiti

L ve X ise L* da bir birim vektdr olsun. e, = X olacak sekilde L nin ortonormal

bir bazmi {e,,...,e, } olarak secelim. X de Ricci egriligi (veya k —Ricci egriligi)
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Ric , (X) =K, +..+ K,
seklinde tamimlanir. Burada K ler ¢;,¢; ile gerilen 2-diizlem kesiminin kesitsel
egrilikleridir. 2<k <n olmak iizere k tam sayis: icin M lizerinde ©, Riemann
degismezi
1 . .
O,(p) = Elgl)f Ric, (X), peM,

seklinde tanimlanir [27].

M, iizerinde [17] anlaminda semi-simetrik metrik olmayan koneksiyon

tanimli (n+d)-boyutlu bir M(c) reel uzay formun (n > 3)-boyutlu bir altmanifoldu

olsun. peMolmak tzere TM ve T;M nin ortonormal bazilar1 sirasiyla
{e, e, . ,e,} Ve {en+], s en+p} olsun.

Q(e,) =By, +1(h(eyre, ) (6.2)

ile tamimlayalim. Boylece asagidaki teoremi ifade edebiliriz.

Teorem 6.1.4.

M, iizerinde [17] anlaminda semi-simetrik metrik olmayan koneksiyon
tanimli (n+d)-boyutlu bir M(c) reel uzay formun (n > 3)-boyutlu bir altmanifoldu

olsun. Bu durumda

_2 2 % 2 .
T(p)—K(n) < (nz—){(n +1)c—21+ 2(2_ 5 i3] }-Q(ez)—m(a#)

+_(n2—1) (0+nn(li1)j (6.3)

esitsizligi saglanir. Burada A =iza ve o=izf3 dir.

Ispat : [17] anlaminda semi-simetrik metrik olmayan koneksiyona ve Levi-

*

Civita koneksiyona gére M nin ikinci temel formlar1 sirasiyla h ve h olmak tizere
(5.36) esitligi geregi [17] anlaminda semi-simetrik metrik olmayan koneksiyona gore

Gauss denklemi
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ROXY.Z.W) = ROX.Y.Z.W) —a(h(X. W).h(Y. Z)) +(h(Y. W).h(X.2))

—N(h(Y,2)g(X, W) +n(h(X, Z))g(Y, W) (6.4
dir. M(c) iizerinde V Levi-Civita koneksiyona gore R egrilik tensoriiniin
R(X,Y,Z,W) = c{g(X, W)g(Y,2) - (X, 2)g(Y, W)} (6.5)
oldugu bilinmektedir. Boylece (3. 26) denklemi
R(X,Y,Z,W) =c{g(X, W)g(Y,2) - (X, 2)g(Y, W)} - a(Y, Z)g(X, W)

+a(X,2)g(Y,W)—g(Y,Z)a(X, W) +g(X,Z)a(Y, W)
+B(Y, X)g(Z, W) -B(X, Y)g(Z, W) +B(Y,Z)g(X, W)

—B(X,Z)g(Y, W) (6. 6)

bi¢imine donigiir. X=W=e, , Y=Z=¢; olmak tizere (6. 4) esitliginden
R(e,.¢;.¢;.¢,) =R(e; e e;.¢,) —g(h(e;,¢).h(e; e ) +a(h(e;,e), h(e;.¢))

“n(h(e, e e, ¢) +n(hie, e e(e, ) 6.7)
ve (6. 6) esitliginden
R(e,, e;e;,¢) =c(g(e;,e)g(e;.e;)—g(e,e)g(e;,e))
—a(e;,e;)g(e;,e)) +ale;.¢)g(e),¢)
—gle, ¢ )aene) +g(e e ale¢)
+B(eje)gle;,e) —Ple; e))gle;,e))
+B(ej e)gle;,e) —Ple;,e))gle;,e) (6. 8)
elde edilir. (6. 7) ve (6. 8) denklemleri esitlenerek
c(g(e;,e)gle;.e;) —gle;,e))gle;e;))—ale,e;)gle;, ) +ale;,e))gle;,e;)
—g(e;,e;)ale;,e) +g(e;,e))ale;, ) +B(e;, e )gle;,e) —Ple;,e)g(le;.e)

Pl g(ene) —Blee (e, e) =R(e e, e.e,) —g(hle,.e). hie,.e,)

ra(h(e,.e).h(e,.e,) -n(h(e,.e)a(ene) + n(he.e el e) (6.9)

yazilabilir. (6. 9) denkleminde {e;,e;} ortonormal baz oldugundan (6. 9) denklemi

c_a(ejaej)_a(eisei)+B(ejaej) = R(eiaejaejaei) _g(h(ei’ei)ah(ejaej))

+g(h(e, e, he, e)) -n(h(e, ) (6. 10)
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bi¢imine dontigiir. Ayrica (6. 9) denkleminde 1<1i,j<n olmak {izere i ve j indisleri

iizerinden toplam alinirsa

i[c(g(ei’ei)g(ej’ej) _g(ei’ej)g(ej9ei))_a(ej’ej)g(ei’ei) + a(ei’ej)g(ej’ei)

_g(ej’ej)a(ei’ei) +g(eisej)a(ej,ei)+B(ejaei)g(ejaei)_B(eiaej)g(ei’ej)

+B(e;,e;)gle;,e) —Ble;,e))gle;,e)] = i[ﬁ(evej’ej’ei)_g(ﬂ(ei’ei)’ﬁ(ej’ej))

i, j=1

+a(h(e, e ). h(e ) - n(h(ee))ale e ) +n(he e alene)] (6. 11)

elde edilir. (6. 11) esitligindeki toplamlar ayr1 ayr1 hesaplanirsa

S c(gle,eg(e ne) —g(ene)g(e ¢,) =

- ic(g(ei,ei)ig(ej,ej)—g(ei,ig(ei,ej)ej) ]

:Zn:c(n.g(ei,ei)—g(eiaei))

=3 e(n-Dgle.c) =n(n- e 6.12)
D aley e alene) = 3 (e 0) <0 6.13)
Hzla(emg(el,e) ;;a(el,g@,e)e) Y ofene) =1 6.14)
> ey atee) = ng(ej,e)—nx 6.15)
Hzlg(el,em(e],e) ;;a(g(el,e)eﬂe) > ale,e) = 6.16)
”Z]B(ejmg(el,e) ;;B(g@l,e)e],e) > Be.e) =0 6.17)
”Z]B(emg(el,e) ;;B(el,g@l,e)e) > ) =0 6.18)
> Ble,.e )g(e, ) = ch(el,e) =nc (6.19)

i,j=1
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ZR(ei,ej,ej,ei) =21

i,j=1

x 2

> g(h(e;.e),h(e;,e;) = g(nH,nH) =n’g(H,H) =n* [H]|

i,j=1

3 g(h(e,.e, ) h(e,.e) =h]

i,j=1

S n(h(e,.¢,ele,.¢,) = n(n H)n = n'n(H)

i,j=1

S nh(e,.eg(ene) = > nih(e,.gle,e )e,)

i,j=1 i,j=1

= iﬂ(ﬁ(ei ,€;)) =n(n ﬁ) = nn(fl)

i,j=1

(6. 20)

(6. 21)

(6. 22)

(6.23)

(6. 24)

esitlikleri elde edilir. Bdylece (6. 12)-(6. 24) esitlikleri (6. 11) denkleminde yerine

yazilirsa

x 2 x 2 *
(n—1)[nc—21+0]=2t+|h]| —n*|H|| —(n* —n)n(H)

elde edilir. Burada

olacak bi¢imde bir ¢ bulmaya ¢aligalim. Bodylece (6. 26) esitliginden

x 2 * 2
W] =@ +o)

x 2 x 2
(-] =[] 0D

bulunur. (6. 25) esitliginin her iki tarafi (n-1) ile ¢arpilirsa

% 2

(n—1)*[nc—2%+c]=2(n-t+(n-1)|h|

x 2

—n*(n-1)|H| -n(n- 1)2n(ﬁ)

elde edilir. (6. 27) esitligi (6. 28) da yerine yazilirsa

* 2
(n—1)*[nc—21+c]=2(n—Dr+n*|H| —(n-1e
* 2

—n*(n-1)|H| —-n(n —1)2n(ﬁ)

bulunur. (6.29) denkleminde ¢ c¢ekilirse
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2 x 2 *
g=—(n-1)[nc-2x+o]+ 2r+&_1n)”H” —n(n—1)m(H) (6. 30)
n p—
elde edilir. O halde (6. 25) ve (6. 30) esitliklerinden
x 2 % 2
0[] = -] +2)

esitligini saglayan ¢ sayisi elde edilmis olur.

peM, ncTM,dimn=2, t=Sp{e,e,} olsun. O halde e, =

[l
(6.26) denkleminden
n xn+l n n+d *T
(Zhn Y =(n- 1)(22(111]) +g]
i,j=1 r=n+1
veya esiti olan
% n+1 % n+l % n+1 n  n+d T
Zhn Y =(n- 1){2(}111 Y +> (hi )+ D (hy)’ +g} (6.31)
i#] i,j=1 r=n+2
esitliklerini tanimlayalim. Onerme 6.1.2. ve (6. 31) esitligi kullanilirsa;
# N+ % n+l % n+l n n+d T
2hn hz =) (hy Y’ +) ), (hy)’ +e. (6. 32)
i#] i,j=1 r=n+2

elde edilir. (6. 10) esitliginde 1=1, j=2 i¢in Gauss denklemi

r=n+l

* * d *T %1
K(m)=R(e,,e,,¢,,€)) = c—a,, —oy, +By, tn(h(e,,e,)) + z {h” h22_(h'2) }

% n+1 n n+d T
Z C— 0y a11+822+n(h(ezaez))+ [Z(hu ) +z 2 (hu) +e]t+
i#] i,j=1 r=n+2
n+d xT xT n+d  *T *
+ z h”h22_z (hlz)zzc_azz —a, +PBy, tn(hie,,e,))+
r=n+2 r=n+l
% n+1 n n+d T n+d xT xT n+d *T
+— Z(hu 2+ ZZ(hu) +— 8+Zh11h22—2(h12)
1¢] 1] 1 r=n+2 r=n+2 r=n+l
% n+1 1 n+d
TC0y — a11+822+n(h(ezaez))+ Z(hu 2"‘ 2 Z(hu) +

1¢] r n+2i,j>2

2
1 S *r *r *n+ *n+ 1
T [hn"'hzz] +Z[(h]j])2 +(hzjl)2]+582

r=n+2 >2

* €
2 C—Qy —Qy, +Bzz+n(h(ezaez))+§a
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olarak yazilabilir. Boylece

K(m) 2 c—-a(e,,e,)—oa(e,e,)+B(e,,e,) +n(}*1(ez,ez)) +§ (6.33)
elde edilir.

o(e,e)+a(e,,e,)=A —iz(ocnL )

oldugundan bu esitlik (6. 33) denkleminde yerine yazilarak (6. 2) ve (6. 30) esitlikleri

kullanilirsa

K(n) > ¢ —(x—iz(a#)}gz(ez)%:c —(k—iz(a#)}rﬂ(ez)-

_(n-1)
2

n’(2- n)” ”2 n(n 1)

[nc—2k+cs]+r+
2(n—-1)

)

olup buradan

K(m) > T—M{(n +1)c—20+ n’
2 2(n-

1) ||;I||2} Hde)+ iz(arﬁ )

- (n2— D (0 + nn(IiI)j

elde edilir. L]

Sonug 6.1.5.

Teorem 6.1.4. deki sartlar altinda eger U vektdr alam M ye teget ise

||H|| } Q(ez)—iz(oc#)

+—(n2_1)(c+m](H)) (6. 34)

(p) K(n)<(“22) (n+0-24
dir.

ispat : U vektor alam1 M ye teget oldugundan (5. 13) geregi H=H dur.

Boylece (6. 3) esitsizliginde H yerine H yazilir ise (6. 34) esitsizligi elde edilir. m
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Teorem 6.1.6.

U vektor alan1 M ye teget olsun. Bu taktirde (6. 3) esitsizligindeki esitligin

bir pe M noktasinda saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart M nin sekil operatorii

matrislerinin
0
b
Cn+1 - 0
0 0
hi hi2
hi» —hi
Cn+i =0 0
0 0

formlarinda olacak sekilde

{€y1> - » €,.q] oOrtonormal

0
0
v 0
0 u
0 0
0
0 , 2<i<d,
0 0

T Mnin bir {e,e,, ... ,e,} ve T'M nin bir

®T

bazi olmasidir. Burada hjj =g(h(e;,¢)).¢,),

1<i,j<n ve n+1<r<n+d dir.

Ispat : Bir pe M noktasinda (6. 3) esitlik durumunun saglanmasi icin gerek

ve yeter sart tim oOnceki esitsizliklerde esitligin gerceklenmesidir. Bu durumda

Yardimci Teorem 6.1.2. deki esitlik saglanir. Boylece

ERY

h; =0,

ERY

% n+1

=0, Vi#j, 1,]>2,

Vi#]j, 1,]>2, r=n+1,..,n+d,

ERY

h11+h22=0, ‘v’r:n+2,...,n+d,

% n+1 % n+l

hij =hy; =0, Vj>2,

% n+1 % n+1 % N+l % n+1

hii +h» =hss =...=hm .
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% n+1 T T

elde edilir. {e,, ez} yi hiz =0 olacak sekilde secebiliriz. ve a=hii, b=hx,

# N+l # N+l
p=hs; =..=hm olarak gosterelim. Bu durumda Yardimci Teorem 6.1.2. geregi
M nin sekil operatdrleri matrisleri istenilen formlarda elde edilmis olur. |

6.2 k-Ricci Egriligi

ilk bolimde [17] anlaminda V semi-simetrik metrik olmayan koneksiyonla

verilen (n+d)-boyutlu M(c) reel uzay formunun, n>3 boyutlu bir M alt

x 2
manifoldunun kesitsel egriligi ile ortalama egriligin normunun karesi ||H|| arasindaki

iliskiyi acikladik. Bu boliimde ise bu esitsizligi kullanilarak M in £-Ricci egriligi ile
x 2
ortalama egriligin normunun karesi ||H|| arasindaki iliskiyi verecegiz.

Teorem 6.2.1.

M, iizerinde [17] anlaminda semi-simetrik metrik olmayan koneksiyon

tanimli (n+d)- boyutlu bir M(c) reel uzay formun (n>3)-boyutlu bir altmanifoldu

ve U vektor alani M ye teget olsun. Bu durumda

x 2

2t 1 :

H|| > ——|nc-2 -n(H .

|H]| >n(n_1) rl[nc A+o]-n(H) (6. 35)
dir.

Ispat: peM ve TM in ortonormal bir baz1 {e,, e,, ... , e,} olsun. (6.25)
esitligini

x 2 % 2 %
n’|[H| =2t+|h|| —(n-1)[nc—21+0]-(n* —n)n(H) (6.36)

seklinde yazalim. e H(p) ortalama egrilik vektdrine paralel ve TM

n+l ?

nin{e,, e,, ... ,¢,} bazma gore 4, ., bir kdsegen matris olacak sekilde p de bir
{e, €, ., €€, o » €, oOrtonormal bazimi segelim. Boylece sekil operator
matrisleri
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formunda yazilir. Burada
A, = (h{j), ,j=1,.,n; r=n+2,.,n+d, A =0.
dir. (6. 36) esitliginden
* 2 n n+p n
n’[H| =2t+)al+ > > (h))’
i=1 r=n+21i,j=1
—(n—-1)[nc—2A +c]—(n* —n)n(H)
esitligi elde edilir. Diger taraftan
0< Z(ai —a;)’ = (n—l)z’:ai2 —ZZaiaj,
i<j i i<j
oldugundan
* 2 n n n
n’ ||H|| = (Zai ) = Zaf + 22"&;&j < nZaf,
i=l i=l i<j i=l

bulunur. Dolayisiyla (6. 39) esitsizliginden

esitsizligi bulunur. Bdylece (6. 38) esitliginden

* 2 *

2 *
n’|[H| =2t+n|H| —(n-1)[nc—2%+c]—(n* —n)n(H)

veya esiti olan

i 2t g
||H|| > nD) —H[nc—2k+c]—n(H)

elde edilir. Bu da teoremi ispatlar.

Teorem 6.2.2.

(6. 37)

(6. 38)

(6. 39)

(6. 40)

M, iizerinde [17] anlaminda semi-simetrik metrik olmayan koneksiyon

tanimli (n+d)-boyutlu bir M(c) reel uzay formun (n > 3)-boyutlu bir altmanifoldu

ve U vektdr alani M ye teget olsun. peM ve 2<k<n olmak iizere her k tam

sayist i¢in,
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IH| (p)= @k(p)—%[nc—2k+0]—n(lil) (6. 41)

dir.

Ispat : TM nin bir ortonormal bazi {ee,, .. ,e,} olsun.
e, ,-.-»¢, tarafindan gerilen k-diizlem kesitini L, ; seklinde gosterelim. Tanim 6.1.3
geregi

1 .
T(Li]....ik ) = 5 z Rchi]....ik (ei)’

Wy ¥ o,,)

n-2 I<ij<.<ig<n
yazilabilir. Boylece (6. 35) esitsizligi ve yukaridaki denklemlerden

n(n-1)
2

ux) 2 ©,(p)

dir. Buda bize (6. 41) esitsizligini verir. |
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7. SONUC VE DEGERLENDIRME

4. boliimde, iizerinde [16] anlaminda semi-simetrik metrik olmayan, semi-
simetrik metrik ve [18] anlaminda semi-simetrik metrik olmayan koneksiyon tanimli
olan Riemann manifoldlar1 i¢in bazi1 semi-simetri sartlarinin saglanmasi durumunda
manifold i¢in bazi karakterizasyonlar incelenerek Teorem 4.1.4, Teorem 4.1.5,
Teorem 4.1.6, Teorem 4.1.9, Teorem 4.1.10, Teorem 4.1.11, Teorem 4.1.13,
Teorem 4.2.2, Teorem 4.2.3, Teorem 4.2.4, Teorem 4.2.6, Teorem 4.2.7,
Teorem 4.3.3, Teorem 4.3.4 ve Teorem 4.3.5 ispatlanmastir.

5. bolimde, tizerinde [17] anlaminda semi-simetrik metrik olmayan
koneksiyon tanimli olan bir Riemann manifoldunun altmanifoldlar1 incelenerek
Teorem 5.1.1, Teorem 5.1.3, Teorem 5.1.7, Teorem 5.1.8, Teorem 5.2.3,
Teorem 5.2.5 ve Teorem 5.2.6 ispatlanmistir.

Son boliimde iizerinde [17] anlaminda semi-simetrik metrik olmayan
koneksiyon tanimli olan reel uzay formunun altmanifoldlar1 i¢in Chen esitsizlikleri
incelenerek, Teorem 6.1.4, Teorem 6.1.6, Teorem 6.2.1 ve Teorem 6.2.2

ispatlanmistur.
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