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FIBONACCI, LUCAS, PELL, PELL-LUCAS, GENELLESTIRILMIS PELL
SAYI DIiZILERi VE POLINOMLARININ LINEER GRUPLARLA
ILISKILERI
YUKSEK LiSANS TEZI
FURKAN BiROL
BALIKESIR UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI

(TEZ DANISMANI: PROF. DR. OZDEN KORUOGLU)
BALIKESIR, ARALIK - 2018

Bu tezde, Fibonacci, Lucas, Pell, Pell-Lucas, modified Pell say1 dizileri ve
polinomlari galigilmistir. Bu polinomlarin kokleri ile lineer gruplar arasindaki bazi
sonuglar verilmistir. Ayrica genellestirilmis Pell sayilari ile 173_q genisletilmis genel
Hecke grubu arasindaki bazi iligkiler incelenmistir.

Bu tez alt1 bolimden olusmaktadir. Birinci boliimde, ¢alisma tanitilmistir.
Ikinci béliimde; ¢alisma icin gerekli tanim, teorem, metot ve sonuglar verilmistir.

Uclincli bélimde, karmasik fonksiyonlar teorisi ile iliskili olarak Pell
polinomunun farkli bir temsili ve genel kdk formali elde edilmistir.

Dordincu boluimde, Lucas ve Pell polinom smiflari igin yeni Ureteg
matrisler elde edilmistir. Fibonacci, Lucas ve Pell polinomlarinin kdkleri ile iligkili
olan lineer gruplarin iiretegleri, iireteclerinin matris temsilleri ve elemanlarin
birbirleri ile iligkileri incelenmistir.

Besinci boliimde, yeni genellestirilmis Pell say1 dizisi tanimlanmistir. Bu
say1 dizisinin lirete¢ matrisleri elde edilmistir. Fibonacci, Lucas, Pell, Pell-Lucas,
modified Pell sayilari ile genel Hecke gruplari ve genisletilmis genel Hecke gruplart
arasinda bazi iligkiler bulunmustur.

Altinct bolumde; elde edilenler tartisilmis, agik problem ve Oneriler
verilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Pell sayilari, genisletilmis genel Hecke gruplari,
genellestirilmis Pell sayilari, Fibonacci polinomlari, Lucas polinomlari, Pell
polinomlari, iirete¢ matris.



ABSTRACT

RELATIONSHIPS BETWEEN FIBONACCI, LUCAS, PELL, PELL-
LUCAS, GENERALIZED PELL NUMBER SEQUENCES AND THEIR
POLYNOMIALS AND LINEAR GROUPS
MSC THESIS
FURKAN BIROL
BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE

MATHEMATICS

(SUPERVISOR: PROF. DR. OZDEN KORUOGLU)
BALIKESIR, DECEMBER 2018

In this thesis, Fibonacci, Lucas, Pell, Pell-Lucas, modified Pell number
sequences and their polynomials are studied. Some results between the roots of
these polynomials and the linear groups are given. Also, some relationships
between generalized Pell numbers and extended Hecke groups Hs, are
investigated.

This thesis consists of six chapters. In the first chapter, the study is
introduced. In the second chapter, some definitions, theorems, methods and results
that are used in this thesis are given.

In the third chapter, a different representation of Pell polynomial and their
general root formulas are obtained in relation to the theory of complex functions.

In the fourth chapter, the new generator matrices are obtained for Lucas and
Pell polynomial classes. Fibonacci, Lucas and Pell polynomials associated with the
roots of the linear groups of generators, matrice representations of these generators,
the elements’ relationships between each other and group structures are examined.

In the fifth chapter, the new generalized Pell number sequence is defined.
The generator matrices of this sequence of numbers are obtained. Some
relationships are found between Fibonacci, Lucas, Pell, Pell-Lucas, modified Pell
numbers with generalized Hecke groups and extended generalized Hecke groups.

In the sixth chapter, the results obtained from this study are discussed. Also,
some open problems and suggestions are given.

KEYWORDS: Pell numbers, extended generalized Hecke groups, generalized
Pell numbers, Fibonacci polynomials, Lucas polynomials, Pell polynomials,
generator matrice.
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1. GIRIS

Pisal1 Leonardo (Leonardo Fibonacci, Leonardo Pisano, Filius Bonacci) 12.
yiizyilda Italya’nin Pisa sehrinde dogmustur. Dokuz yasinda iken annesi Alessandra’y1
kaybeden Leonardo, takma adi Bonaccio (iyi huylu) olan babas1 Guglielmo’nun tiiccar
olmasi nedeniyle Kuzey Afrika ve Cezayir’de islam matematikgilerinden ders alma
imkani bulmustur. Babasi ile birlikte Akdeniz kiyilarindaki tilkeleri gezen Leonardo,
“Bonacci’nin oglu” anlamina gelen “Fillus Bonacci” kisaltilarak “Fibonacci” adiyla
anildi. 1200°lii yillarda italya’ya déndii ve dgrendiklerine Liber Abaci (Hesaplama
kitab1) adl1 kitabinda yer verdi. Bu eseriyle modern ondalik say1 sistemini Avrupa’ya
tanittr. Bu Kitap o doneme kadar hantal Roma say1 sistemiyle hesap yapmaya calisan
Avrupali bilim insanlarinin el kitabi oldu. Bdylece Fibonacci Avrupa’da bilimin
gelismesine katki sundu. Fibonacci bu kitabinda modern say1 sistemine yonelik bir
ornek teskil etmesi adina aligtirma sorusu olarak bir tavsan problemine yer vermistir.
Bu problemin ¢ozlimiinden elde edilen sayilari, Miislimanlarin ve Hintlilerin ¢ok
onceki zamanlardan beridir bildigi bilinmektedir. Problemin ¢6ziiminden elde edilen
sayilar Fibonacci’den sonraki donemlerde Fibonacci sayilari olarak adlandirilmistir.
Fibonacci sayilarinin ¢ok farkli alanlarda, beklenmedik durumlarda dahi ¢ikabilmesi
bu sayilarin oldukea ilgi gérmesine neden olmaktadir. 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55,
89, 144, ... bigiminde ilk iki terimi hari¢ her bir teriminin kendinden hemen 6nceki iki
terimin toplanmastyla elde edilen bu say1 dizisinin, ardigik terimlerinin oranindan elde

edilen dizinin limitinin altin oran olarak adlandirilan ve c¢ok farkli alanlarda

uygulamasini bulan %g irrasyonel sayisiyla iliskili oldugu bilinir. Altin oran,

matematik ve geometrinin yani sira; yasamda, kozmolojide, anatomide, tasarimda,
sanatta, piyasalarda, teolojide ve daha birgok farkli alanda sasirtici bir bigimde
karsimiza ¢ikar. Altin oran ve Fibonacci say1 dizisine yonelik toplumsal hayatla iliskili
bircok 6rnek gérmek mimkunddr: Yazar Dan Brown, “The Da Vinci Code” isimli
roman tdrindeki kitabinda Fibonacci sayilarina yer vermistir. Mduzisyen Bela
Bartok’un Fibonacci sayilarindan esinlenerek “Dance Suite” isimli eserini besteledigi
bilinmektedir. Heykeltras Peter Randall-Page, Fibonacci say1 dizisini temel alan,

“Seed” isminde 70 ton agirliginda heykel yapmustir. Leonardo Da Vinci ve Seurat’in
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tablolarinda altin orana Onem verdikleri bilinmektedir. Avrupalilarin tasin sairi

tinvanini verdikleri Mimar Sinan da eserlerinde bu orandan yararlanmistir [1,2].

Fibonacci sayilarinin ¢ok farkli alanlardaki etkisinin yani sira, matematigin
kendi icerisindeki etkileri de oldukga fazladir. Fibonacci sayr dizisinin sadece
baslangi¢ kosullarinin ya da sadece tekrarlama bagintisinin ya da her ikisinin birden
degistirilerek elde edildigi farkli say1 dizileri tanimlanmistir. Hatta benzer yaklasimla
tekrarlama iligkisine sahip polinom siniflar1 da tanimlanmustir. Fibonacci say1 dizisi ve
Fibonacci say1 dizisinden esinlenerek, metalik oranlardan altin ve giimiis oranla iliskili
olan sayi dizileri ile polinomlar1 Vn > 2 igin, asagidaki bi¢imiyle tanimlanmistir

[3-7].

Tablo 1.1: Tekrarlama bagmtisina sahip bazi say1 dizileri ve polinom siniflari.

Tekrarlama
Bagintisina Sahip
] Baslangic Kosullar Tekrarlama Bagintisi
Say1 Dizisi ya da
Polinom Sinifi
Fibonacci Say1
Fp=0,F=1 Fo=Fpq+F
Dizisi
Lucas Say1 Dizisi Ly=2,L; =1 Lpo=L,_1+L,_,
Pell Say1 Dizisi Pob=0,P,=1 P, =2P,_1+P,_,
Pell-Lucas Say1
Q0=2'Ql=2 Qn=ZQn—1+Qn—2
Dizisi
Modified Pell
odi lefl S Sayt Go=1,q,=1 dn = 2qn-1+ qn-2
Dizisi
Fibonacci
. Fo(x) =0,Fi(x) =1 F(x) = xFp_1 (%) + Fp(x)
Polinomlar
Lucas Polinomlar1 | Ly(x) =2,L,(x) = x L,(x) = xLp_1(x) + L5 (x)
Pell Polinomlar: Py(x)=0,P(x) =1 P,(x) = 2xP,_1(x) + P_(x)
Pell-Lucas
) Qo(x) =2,Q:(x) = 2x | Qn(x) = 2xQp—1(x) + Qp—2(x)
Polinomlan

Bu say1 dizileri ve polinomlariyla ilgili ¢ok fazla ¢alisma yapilmis, birgcok

0zdeslik bulunmustur. Calismalarin ¢ogunda, elde edilen 6zdeslikler ve yapilan
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aragtirmalar, 6ncelikle Fibonacci say1 dizisine yonelik olarak elde edilmis olup sonraki
donemlerde diger say1 dizileri ya da polinom smiflarinda incelenip benzer 6zdeslikler
bu say1 dizileri ve polinom smiflar1 i¢in de elde edilmistir. Ornegin; Fibonacci sayi
dizisindeki herhangi bir terimi aradaki tum terimleri hesaplamaya gerek kalmadan
genel yoldan elde edilisi; Jacques Philippe Marie Binet tarafindan verilmis ve zaman
icinde diger say1 dizileri ve polinomlar i¢in de literatiirde Binet formiilii ya da Binet
benzeri formul ismiyle ifade edilen, genel terimi temsil etmek igin yararlanilan
formiiller verilmistir [3-7]. BOylece bu say1 dizileri ve polinomlaria yonelik olarak,
yeni birgok 6zdeslik Binet formiilleri araciligiyla elde edilmistir. Fibonacci sayilarinin

Binet formiilii asagidaki bigimdedir.

a =122, p =2 oimakizere, F, = =2 bicimindedir.

Ozdeslik elde etmek ve var olan o6zdeslikleri ispat etmek icin Binet
formiillerinden yararlanildig1 gibi, matris teorisi verilerinden de yararlanilmaktadir.
Literatlirde, tekrarlama iliskisine sahip say1 dizileri ya da polinomlar1 ile matrisler
arasinda iligkiler kurularak, bu say1 dizileri ve polinom smiflar1 hakkinda
incelemelerin yapildigi ¢ok sayida ¢aligma bulunmaktadir [3,7-9]. Bu tarz ¢alismalarin
onciisti King’tir. King 1960 yilinda yiiksek lisans tezinde, ginimiizde Fibonacci Q
matrisi ya da altin matris olarak bilinen matris ile Fibonacci sayilar arasindaki iliskiyi
sunmustur. Benzer yaklasimla diger sayi dizileri ve polinomlar1 igin de iirete¢ matris
olarak adlandirilan Fibonacci @ matrisine benzer 6zellikte olan matrisler farkli
matematikgiler tarafindan ortaya konulmustur. Biz de tezimizin ilerleyen bélumlerinde
bu say1 dizilerine, genellemelerine ve polinomlarina yonelik olarak birtakim yeni

iirete¢c matrisler tanimlayacagiz. King’in Q matrisi tanimi su sekildedir:

_ 1 1 n _ Fn+1 Fn]_
Q_[l O]JQ - F F_1’n21
n n

Bu 0zel polinom siniflari, matris teorisinden yararlanilarak ¢alisildigi gibi
karmagik fonksiyonlar teorisindeki birtakim tanim, teorem ve Ozdesliklerden
yararlanilarak da calisilmistir. 1963 yilinda, P. F. Byrd, [10] -o donemler Byrd’iin
Fibonacci polinomu adi ile anilan- Pell polinomunun karmasik hiperbolik fonksiyonlar
cinsinden temsilini elde etmistir. 1973 yilinda, V. E. Hoggatt ve M. Bicknell, [11]
Fibonacci ve Lucas polinomlarin1 karmagik hiperbolik fonksiyonlar cinsinden ifade

etmisler ve bu temsilden hareketle de Fibonacci ve Lucas polinom siniflarinin her biri



i¢in genel kok bulma formiiliinii elde etmislerdir. Bu gegisten yararlanarak bu polinom

smiflarmin tirev 6zellikleri ile ilgili birtakim ¢aligmalar da yapilmistir [12].

Literatiir incelendiginde bu 6zel say1 dizilerinin ve polinomlarinin matris
teorisi ve karmasik fonksiyonlar teorisinin yani sira grup teorisi perspektifinde de ele
alindig1 goriliir. Cesitli yazarlar tarafindan, elemanlar1 kesirli lineer doniisiim olan
belirli gruplar ile bu 6zel say1 dizileri ve polinomlar1 arasinda gesitli yonlerden
incelemeler yapilmistir [13-19]. Biz de bu yaklasimlardan esinlenerek, genisletilmis
genel Hecke gruplan ile bu 06zel sayr dizileri ve Fibonacci, Lucas ve Pell

polinomlarmin kokleri iligkili olan lineer gruplarin belirli 6zelliklerini elde edecegiz.

Uretegleri kesirli lineer doniisiim olan genel Hecke gruplarini; Lehner [20],
1975 yilinda tanimlamistir. Bu grup sinifi; Erich Hecke [21] tarafindan, 1936 yilinda
tanimlanan Hecke gruplarin1 da kapsayan daha genel bir grup smifidir.
Lehner; 2 < p < q < o ve p + q > 4 esitsizliklerini gercekleyen p ve q tamsayilari

icin, 4, = 2 cos% Ag = 2005% olmak Uzere;

1
X(z) = —7

- V(z)=z+ 1, + 1,

p

doniistimlerinin tirettigi grubu genel Hecke gruplari olarak tanimlamistir. Bu gruplar

H, , semboll ile gosterilir. Burada Y = X.V doniisiimii;

1

V@) = _Z+/1q

seklinde elde edilir. Genel Hecke gruplarinda, p = 2 alindig1 takdirde Erich Hecke’nin
tanimladigi Hecke gruplart smifinin elde edildigi gorilir. Yani, H,, = H,
bicimindedir. Bununla birlikte literatiirde en ¢ok calisilan Hecke grubu olan modiiler
grubun, genel Hecke gruplarn sinifinda p = 2, q = 3 degerinde elde edildigi goriiliir.
Yani, H,3 = Hz =T bicimindedir. Ayrica genel Hecke gruplarmm iiretecleri

kiimesine birim g¢embere gore yansima doniisimii olan R(z) = E eklenmesiyle,

genisletilmis genel Hecke gruplarinin iireteg kiimesi elde edilir [22].

Tezin diger boliimlerinde yapilanlar asagida kisaca agiklanmistir.



Tezin ikinci bolimu olan 6n bilgiler kisminda tezin diger boliimlerinde elde
edilen teorem ve sonuglar i¢in temel teskil eden; sayilar teorisi, grup teorisi, karmagik
fonksiyonlar teorisi ile matris teorisine yonelik bazi tanimlara, teoremlere, 6zdesliklere

ve yontemlere yer verilmistir.

Tezin ugunci béliminde Fibonacci, Lucas ve Pell polinimlarmin farkli bir
temsil bicimi olan, karmasik hiperbolik fonksiyonlar cinsinden temsillerine yer
verilmistir. V. E. Hoggatt ve M. Bicknell’in, [11] Fibonacci ve Lucas polinomlarinin
kokleri i¢in vermis oldugu genel kok bulma tekniginden ve literatiirdeki birtakim
0zdesliklerden yararlanarak Pell polinomlar1 i¢in genel kok bulma formiilii elde
edilmistir. [10,11] ¢alismalarinda sunulan Fibonacci, Lucas ve Pell polinomlarinin,
karmasik hiperbolik fonksiyonlar cinsinden temsillerine yonelik teoremleri farkli bir
teknikle ispatlanmistir. Bununla birlikte bu 6zel polinom siniflarindaki herhangi bir
polinomunun koklerinin, aynit polinom smifindaki bagka birtakim {iyeleri hangi
noktaya resmettigini inceleyip teorem ve sonuclarla ifade ettik. Boylece dordiincu

bolum icin gerekli olacak 6nemli bilgiler elde edilmistir.

Tezin dordiincu bolimunde, iki ya da Ug¢ Ureteci olan lineer gruplarin (yari
gruplarin) Greteclerinin matris temsillerinden yararlanarak, bu grup ya da yari
gruplarin hangi kosullarda serbest grup (yar1 grup) oldugunu ya da serbest grup (yar1
grup) olmadigini belirten 6nemli bazi1 ¢alismalara kisaca deginilmistir [23-32]. Ozel

polinom siniflarinda bu konunun ilk kez ele alindigi Piotr Slanina’nin F,(a) = 0 iken;
M a 1o )
A, = [0 1] ,B, = [a 1] olmak uUzere, gp (A, Bg) grubunun serbest grup

olmadigini ifade ettigi [13] ¢alismasini kisaca dzetleyip, bu ¢alismada incelenmeyen
bazi elemanlarinin 6zelliklerini ve grup yapisi hakkinda elde ettigimiz bulgular1 ortaya
koyduk. Ayrica bu boliimde, birtakim 6zdesliklerden yararlanarak Lucas ve Pell
polinomlar1 i¢in yeni lirete¢c matrisler elde ettik. Bu iirete¢ matrislerden yararlanarak
Pell polinomlarinin kokleri ile iligkili olan lineer gruplarin iiretegleri, iireteclerinin
matris temsilleri, bazi elemanlar1 ve grup yapilari hakkinda elde ettigimiz 0zgun
bulgular ifade ettik. Bununla birlikte bu 6zel polinom smiflari ile ilgili olarak elde
ettigimiz bu elemanlarinin ozelliklerini ve elemanlarin birbirleriyle olan bazi

iligkilerini tablolar halinde topluca ortaya koyduk.



Tezin besinci boluminde literatlirdeki; Hecke gruplart ya da genisletilmis
Hecke gruplar ile klasik ya da genellestirilmis Fibonacci, Lucas, Pell ve Pell-Lucas
say1 dizileri arasindaki iliskilerin ortaya konuldugu calismalarin baslicalar1 [14-19]
hakinda kisaca bilgi verilmistir. Koruoglu ve Sahin’in [15] numarali ¢alismasinda,
genisletilmis Hecke gruplariin bazi elemanlarinin matris temsillerinin kuvvetlerini
alip elde edilen matrisin 6gelerinin genellestirilmis Fibonacci say1 dizisinin birer
terimi oldugunu belirttikleri ve 6zelde genisletilmis modiiler grupta calisildiginda, bu
grubun tiim elemanlarimin matris temsillerindeki matris 6gelerinin klasik Fibonacci
say1 dizisinin birer terimi oldugunu ifade ettikleri ¢aligmaya kisaca deginilmistir. Bu
calismalardan hareketle genel Hecke gruplari ve genisletilmis genel Hecke gruplart ile
klasik ve genellestirilmis say1 dizileri arasindaki iligkilerin incelenip, belirlendigi ilk
calisma olma 6zelligine sahip olan tezimin bu béliimiinde elde ettigimiz bir¢ok orijinal
bulguya yer verdik. Genisletilmis genel Hecke gruplarindan H,, , gruplarinda, p = 3
aliarak elde edilen ﬁ3’q grubunun bazi elemanlarinin matris temsilleri ve kuvvetleri
ile; yeni tanmimladigimiz genellestirilmis Pell say1 dizisi arasindaki iliskileri inceleyip,
Ozelliklerini tespit ettik. Boylece bu bélimde yeni birgok iireteg matris elde edilmistir.
Bununla birlikte ozelde, p = g = 3 secerek elde edilen Hs3 grubunun her bir
elemaninin matris temsilindeki her bir 6gesinin klasik Pell say1 dizisinin birer terimi
oldugunu elde ettik. Ayrica, Hy 5 grubundaki elemanlarin klasik Pell sayilar ile
iliskisinin yani sira; Pell-Lucas ve modified Pell sayilariyla iligkisini de tespit ettik.
Bunlarin yan sira, genel Hecke gruplarindan Hj 3 grubunun bazi elemanlarinin matris
temsillerinin ve kuvvetlerinin Fibonacci ile Lucas sayi dizileriyle iligkilerini belirledik.
Bu bolimde ortaya koydugumuz tanim, teorem ve sonuglar [33,34] yayina

sunulmustur.

Tezin altinc1 boliimiinde tezde elde edilen sonuclar kisaca Ozetlenip,
literatlirdeki ¢alismalarla karsilastirilmistir. Ayrica bu boliimde bazi agik problem ve

Onerilere yer verilmistir.



2. ON BILGILER

Bu boélimde tezin diger boliimleri ig¢in gerekli olan tanim, teorem, kavram ve

aciklamalara yer verilmistir.

2.1 Rekurans Diziler

Matematikte ¢ok farkli bi¢imlerde tamimlanan diziler bulunmaktadir. Bu
kisimda, dizinin baglangicindaki birka¢ terim hari¢ olmak tiizere, her bir teriminin
kendinden onceki terimler yardimiyla elde edildigi diziler hakkinda genel bilgiler

verecegiz.

2.1.1 Tamim : Bir dizide bir terim kendinden onceki terimler araciligi ile
hesaplaniyorsa, bu diziye rekiirans (tekrarlama, indirgeme) dizisi denir. Bu terimi

hesaplarken kullanilan bagintiya ise rekiirans bagintisi denir [35].

21.2Tamm :Vn = k, sabita; (0 <j < k — 1) ve ay # 0 katsayilari igin,
Up = Ag—qUp—1 + Ag_Up_2 T+ A Up_g+1 T QoUn—k (2.1)
esitligini saglayan (u,) dizisine k. dereceden homojen lineer rekirans dizi denir.
Buradaki esitlige ise k. dereceden homojen lineer rekiirans baginti denir. Bu dizinin
Ug, Uy, ..., Ui, biciminde olan ilk k terimine (u,,) dizisinin baslangi¢ kosullar: denir
[3,35].

2.1.3 Tamim : (2.1) esitligindeki gibi tanimli olan (u,,) dizisi igin,

p(x) =x* —ap_x*¥ 1 —aqp_x¥2— . —a;x —a,

polinomuna (u,,) dizisinin karakteristik polinomu denir [35].

2.1.4 Tamm : p(x) = x* —ap_x* T —ay_x* 2 - —a;x—ay, =0

denklemine (u,,) dizisinin karakteristik denklemi denir [35].

2.1.5 Tanmm : p(x) polinomunun kokleri by, b,, ..., b, € C olmak Uzere,
Vi,j€e{1,2,..,k} igin, b;# b; ise, up =ci1by" + by + -+ by olacak
sekilde ¢4, ¢5, ..., ¢ sabitleri vardir. Bu esitlik baglangi¢ kosullar1 i¢in yerine yazilip
elde edilen denklem sisteminden cy, ¢, ..., ¢, bilinmeyenleri bulunur. Boylece elde
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edilen karakteristik polinomunun kokleri ve u,, arasindaki esitlige rekiirans bagintinin

¢6zUmu denir [35].

2.1.6 Tanim : (u,) dizisinin terimleri kullanilarak tanimlanan,
G(x) = upx® + ugxt + upx? + ugx® + = Y2 u x;
serisine (u,) dizisinin Urete¢ fonksiyonu denir [3,35].
Ureteg fonksiyonlar ile tekrarlama bagmtilar1 arasinda siki bir iliski vardir.
Oyle ki yukarida agikladigimiz herhangi sabit katsayili homojen lineer rekiirans
bagintinin genel anlamdaki ¢6ziim tekniginin bilinmedigi donemlerde, 1718 yilinda

Fransiz matematik¢i Abraham De Moivre Fibonacci sayr dizisinin tekrarlama

bagintisini ¢ozmek i¢in lirete¢ fonksiyonlari ortaya koymustur [3].

2.1.7 Uyan : Bu tezde ikinci dereceden homojen lineer rekirans dizilerini

inceleyecegiz.

2.2 Metalik Oranlar

Arjantinli matematik¢i Vera W. Spinadel metalik oranlar adini verdigi yeni bir
pozitif matematiksel sabitler sinifin1 tanimladi. Spinadel’in tanimladigir formiil su

sekildedir:

A+V4+ 22
2
Bu sabitler sinifinin ilk birkag Gyesi igin 6zel bir isimlendirme vardir. Bunlar, (2.2)

esitliginde sirasiyla 4 = 1,2,3 alindiginda; altin, giimiis ve bronz oran olarak
asagidaki gibi elde edilir [36].

145

Altmoran ——» @, = 5

Gumiisoran — @, =142

_ 3+V13

Bronzoran——»> @4 >

Vera W. Spinadel’in yapmis oldugu metalik oranlar tanimiyla, ge¢misi ¢ok eskilere

dayanan altin oranin bir genellemesini ortaya koydugunu soyleyebiliriz.



2.3  Rekiirans Sayi Dizileri

Bu kisimda rekiirans say1 dizileri arasinda en ¢ok bilinen Fibonacci say1 dizileri
basta olmak iizere; Fibonacci sayir dizisinin baslangi¢ kosullarinin, tekrarlama
bagintisinin ya da her ikisinin birden degistirilerek elde edilen ve metalik oranlar ile

iligkili olan sayi1 dizilerinden bahsedecegiz.
2.3.1 Tanim : (Fibonacci Sayilar)
Fy = 0, F; = 1 baslangig kosullar1 ve V n > 2 igin,

E,=F,_ 1+ F,,

indirgeme bagntisi ile tanimlidir.

5
: J;\F) ile iliskilidir [3].

Fibonacci sayilar1 altin oran (

2.3.2 Tanim : (Lucas Sayilar)

Ly = 2, L; = 1 baslangi¢ kosullari ve V n > 2 igin,
Ly=Lpy+Ln
indirgeme bagntisi ile tanimlidir.

Lucas sayilari da altin oran ile iliskilidir [3].
2.3.3 Tanim : (Pell Sayilari)
P, = 0, P; = 1 baslangi¢ kosullar1 ve V n = 2 igin,
B, =2P,_1+P,_,
indirgeme bagintisi ile tanimlidir.

Pell sayilar1 giimiis oran (1 + v/2) ile iliskilidir [4].
2.3.4 Tamim : (Pell-Lucas Sayilari)

Qo = 2, Q1 = 2 baslangig kosullar1 ve V n > 2 igin,

Qn = 20p-1+ Qn—2

indirgeme bagintisi ile tanimlidir.

Pell-Lucas sayilari da giimiis oran (1 + v/2) ile iliskilidir [4,6].



Tablo 2.1: Fibonacci, Lucas, Pell ve Pell-Lucas say1 dizilerinin ilk 10 terimi.

n E, Ly, b Qn
1 1 1 1 2
2 1 3 2 6
3 2 4 5 14
4 3 7 12 34
5 5 11 29 82
6 8 18 70 198
7 13 29 169 478
8 21 47 408 1154
9 34 76 985 2786
10 55 | 123 | 2378 6726

2.4 Reklrans Bagintiya Sahip Polinomlar

Literatiirde farkli big¢imlerde tanimlanan polinom smiflart mevcuttur.
Tekrarlama bagintis1 yardimiyla tanimlanan birgok polinom sinifi vardir. Bu polinom
smiflarinin ortaya ¢ikisinda Fibonacci sayilar1 ve tekrarlama bagintisi temel hareket
noktast olmustur. Farkli baslangi¢ kosullart ve farkli tekrarlama bagintis1 yardimu ile
cesitli polinom simiflari elde edilir. Bunlarin baslicalar1 Fibonacci polinomlari, Lucas
polinomlari, Pell polinomlari ve Pell-Lucas polinomlaridir. Bu polinomlar sirast ile;

E,(x), L, (x), B,(x) ve Q,(x) ile gosterilir.

2.4.1 Tamm : (Fibonacci Polinomu)
E. C. Catalan tarafindan, 1883 yilinda tanimlanan Fibonacci polinomlari;
Fi(x)=1,FKXx) =x
olmak tizere,
Fo(x) = xFp_1(x) + Fp(x) ;n =3
indirgeme bagintis1 ile tanimlanir [3].
2.4.2 Tamim : (Lucas Polinomu)
M. Bicknell tarafindan, 1970 yilinda tanimlanan Lucas polinomlart,
Lo(x) =2,L,(x) = x
olmak tizere,
Ly(x) = xLp_1(x) + Lp_p(x) ;n =2
indirgeme bagintis1 ile tanimlanir [3].
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2.4.3 Tamim : (Pell Polinomu)

olmak Uzere,

Py(x) =0,P(x) =1

Py(x) = 2xPp_1(x) + Pp2(x) ;n =2

indirgeme bagintis1 ile tanimlanir [6].

2.4.4 Tanmim : (Pell-Lucas Polinomu)

olmak Uzere,

Qo(x) =2,0Q:(x) = 2x

Qn(x) = ZxQn—l(x) + Qn—z(x) n =2

indirgeme bagintis1 ile tanimlanir [6].

Bu polinom simiflarmin ilk 10 tiyesi asagidaki gibidir [3,7].

Tablo 2.2 : Fibonacci ve Lucas polinomlarinin ilk 10 dyesi.

n Fy (x) Ly (x)

1 1 x

2 x x2+2

3 x?2+1 x3 + 3x

4 x3+ 2x x*+4x? + 2

5 x*+3x2+ 1 x°+5x3 + 5x

6 x5 +4x3 + 3x x6+6x* +9x2+2

7 x64+5x* + 6x2 + 1 x7+7x5 4+ 14x3 + 7x

8 x7+6x% 4+ 10x3 + 4x x8+8x6 + 20x* + 16x2 + 2

9 x8+7x% + 15x* + 10x2 + 1 x%+9x7 + 27x5 + 30x3 + 9x
10 x%+8x7 + 21x° + 20x3 + 5x x194+10x8 + 35x° + 50x* + 25x2 + 2

Tablo 2.3 : Pell ve Pell-Lucas polinomlarinin ilk 10 dyesi.

n Py (x) Qn(x)

1 1 2x

) 2x 4x2 +2

3 4x% +1 8x3 + 6x

4 8x3 + 4x 16x*+16x% + 2

5 16x*+12x% +1 32x5+40x% + 10x

6 32x5+32x3 + 6x 64x°4+96x* +36x% + 2

7 64x6+80x* + 24x2 + 1 128x7+4224x5 + 112x3 + 14x

8 128x7+4192x5 + 80x3 + 8x 256x8 + 512x% + 320x* + 64x2 + 2
9 256x8+448x° + 240x* + 40x% + 1 512x°+1152x7+864x°% + 240x> + 18x
10 | 512x°41024x7 + 672x5 + 160x3 + 10x | 1024x'°4+2560x842240x° + 800x* + 100x% + 2
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2.4.5 Uyarn : Bu polinom siniflarinin derece 6zellikleri asagidaki gibidir [3].
der (Fn(x)) =n-—1
der (L,(x)) =n
der (B,(x)) =n—1

der (Qu(x)) =n

2.4.6 Uyan : Polinom siniflar1 ile kendi say1 dizileri arasinda ¢ok giiclii bir bag

vardir. Her bir polinom sinifi ayn1 isme sahip say1 dizisi ile dogrudan baglantilidir.

E,(x), L, (x), B,(x) ve Q,(x) polinom simiflarinda x = 1 alindiginda;

F.(1) =F,
L,(1) =Ly
k(1) = B,
Qn(1) = Qn

elde edilir [3,6].

2.4.7 Uyan : Fibonacci, Lucas, Pell ve Pell-Lucas say1 dizileri ile
polinomlarmin tanimin1 negatif alt indisleri de kapsayacak bicimde genisletmek

mumkundir. Bu sekilde yapilan tanimlamada asagidaki esitlikler gecerlidir [3-6].

Fo,=(D"E ,n>1
L,=(D"L, ,n>1
P,=(-D"p n=>1
Qrn=0C-D"Q, ,n=1
Fp(x)=(D"F@x) ,nx1
L) =0CD"p(x)  n21
Po(x)=(D"Px) nx1
Qn(x) =(-1D"Qp(x) ,n=1

Bu tezde, pozitif alt indisli Fibonacci, Lucas, Pell ve Pell-Lucas say1 dizileri ile

polinomlarini ele alacagiz.
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25 Binet Formdulleri

Rekiirans bagintiya sahip say1 dizilerinin, ya da polinomlarinin baslangi¢
kosullar1 disindaki herhangi bir terimini ©6nceki ardisik terimler araciligi ile
bulabilecegimiz gibi, Binet formillerinden yararlanarak da bulabiliriz. Binet formulu
kulanildig1 takdirde, herhangi bir terimi hesaplamak igin aradaki tum terimleri
hesaplanmak zorunda kalmayiz. Bunun yani sira 6zdeslik elde etmek ve var olan
Ozdeslikleri ispatlamak igin de Binet formiillerinden yararlanilir. Binet formillne
yonelik ilk ¢alismay1 yapanlar arasinda; Abraham De Moivre, Gabriel Lame ve
Jacques Phillipe Marie Binet bulunmaktadir [3].

Binet formull esasen, Tanim 2.1.5’te agiklanan rekiirans bagintt ¢éziim

tekniginden elde edilir.

Rekurans sayi dizileri ve polinomlart i¢in hesaplama, 6zdeslik elde etme ve var
olan oOzdeslikleri ispatlama, Binet formulleri disinda matrisler aracihigiyla da

yapilmaktadir.

2.5.1 Sayi Dizileri icin Binet Formiilii

25.1.1 F, , L, icin Binet Formulu

2.5.1.1.1 Teorem : Fibonacci ve Lucas say1 dizilerinin karakteristik denklemi

x? — x — 1 = 0 olup bu denklemin kokleri;

1++V5  1-+5
o2 P2

a

bicimindedir. Bu koklerden hareketle, Fibonacci ve Lucas sayt dizilerinin Binet

formiilii sirasiyla su sekildedir [3]:

a - g

a-p

E, = L, =a™ + "
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25.1.2 P, ,Q,, icin Binet Formulu

2.5.1.2.1 Teorem : Pell ve Pell-Lucas say1 dizilerinin karakteristik denklemi

x? — 2x — 1 = 0 olup bu denklemin kokleri;

y=1+v2,6=1-+2
bicimindedir. Bu koklerden hareketle, Pell ve Pell-Lucas say1 dizilerinin Binet formiilii

sirasiyla su sekildedir [4,6]:

2.5.2 Polinomlar igin Binet Formulu

2.5.2.1 F,(x) ve L,(x) icin Binet Formulu

2.5.2.1.1 Teorem : Fibonacci ve Lucas polinomlarinin karakteristik denklemi

t2 — xt — 1 = 0 olup bu denklemin kokleri;

x + Vx2+4
2

B (x) = %M

a(x) =
bicimindedir. Bu koklerden hareketle, Fibonacci ve Lucas polinomlarimin Binet

formiilii sirasiyla su sekildedir [3]:

"(x) - B (x)
R = SR 100 = a0 + )"

2.5.2.2 P, (x) ve Q,,(x) icin Binet Formall

2.5.2.2.1 Teorem : Pell ve Pell-Lucas polinomlarinin karakteristik denklemi

t2 — 2xt — 1 = 0 olup bu denklemin kokleri;

yx) =x+/x2+1,6(x) =x—+x2+1
bicimindedir. Bu kdklerden hareketle, Pell ve Pell-Lucas polinomlarinin Binet formiilii
sirasiyla su sekildedir [6]:

Yy (x) - 6™(x)

() = 5050

,Qn(x) =y (x) + 6" (x)
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2.6 Rekurans Diziler ve Matrisler

Literatiirde tekrarlama bagintisina sahip say1 dizileri (ya da polinomlari) ile;
matrisler arasindaki bagintilarin kuruldugu ve bu bagintilardan hareketle sayi
dizilerinin (ya da polinomlarinin) 6zelliklerinin incelendigi ¢alismalar bulunmaktadir.
Matrisler ile ikinci dereceden tekrarlama iliskisine sahip bazi say1 dizileri (ya da

polinomlar) ile ilgili birtakim ¢alismalar asagidaki sekilde 6zetlenebilir:

Charles H. King 1960 yilinda, Fibonacci sayilarini farkli bir yaklasim ile elde
etmenin bir yolunu buldu. Fibonacci Q matrisi ad1 verilen 2x2°lik matrisin kuvvetlerini
aldiginda olusan matrisin her bir 6gesinin alinan kuvvete bagli olarak bir Fibonacci

sayist oldugunu kesfetti. King bunu yiiksek lisans tezinde su sekilde belirtmistir [8]:
A1 1 "
2.6.1 Teorem: Q = [1 0] olmak Uzere,

Qn= FTL+1 Fn ]
Fy  Fha

bicimindedir [8].

Bu yaklagim, Fibonacci sayilarini matrisler {izerinden ¢alisip matrislerin sahip
oldugu ozellikleri kullanarak bircok 6zdesligi elde etmeye ve var olan 6zdeslikleri
farkl bir yontemle ispatlamaya olanak saglamaktadir. Bu duruma yonelik birkag 6rnek

su sekilde verilebilir:

Matris teorisinden Q™Q™ = Q™*™ oldugu bilinmektedir. Bu esitligi ve

Teorem 2.6.1°1 birlikte ele aldigimizda;

QMQ"™ = [Fini1  En ] [Fn+1 Fy ]

L Fm Fm—l Fn Fn—l
_Fm+1Fn+1 +Fan Fm+1Fn +Fan—1
_Fan+1 +Fm—1Fn Fan +Fm—1Fn—1

_ _Fm+n+1 Fm+n ]

| Fm+n Fm+n—1
esitligi elde edilir. BOylece su 6zdesliklere ulasilir [3]:

Fnin+1 = Fns1Fner + Enky (2.3)
Foin = Fpe1 By + FnFrq (2.4)
Frin = EnFoyr + Fnoa By

Frin-1= FnFy + Fp_1Fyq
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Ayrica sirasiyla (2.3) ve (2.4) 6zdesliklerinde m = n alindiginda, sayilar

teorisinde ¢ok kullanilan su 6zdeslikler elde edilir:
Fn2 + Fn+12 = Fons1
Fon = Fopi By + BiFy 1 = Fn(Fn+1 + Fn—l) =FEL,

Bununla birlikte;

Q‘n: Fn+1 Fn ]
Fn Fn—l

matrisinin determinantini hesapladigimizda literatiirde Cassini 6zdesligi (formull) ya

da Simpson formli olarak ifade edilen,

Fp41Fn_1 — E,2 = (—1)™ (Cassini Formiilii)
Ozdesligine ulagsmis oluruz.

Fibonacci sayilari ile ilgili olarak daha birgok 6zdeslik matris teorisi yardimiyla
elde edilebilmektedir.

Benzer ¢alismalar1 Lucas sayilar i¢in de yapmak miimkiindiir. Lucas sayilari
ile matrisler arasindaki iliskilerin onciileri V. E. Hoggatt ve I. D. Ruggles’tir [37]. 1963
yilinda;

Ly=Foyr1+ Fpq 51 1

v

Lyys +Lyp1=5FK ;n =2 1
Ozdesliklerini kullanip R matrisi tanimlayip, King’in Q matrisinden de yararlanarak

asagidaki bigimi ile ifade ettikleri su matrise ulastilar [37]:

2

2.6.2 Teorem: R = B _1

] ve Q = [1 (1)] olmak Gzere,

n _ 1 2 [Fn+1 Fn ] — [Ln+1 Ln ]
il PR | N o AR
bicimindedir [37].
Boylece bu gecis ile birlikte Lucas sayilar1 hakkinda birgcok 6zdeslige ulagsmak

mimkindir. Ornegin determinant araciligiyla;

Lnsiln—y = Ly* = 5(=1)"*

0zdesliginin varligi kolayca gorular [37].
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1972 yilinda Serkland, Pell sayilar1 igin M matrisi tanimlayip, benzer sonuclar

Pell sayilar1 i¢in elde etmistir [8].

2.6.3Teorem: M = [i (1)] olmak Uzere,
P, P

Mn — n+1 n ]

B, Py

bicimindedir [8].

2.6.4 Uyan : Yukaridaki irete¢ matrislerinin kuvvetleri alindiginda elde edilen
matrisin Ogelerinin her birinin ayni say1 dizisinin birer terimi oldugu goriilmektedir.
Ancak literatiirde bunlarin yani sira bir matrisin kuvvetleri alindiginda elde edilen
matrisin Ogelerinin birden fazla say1 dizisinin birer terimi oldugu c¢alismalar da

mevcuttur. Bu durumu J. Ercolano’nun ¢aligmasindan su sekilde 6rnekleyebiliriz [9]:

2.6.5 Teorem: N = [1 ﬂ olmak Uzere,
% g,
N =2
Q
R, =
2

bicimindedir [9].
Fibonacci, Lucas ve Pell polinomlarinin matrislerle olan iliskisi sirasiyla

asagidaki bigimdedir:

2.6.6 Teorem: Q(x) = [316 (1)] olmak Uzere,

Frii(x)  F(x)

"= B F()

bicimindedir [38].
Fibonacci polinomunun tekrarlama bagintisini, [3]’te belirtilen;
Fry1 (%) 4 Fpo1(x) = Lp(x)

Ozdesligini ve Teorem 2.6.5’te ifade edilen matrisi kullanarak Lucas polinomlarinin

Urete¢ matrisini asagidaki bigimiyle elde ederiz.

X

2.6.7 Teorem: C, = [2 _

i] ,0(x) = [’16 é] olmak Uzere,
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n _ [Inea(x)  Ln(x)
GO = T10)  Lna)
bicimindedir.

. n_ 2 Fn+ (x) Fn(X)
ISpat: CxQ(x) - [}26 —x] FnEX) Fn—l(x)

n_ [XFne1(x) + 2E,(x)  xE,(x) + 2F,_1(x)
Cx(AxBx) - _2Fn+1(X) _ an(x) 2Fn(X) . an_l(x)

n _ [ Fn+ (X) + Fn(x) Fn+ (X) + Fn— (x)
CrldeBe)™ = .Fn+1éx) + Fpo1(x) FnEX) + Fn_zzx)

n_ [Ene1(x)  Lp(x)
Cx(AxBy)"™ = | Lp(x) Ly—q1(x)

elde edilir.o

2.6.8 Teorem: P = [le é] olmak Uzere,

pr _ [Pen(® A
Pa(x)  Ppi(x)
bicimindedir [6].

2.7
Ozdeslikler

271 F, L, ve P, ileilgili Ozdeslikler

Fibonacci, Lucas, Pell Say1 Dizileri ve Polinomlar: ile lgili Bazi

Bu sayi1 dizileri ile ilgili birgok 6zdeslik bulunmaktadir [3,7]. Bu 6zdesliklerin
bir kismi say1 dizilerinin birbirleri arasindaki iliskiyi ortaya koyar.

2.7.1.1 Teorem : [3,7]

Fpy1Fn1 —E2 = (=1)" ,n> 1 (Cassini Formiili)

Lpy1Lln-1 — an = 5" ,n>1

Ppy1Pnq _Pn2 = (_1)n ,n =1
Fop1+ Froa =Ly n =21
Ln+1+Ln_1:5Fn ,n 21
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Ayrica Fibonacci, Lucas ve Pell sayilarinin {igiiniin birden iligkisinin ortaya
konuldugu, Euler 6zdesligi ya da Cassini formiiliindeki gibi matematiksel estetigi

ortaya koyan bir 6zdesligi ifade edelim:

2.7.1.2 Teorem :
n > 2igin,

E, + L, P, + L, + EP, 4 B, + E,L, _
(Fn_Ln)(Fn_Pn) (Ln_Fn)(Ln_Pn) (Pn_Fn)(Pn_Ln)
bicimindedir [7].

2.7.2 Fn(x),L,(x) ve P,(x) ile Ilgili Ozdeslikler

Bu polinom smiflart ile ilgili birgok 6zdeslik bulunmaktadir [3,7,13]. Bu
Ozdesliklerin bir kismi bir polinom sinifinin kendi terimleri arasindaki iligkiyi ortaya
koyarken, bir kismi ise farkli polinom siniflarinin birbirleri arasindaki iligkiyi ortaya

koyar.

2.7.2.1 Teorem :[3,7,13]n = 1icin,
Frp1 () Fpoq (0) — By (0)? = (=D)"
L1 (O)Ln—1(x) = Ly (x)? = (=)™ (x* + 4)
Pr1(0)Pp-1(x) = B, (x)? = (-=1)"
Friz2(x) = (14 x*)E,(x) + xFp_1 (%)
2.7.2.2 Teorem :n = 1igcin,
Lnt2(x) = (14 x2) Ly (x) + xLp—1 (%)
Poio(x) = (14 4x%) By(x) + 2xP,_1(x)

Bu polinom siniflarinin birbirleri ile olan iligkisini ortaya koyan onemli

Ozdeslikler su sekildedir [3,6]:

Ln(x) = Fpp1(x) + Fpmq (%) = xF, (x) + 2F,_4(x) (2.5)
X
P, (E) = F,(x) (2.6)

(2.6) 6zdesliginde x = 1 alinirsa, B, G) = F,(1) = F, elde edilir.
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(2.6) 6zdesliginde x = 2 alinirsa, P, (1) = E,(2) = B, elde edilir.
(2.5) 6zdesliginde x = 2 alinirsa,
Ln(z) = Fn+1(2) + Fn—l(z) = Ppy1(1) + Pp_q(1) = Ppyq + Py

Boylece polinomlardan hareketle Fibonacci, Pell ve Lucas sayilarina yonelik 6nemli

esitlikler goralur.

2.8 Bazi Karmasik Fonksiyonlar ve Ozdeslikler

Bu kisimda x,y € R, i? = —1ve z = x + iy karmasik say1 olmak iizere, bazi

karmasik fonksiyonlarla ilgili bilgiler verilecektir.

2.8.1 Tamim : (Karmasik Ustel Fonksiyon)
z =x + iy igin,
e? =e*(cosy +isiny)

biciminde tanimlanan fonksiyona karmas:k iistel fonksiyon denir [39].
2.8.2 Tanim : (Karmasik Trigonometrik Fonksiyonlar)

z = x + iy igin, karmasik trigonometrik fonksiyonlardan siniis ve kosins fonksiyonu
sirastyla;

1z e—lZ elZ + e—lZ

Ssinz=————,c08z =
21 2

bigiminde tanimlanir [39].
2.8.3 Tanmim : (Karmasik Hiperbolik Fonksiyonlar)

z = x + iy icin, hiperbolik sinis fonksiyonu ve hiperbolik kosinus fonksiyonu
sirastyla;

_ e’ — e7? e’ + e7?
sinh z =T,coshz= _

bigiminde tanimlanir [39].

2.8.4 Teorem : [39,40]

z =x + iy igin,
cosh?z —sinh?z =1

sinhz = sinhx cosy +icoshxsiny
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coshz = coshxcosy + isinhx siny
coshiz = cosz

sinhiz =isinz

2.8.5 Teorem:

x,y € Rolmak lzere,

coshx =——>1

sinhy € (—oo,0)
bicimindedir [41].
2.8.6 Teorem :
siny =0ise,y =km ,k €Z
cosx =0ise, x = (2k+1)§ Jk€ETZ

bicimindedir [41].

2.9 Polinomlarin Kokleri

Polinomlarin ~ koklerini  bulma ¢alismalan MO 2000’li  yillarda
Mezopotamya’da yasayan Bablyon kabilesinden giinlimiize kadar devam eden,

popiilerligini ylizyillar boyunca siirdiiren ¢alisma konusudur.

1799 yilinda C. F. Gauss, cebirin temel teoremi olan; karmasik sayilar iizerinde
sabit olmayan her polinomun en az bir karmagik kokiiniin olacagini ispatlamistir.

Ayrica n. dereceden bir polinomun n tane kokiiniin varligini da ispatlamistir.

W. N. H. Abel, 5. ve daha ylksek dereceden polinom denklemlerinin koklerini
verecek bir formalin bilinen yontemlerle elde edilemeyecegini ifade etmistir. Ancak

baz1 niimerik calismalarla koklerin yaklasik degerleri hesaplanmaya calisilmaktadir
[42].

E. Galois, polinom kokleri ile ilgili 6nemli ¢alismalar yapmistir. Bu konu

hakkinda daha detayl bilgi i¢in [2] numarali kaynaga bakilabilir.
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Bazi polinom smiflarinda, polinomun koklerini veren genel bir formdl elde
edilebilmektedir. Bunlarin baslicalari; Fibonacci ve Lucas polinomlaridir. 1973
yilinda V. E. Hoggatt ve M. Bicknell, Fibonacci ve Lucas polinomlarinin Binet
formiillerini karmasik hiperbolik trigonometrik fonksiyonlar araciligi ile ifade etmisler
ve bu yaklagimdan hareketle de Fibonacci ve Lucas polinom siniflarinin her biri i¢in

genel kok formiiliinii elde etmislerdir [11].

2.10 Genel Hecke Gruplan

J. Lehner, [20] 1975 yilinda genel Hecke gruplarimi tanitmistir. Genel Hecke
gruplari ile ilgili daha detayl bilgi i¢in, [20,22,43] kaynaklarina bakilabilir.

2101 Tanm :p,q €Z,2<p<q <, p+q>4iken,

1
X(z) = -7

V@) =z+1,+ 4,
— A

doniisiimleri ile iiretilen gruplara, genel Hecke gruplari denir ve H,, , ile gosterilir
[20,22].

Genel Hecke gruplarinin Tanmim 2.10.1°de verilen (Qreteglerinde g < oo

degerleri igin Y = XV alinirsa;

Y(z)=XV(z) =—

z+
donusiimii elde edilir. Ayrica X ve Y elemanlarinin iirettigi devirli alt gruplar;

<X >=<X|XP =1>=17,
<Y >=<Y|YI=1>=17,
bicimindedir. H,, gruplarinda X ve Y elemanlarimin birbirleriyle bir iligkisi

olmadigindan H,, grubu p mertebeli ve g mertebeli iki devirli grubun serbest

carpimina izomorf olur [22].

2.10.2 Teorem:p,q €EZ,2 <p < q <, p +q > 4igin, H, ; genel Hecke

gruplariin sunusu;

Hpq =<X,Y|XP =Y1 =] >= 7, + I,
bicimindedir [22,43].
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Lehner [20] ¢alismasinda g = oo degerine karsilik A, = 2 oldugunu belirtmis
ve elde edilen gruplan H, o, semboli ile ifade etmistir. Bu sekilde elde edilen gruplarin
p mertebeli ve sonsuz mertebeli iki devirli grubun serbest carpimina izomorf oldugunu
belirtmistir. Burada A, degeri yerine 4 > 2 degerleri i¢in elde edilebilecek tiim genel
Hecke gruplarinin izomorfizma anlaminda ayni oldugu sdylenebilir. Ancak tiim bu
gruplarin elemanlar1 birbirinden farkli oldugu igin asagidaki tanmima ihtiyac
duyulmustur [22].

2.10.3 Tamm: p € Z,p > 2 icin, A, = 2cos§ ileA € R, > 2 iken,

Y(z) =

1
X = — —_—
(2) z—=21," zZ+ A

doniisiimleri ile iiretilen gruplara H,, ., genel Hecke gruplar1 denir [22,43,44].

2.10.4 Teorem: Hy, o, gruplarinin sunusu;
Hyo =< X,Y|XP =Y =1>=7,*L

bicimindedir [22,43,44].

2.11 Genisletilmis Genel Hecke Gruplari

2.10 kisminda agiklanan genel Hecke gruplarina R(z) == yansima

N | =

doniisimiiniin eklenmesiyle genisletilmis genel Hecke gruplart olusur. Bu gruplar ile

ilgili daha fazla bilgi igin [22,43-47] kaynaklarina bakilabilir.

2.11.1 Tammm : Genel Hecke gruplarina R(z) =§ yansima doniisiimii

eklenerek elde edilen gruplara genisletilmis genel Hecke gruplari denir. Bu gruplar 4,

sayisinin tanimina gore H, , ya da H,, o, (1) sembolii ile gésterilir [22].

Genisletilmis Genel Hecke gruplarindan Hp,q gruplarinda;
pP,.QqEL,2<p<qg<oovep+q>4igin,

Ap = 2cos§ veld, = ZCosgsayllan kullanilmaktadir [43].

Hp,q grubunun temel 6zellikleri su sekildedir [22]:

23



H, , genisletilmis genel Hecke grubu X,Y ve R elemanlar: tarafindan firetilir. Bu

elemanlardan sadece X ve R elemanlarini iirete¢ kabul eden grubun sunusu;

< X,R|XP =R*= (XR)> =1 >= D,
bicimindedir. Sadece Y ve R elemanlarini iirete¢ kabul eden grubun sunusu ise;

<Y,R|Y9=R?=(YR)? =1>=D,
bicimindedir. Her iki grupta da bulunan R elemaninin sadece kendisi, iki mertebeli
devirli grup dretir. Boylece H,, grubu, elde edilen bu iki dihedral grubun iki

mertebeli devirli grup altinda karisimli serbest carpimina izomorf olur.

2.11.2 Teorem : ﬁp,q genisletilmis genel Hecke grubunun sunusu;

Hp'q =< X,Y,R| XP =Y49 = R? = (XR)Z — (YR)Z =] > Dp *1, Dq
ya da
Hp'q :< X’Y,Rl Xp = Yq = RZ = I’RX :X_lR:RY = Y_lR >E Dp *Zz Dq

bicimindedir [22,43].
H, o grubunun temel 6zellikleri ise su sekildedir [22]:

Bu grup p mertebeli dihedral grup ile sonsuz mertebeli dihedral grubun iki mertebeli

devirli grup altinda karisimli serbest carpimina izomorf olur.

2.11.3 Teorem : H, ,,(A) genisletilmis genel Hecke grubunun sunusu;

d Hy (1) =< X,Y,R| XP =Y® = R? = (XR)? = (YR)?> = | >= D,, %z, Doy
ya da

Hy0(A) =<X,Y,R|XP =Y® =R?>=1,RX = X"'R,RY =Y 'R >= D, %4, D,
bicimindedir [44].

2.11.4 Uyarn : Genel Hecke gruplari, genisletilmis genel Hecke gruplarinin iki
indeksli normal alt grubudur [44].

2.11.5 Lemma : Genisletilmis genel Hecke gruplarinda,

XR = RXP~1
YR = RY™!
esitlikleri saglanir [22].
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2.12 Hecke Gruplarn

Hecke gruplarimi 1936 yilinda E. Hecke [21] numarali g¢alismasinda

tanimlanmaistir.
2.12.1 Tamim : 2 € R* olmak Uzere,
1
X(2) = — V(Zz)=z+2

kesirli dogrusal dontisiimleri ile fiiretilen gruplara Hecke gruplart denir [21].

Hecke gruplar1 H(4) ile gosterilir.

Hecke  gruplarinin  {retecleri reel  katsayilidir.  Dolayisiyla  bu
gruplar, PSL(2,R) grubunun birer alt grubu olur. Boylece Hecke gruplarinin
bazilarinin, Fuchsian grup olabilecegi Fuchsian grup tanimi gere§ince dogrudan
sOylenebilir. E. Hecke, [21] ¢alismasinda hangi Hecke gruplarmin Fuchsian grup

oldugunu belirtmistir [22].

2.12.2 Teorem : Hecke gruplar, A€ R ,A>2 veya q € Z,q = 3 iken,
A=Ay = Zcosg seklinde tanimlandiginda H (A) grubu bir Fuchsian gruptur [21].

Hecke gruplarmin Uretecleri olan X(z) = —é ve V(z) =z+ A kesirli
dogrusal doniistimleri i¢in, Y = X.V alinirsa;

1

Y(Z):_Z+/1

kesirli dogrusal doniisiimii elde edilir. Buradaki A sayis1 A, = Zcosg biciminde

tanimlanirsa Y Ureteci H(4,) grubunda g mertebeli bir eleman iken, X Greteci 2

mertebeli bir elemandir. Boylece X ve Y elemanlarinin iirettigi devirli gruplar;

<X>={,X}=1Z,
<Y>={LY,Y%., YT} =7,
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bi¢iminde olur. Ayrica H(4,) grubunda X ve Y elemanlarmin birbirleri ile bir iliskisi
olmadigindan H(A,)grubu 2 mertebeli devirli grup ve q mertebeli devirli grubun

serbest ¢arpimina izomorf olur [22].

2.12.3 Teorem : H(A,) Hecke grubunun sunusu;

H(2y) =<X,Y| X?=Y1=1>=17, 1,

bicimindedir [48].

2.12.4 Sonug : A € R ,A = 2 icin elde edilen H(4) Hecke grubunun sunusu;

HA) =<X,Y | X2=Y°=1>=7,*1
bicimindedir [49].

2.12.5 Uyan : J. Lehner’in [20] ¢alismasinda belirttigi gibi Genel Hecke
gruplari, Hecke gruplarini da kapsayan daha genel bir grup sinifidir. Tanim 2.10.1°de
aciklanan Genel Hecke gruplarinda; p = 2 alindiginda, Tanim 2.12.1°de belirtilen
Hecke gruplar1 tanimi ile ¢akigir. BOylece p = 2 i¢in asagidaki ifadenin verilebilecegi

acikca gortliir [22].

2.12.6 Sonug : p = 2 igin, H, ; = H(4,) ile Hecke gruplari elde edilir [20].
2.12.7 Uyan : Genel Hecke gruplar smifinda p = q = 2 alinarak H,,

biciminde bir grubunun elde edilemeyecegi genel Hecke gruplari tanimi geregince

aciktir [20].

Ayrica genel Hecke gruplarinda p = q olarak secildiginde elemanlar1 Hecke
grubunun elemanlarindan olusan Hy, ,, grubu elde edilir. H, ,, gruplari, H(4,) gruplar

tarafindan kapsanir [20].

2.13 Genisletilmis Hecke Gruplari

Genisletilmis Hecke gruplari, Sahin ve Bizim tarafindan Hecke gruplarina

R(z) =2 yansima doniisiimiiniin eklenmesiyle literatlire kazandirilmistir [50]. Bu
z
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gruplarin sembolleri Koruoglu, Sahin ve Bizim’in ¢alismalar1 ile A, sayisinin tanimina

gore H(2,) yada H(4) olarak verilmistir [50,51].

Genisletilmis genel Hecke gruplari ile ilgili ilk ¢alismalar, Huang ve Demir
tarafindan yapilmustir [22,45]. Genisletilmis Hecke gruplar1 da, Genel Hecke gruplari
ile Hecke gruplan arasinda olan iliskiye benzer olarak kisaca soyle Ozetlenebilir:
Genigsletilmis genel Hecke gruplarinda p = 2 alinmasi halinde, genisletilmis Hecke
gruplari elde edilir. Dolayistyla 2.11 kisminda 6zelliklerini agikladigimiz bu gruplarda
bu 0zel deger ile birlikte asagidaki bilgiler elde edilir.

2.13.1 Teorem : H, , = H(4,) genisletilmis Hecke grubunun sunusu;
Hyp= H(A;) =<X,Y,R|X?* =Y?=R?= (XR)?> = (YR)> =1 >= D, *4, D,
ya da
Hyq=H(14) =<X,Y,R|X*=Y9=R?=1,RX =X"'RRY =Y 'R >= D, %5, D,
bicimindedir [50].
2.13.2 Teorem : H, (1) = H(A) genisletilmis Hecke grubunun sunusu;

Hy0o() = H(A) =< X,Y,R|X* =Y* = R* = (XR)? = (YR)? = >= D, %z, D,
bicimindedir [51].
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3. FIBONACCi, LUCAS, PELL POLINOMLARININ;
TRIGONOMETRIK TEMSILLERI, GENEL KOK
FORMULLERI VE POLINOM KOKLERININ AYNI
POLINOM SINIFI ICERISINDEKiI BASKA POLINOM
UYELERI ALTINDAKiI GORUNTULERI

Bu bolimde Fibonacci, Lucas ve Pell polinomlarini, karmagik hiperbolik
fonksiyonlar cinsinden ifade edip, kokleri igin genel formilu verecegiz. Bunun yani
sira herhangi bir polinom sinifindaki polinomun kok degerlerini, aynit polinom
siifinin baska polinomlarinda inceleyip o polinomu hangi noktaya resmettigini 0zgln

bulgularimizla ortaya koyacagiz.

Fibonacci, Lucas ve Pell polinom smiflarinin klasik taniminin, tekrarlama
bagintis1 ile ifade edildigi bilinmektedir. Ayrica bu polinom smiflarinin matris
teorisinden yararlanarak baska birtakim farkli yollarla temsili de mimkiindir. Bununla
birlikte bu polinom smiflarinin farkli cebirsel temsilleri de bulunmaktadir. Biz bu
bolimde Fibonacci, Lucas ve Pell polinom smiflarin temsillerini karmagik
fonksiyonlar teorisi perspektifinden ele alacagiz. Bu konu ile ilgili olarak literattrdeki
caligmalart kisaca Ozetleyelim ve bizim ortaya koyacagimiz 6zgiin bulgulardan

bahsedelim.

1963 yilinda P.F.Byrd [10] ¢alismasinda -o donemler Byrd’iin Fibonacci
polinomu adi ile anilan- Pell polinomunun hiperbolik fonksiyonlar cinsinden temsiline
yer vermistir. 1973 yilinda V. E. Hoggatt ve M. Bicknell; [11] numarali ¢aligmalarinda
Fibonacci ve Lucas polinomlarini, karmasik hiperbolik fonksiyonlar cinsinden ifade
etmisler ve bu temsilden hareketle de Fibonacci ve Lucas polinom siniflarinin her biri
icin genel kok bulma formiiliini elde etmislerdir. 2016 yilinda Piotr Slanina, [13]
calismasinda bir lineer grubun serbestligini Fibonacci polinomunun koki
perspektifinden incelemistir. Biz de V. E. Hoggatt ve M. Bicknell’in [11]

caligmasindan yararlanarak [6] numarali kaynakta yer alan; Fibonacci polinomlart ile
Pell polinomlar1 arasinda gegise imkan saglayan, P, (g) = F,(x) esitligini de
kullanarak Pell polinomlarin1 karmasik hiperbolik fonksiyonlar cinsinden ifade edip,

Pell polinomlart igin de genel kok bulma formullnu elde edecegiz. Bununla birlikte

bir polinom smifinin herhangi bir polinomunun kéklerinin, ayni polinom sinifindaki
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bagka birtakim iiyelerini hangi noktaya resmettigini inceleyecegiz. Ayrica bu bolimde
ulagtigimiz bilgiler; diger bolimde, yeni matris formlar1 elde etmeye ve bu matris

formlar hakkinda yorum yapmaya imkan saglayacaktir.

3.1 Fibonacci, Lucas, Pell Polinomlarimin Karmasik Hiperbolik
Trigonometrik Fonksiyonlar Cinsinden Temsili ve Genel Kok

Formilleri

Bu kisimda V. E. Hoggatt ve M. Bicknell’in Fibonacci ve Lucas polinomlarinin
Binet formiillerinde degisken degimini uygulayip, Fibonacci ve Lucas polinomlari i¢in
elde ettikleri farkli temsil bigimlerini ve kok formullerini ifade edecegiz. Bunu
yaparken daha anlasilir olmasi i¢in V. E. Hoggatt ve M. Bicknell [11] ¢alismasindaki
teoremlerin ispatlarin1 farkli bir yaklagim ile sunacagiz. Ayrica bu c¢alismadan

hareketle biz de Pell polinomlar1 i¢in benzer ¢alismay1 yapacagiz.

Fibonacci ve Lucas polinomlarmin farkli temsil bicimlerinin sayesinde ¢ok
genis polinom siniflarinin her bir {iyesinin koklerini veren genel bir formal elde
edilmis olur. Ayrica bu farkli temsil bi¢imiyle birlikte bu polinom siniflarinin tiirevleri
ile ilgili yapilacak calismalara kolaylik saglanmis olur. Fibonacci ve Lucas
polinomlarmin tirevleri ile ilgili detayll bilgi icin, Wang’m [52] ve Ozgir ile

Kaymak’in [12] numarali ¢aligmalarina bakilabilir.

W. N. H. Abel’in 5. ve daha yiksek dereceden polinom denklemlerinin
koklerini verecek bir formiiliin bilinen yontemlerle elde edilemeyecegini belirttigi
bilinmektedir. Bu agidan Fibonacci ve Lucas polinomlarinin kdkleri igin, birtakim
0zdeslikler kullanilarak elde edilen formiil oldukca dikkat ¢ekici bir 6zellige ve Gneme

sahiptir.

Fibonacci ve Lucas polinomlarinin sirastyla agsagidaki bicimde ifade edildigini

biliyoruz.

Fi(x) =1,F,(x) =xiken, E,(x) = xF,_1(x) + F,_,(x);n =3

Lo(x) =2,Li(x) =xiken, L,(x) = xL,_1(x) + L,_,(x);n =2
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Bu polinom smniflarmin karakteristik denklemi, t? — xt — 1 = 0 seklinde olup bu

denklemin kokleri;

x—Vx2+4

a(x) = ,8 (x) =

biciminde elde edilir. Bu polinom siniflar1 i¢in, matematiksel tiimevarim y6ntemi ve
tekrarlama bagintisini1 kullanarak ispatlanabilen ve Binet formiilii ad1 verilen farkli bir
temsil bi¢ciminin oldugu bilinmektedir. Fibonacci ve Lucas polinomlarinin Binet

formiilleri asagidaki gibidir.

—Vx2+4

3.1.1 Teorem : a(x) = ve B(x) = olmak Uzere;

F(x) = % ve Ly(x) = a"(x) + (%)
bicimindedir [3].
Binet formiliinden gorildiigii iizere herhangi bir Fibonacci ya da Lucas
x+\/;czﬁ ve XA+

polinomunu ile iligkili olarak yazmak miimkiindiir. Bu durumdan

hareketle V. E. Hoggatt ve M. Bicknell bu polinom siniflarmi farkli bir yolla temsil
etmek icin Vx? + 4 ifadesine odaklanmislar ve bu ifadeyi kokten islevsel bir bigimde

cikarmak i¢in degisken degisimi teknigini ustaca kulanmislardir. Bu sayede bu
polinom smuflar i¢in farkli bir temsil elde ettikleri gibi, genel anlamda polinom
denklemleri i¢in zorlu ¢aligma alanlarindan olan kdkleri i¢in genel formil elde etmeyi
de basarmislardir. Biz bu ¢alismay: farkli birtakim 6zdeslikler yardimiyla asagidaki
bicimiyle ispatlayacagiz.

3.1.2 Teorem [11] : x = 2 sinh z olmak (zere,

" —(=1)*e™*  sinh2nz

ez +e? coshz

Fyn(x) = =

e(2n+1)z _ (_1)2n+1e—(2n+1)z B cosh(Zn + 1)Z

eZ+e? coshz

F2n+1(x) =
Lyn(x) = e?™ + (—1)?"e™2"2 = 2cosh2nz

Lopsq(x) = @Dz 4 (_1)@n4De-(@n+Dz — 2 ginh(2n + 1)z
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x+x/ﬁ eB()— \/_4

Ispat: a(x) = olmak uizere,

_ an(x) _,Bn(x) _ n n

oldugunu biliyoruz. 2.8 kismindaki tanim ve o6zdesliklerden yararlanip degisken
degisimini kullanarak Fibonacci ve Lucas polinomlarmin farkli bir temsil bigimine

ulagsmak miimkiin olacaktir. Bunun igin x = 2 sinh z olsun. Bdylece,

\/x2 +4 = \/4(sinh z)2+4 = \/4[(sinh z)2+1] = \/4(cosh z)? = 2coshz

elde edilir.
a(x) = T e B(x) = ZH g,
2sinhz+ 2coshz ] e?—e? e*+e’”
a(x) = = sinhz + coshz = + =e?
2 2 2
2sinhz — 2coshz ] e?—e? e?+e’? _
B(x) = = sinhz — coshz = — =—e %
2 2 2

olur.

x = 2sinhz degisken degisimi ile elde etiklerimizi Fibonacci ve Lucas

polinomlarinin Binet formiillerinde yazdigimizda,

an(x) _ ﬁn(x) B eTLZ — (_1)ne—nz
a(x) —B(x) eZ+e?

Ly(x) =a™(x) + p"(x) = e™ + (-1)"e™

Fn(x) =

elde edilir. Burada gift ve tek indise gore bir siniflama yapildiginda;

nz _ (—1)?"e~2"?  sinh2nz
eZ+ez coshz

e
FZn(x) =

e(2n+1)z _ (_1)2n+1e—(2n+1)z B cosh(Zn + 1)2
e?+e? B coshz

F2n+1(x) =
Ly, (x) = €2 + (—1)*"e™2"2 = 2cosh2nz
Lypi(x) = @Dz 4 (_1)@n+D=-@ntDz — 3 6inh(2n + 1)z

oldugu karmasik hiperbolik trigonometrik fonksiyon tanimlarindan kolayca goriiliir.o

31



V. E. Hoggatt ve M. Bicknell, Fibonacci ve Lucas polinomlarini yukaridaki
bicimiyle karmasik hiperbolik fonksiyonlar cinsinden ifade etmenin yani sira bu
polinom smiflari i¢in genel kok formiiliinii vermislerdir. Biz de bunun farkli bir

yaklasimla ispatin1 sunacagiz.

3.1.3 Teorem [11]:

km
F(x) =0 : x=42isin— ;k=0,1,..,n—1
2n
o Rk+1) =
Fypiq1(x) =0 : x=1215m(2n—+1)-5 ;k=0,1,..,n—1
- Rk+1D) @
Lyn(x) =0 :x=iZtsmT-§ ;k=0,1,...,n—1
km

Lopt1(x) =0 : x =+2isin :k=01,...,n

(2n+1)

Ispat : Oncelikle F,, (x) = 0 i¢in kok formiilinii ispatlayalim. x = 2 sinh z
degisken degisimi uygulanirsa, F,,(x) = % elde edildigini Teorem 3.1.2°den

biliyoruz.

F,,(x) = 0 olmasi i¢in sinh 2nz = 0 ve cosh z # 0 olmalidur.

a,b € R, z = a+ ib bir karmasik say1 olmak {izere;

sinhz = sinhacosb +icoshasinb

coshz =coshacosb +isinhasinb

sinh 2nz

esitlikleri bilinmektedir. Bu esitlikleri F,, (x) = = 0 olmasi i¢in, dolayisiyla

coshz

sinh 2nz = 0 ve cosh z # 0 durumu i¢in inceledigimizde;

sinh 2nz = sinh(2na + i2nb) = sinh 2na cos 2nb + i cosh 2na sin2nb = 0

coshz = cosh(a + ib) =coshacosb + isinhasinb # 0
oOzelliklerini saglayan a ve b’yi bulmaliyiz. Bunun igin;
sinh 2na cos 2nb = 0 A cosh 2na sin 2nb = 0 ve

coshacosb # 0 Vsinhasinb # 0 olmalidir. Bu istenenleri,
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sinha =

fonksiyonlariin tanim ve 6zellikleri ile birlikte diisiindiigiimiizde;

cosh2nasin2nb = 0 ifadesinde, sin2nb =0 olmak =zorundadir. Ciinki,

cosh2na = 1’dir. Boylece k € Zicin, 2nb = knve b = ’;—: elde edilir.

sinh 2na cos 2nb = sinh 2nacos km = 0 ifadesi i¢in, k€7Z ve Kkosinls

fonksiyonunun o6zelliginden coskm # 0 oldugundan sinh2na =0 olmalidir.

e2na_gp-2na kTt

Dolayisiyla; sinh 2na = — = 0 ise a = 0 olmalidir. Gergekten b = o, Ve

a =0 degerleri ile coshacosb # 0 sonucunu beraberinde getirir. Boylece

amagladigimiz cosh z # 0 oldugu goriilir. Buradak = 0,1, ...,n — 1 bicimindedir.

Cinki k = n olursa, b = ;‘—: = % = olur ki bu durumda sinh 2na cos 2nb = 0

olmast gerekirken sinh 2na cos2nb # 0 haline gelir. Dolayisiyla k = n olamaz.
Boylece aradigimiz kokiin; x = 2 sinh z = 2 sinh(a + ib) = 2 sinhi:—: = 2i sin:—:
bi¢giminde oldugunu belirledik. Bundan sonraki inceleme konusu k’nin tam olarak
hangi degerlere sahip oldugudur. Fibonacci polinomlarinin  6zelliginden
der(FzH(x)) = 2n — 1 oldugunu biliyoruz. Bununla birlikte Gauss’un teoremi
dolayisiyla F,,(x) icin, 2n — 1 kadar kok bulmamiz gerekir. Ayrica ¢ift indisli
Fibonacci polinomlar1 tek fonksiyon Ozelligine sahiptir. Tim bunlar1 birlikte

degerlendirdigimizde elde ettigimiz;
i
x=2isin— ,k=0,1,...,.n—1
2n

koklerine ek olarak tek fonksiyon taniminmi F,,(x) =0 durumu igin
degerlendirdigimizde, bu koklerinin yani sira toplamsal terslerinin kok olarak

bulunacagin sdyleyebiliriz.
Dolayisiyla;

km
F,(x)=0 : x=i2isin% k=0,1,..,.n—1
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olarak ¢ift indisli Fibonacci polinomlarinin kokleri i¢in genel formiil bulunmus olur.
Ayrica burada dikkat edilmesi gereken bir diger durum, k = 0 icin kokin x =0
olarak elde edilecegidir. Dolayisiyla 2n kadar kok degil; derecesinden de anlasildigi
Uzere, olmasi gerektigi gibi 2n—1 kadar kok elde edilmis olur.
Bunlarin yani sira, k = n + 1,n + 2, ... olarak devam ettigimizde bu degerlere karsilik
gelen kok degerlerinin  siniis fonksiyonunun 6zelliginden k = 0,1, ...,n — 1 i¢in

karsilik gelen kok degerleri ya da k=0,1,..,n—1 i¢in karsilik gelen kok
degerlerinin toplamsal tersi ile ¢akisir. Clinkii sin(mw + 6) = —sin 0 (0 <0< g) ve

sin(6 + 2km) =sin 6 ozelliklerin varligi bilinmektedir. (Calismamizin benzer
kisimlarinda yine k’nin alinamaz degerleri olacaktir, bu ve benzeri yaklasimlarla bir
daha karsilasacagiz. Bunlar1 burada yaptigimiz gibi detaylandirmadan fonksiyon
ozellikleri dogrultusunda k degerlerini dogrudan ifade edecegiz.) BOylece Fibonacci
polinom sinifinin ¢ift indisli olan terimleri igin, koklerinin genel formiiliiniin ne oldugu
V. E. Hoggatt ve M. Bicknell ¢alismasindaki ispat tekniginden farkli olarak ispatlamis
olduk. Benzer yaklasimla tek indisli Fibonacci polinomlart igin de kok bulma

formiiliinii ispatlayalim.

x = 2 sinh z degisken degisimi uygulanirsa, F,,,1(x) = % elde edilir.
Foni(x) = % = 0 i¢in kok bulacagiz. Bunun igin;

cosh(2n + 1)z = 0 ve cosh z # 0 olmalidur.
a,b €R, z=a+ ib bir karmasik say1 olmak {izere;

coshz =coshacosb +isinhasinb

cosh(2n+1)z
coshz

esitligi bilinmektedir. Bu esitligi F,p41(x) = =0 olmasi i¢in yani,

cosh(2n + 1)z = 0 ve cosh z # 0 durumu igin inceledigimizde;

cosh(2n + 1)z = cosh[(2n + 1)a + i(2n + 1)b]

= cosh[(2n + 1)a].cos[(2n + 1)b] + i sinh[(2n + 1)a].sin[(2n + 1)b] = 0
coshz = cosh(a + ib) =coshacosb + isinhasinb # 0

ozelliklerini saglayan a ve b’yi bulmaliyiz. Bunun igin;
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cosh[(2n + 1)a].cos[(2n + 1)b] = 0 A sinh[(2n + 1)a].sin[(2n + 1)b] = 0 ve
coshacosb # 0 Vsinhasinb # 0 olmalidir. Bu istenenleri,

et +e ¢
cosha =—2 >

inha =
sinna 5

fonksiyonlarmin tanim ve 6zellikleri ile birlikte diisiindiigimiizde,

cosh[(2n + 1)a].cos[(2n+ 1)b] =0 ifadesinde cosh[(2n+ 1)a] = 1
oldugundan, cos[(2n + 1)b] = 0 olmak zorundadir. Boylece Bdylece k € Z igin,

@kt | T o1 de edilir,

_ s _
Cn+1b=QR2k+1) - Ve b= antD 2

sinh[(2n + 1)a].sin[(2n + 1)b] = sinh[(2n + 1)a]. sin [(Zk +1) g] = 0 ifadesi

icin; k € Z ve sinlis fonksiyonunun 6zelliginden sin [(Zk +1) g] # 0 oldugundan

e (2n+1)a_e—(2n+1)a

sinh[(2n + 1)a] = 0 olmalidir. Dolayisiyla sinh[(2n + 1)a] = - =

Qk+D) T 0 =0 degerleri coshacosb # 0
(2n+1) 2

0 ise a = 0 olmalidir. Gergekten b =

sonucunu beraberinde getirir. Boylece amagladigimiz cosh z # 0 oldugu goriiliir.

(2k+1) w

Burada k =0,1,...,n—1 bicimindedir. Cinkii k =n olursa, b = - =
(2n+1) 2

E;ZIB g =g olur ki bu durumda sinh[(2n + 1)a].sin[(2n + 1)b] = 0 olmasi

gerekirken sinh[(2n + 1)a].sin[(2n + 1)b] # 0 haline gelir. Dolayisiyla k = n

olamaz. Boylece aradigimiz kokiin x = 2 sinh z = 2 sinh(a + ib) = 2 sinhi g::g .
T .. (Qk+1) mo. . . o . . ..
5= 2isin @Dz bi¢iminde oldugunu belirledik. Bundan sonraki inceleme konusu

k’nin tam olarak hangi degerlere sahip oldugudur. Bu kismu ¢ift indisli Fibonacci
polinomlarinda yaptigimiz yaklasim ile inceleyecegiz. Fibonacci polinomlarinin
ozelliginden der(F2n+1(x)) = 2n oldugunu biliyoruz. Bununla birlikte Gauss’un
teoremi dolayisiyla F,, 41 (x) igin, 2n kadar kok bulmamiz gerekir. Ayrica tek indisli
Fibonacci polinomlar1 ¢ift fonksiyon oOzelligine sahiptir. Tim bunlar Dbirlikte

degerlendirdigimizde elde ettigimiz;
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—,k=01,..,n—-1

i _
X=Aasmon D 2

koklerine ek olarak ¢ift fonksiyon tammmini F,,,;(x) =0 durumu icin
degerlendirdigimizde bu koklerinin yami sira toplamsal terslerinin kok olarak

bulunacagini sdyleyebiliriz. Dolayisiyla;

Rk+1)

Fons1(x) =0 : x = iZisinm-E ;

olarak tek indisli Fibonacci polinomlarmin kdkleri i¢in genel formiil bulunmus olur.

Boylece, F,, 1 (x) icin, 2n kadar kok elde edilmis olur.

Ayrica, k =n + 1,n + 2, ... olarak devam ettigimizde bu degerlere karsilik gelen kok
degerlerinin siniis fonksiyonunun 6zelliginden k = 0, 1, ...,n — 1 i¢in karsilik gelen
kok degerleri ya dak = 0,1, ...,n — 1 i¢in karsilik gelen kok degerlerinin toplamsal
tersi ile ¢akisir. Cilinkii sin(mt + 0) = —sin© (0 <0< g) ve sin(0 + 2km) =sin6

ozelliklerin varlig1 bilinmektedir.

Bdylece Fibonacci polinomunun tek indisli olan terimleri icin koklerinin genel
formiiliiniin ne oldugu V. E. Hoggatt ve M. Bicknell ¢caligmasindaki ispat tekniginden
farkli olarak ispatlamig olduk.

Loy (x) Ve Ly, 1 (x) bicimiyle temsil edilen ¢ift ve tek indisli Lucas polinom
denklemi i¢in de yukaridaki 6zdeslik ve esitliklerin benzerlerini kullanip, bu polinom

denklemlerinin koklerini benzer yaklagimla ispatlayabiliriz.o
Bu formilun bir uygulamasini 6rnek tizerinde inceleyelim:

3.14 Ornek : Fibonacci polinom smifinn 6. terimi olan
Fs(x) = x°> + 4x3 + 3x polinomunu basit cebirsel yaklasimlarla carpanlarina
ayirrdigimizda; x° + 4x3 + 3x = 0 polinom denkleminin kokleri; x> + 4x3 + 3x =
x(x? 4+ 1)(x? + 3) = 0 ifadesinden yararlanarak x = 0,+i, +iv/3 olarak bulur.
Ayrica Teorem 3.1.3’te elde edilen kok formiiliinde Fg(x) igin yerine yazdigimizda

x = iZiSin:—z © k=0,1,2 olarak; x = i2isin0,i2ising,i2ising =0,4+i,

+i+/3 olarak elde edildigi ve dolayisiyla cebirsel teknikle elde edilen kok degerleri ile
cakistig gortliir.
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Fibonacci ve Lucas polinom denklemlerinin genel kok formilleri,
x = 2i cosh z degisken degisimi, karmasik trigonometrik 6zdeslikler ve karmasik
trigonometrik fonksiyon 6zellikleri kullanilarak indis siiflamasi olmadan asagidaki
bicimiyle elde edilir. Bunun icin oncelikle x = 2i coshz degisken degisimi ile

Fibonacci ve Lucas polinomlarinin karmasik hiperbolik temsilini ispatlayalim.

3.1.5 Teorem [11] : x = 2i cosh z olmak Uzere,

sinhnz
E(x)=i"1 ———
n(x) sinh z

L,(x) = 2i" - coshnz

Ispat :
vV x2 —/v2
a(x) = 225 ve B(x) = X olmak dzere,

2

_a(x)-p"(x) _ on n
Fa) == 5o Ve La () = a™(x) + " (x)

oldugunu biliyoruz.
2.8 kismindaki tanim, 6zdesliklerden yararlanak ve degisken degisimini kullanarak
Fibonacci ile Lucas polinomlarnin farkli bir temsiline ulasmak miimkiin olacaktir.

Bunun igin x = 2i cosh z olsun. Boylece,

Vx2 +4 = \/—4(coshz)2 +4 = \/4[—(coshz)2 +1] = \/—4(sinh z)?% =

2i sinh z elde edilir.

x+Vx2+4 x—Vx2+4

alx) = =——ve B(x) = —,— idi
2i cosh z+2i sinh ) o leZie7  ef_g=z .
alx) = Lcos Z; LR = i(coshz +isinhz) = L(e +2e + ¢ ze ) = je?
2i cosh z—2i sinh ) o eZie=?  gZ_g-z o
,B(x) _ 2icos z2 isinhz _ l(COShZ _ LSthZ) _ l(e +Ze _e 2e ) — ie—Zolur.

x = 2icoshz degisken degisimi ile elde ettiklerimizi Fibonacci ve Lucas
polinomlarmin  Binet formullerinde yazdigimizda ve karmasik hiperbolik

trigonometrik fonksiyon tanimlarini kullandigimizda;

a(x) - pt(x) e —i"e™™ e —e " —y sinhnz

=1 —_— =

a(x) —B(x)  ie?—ie? ez —e7Z sinh z

Fn(x) =
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L,(x) =a™(x) + B"(x) =i"e™ + i"e ™ = 2i" coshnz

elde edilir. Boylece ¢ift ve tek indise gore bir siniflama olmaksizin Fibonacci ve Lucas

polinomlarinin hiperbolik temsilleri elde edilmis olur.o

V. E. Hoggatt ve M. Bicknell, Fibonacci ve Lucas polinomlarini yukaridaki
bigimiyle karmagik hiperbolik fonksiyonlar cinsinden ifade etmenin yani sira, bu
polinom smiflart i¢in genel kok formiiliini vermislerdir. Biz de bunun farkli bir

yaklasimla ispatini sunacagiz.

3.1.6 Teorem [11] :

] kT
E,(x)=0 : x=21cos7 i k=1,2,...,n—1

k+1)m

L,(x)=0 :x=2icos —

;k=0,1,...,n—1
Ispat : Oncelikle E,(x) = 0 i¢in kok formiiliinii ispatlayalim. x = 2i cosh z

jn-1 sinhnz

degisken degisimi uygulanirsa, F,(x) = elde edildigini Teorem

sinh z

3.1.5’ten biliyoruz.

in_l sinhnz

E,(x) = = 0 olmasi igin sinh nz = 0 ve sinh z # 0 olmaldir.

sinh z

a,b €R, z=a+ ib bir karmasik say1 olmak {izere;

sinhz = sinhacosb +icoshasinb

n—1 Sinhnz

esitligi bilinmektedir. Bu esitlikligi F,(x) =i = 0 olmasi igin, Yyani;

sinh z

sinhnz = 0 ve sinh z # 0 durumu igin inceledigimizde;
sinhnz = sinh(na + inb) = sinhna cos nb + i coshnb sinnb = 0
sinh z = sinh(a + ib) = sinhacosb + icoshasinb + 0
Ozelliklerini saglayan a ve b’yi bulmaliyiz. Bunun igin;
sinhnacosnb =0 Acoshnasinnb =0 ve
sinhacosb # 0 V coshasinb # 0 olmalidir. Bu istenenleri,

et +e @
- >1

ha =
cosna 2 =
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mha =
sinna >

fonksiyonlarinin tanim ve 6zellikleri ile birlikte diistindiigiimiizde,

coshnasinnb = 0 ifadesinde sinnb = 0 olmak zorundadir. Ciinkii coshna >

1dir. Béylece k € Z igin, nb = k ve b = “ elde edilir.

sinhna cos nb = sinh na cos km = 0 ifadesi icin; k € Z ve kosinius fonksiyonunun

ozelliginden coskm #0 oldugundan sinhna =0 olmalhdir. Dolayisiyla

na —-na

sinhna = % = 0 ise a = 0 olmalidir. Gergekten b = %ﬂ ve a = 0 degerleri ile

coshasinb # 0 sonucunu beraberinde getirir. Boylece amacladigimiz sinhz # 0
oldugu goriilir. Teorem 3.1.3’tin ispatinda yaptigimiz gibi, gereken kosullari
fonksiyon ozellikleri ile birlikte inceledigimizde k = 1, 2, ..., n — 1 bigiminde oldugu
gorilur. Boylece Fibonacci polinomlarmin kokleri igin genel formiil asagidaki

bicimiyle elde edilir.

k=1,2,..,n—1olmak lzere,

. . . . km o km
E,(x) =0 : x=2icoshz = 2icosh(a+ib) = 21c05h17 = 21c057

Benzer yaklasimla, x = 2i coshz degisken degisimininden yararlanarak, Lucas

polinomlarinin genel kok formiiliiniin,

) Rk+1) w
L,(x)=0 :x=21cosT-E :k=0,1,..,.n—1

oldugu ispatlanir.o

Fibonacci ve Lucas polinomlarinin karmasik hiperbolik fonksiyonlar cinsinden
temsillerini inceledik. Benzer bicimde Pell polinomlarinin da karmasik hiperbolik
fonksiyonlar cinsinden temsili mevcuttur. Bu durumu P.F.Byrd [10] asagidaki

bicimiyle ifade etmistir.

3.1.7 Teorem [10] : x = sinh z olmak Uzere,

e’ — (=1)?"e~2"2  sinh2nz

Pyn(x) = -
n eZ + e~Z coshz
P _e@mAz_(_q)2nt1o-(niDz cosp(2n+1)z
2n+1(x) - eZye—Z - coshz
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Ispat :
y(x) =x +Vx2 + 1ve 8(x) = x —Vx2 + 1 olmak Uzere,

Y™ (x) - 6™(x)
y(x) — 6(x)

oldugunu biliyoruz. Teorem 3.1.2’nin ispatinda yaptigimiz gibi, 2.8 kismindaki tanim,

Pn(x) =

0zdesliklerden yararlanak ve degisken degisimini kullanarak Pell polinomunun farkli

bir temsil bigimini ispatlayacagiz. Bunun icin x = sinh z olsun. Boylece,

VxZ +1 =,/(sinhz)? + 1 = \/(cosh z)? = cosh z elde edilir.
y(x)=x+vVx?+1ved(x) =x—vx?+1 idi.

y(x) = sinhz + coshz = z + =e

—e~Z olur.

8(x) = sinhz — coshz =2 —

x = sinh z degisken degisimi ile elde edilenleri Pell polinomunun Binet formdiliinde

yazdigimizda,

yr) - ") e —(=D"e™™
y(x) —86(x) eZ+e?

Pn(x) =

elde edilir. Burada ¢ift ve tek indise gore bir siniflama yapildiginda;

e?"? — (=1)%"e~2"2  sinh2nz

Py (x) = =
2n (%) ez +eZ coshz

e(2n+1)z _ (_1)2n+le—(2n+1)z COSh(ZTl + 1)2
P2n+1(x) = ez + e—Z = COShZ

oldugu karmasik hiperbolik trigonometrik fonksiyon tanimlarindan kolayca goriiliir.o

Ayrica Pell polinomlart i¢in bu farkli temsil bigiminin yani sira, genel kok

formiillerini agsagidaki bicimi ile elde etmek miimkiindiir.

3.1.8 Teorem :
. km
P(x) =0 : x=+isin— k=0,1,...,n—1
2n
R+ =w

Pypy1(x) =0 : X=ii51nm'§ ;

Ispat : Bu teoremi, Teorem 3.1.6 ve Teorem 3.1.3’te kullandigimiz ispat

teknigi ile ispatlayabilecegimiz gibi asagidaki sekliyle de ispatlamak miimkiindiir.
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Teorem 3.1.3’ten, x = 2 sinh z degisken degisimi yapildig1 takdirde ¢ift ve tek

indisli Fibonacci polinomlarinin asagidaki bicimiyle genel kok formuline sahip

oldugunu biliyoruz.
o km
Fp(x) =0 : x=42isin— k=0,1,....n—1
2n
Rk+1) =

F2n+1(x):0 : x:ilelnm-E ;

Ayrica [6] calismasindan, Fibonacci ve Pell polinomlari arasinda gegise imkan
saglayan onemli bir esitlik olan B, () = F,(x) bilinmektedir. Bu ikisini birlikte

degerlendirirsek: x = sinh z igin,

Fy,(2x) = Py (x) = 0 ve F,,,41(2x) = P,y 41 (x) = 0 durumlarindan hareketle Pell
polinomlarinin ¢ift ve tek indise bagli olarak genel kok formiillerinin asagidaki

bicimiyle elde edilecegi agiktir.

kn
Py(x) =0 :x=ilsm§ ;k=0,1,..,n—1

QRk+1) =«

T k=01,..,n—1
(2n+1) 2 n

Pypii(x) =0 : x =Zisin

Boylece ¢ok genis bir polinom simifi olan Pell polinomlar: i¢in de genel kdk

formiiliine ulagmis olduk.o

Pell polinomlar: i¢in 6zgiin olacak baska bir temsili x = i cosh z degisken

degisimi ile asagidaki bigimiyle elde ederiz.

3.1.9 Teorem : x = i cosh z olmak Uzere,

p (x) — jn-1. sinhnz
n

sinh z
Ispat:y(x) = x + Vx2 + 1 ve 8(x) = x —Vx2 + 1 olmak iizere,

7)) - 8 ()

B = =500
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oldugunu biliyoruz. 2.8 kismindaki tanim, 6zdesliklerden yararlanak ve degisken
degisimini kullanarak Pell polinomlarinin farklt bir temsiline ulasmak miimkiin

olacaktir. Bunun i¢in x = i cosh z olsun. Boylece,

Vx2+1= \/—(coshz)2 +1= \/—(sinhz)2 = i sinh z elde edilir.
y(x)=x++vVx?2+1 ved(x) =x—Vx?+1 idi.

Z,,—Z zZ_,—Z
y(x) =icoshz+ isinhz =i(coshz + sinhz) = i(e +2e +2 Ze ) = ie?

Z,,—Z zZ_,—Z
8(x) =icoshz—isinhz = i(coshz — sinhz) = i(e +2e _— Ze ) = ie % olur.

x = icoshz degisken degisimi ile elde etiklerimizi Pell polinomlarinin Binet

formalinde yazdigimizda ve karmasik hiperbolik trigonometrik fonksiyon tanimlarini

kullandigimizda,
P ( ) B yn(x) _ 6n(x) B inenz — ine—nz R enz — e—nz R Slnh nz
N6 | de—ier 0 er-er ' sinhz

elde edilir. Boylece ¢ift ve tek indise gore bir siniflama olmaksizin Pell polinomlarinin
karmasik hiperbolik temsili elde edilmis olur. Bu temsilden hareketle Pell
polinomlarinin genel kok formiiliinii indis siniflamasi olmadan asagidaki bigimiyle

elde ederiz.o

3.1.10 Teorem:
B,(x)=0 : x=icoskf s k=1,2,...,.n—1
Ispat : Teorem 3.1.6°dan x = 2i cosh z degisken degisimi yapildig1 takdirde

Fibonacci polinomunun asagidaki bi¢imde genel kok formiiliine sahip oldugunu

biliyoruz.

km
E,(x)=0 : x=2ic057 s k=1,2,...,n—1

Ayrica [6] calismasindan, P, (§)=Fn(x) bilinmektedir. Bu ikisini birlikte

degerlendirirsek: x = i cosh z igin, F,(2x) = B,(x) = 0 esitliginden hareketle Pell

polinomunun genel kok formiiliiniin agagidaki bi¢cimiyle elde edilecegi agiktir.

P,(x)=0 :x=icos%TI i k=1,2,..,.n—1 1o
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3.2  Fibonacci, Lucas ve Pell Polinomlarinin Kéklerinin Aym Polinom

Siifi Icerisindeki Baska Polinom Uyeleri Altindaki Gériintiileri

Bu kisimda, sonraki boliimde elde edecegimiz birtakim yeni matris formlar
igin gerekli olan, birgogu 6zglin teorem ve sonuglari ortaya koyacagiz. Literatiirde, bir
polinom smifindaki herhangi bir polinomun kok degerlerinin ayni polinom sinifi
icerisindeki baska polinomlardaki goriintiileri ile ilgili olan ¢alisma, Piotr Slanina’nin
[13] numarali ¢alismasidir. Bu ¢alisma sadece Fibonacci polinomlari ile sinirlidir.
Bizim bu kisimda elde ettigimiz bulgular Fibonacci, Lucas ve Pell polinomlari ile ilgili

olacaktir.
3.2.1 Teorem : F,,(a) = 0 ise, Fy,41(a) = F,,_1(a) = 1 olur [13].

Ispat : Bu ifade goriildiigii iizere ardisik (i¢ Fibonacci polinomu ile ilgilidir.
Ardisik Ug Fibonacci polinomu ile ilgili olarak tekrarlama bagintisi ve Cassini benzeri
ozdeslik bilinmektedir. Ispati tekrarlama bagmtisin1 ve Cassini benzeri 6zdesligi

kullanarak yapacagiz. Oncelikle tekrarlama bagintisin1 kullanalim:

Fo(x) = xF 1 (%) + Fp2(x) ,n =3

biciminde Fibonacci polinomlar: i¢in tekrarlama bagintisinin oldugunu biliyoruz.
Bu tekrarlama bagintisindan hareketle ardigik G¢ Fibonacci polinomu olan
Foni1(x), Fo(x) ve F,,_1(x) arasinda asagidaki bicimiyle bir esitligin olacagi

agiktir:

Fons1(x) = xFpn(x) + Fpp_1(x)

Burada x = a’y1 F,,(x) polinomunun kokii olarak sectigimizde yani; x = a ve

F,,(a) = 0 durumunda tekrarlama bagintis1 geregince,

Fony1(a) = Fpp_q(a)

elde edilir. Ayrica Cassini benzeri 6zdesligin,
Fri1(OF1(x) —EZ(x) = (D" ,n=1

biciminde oldugunu biliyoruz. Bu esitligi F,(x) ’in indisini c¢ift olacak bigimde

diizenledigimizde;
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Fon1(X)Fop_1 () = F5, (%) = (=1)*"
esitligi elde edilir. Burada x = a’y1 F,,,(x) polinomunun kokii olarak sectigimizde
yani; x = a ve F,,(a) = 0 durumunda Cassini benzeri 6zdeslik geregince,
Fon1(@)Fopq(a) =1
elde edilir. Boylece tekrarlama bagintisi ve Cassini benzeri 6zdeslikten yararlanarak,
Foni1(@) = Fanoq(a) Ve Fapyi (@) Fon_1(a) = 1
biciminde iki esitlik elde etmis oluruz. Bu esitlikleri birlikte degerlendirdigimizde;
Ffhp (@) = F3_4 (@) =1
elde edilir.
Boylece F,,,(a) = 0 iken, F,,.4(a) = F,,_1(a) = £1 oldugu goriiliir.c
3.2.2 Sonug : F,,(a) = 0 iken, Fy,1(a)Fyp_q(a) = 1’dir.

Ispat : F,,(a) = 0 iken, F,,4,(a) = F,,_;(a) = +1 oldugunu biliyoruz.
Dolayistyla bu kosulda, F,,.q(a)F,,_1(a) = 1 oldugu kolayca goriiliir.o

3.2.3 Teorem : F,,_4(a) = 0 ise, F,,(a) = *i ve F,,,+,(a) = tai olur.

Ispat : Ispat1 Cassini benzeri 6zdesligi ve Fibonacci polinomunun tekrarlama
bagintisin1 kullanarak yapacagiz. Oncelikle Cassini benzeri 6zdesligi kullanalim:

Cassini benzeri 6zdesligin,

Frp1()F1(0) =B () =(-D" ,n>1

biciminde oldugunu biliyoruz. Bu esitligi F,(x) ’in indisini ¢ift olacak bigimde

diizenledigimizde;

Fony1(X)Fpp_q1(x) — Fzzn(x) =D =1

bigimini alir. Burada x = a’y1 F,,,_; (x) polinomunun kokii olarak segtigimizde yani;

x = a ve F,,_;(a) = 0 durumunda Cassini benzeri 6zdeslik geregince,

Fz,(a) = -1

elde edilir. Boylece,
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FZn(a) = i'i
biciminde bulunur. Bununla birlikte F,,,_; (a) = 0 i¢in elde ettigimiz F,, (a) = +i
bulgusunu Fibonacci polinomunun tekrarlama bagintisinda uygulayip, Fy,,41(a)’y1
bulalim.
F(x) = xFp 1 (x) + Fpp(x) ,n=3

bi¢iminde Fibonacci polinomlari igin tekrarlama bagintisinin oldugunu biliyoruz. Bu
tekrarlama bagintisindan hareketle ardistk (¢ Fibonacci polinomu olan
Fyni1(x), Fop(x) Ve F,,_1(x) arasinda asagidaki bigimiyle bir esitligin olacagi

acgiktir:

Fons1(x) = xFpn (x) + Fop_1(x)

Burada x = a’y1 F,,_;(x) polinomunun kokii olarak sectigimizde yani; x = a ve

F,,_1(a) = 0 durumunda tekrarlama bagintis1 geregince,

Fyni1(a) = aFyp(a)

elde edilir. Cassini benzeri 6zdeslikten yararlanarak F,,_;(a) = 0 iken, F,,(a) = *i
elde etmistik. Bu bulgumuzu tekrarlama bagintisindan elde ettigimiz esitlik olan

Fyn41(a) = aF,,(a) ifadesinde yazdigimizda,

Fons1(a) = £ai

elde edilir. Boylece Cassini benzeri 6zdeslikten ve Fibonacci polinomunun tekrarlama

bagintisindan yararlanarak,
Fy,_1(a) = 0 iken, F,,(a) = +i ve F,,,,(a) = tai olarak bulunur.o
3.2.4Sonug : F,,_1(a) = 0 iken, F,,(a)F;n4+1(a) = —aolur.

Ispat : F,,_,(a) = 0 iken, F,,(a) = +i ve F,,,,(a) = +ai oldugunu elde
etmistik. Dolayisiyla;

Fy(a)Fypniq(a) = (£i)(fai) = —a oldugu kolayca goriiliir.0
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3.25 Teorem : F,,,_,(a) = 0 iken, F,,(a)F,,4,(a) # 0’dr.

Ispat : F,,_1(a) =0 iken, F,,(a) = +i ve F,,;,(a) = +ai oldugunu
biliyoruz. Dolayisiyla arastirdigimiz = F,,(a)Fyn41(a) =0 olup olmadigina,
Fyn(a)Fonsq(a) = (£i)(£ai) = —a =0 olup olmadigin1 inceleyerek karar
verecegiz.

Fibonacci polinomunun kok formiiliiniin asagidaki gibi oldugunu biliyoruz:
] km
E(x)=0 :x= 21COS7 k=1,2,...,.n—1
Bu kok formalunin F,,,_; (x) polinomu igin,

km
2n—1

Fy_q1(x) =0 :x = 2icos Jk=1,2,...,2n—2

bigiminde olacagi agiktir. F,,,_;(a) = 0 igin,

a=2i cos% ,k=1,2,...,2n — 2 olacag: goriiliir.
Inceledigimiz —a = 0 olup olmadigii cos fonksiyonun &6zelliginden yararlanarak

celiski bulma yontemi ile yapalim.

Varsayalim ki —a = 0 olsun. Bu durumda a = 0’dir. K6k formiiliinden;
. km .. . kT .

a = 2i cos—— = 0 bi¢imindedir. Dolayisiyla a = 0 olmasi, cos—— = 0 iken,
2n-1 2n-1
miimkiindiir. Kok formiiliindeki belirtilen aralik ve cos fonksiyonun 6zelliginden
dolayl cos—=— =0 esitligi, cos—2 =cosZ=0 durumunda mimkindir.

2n-1 2n-1 2
Dolayisiyla Zz—: =~ olur. Boylece 2km = (2n — 1)m elde edilir. 2kn = (2n — D)r
esitliginden,
2n(n—k)—m=0
n[2(n—k)—1] =0
2ln—-k)—1=0
bulunur. Bu esitlikten (n — k) =% elde edilir. Ancak n,k € N oldugundan bu
miimkiin degildir, bu bir celiskidir. Dolayisiyla ¢eligki bulma yontemi geregince
varsayim yanligtir. Sonug olarak F,,_,(a) = 0 iken, —a # 0’dir. Boylece,
Fyn_1(a) = 0 iken, F,,(a)F,,41(a) # 0 ispatlanmis olur.o
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326 SOI’]U(} FZn_l(a) == O |ken, aFZn(a)F2n+1(a) * O’dlr.

Ispat : F,,_;(a) =0 iken, F,,(a) = +i ve F,,,,(a) = +ai oldugunu
biliyoruz. Dolayisiyla arastirdigimiz  aF,,(a)F,,4+1(a) =0 olup olmadigina
aF,,(a)Fyni1(a) = a(i)(+ai) = —a? =0 olup olmadigmi inceleyerek karar
verecegiz.  Celigki bulma  yOnteminden  yararlanarak ispati  yapalim.
Varsayalim ki —a? = 0 olsun. Bu durumda a = 0 ’dir. Ancak bunun mimkin
olmadigi Teorem 3.2.5’te elde ettigimiz, F,,_;(a) =0 iken, F,,(a)F,,41(a) =
—a # 0 ifadesinden gorullr. Dolayisiyla geliski bulma yontemi geregince varsayim

yanhistir. Sonug olarak F,,,_;(a) = 0 iken, —a? # 0’dir. Bdylece;
Fy,—1(a) = 0 iken, aF,,(a)F,,41(a) # 0 ispatlanmis olur.o
3.2.7 Teorem : F,,,1(a) = 0ise, F,,(a) = *i ve Fy,,_1(a) = +ai olur.

Ispat : Ispat1 Cassini benzeri 6zdesligi ve Fibonacci polinomunun tekrarlama
bagintisin1 kullanarak yapacagiz. Oncelikle Cassini benzeri 6zdesligi kullanalim:
Cassini benzeri 6zdesligin;

Frp1 () Fpoq (%) — Fnz(x) =(C-D",n=1
bigiminde oldugunu biliyoruz. Bu esitligi F, (x)’i ¢ift indis olarak diizenledigimizde;
Foni1(0)Fon_1(X) = F5,(x) = (=1)*" ,n 21

bi¢imini alir. Burada x = a’y1 F,,,1(x) polinomunun kokii olarak sectigimizde yani;

x = a Ve F,,,1(a) = 0 durumunda Cassini benzeri 6zdeslik geregince,

Fzzn(a) =-1
elde edilir. Boylece,

FZn(a) = ii

biciminde bulunur. Bununla birlikte F,,,;(a) = 0 i¢in elde ettigimiz F,,(a) = +i
bulgusunu Fibonacci polinomunun tekrarlama bagmtisinda uygulayip, F,,_;(a)’i

bulalim.

E,(x) = xFp_1(x) + F_5(x) ,n >3
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biciminde Fibonacci polinomlar: i¢in tekrarlama bagintisinin oldugunu biliyoruz.
Bu tekrarlama bagmtisindan hareketle ardisik (¢ Fibonacci polinomu olan
Foni1(x), Fop(x) ve F,,_1(x) arasinda asagidaki bigimiyle bir esitligin olacagi

agiktir:

Fons1(x) = xFpn(x) + Fop_1(x)

Burada x = a’y1 F,,,4+,(x) polinomunun kokii olarak sectigimizde yani; x = a ve

F,,+1(a) = 0 durumunda tekrarlama bagintis1 geregince,

Fyn_1(a) = —aF,,(a)

elde edilir. Cassini benzeri 6zdeslikten yararlanarak F,,.,(a) = 0 iken, F,,(a) = +i
elde etmistik. Bu bulgumuzu tekrarlama bagintisindan elde ettigimiz esitlik olan

Fy,_1(a) = —aF,,(a) ifadesinde yazdigimizda,
Fyn-1(a) = +ai

elde edilir. Boylece Cassini benzeri 6zdeslikten ve Fibonacci polinomunun tekrarlama

bagintisindan yararlanarak;
Fyn41(a) = 0iken, F,,(a) = +i ve F,,_;(a) = *Fai olarak bulunur.c
3.2.8 Sonug : Fy,,.4(a) = 0 iken, F,,(a)F,,_1(a) = a olur.

Ispat : F,,,,(a) = 0 iken, F,,(a) = +i ve F,,_;(a) = Fai oldugunu elde
etmistik. Dolayistyla bu kosulda, F,,, (a)F,,,—1(a) = (£i)(Fai) = a oldugu kolayca

goralur.o

3.2.9 Teorem : F,,,,(a) = 0 iken, F,,,_;(a)F,,(a) # 0’dur.

Ispat : F,,.,(a) =0 iken, F,,(a) = +i ve F,,_;(a) = Fai oldugunu
biliyoruz. Dolayisiyla arastirdigimiz  F,,_,(a)F,,(a) =0 olup olmadigina,

Fyp_1(a)Fyn(a) = (Fai)(£i) = a = 0 olup olmadigini inceleyerek karar verecegiz.

Fibonacci polinomunun, kok formiiliiniin asagidaki gibi oldugunu biliyoruz.
km
E,(x)=0 :x= 2icos7 k=1,2..,n—1

48



Bu kdk formalinin F,,, .4 (x) polinomu igin,

Fyri1(x) =0 : x = 2icos Jk=1,2,...,2n

T
2n+1

bigiminde olacagi agiktir. F,,,(a) = 0 igin,
a=2i cosk—n ,k=1,2,...,2n olacag goriliir.
2n+1

Inceledigimiz a = 0 olup olmadigin1 cos fonksiyonun o&zelliginden yararlanarak
celiski bulma yontemi ile yapalim.

Varsayalim ki a = 0 olsun. K6k formalinden;

a=2icos—= =0 bi¢imindedir. Dolayisiyla a = 0 olmasi, cos—E- =0 iken
2n+1 2n+1
mamkandir. Kok formalindeki belirtilen aralik ve cos fonksiyonun 6zelliginden

k e k e
dolay1 cos —— = 0 esitligi, cos —— = cos~ = 0 durumunda mumkuindiir.
2n+1 2n+1 2

Dolayisiyla 2:% = % olur. Boylece 2km = (2n + 1) elde edilir. Bu esitlikten,

2nn—k)+m =0
m[2(n—k)+1]=0
2ln—-k)+1=0

bulunur. Bu esitlikten (n — k) = —% elde edilir. Ancak n,k € N oldugundan bu
miimkiin degildir, bu bir ¢eliskidir. Dolayisiyla ¢eliski bulma yontemi geregince
varsayim yanhstir. Sonu¢ olarak F,,,,(a) =0 iken, a # 0 ’dir. Boylece,

Fyne1(a) = 0 iken, F,,_4(a)F,,(a) # 0 ispatlanmis olur.o
3.2.10 Sonug : Fy, 41 (a) = 0 iken, aF,,,_;(a)F,,(a) # 0’dur.

Ispat : F,,,,(a) =0 iken, F,,(a)=+i ve F,,_,(a) = Fai oldugunu
biliyoruz. Dolayisiyla arastirdigimiz  aF,,_;(a)F,,(a) =0 olup olmadigina
aF,,_1(@)Fyn(a) = a(Fai)(£i) =a? =0 olup olmadiginm1 inceleyerek karar
verecegiz.  Celiski bulma  yonteminden  yararlanarak ispatt  yapalim.
Varsayalim ki a? = 0 olsun. Bu durumda a = 0°dir. Ancak bunun miimkiin olmadig1

Teorem 3.2.9°da celiski bulma yontemi ile ispatladigimiz F,,.,(a) =0 iken,
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Fy,_1(a)F,,(a) = a # 0 ifadesinden goriilir. Dolayisiyla ¢eliski bulma yontemi
geregince varsayim yanlistir. Sonug olarak Fy,,,(a) = 0 iken, a? # 0°dir. Boylece,

Fy,+1(a) = 0 iken, aF,,_,(a)F,,(a) # 0 ispatlanmis olur.c
3.2.11 Teorem : L,,(a) = 0 ise, Lyy41(a) = Lyy,_4(a) = £V —a? — 4 olur.

Ispat: Bu ifade goriildiigii izere ardisik {i¢ Lucas polinomu ile ilgilidir. Ardisik
U¢ Lucas polinomu ile ilgili olarak tekrarlama bagintis1 ve Cassini benzeri 6zdeslik
bilinmektedir. Ispati tekrarlama bagmntisin1 ve Cassini benzeri 6zdesligi kullanarak

yapacagiz. Oncelikle tekrarlama bagintisin1 kullanalim:

L,(x) =xL,_1(x) + L,_,(x) ,n=2
biciminde Lucas polinomlar1 i¢in tekrarlama bagintisinin oldugunu biliyoruz. Bu
tekrarlama bagintisindan hareketle ardisik t¢ Lucas polinomu olan Ly, .4 (x), Ly, (x)
Ve Ly, _1(x) arasinda asagidaki bi¢imiyle bir esitligin olacagi agiktir:
Lyn+1(x) = xLyn(x) + Lap—1(x)

Burada x = a’y1 L,,(x) polinomunun kokii olarak sectigimizde yani; x = a ve

Ly, (a) = 0 durumunda tekrarlama bagintisi geregince,

Lynt1(a) = Lyp_q(a)

elde edilir. Ayrica Lucas polinomlari ig¢in Cassini benzeri 6zdesligin,

Ly (OLn-1 () = L (x) = (=D (x* + 4)

biciminde oldugunu biliyoruz. Bu esitligi L,(x) ’in indisini ¢ift olacak bigimde

diizenledigimizde;

Lons1(0)Lop1(x) = L3, (x) = (=1)*""1 (x* + 4)

esitligi elde edilir. Burada x = a’y1 Ly, (x) polinomunun kokii olarak sectigimizde

yani; x = a ve L,,(a) = 0 durumunda Cassini benzeri 6zdeslik geregince,

Lons1(@)Lop_q1(a) = —a? -4

elde edilir. Boylece tekrarlama bagintis1 ve Cassini benzeri 6zdeslikten yararlanarak,

L2n+1(a) = L2n—1(a) ve L2n+1(a)L2n—1(a) =—a’—4
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bi¢ciminde iki esitlik elde etmis oluruz. Bu esitlikleri birlikte degerlendirdigimizde;
L%n+1 (a) = L%n—l (a) = —a* -4
elde edilir. Boylece L,,(a) = 0 iken,

L2n+1(a) = LZn_l(a) = i\/ _az -4 Oldugu gorulurE]

3212 SOnU(} LZn(a) =0 |ken, L2n+1(a)L2n_1(a) = _az - 4‘,dir.

Ispat : L,,(a) =0 iken, Ly,+1(a) = Ly,_1(a) = +V—a? — 4 oldugunu
biliyoruz. Dolayisiyla bu kosulda, Ly,4q(a)Lyy—1(a) = —a? — 4 oldugu kolayca

goralir.o
3.2.13 Teorem :

Lypn_1(a) =0ise, Ly,(a) = +Va? + 4 ve L,,,.,(a) = tava? + 4 olur,

Ispat : Ispati Cassini benzeri 6zdesligi ve Lucas polinomunun tekrarlama
bagmtisim1 kullanarak yapacagiz. Oncelikle Cassini benzeri 6zdesligi kullanalim:
Cassini benzeri 6zdesligin,

Luy1 (L1 (x) = L2 (x) = ()" (x* + 4)
bi¢giminde oldugunu biliyoruz. Bu esitligi L,(x) ’in indisini ¢ift olacak bigimde
diizenledigimizde;
Lon+1(0)Lon_q(x) — L3, (x) = (=1)*""1 (x* + 4)
bigimini alir. Burada x = a’y1 L,,_4(a) polinomunun kokii olarak segtigimizde yani;
X = a Ve Ly,_;(a) = 0 durumunda Cassini benzeri 6zdeslik geregince,
13,(a) =a*+4

elde edilir. Boylece,

Lop,(a) = £4/a? + 4

biciminde bulunur. Bununla birlikte L,,_;(a) = 0 igin elde ettigimiz L,,(a) =

+va? + 4 bulgusunu Lucas polinomunun tekrarlama bagintisinda uygulayip,

Lon+1(a)’i bulalim.
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Ln(x) = XLn—l(x) + Ln—z(x) ,n=2

biciminde Lucas polinomlari i¢in tekrarlama bagintisinin oldugunu biliyoruz. Bu
tekrarlama bagintisindan hareketle ardisik Gi¢ Lucas polinomu olan Ly, 4, (x), Lo, (x)

ve L,,,_,(x) arasinda asagidaki bi¢imiyle bir esitligin olacag: agiktir:

Lyni1(x) = xLyn(x) + Lyp_q(x)

Burada x = a’y1 L,,,_;(x) polinomunun kokii olarak sectigimizde yani; x = a ve

Lyp—1(a) = 0 durumunda tekrarlama bagintis1 geregince,

Lyns1(a) = alyp(a)
elde edilir. Cassini benzeri 6zdeslikten yararlanarak L,,_;(a) = 0 iken, L,,(a) =

+va? +4 elde etmistik. Bu bulgumuzu tekrarlama bagintisindan elde ettigimiz

esitlik olan Ly, 44 (a) = al,,(a) ifadesinde yazdigimizda,

Lynsq(a) = xava? + 4

elde edilir. Boylece Cassini benzeri 6zdeslikten ve Lucas polinomunun tekrarlama

bagintisindan yararlanarak,

Lyn—1(a) = 0 iken, L,,(a) = +Va? + 4 ve Ly, 41 (a) = +ava? + 4 olarak bulunur.

3.2.14 Sonug : Ly,_4(a) = 0 iken, Ly,(a)Lypsq(a) = a® + 4a olur.

Ispat : L,,_,(a) = 0 iken, L,,(a) = +Va2 + 4 ve L,,,,(a) = +tava? + 4
oldugunu elde etmistik. Dolayisiyla;
Lyp(a)Lypny1(a) = (i\/az + 4)(ia\/a2 +4) = a® + 4a oldugu kolayca goriiliir.o

3.2.15Teorem: a # 0 ve L,,_,(a) = 0iken, L,,(a)Lyp41(a) # 0’dir.

ispat : L,,_,(a) = 0 iken, L,,(a) = +Va? + 4 ve L,,,,(a) = +aVva? + 4
oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla arastirdigimiz L,,,(a)L,,+1(a) = 0 olup olmadigina,
Lyn(@Lonii(@) = (Va2 +4)(tava2 +4)=a®+4a=0 olup olmadigim
inceleyerek karar verecegiz. Lucas polinomunun, kok formiiliiniin asagidaki gibi

oldugunu biliyoruz.
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. Qk+Dn
L,(x)=0 :x = ZlcosT,kzo,l,...,n—l

Bu kok formulinin L,,,_; (x) polinomu igin,

. @Qk+Drn
Lyp_1(x) =0 :x = 21cos4n—_2 k=0,1,...,2n—2

bi¢iminde olacagi agiktir. L,,_;(a) = 0 igin,

a = 2icos (ikﬂiﬂ ,k=0,1,...,2n — 2 olacagi goriiliir.

Inceledigimiz a®+4a=a(a?+4)=0 olup olmadigin1 cos fonksiyonun
ozelliginden yararlanarak c¢eliski bulma yontemi ile yapalim. Varsayalim ki
a(a? + 4) = 0 olsun. Bu durumda a = 0 veya (a? + 4) = 0°dir. Ancak Gnermenin
hipotezi geregince a # 0 oldugunu biliyoruz. Dolayistyla a? + 4 = 0 olmalidir. Bu
durumda a = +2i ’dir. Boylece iki durum elde edilir. Bu durumlart sirasiyla

inceleyelim.

1. Durum: Varsayalim ki a = 2i olsun.

k+1)m
4n-2

Kok formalinden a = 2i cos = 2i bicimindedir. Dolayisiyla a = 2i olmasi,

S (k+)m
4n—2

=1 iken mimkiindir. Kok formulindeki belirtilen aralik ve cos

CRYDT _ 9 esitligi, (2k + 1) = 0 durumunda

fonksiyonun 6zelliginden dolay1 cos (24n_2

mimkunddr. Bu esitlikten k = —% elde edilir. Ancak, kok formulinde k € N
oldugundan k = —% olmas1 miimkiin degildir, bu bir ¢eliskidir. Dolayisiyla celiski
bulma yontemi geregince varsayim yanlistir. BOylece, a # 2i’dir.

2. Durum: Varsayalim ki a = —2i olsun.

(Qk+1)m

Kok formilunden, a = 2i cos———— = —2I bicimindedir. Dolayisiyla a = —2i
olmasi, cos% = —1 iken miimkiindiir. Kok formiiliindeki belirtilen aralik ve cos

(24kn+_12)n = —1 esitligini ger¢ekleyen herhangi bir

fonksiyonun 6zelliginden dolayi cos

k € N varligi miimkiin degildir. Dolayisiyla bir geliski elde ederiz. Boylece ¢eliski
bulma  yontemi geregince varsayim  yanhistir.  Yani, a# —2i ’dir.

Sonug olarak L,,,_,(a) = 0 iken, 1. ve 2. durumlardan, iddiamiz olan a(a? + 4) = 0
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esitliginin celiski bulma yontemi geregince miimkiin olmadigini elde ederiz. Yani,

a+0veL,,_,(a) =0 iken,

a(@a®?+4)=a®+4a = (i a? + 4) (ia\/az + 4) = Ly,(@)Lypiq(a) #0
oldugu ispatlanmis olur.o
3.2.16 Sonu¢ : a # 0 ve Ly,_;(a) = 0 iken, aL,,(a)Lyy41(a) # 0°dir.

Ispat : a # 0 ve L,,_,(a) = 0 iken, L,,(a)L,n+1(a) # 0 oldugunu Teorem
3.2.15’ten biliyoruz. Ayrica hipotezden a # 0 oldugu da biliniyor. Lucas
polinomlarinda ¢alisigimiz igin, (C,+,.) cisminde dolayisiyla da bir tamlik
bolgesinde ¢alistyoruz. Yani (C, +,.) nin sifir bolensiz bir halka oldugunu biliyoruz.
Sifir bélensizlik geregince,

a # 0ve Ly,(a)Lyny1(a) # 0 iken, aly,(a)Lyneq1(a) # 0 olacag: agiktir.o

3.2.17 Teorem :

Lyny1(a) =0ise, Ly,(a) = +Va? + 4 ve L,,_,(a) = Fava? + 4 olur,

Ispat : Ispati Cassini benzeri 6zdesligi ve Lucas polinomunun tekrarlama

bagintisin1 kullanarak yapacagiz. Oncelikle Cassini benzeri 6zdesligi kullanalim:

Cassini benzeri 6zdesligin,

L1 (0)Ln-1(x) = L3 (x) = (=D (x* + 4)

bi¢giminde oldugunu biliyoruz. Bu esitligi L,(x) ’in indisini ¢ift olacak bicimde

diizenledigimizde;

Lont1(0)Lon_1(x) = L5, (x) = (=1)*"7 (x* + 4)

bigimini alir. Burada x = a’y1 Ly, (a) polinomunun kokii olarak sectigimizde yani;

X = aVe Ly,,,(a) = 0 durumunda Cassini benzeri 6zdeslik geregince,

13,(a) =a*+4
elde edilir. Boylece,

Lyn(a) = +Va? + 4
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biciminde bulunur. Bununla birlikte L,,,,;(a) =0 i¢in elde ettigimiz L,,(a) =

+va? + 4 bulgusunu Lucas polinomunun tekrarlama bagintisinda uygulayip,

Lyp—1(a)’i bulalim.

Lp(x) = xLp_1(x) + Lp_p(x) ,n=2

biciminde Lucas polinomlar1 i¢in tekrarlama bagintisinin oldugunu biliyoruz.
Bu tekrarlama bagmtisindan hareketle ardisik U¢ Lucas polinomu olan
Lopns1(x),Lyn(x) ve Ly, ;(x) arasinda asagidaki bigimiyle bir esitligin olacagi

aciktir:

Lyns1(x) = xLpn(x) + Lop—1(x)

Burada x = a’y1 Ly, 41 (x) polinomunun kokii olarak sectigimizde yani; x = a ve

Lyn+1(a) = 0 durumunda tekrarlama bagintis1 geregince,

Lyn—1(a) = —aly,(a)

elde edilir. Cassini benzeri 6zdeslikten yararlanarak L,,,;(a) = 0 iken, L,,(a) =

+va? +4 elde etmistik. Bu bulgumuzu tekrarlama bagintisindan elde ettigimiz

esitlik olan L,,_;(a) = —alL,,(a) ifadesinde yazdigimizda,

Lyn-_1(a) = +aa? + 4

elde edilir. Boylece Cassini benzeri 6zdesliken ve Lucas polinomunun tekrarlama

bagintisindan yararlanarak, L,, 4 (a) = 0 iken,

Lyn(a) = £Va? + 4 ve Ly,_1(a) = Fava? + 4 olarak bulunur.o
3.2.18 Sonug : L,,.1(a) = 0 iken, Ly, (a)Ly,—1(a) = —a® — 4a olur.

Ispat :L,,.,(a) = 0 iken, L,,(a) = +Va? + 4 ve L,,_,(a) = Fava? + 4
oldugunu elde etmistik. Dolayisiyla,
Lyn(@)Lyn—1(a) = (Va2 + 4)(Fava? + 4) = —a® — 4a oldugu kolayca goriiliir.

O
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3.2.19 Teorem : a # 0 ve L,,,.4(a) = 0iken, L,,(a)L,,,_,(a) # 0’dir.

ispat : L,,,,(a) = 0 iken,L,,(a) = +Va? + 4 ve L,,_,(a) = Fava? + 4
oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla aragtirdigimiz L,,,(a)L,,_1(a) = 0 olup olmadigina,
Lyn(@)Lyn_1(a) = (£Va? + 4)(FavaZ+4) = —a® —4a =0 olup olmadigim
inceleyerek karar verecegiz. Lucas polinomunun, kok formiiliiniin asagidaki gibi
oldugunu biliyoruz.

2k + Dm

L,(x)=0:x= 2icosT,k=0,1,...,n—1

Bu kok formalindn L, 4 (x) polinomu igin,

2k + Dr

L =0 :x=2i
ms1 (X)) =0 : x tcos———

,k=0,1,..,2n

bigiminde olacagi agiktir. L,,,4(a) = 0 igin,

(Zkﬂgn ,k=0,1,...,2n olacag: goriliir.

a = 2icos

Inceledigimiz —a® — 4a = —a(a® +4) olup olmadigini Kosiniis fonksiyonun
Ozelliginden yararlanarak celiski bulma yontemi ile yapalim. Varsayalim ki
—a(a? + 4) = 0 olsun. Bu durumda a = 0 veya (a? + 4) = 0°dir. Ancak 6nermenin
hipotezi geregince a # 0 oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla a? + 4 = 0 olmalidir. Bu
durumda a = +2i *dir. Boylece iki durum elde edilir. Bu durumlart sirasiyla

inceleyelim.

1. Durum: Varsayalim ki a = 2i olsun.

k+1)m
4an+2

Kok formalinden a = 2i cos = 2i bigimindedir. Dolayisiyla a = 2i olmasi,

(k+)m

e 1 iken mimkiindir. Kok formilindeki belirtilen aralik ve cos

@R+DT _ 1 esitligi, (2k + 1) = 0 durumunda

fonksiyonun 6zelliginden dolay1 cos p—

mimkunddr. Bu esitlikten k = —% elde edilir. Ancak kok formulinde k € N

oldugundan k = —% olmas1 miimkiin degildir, bu bir ¢eliskidir. Dolayisiyla celiski

bulma yontemi geregince varsayim yanlistir. BOylece, a # 2i’dir.
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2. Durum: Varsayalim ki a = —2i olsun.

Kok formilinden a = 2i cos ©22% = —2; bigimindedir. Dolayisiyla a = —2i

k+1)m
4n+2

olmasi, cos = —1 iken miimkiindiir. Kok formiiliindeki belirtilen aralik ve cos

fonksiyonun 6zelliginden dolay1 cos % = —1 esitligini gercekleyen herhangi bir

k € N varligi miimkiin degildir, bu bir ¢eliskidir. Dolayisiyla ¢eligki bulma yontemi

geregince varsayim yanlistir. Boylece, a # —2i’dir.

Sonug olarak Ly, ., (a) = 0 iken, 1. ve 2. durumlardan, iddiamiz olan —a(a? + 4) =
0 esitliginin celiski bulma yontemi geregince miimkiin olmadigini elde ederiz. Yani,

a+#0velL,,,1(a) =0iken,

—a(a?+4)=—a®—4a = (i a’ + 4) (ia\/ a? + 4) = Ly,(a)Lyp_1(a) #0

oldugu ispatlanmis olur.o
3.2.20 Sonu¢ : a # 0 ve Ly, .1(a) = 0 iken, aL,,(a)L,,_1(a) # 0’dir.

Ispat : a # 0 ve L,,,1(a) = 0 iken, Ly, (a)L,,—1(a) # 0 oldugunu Teorem
3.2.19’dan Dbiliyoruz. Ayrica hipotezden a # 0 oldugu da biliniyor. Lucas
polinomlarinda ¢alistigimiz igin, (C,+,.) cisminde, dolayisiyla da bir tamlik
bolgesinde ¢alisiyoruz. Yani (C, +,.) nin sifir bolensiz bir halka oldugunu biliyoruz.
Sifir bolensizlik geregince,

a # 0ve Ly,(a)Lyni1(a) # 0 iken al,,(a)Ly,—1(a) # 0 olacag: agiktir.o
3.2.21 Teorem : P,,(a) = 0 ise, P,,41(a) = Py,_1(a) = £1 olur.

Ispat : Bu ifade goriildiigii iizere ardisik ii¢ Pell polinomu ile ilgilidir. Ardisik
tic Pell polinomu ile ilgili olarak tekrarlama bagintis1 ve Cassini benzeri 6zdeslik
bilinmektedir. Ispati tekrarlama bagintisin1 ve Cassini benzeri 6zdesligi kullanarak

yapacagiz. Oncelikle tekrarlama bagmtisini kullanalim:

Pn(.X) = prn_l(.X) + Pn_z(X) ,n > 3

biciminde Pell polinomlar1 igin tekrarlama bagmtisi oldugunu biliyoruz. Bu
tekrarlama bagintisindan hareketle ardisik ti¢ Pell polinomu olan P,,, 1 (x), P, (x) ve

P,,,_1(x) arasinda asagidaki bi¢imiyle bir esitligin olacag: agiktir:
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P2n+1(x) = ZXPZn(x) + P2n—1(x)

Burada x = a’y1 P,,(x) polinomunun kokii olarak sectigimizde yani; x = a ve

P,,,(a) = 0 durumunda tekrarlama bagintis1 geregince,

Pyni1(a) = Ppp_q(a)
elde edilir. Ayrica Cassini benzeri 6zdesligin,
Pn+1(x)Pn—1(x) - Pnz(x) = (_1)n ,n=1
bi¢iminde oldugunu biliyoruz. Bu esitligi P,(x) ’in indisini ¢ift olacak bigimde
dizenledigimizde;

Pypi1(X)Pap_q(x) — Pzzn(x) = (-1

esitligi elde edilir. Burada x = a’y1 P,,(x) polinomunun kokii olarak segtigimizde

yani; x = a ve P,,(a) = 0 durumunda Cassini benzeri 6zdeslik geregince,

Pypi1(@)Pyp_q(a) =1

elde edilir. Boylece tekrarlama bagintis1 ve Cassini benzeri 6zdeslikten yararlanarak,
Pyni1(a) = Popq(a@) Ve Pypyi(a)Popq(a) =1
bi¢iminde iki esitlik elde etmis oluruz. Bu esitlikleri birlikte degerlendirdigimizde;
Pinii(@) = Py 1(a) =1
elde edilir. Boylece P,,(a) = 0 iken, P, ,1(a) = Py,_1(a) = £1 oldugu goriiliir.o
3.2.22 Sonug : Py, (a) = 0 iken, Pyp4q(a)Py,—1(a) = 1dir.

Ispat : P,,(a) =0 iken, P,,,;(a) = P,y,_1(a) = +1 oldugunu biliyoruz.
Dolayisiyla bu kosulda, P, 1(a)Psn—1(a) = 1 oldugu kolayca goriiliir.o

3.2.23 Teorem : P,,,_,(a) = 0 ise, P,,(a) = +i ve P,,,,(a) = +2ai olur.

Ispat : Ispati Cassini benzeri 6zdesligi ve Pell polinomunun tekrarlama
bagintisin1 kullanarak yapacagiz. Oncelikle Cassini benzeri &zdesligi kullanalim:
Cassini benzeri 6zdesligin,

Pry1(X)Py_q(x) — Pnz(x) =(-D",n=>1
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bi¢iminde oldugunu biliyoruz. Bu esitligi P,,(x) ’in indisini ¢ift olacak bigimde
diizenledigimizde;
Prns1(X)Ppn_q(x) — P3(x) = (=1)*"
bi¢imini alir. Burada x = a’y1 P,,_; (x) polinomunun kokii olarak sectigimizde yani;
x = a ve P,,_;(a) = 0 durumunda Cassini benzeri 6zdeslik geregince,
Pzzn(a) =-1
elde edilir. Boylece,
PZn(a) = i
biciminde bulunur. Bununla birlikte P,,_,(a) = 0 igin elde ettigimiz P,,(a) = *i
bulgusunu Pell polinomunun tekrarlama bagintisinda uygulayip, P,,,1(a)’i bulahm.
Py(x) = 2xP;_1(x) + Pp_5(x) ,n =3

biciminde Pell polinomlar1 igin tekrarlama bagintisinin oldugunu biliyoruz.
Bu tekrarlama bagintisindan hareketle ardigik ti¢ Pell polinomu olan P, 1 (x), Py, ()

ve P,,_;(x) arasinda asagidaki bi¢imiyle bir esitligin olacag: agiktir:

Pon1(x) = 2xPyp (x) + Pop_1(x)
Burada x = a’y1 P,,_;(x) polinomunun kokii olarak sectigimizde yani; x = a ve
P,,,_1(a) = 0 durumunda tekrarlama bagintis1 geregince,

Pyp+1(a) = 2aP,,(a)

elde edilir. Cassini benzeri 6zdeslikten yararlanarak P,,_;(a) = 0 iken, P,,(a) = *i
elde etmistik. Bu bulgumuzu tekrarlama bagintisindan elde ettigimiz esitlik olan

Py,41(a) = 2aP,,(a) ifadesinde yazdigimizda,

P2n+1(a) = t2ai

elde edilir. Boylece Cassini benzeri 6zdeslikten ve Pell polinomunun tekrarlama
bagintisindan yararlanarak,

P,,_,(a) = 0iken, P,,(a) = +i ve P,,,,(a) = +2ai olarak bulunur.o
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3.2.24 Sonug : P,,_,(a) = 0 iken, P,,(a)P,,,+1(a) = —2a olur.

Ispat : P,,,_;(a) = 0 iken, P,,(a) = +i ve P,,,1(a) = +2ai oldugunu elde
etmistik. Dolayisiyla; P,,(a)Psp4q(a) = (£i)(£2ai) = —2a oldugu kolayca

goralur.o
3.2.25 Teorem : P,,,_,(a) = 0 iken, P,,(a)P,,+,(a) # 0’dr.

Ispat : P,,_,(a) =0 iken, P,,(a) = +i ve P,,,,(a) = +2ai oldugunu
biliyoruz. Dolayisiyla arastirdigimiz Py, (a)Pyne1(a) =0 olup olmadigina,
Py (@)Pypiq(a) = (£i)(£2ai) = —2a =0 olup olmadigim1 inceleyerek karar

verecegiz. Pell polinomunun, kdk formiiliiniin asagidaki gibi oldugunu biliyoruz.

km
P,(x)=0:x= icosT Jk=1,2,..,n—1

Bu kok formulinin P,,,_; (x) polinomu igin,

km
2n—1 '

Py_1(x) =0 :x =icos k=1,2,..,2n—2

bi¢iminde olacag agiktir. P,,,_;(a) = 0 icin,
a=icos="= k=1,2,..,2n— 2 olacag gorilir.
Inceledigimiz —2a = 0 olup olmadigini cos fonksiyonun 6zelliginden yararlanarak
celiski bulma yontemi ile yapalim.
Varsayalim ki —2a = 0 olsun. Pell polinomlarinda ¢alistigimiz igin, (C,+,.)

cisminde dolayisiyla da bir tamlik bolgesinde ¢alisiyoruz. Yani (C,+,.) nin sifir

bolensiz bir halka oldugunu biliyoruz. Sifir bolensizlik geregince, —2a = 0 iken,
a = 0°dir. Kok formiiliinden, a = icoszz—i1 = 0 bi¢imindedir. Dolayisiyla a = 0
olmasi, 6052:—: = 0 iken miimkiindiir. Kok formiiliindeki belirtilen aralik ve cos

. . qpees K s K
fonksiyonun 6zelliginden dolay1 cos—— =0 esitligi, cos—— = cos= =0
2n—1 2n—-1 2

durumunda miimkiindiir. Dolayisiyla % = g olur. Boylece 2k = (2n — 1) elde

edilir. 2k = (2n — 1)m esitliginden,

2n(n—k)—-m=0
n[2(n—k)—1] =0
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2(n—k)—1=0
bulunur. Bu esitlikten (n — k) =% elde edilir. Ancak n,k € N oldugundan bu

miimkiin degildir, bu bir ¢eliskidir. Dolayisiyla ¢eliski bulma yontemi geregince
varsayim yanlistir. Sonug olarak P,,_;(a) = 0 iken, a # 0 dolayisiyla —2a # 0’dir.
Boylece, P,,_1(a) = 0 iken, Py, (a)Pyp41(a) # 0 ispatlanmis olur.o

3.2.26 Sonug : P,,_4(a) = 0 iken, aPy,(a)Pypiq1(a) # 0°dir.

Ispat : P,,_,(a) =0 iken, P,,(a) = +i ve P,,.,(a) = +2ai oldugunu
biliyoruz. Dolayisiyla arastirdigimiz  aPyp,(a)Pype1(a) =0 olup olmadigina
aP,,(a)Pypiq(a) = a(i)(+£2ai) = —2a? = 0 olup olmadigim inceleyerek karar
verecegiz. Celiski bulma  yonteminden  yararlanarak ispati  yapalim.
Varsayalim ki —2a? = 0 olsun. Bu durumda sifir bolensizlik geregince a? = 0
dolayisiyla, a = 0 ’dir. Ancak bunun miimkiin olmadigit Teorem 3.2.25°de
ispatladigimiz  P,,_1(a) =0 iken, P,,(a)Pypiq1(a) =—2a # 0 Onermesinden
goruldr. Dolayistyla ¢eliski bulma yontemi geregince varsayim yanlistir. Sonug olarak

Pyp_1(a) = 0 iken, —2a? # 0’dir. Boylece,
Py,_1(a) = 0 iken, aP,,(a)Pyy4+1(a) # 0 ispatlanmis olur.o
3.2.27 Teorem : P,,.,(a) = 0 ise, P,,(a) = +i ve P,,,_,(a) = F2ai olur.

Ispat : Ispat1 Cassini benzeri 6zdesligi ve Pell polinomunun tekrarlama
bagmtisim kullanarak yapacagiz. Oncelikle Cassini benzeri 6zdesligi kullanalim:

Cassini benzeri 6zdesligin;
Pn+1(x)Pn—1(x) - Pnz(x) =C-D",nx>1

bigiminde oldugunu biliyoruz. Bu esitligi P, (x)’i ¢ift indis olarak diizenledigimizde;

P2n+1(x)P2n—1(x) - Pzzn(x) = (_1)271 n=1

bigimini alir. Burada x = a’y1 Py, 1 (x) polinomunun kokii olarak segtigimizde yani;,

x = a Ve Py, ,1(a) = 0 durumunda Cassini benzeri 6zdeslik geregince,

Pz (a) = -1

elde edilir. Boylece,
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PZn(a) =+

biciminde bulunur. Bununla birlikte P,,,,(a) = 0 i¢in elde ettigimiz P,,(a) = +i

bulgusunu Pell polinomunun tekrarlama bagntisinda uygulayip, P,,_;(a)’i bulalim.

B, (x) = 2xP,_1(x) + P,_,(x) ,n=3

biciminde Pell polinomlar1 igin tekrarlama bagintisinin oldugunu biliyoruz.
Bu tekrarlama bagintisindan hareketle ardisik ¢ Pell polinomu olan P,,,, 1 (x), Py, (x)

ve P,,,_,(x) arasinda asagidaki bi¢imiyle bir esitligin olacag: agiktir:

Pypt1(x) = 2xPyn (x) + Ppp—q (%)

Burada x = a’y1 Pyp41(x) polinomunun kokii olarak segtigimizde yani; x = a ve

P,,4+1(a) = 0 durumunda tekrarlama bagintisi geregince,

Pyn_1(a) = —2aP,,(a)

elde edilir. Cassini benzeri 6zdeslikten yararlanarak P, (a) = 0 iken, P,,(a) = *i
elde etmistik. Bu bulgumuzu tekrarlama bagintisindan elde ettigimiz esitlik olan

Py,_1(a) = —2aP,,(a) ifadesinde yazdigimizda,

PZn_l(a) = -T—Zal

elde edilir. Boylece Cassini benzeri 6zdeslikten ve Pell polinomunun tekrarlama
bagintisindan yararlanarak,

Pyn41(a) = 0 iken, P,,(a) = +i veP,,_,(a) = F2ai olarak bulunur.c
3.2.28 Sonug : Py 44 (a) = 0 iken, Py, (a)Py,_1(a) = 2a olur.

Ispat : P,,,,,(a) = 0 iken, P, (a) = +i ve P,,_;(a) = F2ai oldugunu elde
etmistik. Dolayisiyla Py, (a)Py,_q(a) = (£i)(F2ai) = 2a oldugu kolayca

gordlur.o
3.2.29 Teorem : P,,,,(a) = 0 iken, P,,_;(a)P,,(a) # 0’dir.

Ispat : P,,..(a) =0 iken, P,,(a) = +i ve P,,_,(a) = F2ai oldugunu
biliyoruz. Dolayisiyla arastirdigimiz  Py,,_q(a)Py,(a) = 0 olup olmadigina,
Pyn_1(@)Pyp(a) = (F2ai)(xi) =2a =0 olup olmadigmi inceleyerek karar
verecegiz. Pell polinomunun, kok formiiliintin asagidaki gibi oldugunu biliyoruz.

62



) km
P,(x)=0:x= lCOST,k =12,...n—1

Bu kok formulinin P,,,, 4 (x) polinomu igin,

) km
Pyi1(x)=0:x= lcosm Jk=1,2,..,2n

bi¢iminde olacagi agiktir. P,,,,,(a) = 0 icin,
. km o v eeqee
a=icos— ,k =1,2,..,2n olacag goriiliir.
2n+1

Inceledigimiz 2a = 0 olup olmadigin1 cos fonksiyonun &zelliginden yararlanarak

celiski bulma yontemi ile yapalim. Varsayalim ki 2a = 0 olsun. Bu durumda sifir

bolensizlik geregince a = 0°dir. Kok formilunden a = icos% = 0 bigimindedir.

Dolayisiyla a = 0 olmasi, cos%zO iken moimkundur. Kok formulindeki

. . T k pixs
belirtilen aralik ve cos fonksiyonun 6zelliginden dolay1 Cosﬁ =0 esitligi,
K e k )
cos—— = cos= = 0 durumunda mumkiindir. Dolayisiyla —— = = olur. Bdylece

2n+1 2 2n+1 2

2km = (2n + 1)m elde edilir. 2kr = (2n + 1) esitliginden,

2nn—k)+m =0
m[2(n—k)+1]=0
2(h—k)+1=0

bulunur.Bu esitlikten (n — k) = —% elde edilir. Ancak n,k € N oldugundan bu
mimkiin degildir, bu bir ¢eliskidir. Dolayisiyla ¢eliski bulma ydntemi geregince
varsayim yanligtir. Sonug olarak P,,,;(a) = 0 iken, a # 0 dolayisiyla 2a # 0’dur.
Boylece, P,,,1(a) = 0 iken, P,,_;(a)P,,(a) # 0 ispatlanmis olur.c

3.2.30 Sonug : Pyp,4q(a) = 0 iken, aPyy,_4(a)Py,(a) # 0°dir.

Ispat : P,,,,,(a) = 0 iken, a # 0 ve P,,,(a)P,,_,(a) # 0 oldugunu Teorem
3.2.29’dan biliyoruz. Pell polinomlarinda ¢alistigimiz igin, (C,+,.) cisminde,
dolayisiyla da bir tamlik bolgesinde ¢alisiyoruz. Yani (C, +,.) nin sifir bélensiz bir
halka oldugunu biliyoruz. Sifir bolensizlik geregince, a # 0 ve Py, (a)Py,—1(a) # 0
iken, aPy,_,(a)P,,(a) # 0 olacag: agiktir.o
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Boylece bu kisimda Fibonacci, Lucas ve Pell polinomlariin kék degerlerinin,
kendi polinom smifi igerisindeki baska birtakim polinom iiyeleri altindaki
goruntdlerini elde ettik. Elde ettigimiz bu 6zgiin bulgularin tamamindan, dérdunci

béliimde yeni matris formlari elde ederken yararlanacagiz.
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4. FIBONACCIi, LUCAS, VE PELL POLINOMLARININ
KOKLERI iLE: LINEER GRUPLAR VE MATRISLER
ARASINDAKI ILISKILER

Calismamizin bu boliimiinde Fibonacci ve Pell polinomlarinin kokleri ile
iligkili olan lineer gruplarin iiretecleri, iireteclerinin matris temsilleri, bazi elemanlart
ve grup yapilar1 hakkinda elde ettigimiz 6zglin bulgular1 sunacagiz. Ayrica, belirli
lineer grup smiflarinin hangi kosullarda serbest grup olmadigini Fibonacci ve Pell
polinomlarmin kokleri perspektifinden ele alacagiz. Bununla birlikte bu bdlimin
kapsamu igerisinde Lucas polinomlarinin kokleri ile yeni elde ettigimiz tirete¢ matrisler

arasindaki iligkilere yonelik bulgularimiz da yer almaktadir.

Literatiirde lineer gruplarin ya da yar1 gruplarin {iretegleri olan lineer
doniistimlerinin matris temsillerinden yararlanilarak, bu grup ya da yar1 gruplarin
hangi kosullarda serbest grup (yar1 grup) oldugunu ya da serbest grup (yart grup)
olmadigini belirten ¢ok sayida ¢aligma bulunmaktadir. Bunlarin baslicalar1 [13,23-32]

olarak verilebilir.

Yukarida belirttigimiz ¢alismalarda iki ya da daha ¢ok tretece sahip olan lineer
gruplarin (yar1 gruplarin) serbestligi hakkinda farkli kosullara ait hikumler benzer
yaklasimlarla elde edilmistir. Daha detayli bilgi i¢in bu kaynaklara bakilabilir. Bu
caligmalarin bazilarini kisaca 6zetleyelim:

Bu ¢alismalardan [28] numarali ¢alismada;

ab,cdapB,y,d=>0,d—a=>2,5—a=2 olmaklzere,

_[-a b I —ﬁ] ;
A—[_C d,B—[y 5 | €SLER) iken,

A ve B elemanlari ile iiretilen grubun serbest oldugu belirtilmistir.
[23] numarali ¢calismada;

x,y,z €Clx|,|yl,|z| = 4,45 iken, Uc Uretecli lineer grubun Ureteclerinin matris

Z

. ) 1 _ _
temsilleri, A4 = [(1) Jﬂ ,B = [y (1)] ve C = [1 . 1 —Zz] bigiminde olmasi

durumunda bu grubun serbest grup oldugu ortaya konulmustur.
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Bu ¢aligmalardan Sanov, Brenner, Chang ve Slanina’nin  [13,29-31] ¢alismalarinda
bir lineer grubun asagidaki bi¢imiyle tanimlanan iireteclerinin matris temsilleri ayni
formda olup, bu kaynaklarda bu formun farkli kosullarina yonelik birbirini
tamamlayan c¢alismalar yapilmistir. Bu calismalar1 asagidaki bigimiyle kisaca
Ozetleyelim:

_ o

_1 a o
Aa—[o 1],Bb— b 1] a,b € Cigin,
Sanov [29], a = b = 2 olmasi halinde A, ve B, Uretecleri ile Uretilen grubun,

serbest grup oldugunu ispatlamistir.

Brenner [30], a = b ve |a| = 2 iken, A, ve B, Uretegleri ile Uretilen grubun,

serbest grup oldugunu ispatlamstir.

Chang [31], |ab| =2 , |lab—2| =2 ve |ab + 2| = 2 kosullarinin {igilinii
birden saglayan a ve b degeri igin A, ve By, Uretegleri ile Gretilen grubun, serbest grup

oldugunu ispatlamistir.

Slanina [13] ise, ayni matris formu i¢in hangi a = b degerinde A, ve B,
iiretecleri ile Uiretilen grubun serbest grup olmadigini Fibonacci polinomlarinin kokleri

perspektifinden incelemistir.

Biz de Slanina’nin bu ¢aligmasindan hareketle ilgili ¢alismada ele alinmayan
grup elemanlarinin bazi oOzelliklerini inceleyecegiz. Ayrica ¢alismamiz sadece
Fibonacci polinomlart ile sinirli degildir. Fibonacci ve Pell polinomlariin kokleri ile
iligkili olan lineer gruplarin {iretegleri, lireteclerinin matris temsilleri, baz1 elemanlari
ve grup yapilart hakkindaki 6zgin bulgularimizi igermektedir. Bunun yani sira,
calismamizin Onceki boliimiinde elde ettigimiz bazi teoremlerden yararlanarak
Fibonacci, Lucas ve Pell polinomlarmin kdk degerleriyle iliskili olan yeni matris

formlarini da elde edecegiz.

Tezimizin bu Dbolimunin hareket noktast Piotr Slanina’nin yukarida

degindigimiz [13] calismasidir. Piotr Slanina bu g¢alismasinda literatiirde de ¢ok
calisilan A, = [(1) Cﬂ ve By = [; 2] biciminde genel gosterime sahip olan lineer

grubun {ireteclerini ele almistir. Calismasinda, a = b olarak almis ve bu degeri
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Fibonacci polinomunun kokii olarak se¢mistir. Boylece elde ettigi A, ve B,
bicimindeki iki Gretecle Gretilen grubun serbest grup olmadigini g¢alismasinda
belirtmistir. Biz de Piotr Slanina’nin bu ¢alismasindan hareketle baz1 6zgiin bulgular

elde edecegiz.

Lineer gruplarla ilgili yaygin olarak kullanilan ve bizim de g¢alismamizda

kullanacagimiz notasyon su sekildedir:

1 a 1 0
o 1 b 1

grup, gp (4,4, Bp) biciminde gosterilir.

A, ] ve B, = [ a,b € Colmak tzere; A, ve B, Uretecleri ile Uretilen

Bu genel agiklamalardan sonra 6zel polinom siniflarinin kokleri ile iligkili
olarak elde ettigimiz lineer gruplarin 6zelliklerini detayli bir bi¢imde ortaya koyalim.
Oncelikle Slanina’nin da calismasinda bazi yonlerden inceledigi Fibonacci

polinomunun kokleri ile iliskili olan lineer gruplar ele alalim.

4.1  Fibonacci Polinomlarimin Kokleri ile Lineer Gruplar ve Matrisler

Arasindaki Tliskiler

Bu kisimda, Fibonacci polinomunun kokleri ile; bazi lineer gruplarin iretegleri,
tireteclerinin matris temsilleri, baz1 elemanlar1 ve grup yapilar arasindaki iliskileri
ortaya koyacagiz. Bu iliskileri elde etmeden 6nce bu kisim i¢in gerekli olan ve daha
onceki boliimlerde detayli bir bicimde acikladigimiz Fibonacci polinomunu ve

Fibonacci polinomunun kok formiiliinii hatirlatalim: Fibonacci polinomlari,

Fi(x)=1,FKLx) =x
E,(x) = xF,_1(x) + F,_,(x);n =3
baslangi¢ kosullar1 ve tekrarlama bagintis1 ile tanimlanir. Ayrica tekrarlama
bagintisindan elde edilen ve bu kisimda ¢alismamiz i¢in olduk¢a 6nemli olan esitligi
ortaya koyalim. Bu esitlik yukaridaki tekrarlama bagintisindan yararlanarak asagidaki
bicimiyle elde edilir. F,,,(x) ve F,4;(x) yukaridaki tekrarlama bagintisindan

hareketle;

Frio(x) = xFpi(x) + Ey(x) ve Fpi(x) =xF,(x) + F,_1(x) bicimindedir.
Yukaridaki F,,,(x) esitliginde F,,,,(x) degerini yazarsak;
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Foa(x) = x[xE,(x) + Fp_q ()] + E,(x)
Friz(x) = (1 + x*)E(x) + xFpp1 (%)

esitligi elde edilir. Ayrica, Fibonacci polinomunun, karmasik hiperbolik fonksiyonlar
cinsinden temsilinin ve Fibonacci polinomunun koki icin genel formilin asagidaki

bicimde oldugu bilinmektedir [11].

sinhnz

F — ‘m—1
n(x) =i sinh z

km
E,(x)=0 :x=2ic057,k= 1,2...,n—1

Slanina [13], calismasinda literatlirde ¢ok calisilan gp (4,, Bp) grubunda
a = b olarak secerek, bu degeri Fibonacci polinomunun kokii olarak belirlemis ve

gp (A,, B,) grubunun serbest grup olmadigini ifade etmistir.

Biz de c¢alismamizin bu kisminda a =b alip, bu degeri Fibonacci
polinomunun kokii olarak segecegiz. Boylece A, ve B, biciminde iki tretecle Uretilen
grubun bazi Ozelliklerini, bu grubun bazi elemanlarinin genel yapisini ve grup
Ozelliklerini sunacagiz. Calismamizda kullandigimiz grubun sembolii gp (44, Bg)

olup, Ureteclerinin matris temsili;
I 1o
A, = [0 1 ve B, = [a 1]
bicimindedir.
. . _ M1 a 1o .
4.1.1 Teorem:a € Ciken, A, = [0 1 ve B, = [a 1] olmak tizere,

Fonyr(@)  Fop(a)
FZn (a) FZn—l (a)

(AgB)™ =
bicimindedir [13].
Ispat : Ispat1 matamatiksel tiimevarim ydntemi ile yapacagiz.

n = 1igin;

@B =[5 9L 0 [1+aa2 clz]:[F3<a) F,(a)

o 1lag 117 Fy(a) Fi(a)

oldugu goriiliir. Herhangi bir keyfi n — 1 € Z* igin;
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Fon_1(@)  Fpnz(a)

n-1 _
(AaBa) Fonz(a) Frp_s(a)

oldugunu varsayalim. n € Z* igin;

Fonyr(a@)  Fop(a)

(AeBa)" = Fon(@)  Frp_q(a)

oldugunu gosterelim.
(AaBa "= (AaBa)n_l(AaBa)
_ Fon_1(a)  Fap_z(a) [1+a2 a]
Fon_z(a) Fyp_3(a) a 1

_ [( 1+ a?)Fp_1(a) + aFyn_z(a) aFyu_q(a) + Fan_z(a)
(14 a?)Fn_3(a) + aFyp_3(a)  aFn_3(a) + Fap_3(a)

_ [F2n+1(a) Fyn(a)
FZn(a) FZn—l(a)

elde edilir. Boylece matematiksel tiimevarim yontemi geregince Vn € Z* igin;

_ [Fans1(@)  Fop(a)

n SRR
(AgB)" = [ Fy (@)  Fyps(a) oldugu goriiliir.o

4.1.2 Teorem: a € Ciken, A, = [é ‘ﬂ ve B, = [611 g] olmak Uzere,

Fyn_1(a) Fon(a)

Bad)" = F, (@) Foaa (@)

bicimindedir.
Ispat : Ispat1 matematiksel tiimevarim ydntemi ile yapacagiz.
n = 1igin;
Fi(a) F(a)
1 _ 1 2
(Bada)” = [ ] [ 1= [a e = [Fz(a) Fs(a)
oldugu goriiliir. Herhangi bir keyfi n — 1 € Z* igin;

Fonsz(@) Frz(a)

(BaAa)" ™ = Fonz(@) Fpo1(a)

oldugunu varsayalim. n € Z* igin;

(B,A)" = Fyn_1(a) Fyn(a)

Fon(a)  Fanya(a)
oldugunu gosterelim.
(BaA)™ = (BaAa)n_l(BaAa)

_ Fyn_3(a) an—z(a)“
Fon_z(a) Fpp_i(a)lla 1+a
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_ [ann—z(a) + Fpp_3(a) (14 a®)Fn_5(a) + aFyn_3(a)
B aFyn_1(a) + Fyn_z(a) (14 a?)Fyy_4(a) + aFzy_(a)

_ [FZn—l(a) Fyn(a)
Fyn(a) Fyni1(a)

elde edilir. Boylece matematikel tiimevarim yontemi geregince V n € Z7 igin;

Fon_1(a) Fon(a)
Fyn(a) Fynii(a)

4.1.3 Teorem: a € Ciken, A, = [é Cll] ve B, = [611 (1)] olmak Uzere,

(BaA)™ = oldugu goriiliir.0

(A,B,)"(B,A)" = lFZn—l(a)FZTHl(a) + Fin(a) , 2Fn(a)Fzny1(a)
2F3n_1(@)Fzn(a) Fzn(a) + Fop—1(@)F2n41(a)
bicimindedir.
Ispat : (4,B)" ve (B,A,)" matrislerinin  genel  formlarindan
yararlanildiginda,
Fons1(a)  Fpn(a) ([Fan-1(@)  Fon(a)
A B n B A n _— 2n+1 2n ] [ n n
Wabo)"Bal) =1 5 (@) Fanes @I Bon@)  Fonia @
_ IFZn—l(a)FZTHl(a) + Fin(a) 2F(a)Fonsq(a)
2F3n_1(@)Fan(@) F3,(a) + Fan_1(@)Fap41(a)

biciminde (A,B,)"(B,A,)™ matrisinin genel formu elde edilir.o

Elde edilen (A4,B,)"(B,A,)™ matrisinin genel formuyla, Fibonacci
polinomlarin kokleri arasindaki iliskiyi sirasiyla; Fp,qq(a) =0, Fop(a) =0 ve

F,,_1(a) = 0 durumlar i¢in inceleyecegiz.
4.1.4Sonug : F,,,4(a) = 0 iken,
1) (AgB)™ (B A )™ alt licgen matristir [13].
i) (AgBg)™(BgAL)™ matrisi ile A, degismeli degildir.
iii) (AgBy)"™"(ByA)™ matrisi ile B, degismelidir [13].
Ispat :
i) (AgB)™ (B A )™ icin genel formu olan;

Fon—1(@)Fzn41(a@) + F3(a) 2Fn(a)Fone1(@)
2F2n—1(a)F2n(a) Fzzn(a) + FZn—l(a)F2n+1(a)

Fy,4+1(a) = 0 alindiginda,

ifadesinde;
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F3y(a) 0
2Fn_1(a)Fon(a) F3y(a)

elde edilir. Boylece (A,B,)"(BgA,)™ matrisinin alt tiggen matris oldugu goriliir.

(AgB )" (B A" = I

i) Fyq(a) = 0 iken,

Fin(a)

oldugunu biliyoruz. Bu durumda,
2Fpn_1(Q)F(a)  FZ, (a)l

(AaBa)n(BaAa)n = [

n n _ F22n (a) 0 1 a
(AaBa)(Bafa) e = IZFZn_1<a>F2n(a> @l 1l
_ [ Ff(a) aFf,(a)
2F2n—1(a)F2n(a) ZaFZn—l(a)FZn(a) + Fzzn(a)

olur.
A (AgB)™ (B AL ™ ise Fypyq1(a) = 0 kosulu ile,

F7n(@) 0

n n_ [l a
Aq(AgBy) (BaA" = [0 1] [ZFZn_l(a)FZn(a) Fzzn(a)

= IzaFZn—1(a)F2n(a) +Fi(a) aFf,(a) olur.

2F;n_1(a)Fon(a) Fn(a)
Boylece, Fyp11(a) = 0 iken, (AgBy)"(ByA )" Aq = Ag(AgBy)" (B,A,)™ olmast
icin; 2aF,,_,(a)F,,(a) =0 olmasi gerekir. Ancak Sonu¢ 3.2.10°dan
Fyn41(a) iken, aF,,_4(a)F,,(a) # 0 oldugunu biliyoruz. Dolayistyla bu kosulda
2aF,,_1(a)F,,(a) # 0 olacag agikga goriliir. Boylece F,,,i(a) =0 iken,
(AgB )™ (B A )" ile A, degismeli degildir.

iii) Fope1(a) =0 iken, (A4B,)" (B A )™ matrisi ile B, 'nin degismeli oldugunu
ispatlamak icin; (AgBy)"(BgAa)" By = By (AgBy)"(BgAl)™ oldugunu gostermemiz
gerekir. Bunun icin Oncelikle (A,B,)"(ByA,)"B, matrisinin esitini bulalim.
Fyn+1(a) = 0 iken,

Fin(a)

oldugunu biliyoruz. Bu durumda,
2F2n—1(a)F2n(a) FZZn(a)]

(AgB)™M(BaA)" = [

F3, (a) 0 [1 0

(AaBa)n(BaAa)nBazIZan—1(a)F2n(a) Fip(@)]la 1
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_ [ F3, (a)

olur.
2Fy_1()Fn(a) + aFZ,(a) Fi(a)
B, (A B,)" (B A ise F,p41(a) = 0 kosulu ile,
10 F3(a) 0
B,(A,B )" (B, A )" =
a(AaBa)" (Bada) [a 1] [ZFZn—l(a)FZn(a) Fzzn(a)
_ [ F3,(a) olur
2Fy_1(Q)Fn(a) + aFZ,(a) Fi(a)

Boylece, F,,,,(a) = 0 iken;

(AgBa)™(BiA)" B, = By (AuBg)™(BgAg)™ oldugu gorilir. Yani bu kosulda,
(AgB )™ (B A" ile B, degismelidir.

4.1.5 Sonug : F,,(a) = 0 iken,

i) (AgB)™ (BgA,)™ matrisi birim matristir.
i) (AgB)™ (B A )™ ile A, degismelidir.
iii) (AgB )™ (B A" ile B, degismelidir.

Ispat:
i) (AuBa)™(BgA )™ matrisinin genel formu olan;

IFZH—I(a)F2n+1(a) + Fzzn(a) ZFZn(a)F2n+1(a) ifadesinde

2Fn_1(a)Fn(a) F3,(a) + Fap_1(a)Fzni1(a)

F,,(a) = 0 alindiginda;

Fyp_1(a)Fpi1(a) 0
0 F2n—1(a)F2n+1(a)

Sonu¢ 3.2.2’den F,,(a) =0 iken, F,,_1(a)Fy,41(a) =1 oldugunu biliyoruz.
Boylece, F,,(a) = 0 iken,

(AgBy)" (BaA )™ = [ elde edilir.

(A44B,)"(ByA,)" = [(1) 2 =1 oldugu goriliir.

i) F,,(a) = 0 iken, (A;B)™(B,A,)™ = 1 oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla
F,,(a) = 0 kosulunda (A,B,)"(B,A)" ile A, 'nin degismeli oldugu
aciktir.
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iii)  Fy,(a) =0iken,(A,B,)™"(B,A,)™ = 1oldugundan (A,B,)" (B A )" ile

B, nin degismeli oldugu agikca goriiliir.

4.1.6 Sonug : F,,,_1(a) = 0 iken,

i) (AgB )™ (B A )™ Ust licgen matristir.
i) (AgB )™M (B A )" ile A, degismelidir.
iii) (AgB)™ (B A" ile B, degismeli degildir.

ispat :
i) (AgBa)™(BgA )™ matrisinin genel formu olan;
Fyn-1(@)Fyni1(a) + F3y(a) , 2Fn(a)Fon+1(a) ] ifadesinde,
2Fn-1(a)Fon(a) F3(a) + Fan-1(@)Fz2n41(@)
Fy,—1(a) = 0 alindiginda;
2
(AaB)"(Badg)" = |2n(W 2o @Fansa (D o oy

0 Fin(a)
Boylece (A;By)" (BgA,)™ matrisinin {ist tiggen matris oldugu goriiliir.
i) Fyn_1(a) = 0 iken, (A B )" (B,A )™ matrisi ile A, ’nin degismeli
oldugunu ispatlamak i¢in; (AyB,)"(BaAg)"Aq = Ag(AgB)™ (BaA)"

oldugunu goéstermemiz gerekir. Bunun igin dncelikle (A;B,)" (ByAg)" A,

matrisinin esitini bulalim.

FZn_l(a) = 0 |ken,

F2 2F F.
(A,B,)(B,A)" = | (@) Zn(az,) 2n+1(@) | 1 ugunu biliyoruz. Bu kosulda,
0 FZn(a)
F2(a) 2Fn()Foni(@]1 a
n n _ 2n 2n 2n+1
(AaBa) (BaAa) Aa - _ 0 Fzzn(a) [0 1

— _Fzzn(a) 2F2n(a)F2n+1(a) + aFZZn(a) olur
0 Fi,(a) '

A (AgB)™M (B A)™ise Fyp_q1(a) = 0 kosulu ile,
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Fzzn(a) ZFZn(a)F2n+1(a)]

Aa(AaBa)n(BaAa)n - [é Cll] [ 0 Fzzn(a)

_ Ff, (@) 2Fyu(a)Fzn41(a) + aF3,(a) olur
0 F3,(a) '
Boylece, F,,_,(a) = 0 iken,

(AgB )™ (B A )" A, = Ay (AgB,)™(B,AL)™ oldugu gorilir. Yani bu kosulda,
(AgB)™ (B A )™M ile A, degismelidir.

i) F,,_.(a) = 0 iken,

F2 2F,, (Q)F.
(AaBa)"(BaAa)”=[ (@) 2Fzn(a) 2"“(“)] oldugunu  biliyoruz. Bu

0 F3,(a)
durumda,
F7.(a) 2F(@)Fmir(@)|[1 0
n n — 2n 2n 2n+1
(4aBo)" (BaAd)"Ba = | 1) e e 1
_ Fzzn(a) + 2aF;n(a)Foni(a)  2Fn(a)Fonei(a) olur
aFz,(a) F3,(a)

By (AuBy)™ (BgA )" ise Fyp_1(a) = 0 kosulu ile,

B, (AaBa)n(BaAa)n = [cll 2] [Fzzn(a) Zan(a)F2n+1(a)l

0 F3(a)
_ I F3y(a) 2Fn(@)Fnsq(@) olur
aF7,(a) 2aF;n(a)Fniq(a) + F5y(a) '

Boylece, F,,_,(a) = 0 iken;

(AqBa)™(ByAg)"By = By(AqBy)"(ByAg)™ olmast igin; 2aFyy (@)Fynyy(a) = 0
olmasi gerekir. Ancak Sonug 3.2.6’dan F,,,_;(a) = Oiken, aF,,(a)F;p+1(a) #0
oldugunu biliyoruz. Dolayistyla bu kosulda 2aF,,, (a)F,,.+1(a) # 0 olacagi agik¢a
gorilur. Boylece F,,_,(a) = 0 iken, (A,B,)"(B,A,)" ile B, degismeli degildir.

4.1.7 Teorem : a € Ciken, A, = [(1) Cll] ve B, = [i 2] olmak Uzere,

FZn—l(a)F2n+1(a) + Fzzn(a) 2F2n—1(a)F2n(a)

(BaAa)" (AaBe)" = 2Fn(a)Fon41(a) F3(a) + Fon_1(@)Fap41(a)

bicimindedir.
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Ispat : (ByA,)" ve (AyB.)™ matrislerinin genel formlarindan
yararlanildiginda,

n n _ [Fan-1(a@) Fyn(@) 1[Fons1(a) Fyn(a)
(BaAa)" (AaBa)" = Fyn(a) F2n+1(a)][ Fyn(a) Fon_q(a)

_ [FZn—l(a)FZTHI(a) + F3,(a) 2Fn_1(a)Fzn(a)
2Fn(a)Fons1(@) F3,(a) + Fyn_1(a)Fzn41(a)

biciminde (B,A,)"(A,B,)™ matrisinin genel formu elde edilir.o
Elde edilen (B,A,)"(A,B,)™ matrisinin genel formuyla, Fibonacci
polinomlarin kokleri arasindaki iligskiyi sirasiyla; F,,,;(a) =0, F,,(a) =0 ve

F,,_1(a) = 0 durumlar i¢in inceleyecegiz.

4.1.8 Sonug : Fy,,41(a) = 0 iken,

i) (BgA )" (A By)™ Ust Giggen matristir.
i) (BaA)™ (AgBy)™ ile A, degismelidir.
iii) (BaA )™M (AgB )" ile B, degismeli degildir.

Ispat :
i) (BaA)™(AyBy)™ matrisinin genel formu olan;

Frn-1(@)Fzn41(a) + FZ,(a) 2Fn_1(a)Fon(a)

ifadesinde,
2Fn(a)Faneq(a) Ff(a) + F2n—1(a)F2n+1(a)l

Fyn41(a) = 0 alindiginda;

Fin(@)  2F-1(@)F;n(a)

(BaAa)n(AaBa)n = 0 Fzz (@)

l elde edilir.
Boylece (ByAg)" (AyB,)™ matrisinin ist tiggen matris oldugu goriiliir.

i) Fyni1(a) =0 iken, (ByAx)"(A,B,)™ matrisi ile A, nmin degismeli
oldugunu ispatlamak igin; (ByAg)"(AgB)" Ay = Ag(BgA)" (A B )™
oldugunu gostermemiz gerekir. Bunun igin 6ncelikle (ByA,)"(A,B.)" A,

matrisinin esitini bulalim. F,,,,(a) = 0 iken,

Fzzn (a) 2Fn_q1(a)Fyn(a)

(BaAa)" (AeB)" = |7 F7,(a)

oldugunu biliyoruz. Bu durumda,
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F3,(a) 2F2n—1(a)F2n(a)l [1 a
0 1

(BaAa)n(AaBa)nAa - [ 0 Fzzn(a)

— Fzzn(a) anzn(a) + ZFZn—l(a)FZn(a) qur
0 F3,(a) '
A (ByA) (AgBy)™Mise Fyppyq1(a) = 0 kosulu ile,
n n_[1 a Fzzn(a) 2F2n—1(a)F2n(a)
Aa(BaA)"(AaB)" = [ 1] [ 0 P (@
— Fzzn(a) aFZZn(a) + ZFZn—l(a)FZn(a) olur
0 F3,(a) '

Boylece, F,,+1(a) = 0 iken,
(BgA )" (AB )" A, = Ay(ByAL)™(AgB,)™ oldugu goriiliir. Yani bu kosulda,
(BaA )™M (AgB )™ ile A, degismelidir.

i) Fyq(a) = 0 iken,

F? 2F,. _ F.
(BaAg)" (AgB )™ = Z”O(a) n F%Z(a()a)m(a) oldugunu biliyoruz. Bu
2n
durumda,
F3,(0)  2Fpn-1(@Fpn(@][1 0
n n _ 2n 2n—1 2n
(Bafla)"(AaBo)"Ba = | 1) ra |le 1

_Fzzn(a) + 2aF;n_1(a)Fyp(a) 2F;,_q(a)Fyq(a)
aF,(a) F3.(a)

olur. B, (B,Ay)" (AyBy)" ise Fyp1q(a) = 0 kosulu ile,

Fzzn (a) 2Fn_q1(a)Fyn(a)

B, (BaA) (A B)" = [i (1)] l 0 F2.(a)

_ Fzzn(a) 2F2n—1(a)F2n(a)

- lanzn(a) 2aFyn 1 (Fon(@) + F2, ()] ™"

Boylece, F,,,,(a) = 0 iken,

(BaAa)"(AaBa)" By = Ba(BaAa)" (AgBg)™ olmast igin; 2aFy, 1 (a)Fan(a) = 0
olmasi gerekir. Ancak Sonu¢ 3.2.10’dan F,, ., (a) iken, aF,,_;(a)F,,(a) # 0
oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla bu kosulda 2aF,,,_; (a)F,,(a) # 0 olacag: agik¢a
goralur. Boylece F,,,1(a) = 0 iken, (BgA,)"(A,B,)" ile B, degismeli degildir.
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4.1.9 Sonug : F,,,(a) = 0 iken,

i) (BgA)™ (AgB,)™ birim matristir.
i) (BLA)™ (A B,)™ ile A, degismelidir.
iii) (BoA)™ (AyBy)™ ile B, degismelidir.

Ispat:
i) (BgA )" (A B,)™ matrisinin genel formu olan;
FZn—l(a)F2n+1(a) + Fzzn(a) " ZFZTl—l(a)FZn(a) |fadeS|nde,
2Fn(a)Fzn41(a) F3p(a) + Fop_1(@)Fop41(a)
F,,(a) = 0 alindiginda;
Fop_1(@)Fspn11(a) 0 -
B A (AgB)™ = [ an-1REs antl elde edilir.
(Baa)"(AaBe) 0 Fon-1(@)Fon+1(a)

Sonu¢ 3.2.2°den F,,(a) =0 iken, F,,_1(a)F;,4+1(a) =1 oldugunu biliyoruz.
Boylece, F,,(a) = 0 iken,

(ByA)" (AgB)" = [é 2] = Toldugu gériiliir.

i) F,,(a) = 0 iken, (ByA,)"(A4B,)™ = 1 oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla
F,,(a) = 0 kosulunda (B A,)"(A,B,)" ile A, 'nin degismeli oldugu
aciktir.

iii)  F,,(a) =0 iken, (BLA,)"(A,B,)™ = 1 oldugundan (B,A,)"(A,By)"ile

B,’nin degismeli oldugu agik¢a goriliir.

4.1.10 Sonug : F,,,_,(a) = 0 iken,
) (BaA)™(AyBy)™ alt iicgen matristir.
i) (BaA )™M (AgB)™ ile A, degismeli degildir.
iii) (BoA)™ (AyBy)™ ile B, degismelidir.
Ispat:
i) (BaA)™(A4By )™ matrisinin genel formu olan;

Fon_1(@)Fzn41(a@) + F3y(a) 2Fn_1(a)Fzn(a)
2Fn(@)Fniq1(@) F3,(a) + Fap_1(a)Fzn11(a)

Fy,_1(a) = 0 alindiginda,

ifadesinde,
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F3.(a)
2Fn41(a)Fon(a)  F3,(a)

Boylece (B,A,)" (A,B,)™ matrisinin alt tiggen matris oldugu goriiliir.

(BaAg) (AgB)" = l ] elde edilir.

i) Fyq(a) = 0 iken,

F%, (a) l ..
B.A)*(A,B, )" = n oldugunu biliyoruz. Bu
(Badla)"(AaBe) [ZFZnH(a)FZn(a) FZ,(a) = Y
durumda,
FZ (a) 0 1 a
n n — 2n
(Bada)"(AaB0)"4s = IZFZnH(a)FZn(a) Fzzn(a)l o
_ I FZ,(a) aF3,(a)
2Fyn11(@Fn(a)  2aF,n1(a)Fop(a) + Fiy(a)

olur. A, (BgAL) " (AgBy)™ ise Fyp,_1(a) = 0 kosulu ile,

n n _ 1 a an(a) 0
Ag(BaAa)"(AgB)" = [0 1] l2F2n+12(a)F2n(a) Fzzn(a)

_ lzaF2n+1(a)F2n(a) +Fi(a) aFz(a)
B 2F;n41(a)Fp(a) Fzzn(a)

olur. Boylece, F,,,_,(a) = 0 iken,

(BaAa) (AaBy)"" Aq = Aq(BaAg)" (AgBg)™ olmast igin; 2aF;,.1(a)Fz,(a) = 0
olmasi gerekir. Ancak Sonu¢ 3.2.6’dan F,,,_,(a) = 0 iken, aF,,,1(a)F,,(a) # 0
oldugunu biliyoruz. Dolayistyla bu kosulda 2aF,,,_; (a)F,,(a) # 0 olacag: agik¢a
gorulir. Boylece F,,,_1(a) = 0 iken, (BgAy)"(AgB)" ile A, degismeli degildir.

i)  Fyu_q(a) =0 iken, (ByAn)"(A4B)™ matrisi ile B, 'min degismeli
oldugunu ispatlamak igin; (ByAg)"(AqBg)"By = By(BgAg)" (AgB)"
oldugunu gostermemiz gerekir. Bunun i¢in oncelikle (B;A,)" (AqBy)" B,

matrisinin esitini bulalim. F,,_,(a) = 0 iken,

Fin(@) 0

(Bafla)"(AaB0)" = I2F2n+1<a)F2n(a) F2,(a)

oldugunu biliyoruz. Bu durumda,

F3,(a) 0 l1 0

(BaAa)"(4aB)"Ba = IZFZnH(a)FZn(a) Fa@]la 1
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olur.

_ l FZ(a)
B ZFZn(a)F2n+1(a) + aFZZn(a) Fzzn(a)

B, (B A" (A By ise F,,_;(a) = 0 kosulu ile,

n n 1 0 FZZn(a) O
Bu(Bada)"(4aba) = [, ] I2F2n+1<a>F2n(a> F2,(a)
_[ FZ,(a) 0
 |2F0n (@) Fonss (@) + aF(a)  FZ,(a)

olur. Boylece, F,,_1(a) =0 iken, (ByAx)"(AuBy)"By = B4 (ByA)" (AgB)™
oldugu goriilir. Yani bu kosulda (B,A,)"(A4,B,)" ile B, degismelidir.

gp (Ag, By) grubunun dretegleri ve bazi elemanlart hakkinda matris
temsillerinden yararlanarak elde ettigimiz bu 0Ozellik ve bulgularin yanm
sira; Fy,_4(a) = 0,F,,(a) = 0ve F,,,,(a) = 0 durumlar i¢in baska farkli sonuclar
da elde edebiliyoruz. F,, (a) = 0 iken, elde edilen bazi1 6zellikleri asagidaki bigimiyle

belirtmek mimkinddr.

4.1.11 Sonug : F,,(a) = 0 iken,
i) (AgB)™ = £1 [13]
i) (Badg)" = £l
i) (AgBa)"(BaAg)"Aq = Aq
V) (AgBa)"(BaA)"B, = B,
v) (BaAg)" (AgBa)"Aq = Aq
vi)  (BaAa)"(AqBo)"By = By

Ispat :

F,,(a) = 0 iken, F,,,,(a) = F;,_1(a) = £1 oldugunu Teorem 3.2.1’den biliyoruz.
Dolayisityla bu sonugta yer alan matris formlarinda F,,(a) = 0 iken, F,,,,(a) =

Fy,_1(a) = %1 esitliginden yararlanildiginda sonuclar agikga gorulir.

4.1.12 Uyan : F,,(a) = 0 iken,
(AgBa)"= %1 [13]
(AqBa)"(BaAg)" =1
(BaAg)"= 11
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(BaAg)"(AgB )" =1

elde edilmis olur.

Bu bolimde kullandigimiz yaklagim ile, kombinatoryal grup teorisi ve matris
teorisi ile iliskili olarak daha bircok farkli sonug ve 6zellige ulasmak miimkiindiir.
Ancak bu kismi daha fazla detaylandirmayacagiz. Buna yonelik bir sonucu daha
belirtip buraya kadar olan kisimda elde ettigimiz bazi bulgular1 tablo halinde

Ozetleyecegiz.

4.1.13 Sonug : Fyp4+4(a) = 0 iken,

i) (AuB)™A, = B,(AyBy)™ bicimindedir.
i) (BaA)"B, = Ay (B,A,)™ bigimindedir.

Ispat : F,,,,(a) = 0 iken, F,,(a) = +i ve F,,_;(a) = Fai oldugunu Teorem
3.2.7 ’de ispatlamistik. Bu sonucta yer alan elemanlarin matris formlarinda
Fyni1(@) =0 iken, F,,(a)=%xi ve F,,_1(a)=Fai esitliklerinden

yararlanildiginda sonugclar agikca goriiliir.

Fyne1(a) =0,F,,(a) =0 ya da F,,_4(a) =0 kosullarinda gp (44, By)
grubunun bazi elemanlar1 hakkinda elde ettigimiz birtakim 6nemli Gzellikleri tablo

halinde topluca goérelim.
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Tablo 4.1: Fibonacci polinomlarmin kokleri ile iligkili gruplarda tireteglerin bazi 6zellikleri.

(AaBa)n(BaAa)n
matris gesidi

(AaBa)n(BaAa)n ile
A,/ nin
degismeliligi

(AaBa)n (BaAa)n ile
B,'nin
degismeliligi

(BaAa)" (AgBo)"
matris gesidi

(BaAo)" (AgBo)™ ile
A/ nin
degismeliligi

(BaAd)" (AgBo)™ ile
B,/ nin
degismeliligi

Fyns1(a) = O iken,

Alt iggen matris

_|_

Ust liggen matris

_|_

F,,(a) = 0 iken,

Birim matris

Birim matris

F,,_,1(a) = 0iken,

Ust iicgen matris

Alt iggen matris
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Tablo 4.2: Fibonacci polinomlarinin kokleri ile iligkili gruplarda bazi elemanlarin matris temsilleri.

n n n n; n n;
(AaBa)n (BaAa)n (AaBa)n(BaAa)n ile Aa (AaBa)n(BaAa)n lle Ba (BaAa) (AaBa) (BaAa) (AaBa) lle Aa (BaAa) (AaBa) lle Ba
F3.(a) aFz,(a) [0+ 20Ea s @Fn@) 2P
2Fpn_1(@)F3n(a)  2aF;,_1(a)Fpn(a) + F3y(a) @ Fal®
F2n+.1k<“> =00 ,p Fin (“F) 2 0( ) [ F3,(a) 0 F3,(a)  2Fpnq(@)Fpn(@)]| [ O @
ten e (@Fen(@) - Fonla ) ; 21 (@Fy(@) + aF3, (@) Fy(a) 0 F2,(@)
[Zann-1(a)an(a) + (@) aFp(a) RO @@
2F,,_4(a)Fy, (a) FZ,(a) aFfy (@) 2aFzn-1(@)Fzn (@) + F,(a)
Fyn(a) =0
iken, [1 O] [1 a] 1 0] 1 0] [1 a [1 0
0 1 0 1 a 1 0 1 0 1 a 1
FZZn (a) + 2aF2n (a)F2n+1 (a) ZFZn(a)F2n+1(a) [ Fiu@ af,(a)
aFZZn ((1) Fzzn (a) 2F ;001 (@)Fe (@) 2Fn41(a)Fyn(a) 4 FF, (a)
FZn_l(a) =0 FZZn (a) ZFZn(a)F2n+1(a) F22n (a) 0 Fia(a) 0
iken, 0 F2.(a) [Fzzn(a) 2F;,(@)Fpniq(a) + aF2,(a) [ FZ,(a) 2F,,(a)Fyp4q(Q) 2F i1 (@) Fyn(a)  F2,(a) 2Fy (@) Fynsr (@) + aFZ () FZ (@)
0 Fn(a) aFf(a)  2aFy(@)Fonsa (@) + F3(@)

[Zanm(a)Fm(u) +Fi(@)  aFZ(a)

2F;11(@)Fyp(a) Fiu(@)
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4.1.14 Uyan : Bu tabloda iki satira ayrilmis olan kisimlarda ilgili elemanlar
arasinda degisme 0zelligi bulunmamaktadir. Dolayistyla bu olusan iki yeni satirdan
ustteki, o ilgili hiucredeki elemanlardan iirete¢ olanin diger eleman ile sagdan
carpiminin sonucunu gostermektedir. Alttaki ise, ilgili hlicredeki elemanlardan Uretec

olanin diger eleman ile soldan ¢arpiminin sonucunu gostermektedir.
Ayrica, Teorem 3.2.1, Teorem 3.2.3 ve Teorem 3.2.7°den;
Fyn(a) = 0 iken, Fp,1(a) = Fpp_q(a) = 1
F,,_1(a) = 0 iken, F,,(a) = +i ve F,,,4(a) = tai
Fyni1(a) = 0 iken, F,,(a) = +i ve Fy,_41(a) = +ai

oldugunu biliyoruz. Bu bolumin buraya kadar olan kisminda elde ettigimiz matris
formlarin1 6nceki bolimdeki bu teoremlerle birlikte ele aldigimizda matris formlarini
daha sade bir bicimde ifade etmek mimkin hale gelecektir. Bununla birlikte elde
ettigimiz bu 6nermeler, matris formlarindaki matris 6gelerinin Fibonacci polinomunun
kokii ile olan iligkisini de ilging bir bigimde ortaya koyacaktir. Sirasiyla;
Fyni1(x), For(x) Ve F,y,_1(x) polinomlarinin koklerinin, bu boliimde belirttigimiz

matris formlarindaki durumlarini inceleyelim.
4.1.15 Sonug : F,,,1(a) = 0 iken,

i) (AaBa)"™ (Bada)" = [;Cll —01]

—a

- _1
i) (AgBa)" (BaAg)"Ag = [Za 2a% -1

i) Aa(AaBa)”(BaAa)”=[2a;; ' :ﬂ
V) (4B Bad) B =1 Y

-1 2a

V) (BgAg)“(AgB)™ = [ 0 -1

vi) (BaAa)"(AgB)" Ay = [_01 _Cﬂ

- 2a° -1 2
vii)  (BgAg)"(AgB)"B, = [ a_a _(11]

—1 2a ]

Viii) By (BaAg)"(AgBo)" = —-a 2a*-1
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4.1.16 Sonug : F,,(a) = 0 iken,

i (AaBa)"(BaAa)"=[é 2
i) (AaBa)"(BaAa)"Aa:[é a]
ii) (AaBa)"(BaAa)"BﬁLll (1)]
V) B AaB =L O

1a]

V) (BaAa)"(AaBa)"Aq = [0 1

W Garass=

4.1.17 Sonug : F,,_4,(a) = 0 iken,

) (ABI"Bad =y

i) (AaBa)"(BaAa) A= [_01 __31a

i) (44Bo)"(BaAa)"B, = [_Zfza_l __Zla]
V) B (AaB)'BaAl =L 2@ ]

V) (BaAa)"(AgBo)" = [—_Zla —01]
Vi) (BaAg)" (AgB )" A, = [__Zla _Z;Za— 1]
Vi) Ag(BeAg)™(AgBy)" = [_Zf;: b

-1 O]

viii)  (BgA)"(AqB)"Bg = [_3a _1

Yukaridaki 4.1.15, 4.1.16 ve 4.1.17 sonuglarindaki bulgular1 asagidaki tablo

yardimiyla topluca gorelim.
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Tablo 4.3: Fibonacci polinomlarinin kokleri ile iliskili gruplarda bazi elemanlarin genel formu.

(AaBa)" (BaAa)"

(AgBa)" (BaAg)" ile Aq

(AaBa)"(BaAg)" ile B,

(BaAa)n(AaBa)n

(BaAg)"(AgBa)" ile Aq

(BaAg)"(AqBy)" ile B,

-1 ;a ] [2(12 -1 Za]
F2n+.1(a) =0 [_1 0] 2a 2a”—1 [—1 0] [—1 2a [—1 a !
iken, 2a -1 1 —a a -1 0 -1 0 -1 -
2a —1] [—a 2a% —1
F,,(a) =0
en, o 3] o ¢ o 1 o [o 4] o 1
= [—Za o —Za] [—_21a —2a%? -1
an—.1(a) 0 -1 —2a -1 —3a -1 0 -1 0
iken, 0 -1 0 -1 [—Za —1] [—3a —1]

-1 —2a
—a —2a®-— 1]

—20q2 — —
[ 2ilZa ' —Cll]
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4.1.18 Uyan : Bu tabloda iki satira ayrilmis olan kisimlarda ilgili elemanlar
arasinda degisme 0zelligi bulunmamaktadir. Dolayistyla bu olusan iki yeni satirdan
ustteki, o ilgili hiucredeki elemanlardan Urete¢ olanin diger eleman ile sagdan
carpiminin sonucunu gostermektedir. Alttaki ise, ilgili hiicredeki elemanlardan Uretec

olanin diger eleman ile soldan ¢arpiminin sonucunu gdostermektedir.

Elde ettigimiz 4.1.15, 4.1.16 ve 4.1.17 sonuglarindan yararlanarak gp (4, By)
grubunun bazi elemanlarinin matris temsillerine iliskin, iz, transpoze, ters... gibi daha
bircok 0Ozellik ile ilgili bulgu elde etmek mimkindir. Ancak bu kismi daha fazla
detaylandirmayacagiz. Sadece birkag 6zellik ile ilgili sonucu verip bu boliimiin diger

kismina gececegiz.
4.1.19 Sonug : a € Ciken, [(AzB)"(BgA )™M = (BgA )™ (A B )"

4.1.20 Sonug :
i) Fyni1(a) = 0 iken,

[(AaB)"(BaAa)"Bal® = [Ba(AoBa)" (BaAo)"|" = Aa(BoA)" (AgBo)"™ = (BaAa)"(AaBo)"Aa
i) Fyn(a) = 0 iken,
[(AaB)"(BaAa)"Bal* = [Ba(AoBa)" (BaA)" " = Aa(BA)" (AgBo)"™ = (BaAa)"(AaBo)"Aa
i)  Fypoq(@) =0
[(AaB)"™(BaAa)"Bal® = Aa(BaAa)™ (AB)"
[Ba(AaBa)"(BaAd)"]" = (BaAa)™ (AaBa)"Aq
4.1.21 Sonug :

1) FZn_l(a) = 0 |ken,

[(A4aB)"(BaAa)"Aal® = [Aa(A4Bo)" (BoA" 1" = By(BaAa) (AaB)" = (B,A)" (A4Bo)" B,
ii) F,,(a) = 0 iken,
[(A4Bo)" (BaAa)"Aal® = [Aq(AaBa)" (BaAa)"]" = Ba(BaAa)" (AgBo)" = (ByAn)"(AaBa)" By
iii)  Fypye1(a) = 0iken,
[(AaB)"(BaAa)"Aal” = Ba(BiAa)™ (A B)™

[Aa (AaBa)n(BaAa)n]t = (BaAa)n(AaBa)nBa
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4.1.22 Sonu¢ : Bu kisimda a, Fibonacci polinomunun koékiu olmak Gzere,
gp (A4, B;) grubunun bazi elemanlarmin sahip oldugu ozellikleri ve grubun
elemanlar1 arasindaki birtakim iligkileri elemanlarin matris temsillerinden
yararlanarak ortaya koyduk. Dolayisiyla gp (44, B,) grubunun serbest grup olmadig,

grubun elemanlari arasinda elde edilen bu bagintilar geregince agikca gortiliir.

4.2 Lucas Polinomlarinin Kékleri ile Baz1 Uretec Matrisler Arasindaki

Tliskiler

Calismamizin bu kisminda Lucas polinomlar1 ile iliskili olarak elde ettigimiz
yeni Urete¢ matrisleri tanitacagiz. Bu Urete¢ matrisleri Lucas polinomlarinin kokleri ile
iliskilendirip bazi matrisler hakkinda elde ettigimiz birtakim 0zglin bulgular
sunacagiz. Bununla birlikte, 3. bolimde elde ettigimiz baz1 teoremlerden yararlanarak
Lucas polinomlarinin kokleri ile iligkili olan yeni matris formlarini daha sade bir
bicimde elde edecegiz. Lucas polinomlari ile matrisler arasindaki iliskileri kurabilmek
icin ilk kez tanimlanan bir¢ok agiklamaya yer verdik. Dolayisiyla bu kisim tamamen
Ozgiin ¢alismalar1 igermektedir. Ayrica elde ettigimiz bu orijinal bulgular [53] yayina

sunulmustur.

Bu kisim i¢in gerekli olan ve daha onceki boliimlerde detayli bir bigcimde
acikladigimiz Lucas polinomunu ve Lucas polinomunun kok formiiliinii hatirlatalim.

Lucas polinomlart;

Lo(x) =2,Li(x) =x
Ly(x) =xL,_1(x)+L,_,(x) ;n=>2

bi¢imindeki baslangic kosullar1 ve tekrarlama bagintisi ile tanimlanir.

Ayrica bu kisimda caligmamiz igin gerekli olan, Koshy’nin [3] numaral
caligmasinda yer alan iki esitligi asagida bigimiyle belirtelim ve ¢alismamiz i¢in elde

ettigimiz 6nemli bir esitligi ifade edelim.

Ln(x) = Fpp1 () + F_q ()
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Bu esitligin ispati matematiksel tiimevarim yontemi ile yapilabilir. Bununla
birlikte bu esitlikte Fibonacci polinomunun tekrarlama bagmtisi F,,q(x) icin

uygulandiginda,

Lo(x) = xF,(x) + 2F,_1(x)

elde edilecegi goriiliir. Onceki kisimda Fibonacci polinomlarinda yaptigimiz
incelemeleri Lucas polinomlarinda da yapabilmek igin, Fibonacci polinomlarinda elde
edilen yapilardan Lucas polinomlarina gegisi saglayacak 6nemli bir esitligi elde ettik.

Bu esitlik su sekildedir:

2F3n41(x) — xF3n(x) = Fopyq1(X) + Fopoq (%) = Loy (x)

Bu esitligi, Fibonacci polinomunun tekrarlama  bagintisint  ve

L,(x) = Fpiq1(x) + F,,_1(x) esitligini kullanarak ispatlamak miimkiindjir.

Ayrica; Lucas polinomunlarinin, karmasik hiperbolik fonksiyonlar cinsinden

temsilinin ve genel kok formaliinlin asagidaki bi¢imde oldugu bilinmektedir:

L,(x) = 2i" coshnz

2k + D

,k=0,1,...,n—1
2n n

L,(x) =0 :x = 2icos
Fibonacci polinomlari ile ilgili olan 6nceki kisimda;
A, = [1 *| ve B, [1 0]

biciminde genel matris temsiline sahip iki tiretegli lineer gruplarla ¢alistik. Lucas
polinomlart ile ilgili ¢aligmalar yapacagimiz bu kisimda ise Onceki kisimda elde
ettigimiz matris yapilarindaki bulgularin benzerlerini elde edebilmek igin, birtakim
yeni matrislere gereksinim duyulmustur. Burada kullandigimiz iirete¢ matrisler

tamamen orijinaldir.

4.2.1Teorem: A, = [(1) ﬂ ,B, = [ch (1)] ve C, = [)26 _JZC] olmak tzere,
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Lyns1(x)  Lan(x)

Cx(AxB)" = Lyn(x)  Lpp—1(x)

bicimindedir.

Fonp1(x)  Fan(x)

ispat : (A,B )" =
P ( x x) FZn(x) FZn—l(x)

oldugunu Teorem 4.1.1°den

biliyoruz. Dolayisiyla,

[x 2
Cx(AxBy)" = v _x]

Fonp1(x)  Fap(x)

Fon(x)  Fpp_1(x)
[(XFon1(X) + 2F2, (x)  xFpn(x) + 2F5p_1(x)
[2F5n41(X) — xFon(x)  2F3p(x) — xFpp_q(X)

[ Foni2(X) + Fon(x)  Fong(X) + Fonq(X)
Fons1(X) + Fonoq (%) Fop(x) + Fap_a (%)

Cx(AxBx)n =

Cx(AxBx)n =

n ], n+ (x) L n(x)
Cx(AxB)" = _ lz,zn%x) L2721—1(x)

elde edilir.o

4.2.2 Sonug : (A,By)" ile C, degismelidir. Yani;

(AxBx)an = Cy (AxBx)n

4.23Teorem: A, = [é ﬂ ,B, = Llc g] veC, = [ )26] olmak tzere,

—x
2
np s _ [Lan-1(x)  Lan(x)

(BxAx)"Cr = Lon(x)  Laypyq1(x)

bicimindedir.

Fon_1(x)  Fanp(x)

ispat : (B, A" =
pat = B = p () P

oldugunu Teorem 4.1.2°den
biliyoruz. Dolayisiyla,

o [Fane1(®)  Fpn(®) 11—x 2

n _ n-—1 2n

e SR |
[—XFyp_1(x) + 2F,,(x)  2F5-1(x) + xFp(x)
-_xFZn(x) + 2F2n+1(x) 2F2n(x) + xF2n+1(x)
(X Fon_1(%) + 2F5_5(X)  Fopyq (%) + Fpp1 ()
| XFpp (%) + 2Fp,_1(%) Foni2(x) + Fop(x)

[Lon-1(x)  Lan(x)
! LZn(x) L2n+1(x)

elde edilir.o
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4.2.4 Sonug : (B,A )" ile C," degismelidir. Yani;

(BxAx)an* = Cx*(BxAx)n

) M1 x 1 0 _[x 2
4.2.5 Teorem: A, = [0 1] ,By = [x 1],Cx = [2 _x] ve
Cy —[ 2 x] olmak Uzere,
o |Lone1 () Lopyq (x) + L3, (x) 2L (X)Lypq (%) ]
C.(A.B n B.A nC — 2n—1 2n+1 2n 2n 2n+1
(e (Bl )" o [ 2y (in () Ba(x) + Lanoy (1) Lgms1 ()
bicimindedir.
. Lont1(x) Lon(x)
Ispat: C (A, B )" = ve
pat: GBI =1 0 Lona(®)
o [Lon-1(x)  Lan(x) gy .
B,A)"C,” = [ zn—1 n oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla,
Bl ™o = [ @) Lansa (] O1E™ O yisty
o [Lans1(x)  Lap(x) ][LZn—l(x) Lon(x)
C.(A,B)Y"Y(B,AN"C, =
(B B )G = | @) Lonea O] L@ Lonaa @)
— [LZn—l(x)L2n+1(x) + L22n(x) 2L2n(x)L2n+1(x) ]
2Ly (X)Lyp(x) L3,(x) + Lyp—1(x)Lypi1 (x)
elde edilir.o

4.2.6 Uyan : Calismamizda C, (A, B,)" (ByA,)™C, "matrisini,
Cx(AxBx)n(BxAx)an* =D,
biciminde ifade edecegiz.
Elde ettigimiz C, (A4,B,)"(B,A,)"C," = D, matrisinin genel formuyla, Lucas

polinomlarin kokleri arasindaki iligkiyi x = a olarak alip sirasiyla; Ly, .41 (a) =

0,L,,(a) = 0 ve Ly,_,(a) = 0 durumlar1 i¢in inceleyecegiz.

4.2.7 Sonug : Ly, 441 (a) = 0 iken,

i) D, alt Giggen matristir.
i) D, ile A, degismeli degildir. (a # 0)
i) D, ile B, degismelidir.

Ispat :

i) D,’nin genel formu olan;
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Lyn—q1(a)Lypiq(a) + L%n(a) 2Lyn(a)Lopiq(a)

ifadesinde;
2Lyp-1(a)Lap(a) L5,(a) + Lyp_1(a)Lops1(a)
Lyn+1(a) = 0 alindiginda,
B l 13, (a) 0 l
¢ 2Lop-1(@)Lon(a) L3,(a)
elde edilir. Boylece D, matrisinin alt tiggen matris oldugu goriiliir.
“) L2n+1(a) = O |ken,
LZ
D, = (@) 5 0 l oldugunu biliyoruz. Bu durumda,
2Lop—1(@)Lyn(a) L3n(a)
LZ
DaAa = l Zn(a) 2 0 l [1 ?
2Lyn-1(@)L2n(@) L3p(a)['0 1
_ [ 13,(@) al%,() l L
= 5 ,
2Lon-1(a)Lan(a)  2alyp-q(a)Lan(a) + Lin(a)

A,D, ise Lyy .4 (a) = 0 kosulu ile,

_ 1 a L%n(a) 0
Ay =y 9] [2L2n_1(a)L2n(a) Lzn(@)

_ lzaLZn—1(a)LG(a) + L3n(@) aliy(a)

2Lyp_1(a)Lapn(a) L3n(a)
olur.  Boylece, Ly,41(a)=0 iken, DA, =A,D, olmast igin,
2aly,_1(a)Ly,(a) = 0 olmasi gerekir. Ancak Sonu¢ 3.2.20°den a # 0 ve
Lons1(a) iken, aly,_1(a)L,,(a) # 0 oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla bu kosulda
2aLyy,_1(a)Lyy(a) # 0 olacag sifir bolensizlik geregince goriiliir. Boylece a # 0

ve Lyni1(a) = 0 iken, D, ile A, degismeli degildir.

iii) Lyn+1(a) = 0 iken, D, matrisi ile B, ’nin degismeli oldugunu ispatlamak igin,
D,B, = BgD, oldugunu gostermemiz gerekir. Bunun i¢in 6ncelikle D, B,

matrisinin esitini bulalm. L,,,,(a) = 0 iken,

L3n(a)

Pa = 2Lyms @Ln(@)  12a(@)

oldugunu biliyoruz. Bu durumda,
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_ L5, (a) 0 Jr1 o
DaBa B _2L2n—1(a)L2n(a) L%n(a)l [a 1

_ L3, (a) 0 l olur
2Lyp—1 (@) Loy (@) + als,(a) L5, (a) '

B,D, ise Ly, +1(a) = 0 kosulu ile,

1o L3,(a) 0
e lZLZn_1<a)L2n<a> L%n(a)l

olur.

_ [ 13,(a) 0 l

2Lyn-1(@) Loy (@) + al3,(a) L5,(a)

Boylece, L,,4+1(a) = 0 iken, D,B, = B,D, oldugu goriiliir. Yani bu kosulda, D,
ile B, degismelidir.

4.2.8 Sonug : Ly, (a) = 0 iken,
i) D, skaler matristir.
i) D, ile A, degismelidir.
iii) D, ile B, degismelidir.

ispat :
i) D,’nin genel formu olan;
lLZn—1(a)L2n+1(a) + L5, (a) 2Lyn(@)Longq(a)
2L;yp-1(a)Lap(a) L5, (@) + Lyn—1 (@) Loy (@)
ifadesinde L,,(a) = 0 alindiginda;
D = [LZn—l(a)L2n+1(a) 0
“ 0 Lyn-1(@)Lan+1(a)

elde edilir. Sonu¢ 3.2.12°den L,,(a) =0 iken, L,,_;(a)Lypii(a) = —a? —4

oldugunu biliyoruz. Boylece,

I A YR [

biciminde skaler matrisi elde edilir.

i) Ly,(a) = 0 iken D, = (—a? — 4)I oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla D,

skaler matrisi ile A, nin degismeli oldugu agiktir.
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i)  Ly,(a)=0 iken D, = (—a? —4)I oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla
L,,(a) = 0 kosulunda D, ile B, nin degismeli oldugu agikga goriiliir.

4.2.9 Sonug : Ly,_4(a) = 0 iken,
i) D, Ust ¢gen matristir.

i) D, ile A, degismelidir.
iii) D, ile B, degismeli degildir. (a # 0)

Ispat :
i) D,’nin genel formu olan;
[LG—l(a)L2n+1(a) + L5,(a) 2Lyn(a)Langq(a)
2L;p-—1(a)Lapn(a) L5,(a) + Lap—1(a)Lyp1(a)

ifadesinde, L,,_;(a) = 0 alindiginda;

L%n (@) 2Lzp(@)Lznsq (a)l

Pa = l 0 12(a)

elde edilir. Boylece D, matrisinin iist iggen matris oldugu goriiliir.

i) Lyn_1(a) = 0 iken, D, matrisi ile A, nin degismeli oldugunu ispatlamak
i¢in; DA, = AgD, oldugunu gostermemiz gerekir. Bunun i¢in dncelikle

D, A, matrisinin esitini bulalim. L,,_;(a) = 0 iken,
_ L%n(a) ZLZn(a)L2n+1(a)
D, = 2
0 LZn(a)

oldugunu biliyoruz. Bu kosulda,

L3n(a) 2L2n(a)LG+1(a)l [1 a

DoAq =
o= [537 H2lh

_ L%n(a) 2L2n(a)L2n+1(a) + aLZZn(a)
Lo L3 (@)

olur. A D, ise L,,_,(a) = 0 kosulu ile,

1 a L5n(a) 2Lyp(a)Lapsqi(a)
AaD“_[o 1]l 0 13, (a)

_ L%n(a) 2L2n(a)L2n+1(a) + aL%n(a)
Lo L3n(a)
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olur. Boylece, L,,_;(a) = 0 iken; DA, = A,D, oldugu gorilir. Yani bu kosulda D,
ile A, degismelidir.

i) Lyn_1(a) = 0 iken,

L%n (a) 2L2n (a)L2n+1 (a)]

Pa = [ 0 12,(a)

oldugunu biliyoruz. Bu durumda,

— L%n (a) 2L2n (a)L2n+1(a) 1 0

Pabla = [ 0 L3n(a) “a 1
_ L%n (@) + 2al,n(a)Lypi1(a)  2Lyn(a)Lopeq(a)
- aLsn(a) L3n(a)

olur. B,D, ise L,,_4(a) = 0 kosulu ile,
B D — 1 071[L5.(a) 2Ly,(a)lyniq(a)
aa — [ 1] 0 L2
a Zn(a)

_ [ L3n(a) 2Lan(a)L2n+1(a)

olur.
als,(a) 2alyp(a)lyniq(a) + L%n(a)l

Boylece, L,,_,(a) = 0 iken, D,B, = B,D, olmasi i¢in;2al,,(a)L,n+1(a) =0
olmasi  gerekir. Sonu¢ 3.2.16°dan a#0 ve L,,_4(a)=0 iken,
alypy1(a)lyy(a) # 0 oldugunu  biliyoruz.  Dolayisiyla  bu  kosulda
2al,,(a)Lynsq(a) # 0 olacagn sifir bolensizlik geregince goriliir. Boylece

Lyn_1(a) = 0 iken, D, ile B, degismeli degildir.

4.2.10 Teorem T A= [(1) ﬂ ,By = [)16 (1)],Cx = [925 _325] ve
C, = [_;C )26] olmak tizere,

Lon—1(0)Lapntq (%) + L5, (x) 2Lpp—1(x) Loy (x) ]

S [ 2L 35 (x)Lopgq(x) L%n(x) + Lyn—1(x)Lop41(X)

bicimindedir.
Loyn_1(x)  Lan(x)
Lyn(x)  Lapt1(x)

Lyng1(x)  Lapn(x)
Lon(x)  Lap—q1(x)

LZn—l(x) LZn(x) ] [L2n+1(x) L2n(x)
Lyn(x)  Loangr G Lon(x)  Lop—1(%)
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Ispat : (B,A,)"C,” = ve

Cx(AxBx)n =

oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla;

(BxAx)an " Cy (AxBx)n =



Lyp—1(0) Lons1 (%) + L3, (%) 2Lo,—1(x)Lpy, (x)
2L, (%) Lopiq (x) L3,(x) + Lyp_1 () Lypi1 (%)

elde edilir.o
4.2.11 Uyan : (B,A,)"C," C,(A,B,)™ matrisini
(BxAx)an* Cx(AxBx)n = Fx

biciminde ifade edecegiz.

Elde ettigimiz (ByA,)"C," C,(A,B,)™ = F, matrisinin genel formuyla, Lucas
polinomlarin kokleri arasindaki iliskiyi sirasiyla; L,,4q,(a) =0, L,,(a) =0 ve

Lyn_1(a) = 0 durumlari igin inceleyecegiz.

4.2.12 Sonug : Ly, 41 (a) = 0 iken,
) F,, Ust Gicgen matristir.
i) F, ile A, degismelidir.
iii) F, ile B, degismeli degildir. (a # 0)

Ispat :
i) F, matrisinin genel formu olan;
LG—l(a)LG-l'l(a) + L%n(a) 2L2n—1(a)L2n(a) l ifadESinde
2Lyn(a)Lypiq(a) L5, (a) + Lyp—1(a)Lap1(a) ,

Lyn+1(a) = 0 alindiginda,

E = L3 (a) 2L2n_1(a)L2n(a)l

0 L3n(a)

elde edilir. Boylece F, matrisinin {ist iiggen matris oldugu goriiliir.

i) Lyns1(a) = 0 iken, F, matrisi ile A, ’nin degismeli oldugunu ispatlamak
icin, F,A, = AyF, oldugunu gostermemiz gerekir. Bunun igin dncelikle

F, A, matrisinin esitini bulalim. L,,,,(a) = 0 iken,

L%n(a) 2LZn—l (a)LZn (a)

F, = 0 12, (a) oldugunu biliyoruz. Bu durumda,
FA = Lin(@) 2Lyp 1(a)Lan(a) [1 a
ara 0 12,(a) 0 1
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_ [L%n(a) aL%n(a) + 2L2n—1(a)L2n(a)
1o L3, (a)

olur. A,F, ise L, +,(a) = 0 kosulu ile,

_ 1 a L%n(a) 2L2n—1(a)L2n(a)
AaFa_[o 1][ 0 13, (a)

— lL%n(a) aL%n(a) + 2L2n—1(a)L2n(a) olur.

0 L3n(a)

Boylece, L,,,,(a) = 0 iken, F,A, = A,F, oldugu goriiliir. Yani bu kosulda F, ile A,
degismelidir.

i)  Lypeq1(a) = 0iken,
oldugunu biliyoruz. Bu durumda,

. [L%n(a) 2Ln1(0)Lon (@)
¢ 0 L5, (a)

L%n(a) 2L2n—1(a)L2n(a)l [1 0
a 1

EB, =
ara I 0 12, (a)

L%n (a) + 2alzn_q1(a)Lyn(a)  2Lyp—1(a)Llyy(a)
al3,(a) L5n(a)

olur. B,F, ise Lyy,.+1(a) = 0 kosulu ile,

o L5,(a) 2Lyn_q(a)Lyn(a)
BuFa = |, 1” 0 12, (@)

_ [ L3, (a) 2Lyn-1(a)Lan(a) l
- aL%n (a) ZaLZn—l(a)LZn (a) + L%n (a)

olur. Boylece, L,,,,(a) = 0 iken,

F,B, = B,F, olmas1 igin; 2alL,,_,(a)L,,(a) = 0 olmas1 gerekir. Ancak Sonug
3.2.20°’den a # 0 ve L,,,4(a) iken, alL,,_,(a)L,,(a) # 0 oldugunu biliyoruz.
Dolayistyla bu kosulda 2aL,,_,(a)L,,(a) # 0 olacag sifir bélensizlik geregince,
gorilur. Boylece a # 0 ve Ly,.4(a) = 0 iken, F, ile B, degismeli degildir.

4.2.13 Sonug : L,,(a) = 0 iken,

1) F, skaler matristir.

i) F, ile A, degismelidir.
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i) F, ile B, degismelidir.
Ispat:
i) F, matrisinin genel formu olan;

L2n—1(a)L2n+1(a) + L%n(a) 2L2n—1(a)L2n(a)
2Lyn(a)Lapyq(a) L%n(a) + Lon-1(a)Lynsq(a)
Lyn(a) = 0 alindiginda,

F = [LZn—l(a)L2n+1(a) 0
¢ 0 Lyn—1(a)Lansq(a)

elde edilir. Sonu¢ 3.2.12°den L,,(a) =0 iken, L,,_;(a)Lynsi(a) = —a? —4

] ifadesinde,

oldugunu biliyoruz. Boylece,

2
F, = [_ao_ 4 —aZO— 4] = (—a?—4) [(1) 2] biciminde skaler matrisi elde edilir.

i) Ly,(a) =0 iken F, = (—a? — 4)I oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla F,
skaler matrisi ile A, nin degismeli oldugu agiktir.
iii) Ly,(a) =0 iken F, = (—a? — 4)I oldugundan, F, skaler matrisi ile

B, nin degismeli oldugu aciktir.

4.2.14 Sonug : Ly,_4(a) = 0 iken,
) F, alt tggen matristir.
i) F, ile A, degismeli degildir.(a # 0)
iii) F, ile B, degismelidir.
Ispat :
i) F, matrisinin genel formu olan;

Lyp—1(a)Laps1(a) + L5, (a) 2Lyp—1(@)Lyy(a)
2L2n(a)L2n+1(a) L%n(a) + LZn—l(a)L2n+1(a)

Lypn—1(a) = 0 alindiginda,

l ifadesinde,

_ L3n(a) 0 l
. 2Lons1(a)Lan(a) L%n(a)

elde edilir. Boylece F, matrisinin alt tiggen matris oldugu goriiliir.

“) LG_l(a) = O |ken,
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F, = Lin(a) 0 l oldugunu biliyoruz. Bu durumda
¢ 2Lon41(@)Lan(a)  L3n(a) . ’

o 2Lyp41(a)Lyn(a) L%n(a) 0 1

L3n(a) al3,(a) l
2Loni1(@)Lyn(a)  2alypiq(a)lyy(a) + L3, (a)

olur. A F, ise L,,_;(a) = 0 kosulu ile,

1 a L%n(a) 0
Aafa = 0 1] I2L2n+1(a)L2n(a) L%n(a)l

_ IZaL2n+1(a)L2n(a) +L3n(a) al3,(a)
2Lon+1(a)Lon(a) L3n(@)

olur. Boylece, L,,_,(a) = 0 iken, F,A, = A,F, olmasi i¢in; 2aL,,+,(a)L,,(a) =0
olmasi gerekir. Ancak Sonu¢ 3.2.16’dan a#0 ve L,,_,(a) =0 iken,
alypi1(a)lyy(a) # 0  oldugunu  biliyoruz.  Dolayisiyla  bu  kosulda
2al,,41(a)Lyn(a) # 0 olacagr sifir bolensizlik geregince goriiliir. Boylece

Lyn_1(a) = 0vea # 0 iken, F, ile A, degismeli degildir.

i) Lyn—1(a) = 0 iken, F, matrisi ile B, nin degismeli oldugunu ispatlamak
icin; F,B, = B,F, oldugunu gostermemiz gerekir. Bunun igin oncelikle

F, B, matrisinin esitini bulalim. L,,_;(a) = 0 iken,

g _| @ 0 l
¢ 2Lon41(a)Layn(a) L%n(a)

oldugunu biliyoruz. Bu durumda,

aa 2Lyp41(a)Lyn(a) L%n(a) a 1

_| L3n(@) 0 l
_2L2n(a)L2n+1(a) + aL%n(a) L%n (a)

olur. B,F, ise Ly,_4(a) = 0 kosulu ile,

[ o L%n(a) 0
Bafa = |, 1] I2L2n+1(a)L2n(a) L%n(a)l
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_ L5n(a) 0
B 2Ly (@) Lyns1(a) + als,(a) L3,(a)

olur. Boylece, L,,,_,(a) = 0 iken, E,B, = B,F, oldugu goriiliir. Yani bu kosulda F,

ile B, degismelidir.

Lucas polinomlarinin kokleri ile iligkili olan matrisler hakkinda elde ettigimiz
bu ozellik ve bulgularin yami sira; L,,_;(a) =0,L,,(a) =0 ve Ly,,.(a) =0
durumlari i¢in baska farkli sonuglar da elde edebiliyoruz. L,, (a) = 0 iken, elde edilen

bazi1 6zellikleri asagidaki bigimiyle belirtmek miimkiindiir.

4.2.15 Sonug : L,,(a) = 0 iken,
i) Ca(AgB)™ = £(V—a? — 4)I
i) (BaA)"Cy" = £(V—a?Z —4)1
i) DA, = (—a® — 4)4,
ivV)  DuB, = (—a?—4)B,
") F,A, = (—a? — 4)A,
vi)  F,B; = (—a?—-4)B,

Ispat: L,,(a) =0 iken, Lyniq(a) = Lyy_q(a) = i(\/—az — 4) oldugunu

Teorem 3.2.11°den biliyoruz. Dolayisiyla bu sonugta yer alan matris formlarinda

Lyn(a) =0 iken, Lons1(a) = Lyp_q1(a) = i—(v—az — 4) esitliginden

yararlanildiginda sonugclar acik¢a goriiliir.

4.2.16 Uyan : L,,(a) = 0 iken,
Ca(AgBO™ = +(V—aZ — 4)I
D, = (—a? — 4)1
(BaA)"C," = +(V—aZ = 4)I
F, = (—a? — 4)I

elde edilmis olur.

Bu béliimde kullandigimiz yaklasimla matris teorisi ile iliskili olarak daha birgok

farkli sonu¢ ve Ozellige ulagmak miimkiindiir. Ancak bu kismi daha fazla
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detaylandirmayacagiz. Buna yonelik bir sonucu daha belirtip buraya kadar olan

kisimda elde ettigimiz bazi bulgulari tablo halinde 6zetleyecegiz.

4.2.17 Sonug : Ly, (a) = 0 iken,
i) C,(AyB,)™A, = B,Cy (A By)™ bicimindedir.
ii) (B,A )" C, "B, = Ay (B,A )™C,” bicimindedir.

Ispat : Bu sonugta yer alan elemanlarin matris temsillerinin matris 6gelerinde,

Lypn+1(a) = 0 alinip Teorem 3.2.17°den yararlanildiginda esitlikler agik¢a goriliir.

Lyns1(@) =0,Ly,(a) =0 veya L,,_1(a) =0 kosullarinda  Lucas
polinomunun kokleri ile iligkili olan matrisler hakkinda elde ettigimiz birtakim 6nemli

oOzellikleri tablo halinde topluca gorelim.

100



Tablo 4.4: Lucas polinomlarimin kokleri ile iliskili olan Urete¢ matrislerin bazi 6zellikleri.

D, ile D, ile F, ile F, ile
D, ) ) F, ) )
matris cesidi Ag'un Bqmin matris cesidi Ag'un Banin
degismeliligi degismeliligi degismeliligi degismeliligi
Lyni1(a) = 0iken, | Alt icgen matris _ Ust iiggen matris
(a # 0 iken) + + _,
(a # 0 iken)

L,y (a) = 0iken,

Skaler matris

_|_

_|_

Skaler matris

_|_

Lyp—1(a) = 0iken,

Ust iiggen matris

(a # 0 iken)

Alt iggen matris

(a # 0 iken)
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Tablo 4.5: Lucas polinomlarinin kokleri ile iliskili olan baz1 matrislerin temsilleri.

D, D,ile A, D, ile B, F, F, ile A, F, ile B,
L22n(a) aLé,,(a) ] [L;,A(n)+anz,,,,<aJLz,,<a) 21 (@)L (0)
alZ,(a L(a
2Lon-1(@)Lzn(@)  2aLyy_1(@)Lyn(a) + L3,(a) @ «
= 12 (a 0 5@ 2@ + 2oy s (@ (@
b @ =01 [ 2(";)2 @ ) 13n(0) ° ] 13(@)  2Lanoy (@Lan (@] [H0 0 g0
' anmiAen an 2Lyn_1(a)Lyy(a) + alsy(a)  L3,(a) 0 L3,(a)
[ZaLZn—l(a)LZn(a)+L%n(a) al3,(a) L@ 2@k
2Ln-1(@)Lzn (@) Lsn(a) O e
Ly,(@)=0
Tiken, —-s[; | —2-a[; 9 R -9t -9t 9 R
0 1 0 1 a 1 0 1 0 1 a 1
L22n(a) + ZaLZn(a)L2n+1(a) 2L2n(a)L2n+1(a) [ (@) al3,(a)
aL22 (a) L% (a) 2L41(@)an(@)  2aLynsy (@)lzg(a) + L, (a))
n n
LZn_l(a) =0 L%n(a) 2L2n(a)L2n+1(a) ) ) Lén(a) 0 ] Lsn(a) v o
iken, 0 12,(a) L3, (a) 2L2n(a)L2n+1(a)+aL2n(a)] . 2Lyn1(@Lan(@) 12, ()] 2L (@l ner(@) + L3 (@) L3y (@
0 Lén(a) [ L3n (@) 2Lyp(a)Laniq (@) . )
al3,(a) 2aLy,(a)Loneq(a) + L3,(a) [elm ot o ]
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4.2.18 Uyar : Bu tabloda iki satira ayrilmis olan kisimlarda ilgili matrisler
arasinda degisme 0zelligi bulunmamaktadir. Dolayistyla bu olusan iki yeni satirdan
ustteki, o ilgili hiicredeki matrislerden A, (ya da B,)’nin diger matris ile sagdan
carpiminin sonucunu gostermektedir. Alttaki ise, ilgili hlcredeki matrislerden

A, (yada B,)’nin diger matris ile soldan ¢arpiminin sonucunu gostermektedir.
Ayrica 3.2.11, 3.2.13 ve 3.2.17 teoremlerinden,
Lyn(a@) = 0iken, Lypyi(a) = Lyn_4(a) = +V—aZ -4
Lon_1(a) = 0 iken, L,,(a) = +VaZ + 4 ve Ly,,1(a) = tava? + 4
Lyns1(a) = 0 iken, Ly, (a) = +Va? + 4 ve L,,,_,(a) = Fava? + 4

oldugunu biliyoruz. Bu bolimiin buraya kadar olan kisminda elde ettigimiz matris
formlarin1 6nceki bolimdeki bu teoremlerle birlikte ele aldigimizda matris formlarini
daha sade bir bigcimde ifade etmek mumkun hale gelecektir. Bununla birlikte elde
ettigimiz bu teoremler, matris formlarindaki matris 6gelerinin Lucas polinomunun
kokii ile olan iligkisini de ilging bir bigimde ortaya koyacaktir. Sirasiyla;
Lons1(x), Lyn(x) Ve Lyy_q(x) polinomlarmin koklerinin, bu boliimde belirttigimiz

matris formlarindaki durumlarini inceleyelim.

4.2.19 Sonug : Lyp44(a) = 0 iken,

2
iy D, = :_2aa3+_48a 44
) Data=| gt e,
i) AgDg = | TR ST A
[ 2
iv)  DoB, = _—C(;3-|—_ia az(:- 4
V) Fop = az(;r * _26123+—48a]
Vi) R =|@F Ta e
Vi) EB, = :—2a23—+7212 + 4 _2;;3+_48a]
-, o3
viii)  B,F, = _aa3 _:_4_4a _zaza— 7a§(fl- 4

103



4.2.20 Sonug : L,,(a) = 0 iken,

D I ol F

0 —a’—4
i) DA, = (—a® —4) [é ‘I
i) DB, = (—a®—4) [i ‘1)
v E=["7t 0 )= )
V) FA, = (—a?—4) [é ‘]
Vi)  F,B, = (—a?—4) [611 2

4.2.21 Sonug : Ly,_4(a) = 0 iken,

[ 2 3
+4 2a°+8a
I D, = |4
) @ 0 a’ +4
[ 2 3
i DA =|a*+4 3a +12a]
) “e 10 a’+ 4
[2a* +9a* +4 2a®+8a
i DB, =
) ara a’® + 4a a’+4

a’+4 2a3 + 8a

iv B,D,6 =
) aa [a3+4a 2a* +9a% + 4

244 0
v Fo= [ a’ +
) a 23 4+8a a*+4
2 3
. + 4 a’ + 4a
Vi EA, = a
) a”a 12a3+8a 2a*+9a%+4
. _[2a*+9a*+4 a®+4a
vii) - Aafo = | 2a%+8a a’+ 4
[ a2+ 4 0
Vil) - FaBa = {305 L 120 a2 44

Yukaridaki 4.2.19, 4.2.20 ve 4.2.21 sonuglarindaki bulgulari asagidaki tablo
yardimiyla topluca gorelim.
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Tablo 4.6 : Lucas polinomlarinin kokleri ile iligkili olan bazi matrislerin genel formu.

D, D,ile A, D, ile B, F, E, ile A, F, ile B,
[ @+ 4 @+ 4a ] [—Za4 —7a+4 -2a®- 8a]
L —0 —2a3—-8a —2a*—7a*+4 a® +4a a’+4
2n+_1(a) - a? + 4 0 ] [ a’+ 4 0 a?+4 -2a*-8dl| [a®+4 —a®-— 4a]
iken, —2a®>—8a a*+4 —a®—4a a’*+4 0 a’ +4 0 a’+4
—2a*—7a%+4 a3+ 4a] [ a’+4 —2a% —8a
—2a3 —8a a?+4 a®+4a —-2a*—-7a*>+4
iken, 0 1 0 1 a 1 0 1 0 1 a 1
2a* +9a%>+4 2a®+8a [a2+4 ad +4a
L (@) =0 a® + 4a a’+4 2a3+8a 2a*+9a%+4
2n-114) = a’+4 2a3+8a [a2+4 3a3+12a] [a2+4 0 a’+4 0 ]
iken, 0 a2 44 0 a® + 4 2a®+8a a?+4 3a®+12a a*+4
2a% + 8a 2a*+9a%>+4 a®+4a

[a2+4
a®+4a 2a*+9a’+4

2a3 + 8a a’+4
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4.2.22 Uyarn : Bu tabloda iki satira ayrilmis olan kisimlarda ilgili matrisler
arasinda degisme 0zelligi bulunmamaktadir. Dolayistyla bu olusan iki yeni satirdan
ustteki, o ilgili hicredeki matrislerden A, (ya da B,) ’nin diger matris ile sagdan
carpiminin sonucunu gostermektedir. Alttaki ise, ilgili hiicredeki matrislerden

A, (yada B,)’nin diger matris ile soldan ¢arpiminin sonucunu gostermektedir.

Elde ettigimiz 4.2.19, 4.2.20 ve 4.2.21 sonuclarindan yararlanarak Lucas
polinomlarmin kokleri ile iligkili olan matrislerin; iz, transpoze, ters. .. gibi daha birgok
Ozelligine yonelik bulgular elde etmek miimkiindiir. Ancak bu kismi daha fazla
detaylandirmayacagiz. Sadece birkag 6zellik ile ilgili sonucu verip bu boliimiin diger

kismina gegecegiz.
4.2.23 Sonug : a € Ciken, (F,)t = D,

4.2.24 Sonug :
|) L2n+1(a) = 0 iken, (DaBq )t = (BgDq )t = A F, = A,
i) Ly, (a) =0 iken, (DB, )t = (B,D, )t = A F, = F,A,
iii)  Lp,_1(a) =0 iken, (D,B, )t = A,F, ve (B,D, )t = F,A,

4.2.25 Sonug :
i) Lyn-1(a) = 0 iken, (DgAg )" = (AgDy )" = BoFy = F,B,
i)  Lyn(a) =0 iken, (D 4, )" = (44D, )t = B,F, = F,B,
iii)  Lppei(a) = 0iken, (D,A, )t = ByF, ve (A,D, )t = F,B,

4.3  Pell Polinomlarinin Kokleri ile Lineer Gruplar ve Matrisler

Arasidaki iliskiler

Calismamizin bu kisminda Pell polinomlarin kokleri ile iligkili olan lineer
gruplarin iiretegleri, iireteclerinin matris temsilleri, bazi elemanlar1 ve grup yapilar
hakkinda elde ettigimiz birtakim 6zgun bulgular1 sunacagiz. Ayrica, 6nceki bélimde
elde ettigimiz bazi 6nermelerden yararlanarak Pell polinomlarinin kok degerleriyle
iligkili olan yeni matris formlar1 elde edecegiz. Bu kisimda kullanacagimiz yaklasim
bu bolumiin 6nceki kisimlarinda yaptiklarimizla benzerlik gosterecektir. Fibonacci

polinomlarinda yaptigimiz caligmalart ve elde ettigimiz bulgulari, Fibonacci
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polinomlart ile Pell polinomlar1 arasinda gecise imkan saglayan P, (g) = F,(x)

esitliginden yararlanarak, Pell polinomlarina aktaracagiz.

Bu kisim i¢in gerekli olan ve daha onceki boliimlerde detayli bir bicimde
acikladigimiz Pell polinomunu ve Pell polinomunun kok formiiliinii hatirlatalim: Pell

polinomlart;

Py(x) =0,P(x) =1
Pn(x) = prn—l(x) + Pn—Z(x) n =2

bi¢iminde tanimlidir.

Ayrica bu kisimda ¢alismamiz i¢in oldukca 6nemli olan esitligi ortaya koyalim.
Bu esitlik yukaridaki tekrarlama bagintisindan yararlanarak asagidaki bi¢cimiyle elde

edilir. P4, (x) ve Py, (x) yukaridaki tekrarlama bagintisindan hareketle,

Ppia(x) = 2xPpy1(x) + Py(x)
Pry1(x) = 2xBy(x) + Py_1(x)
bicimindedir. Yukaridaki P,,,,(x) esitliginde P, 44 (x)’in esitini yazdigimizda;
Py () = 2x[2xF, (x) + Py ()] + B (%)
Priz () = (14 422, (x) + 22P,_1(x)

esitligi elde edilir. Bununla birlikte Fibonacci polinomunun genel kok formiiliiniin

asagidaki bigimde oldugu bilinmektedir.
km
E,(x)=0:x= 2ic057 k=1,2..,n—1

Ayrica, P, (;—C) = F,(x) esitliginden yararlanarak Pell polinomlar1 i¢in genel kok
formiiliiniin asagidaki bi¢imde oldugunu biliyoruz.
] km
P,(x)=0:x= fcos—,n = 1,2.,n—1

4.1 kisminda Fibonacci polinomlar: ile iligkili olarak elde ettigimiz tiim

bulgulari, B, (g) = F,(x) esitliginden yararlanarak Pell polinomlar1 perspektifinden
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ifade edecegiz. Dolayistyla bu kisimda da 4.1 kismindaki gibi iki tiretegli bazi lineer

gruplara iligkin agiklamalarda bulunacagiz.

Bu kisimda calistigimiz matrislerin genel formu;

o=y e[

biciminde olacaktir. Ayrica asagidaki teoremde belirttigimiz gibi Pell polinomlarina

yonelik yeni Urete¢ matrisler elde ettik.

1 2x

4.3.1 Teorem: A,, = [0 1

ve B, = [le 2] olmak tzere,
. Pyny1(x)  Pop(x)

i A,,.B, )" =

) WaBd" = b 0 P

i) (BaxAz )" = P;Z;ES)C) Pff:?(?‘)

n n _ [Pan-1(x)Pany1(x) + PZ,(x) 2Py (x)Pypi1(x)
) (oo B = [ e e P o)
; n n _ [Pan-1(x)Pany1(x) + PZ,(x) 2Py (x)Pyp (x)
V) B B = [ e e )

Ispat : Matematiksel tiimevarim yontemi ile Pell polinomunun tekrarlama
bagitisindan yararlanarak elde ettigimiz P, ,(x) = (1 + 4x?)P,(x) + 2xP,_,(x)

esitliginden yararlanildiginda teorem ispatlanir.o

Boylece elde ettigimiz bu matris formlarinda x = A1 ve bu A degerini Pell
polinomunun koki olarak secerek gp (A,,,B,3;) grubu hakkinda birgok bilgiye
ulasacagiz. Elde ettigimiz matrislerin genel formuyla, Pell polinomlarin koékleri
arasindaki iligkiyi sirasiyla; Py,41(1) = 0,P,,(1) = 0 ve P,,_1(4) = 0 durumlar

i¢in inceleyecegiz.

4.3.2Sonug : Py, (1) = 0 iken,

) (A53B22)™(B5A)™ alt licgen matristir.

i) (A32B2)™ (B Az )™ ile Ay, degismeli degildir.
iii) (A32B2)™ (B2 Az)™ ile By, degismelidir.

iv) (B22A452)™" (A3 B,)™ Ust Gicgen matristir.

V) (B22A5)"(A53B,3)" ile A, degismelidir.

vi) (B22A22)™(A5,B55)™ ile By, degismeli degildir.
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Ispat : Teorem 43.1°de yer alan, (AyByy)"(ByyAy)” Ve
(ByxAz) (AsxByy)™ matris formlarmda x =21 ve P,,.4(1) =0 kosulunu

uyguladigimizda sirasiyla;

[ PL( 0
(A21B22)" (B2aA2)™ = 2p2n_12(l();2n(l) b
. _
(ByaAny)™(AgsByy)"™ = Pzno(/l) 2P2n?2(/1()/1f;2n(1)
- 2n

alt ticgen ve Ust Gggen matrisleri elde edilir. Bu matris formlarindan yararlanarak bu
sonucta yer alan A,; ve B,;’ya yonelik degismeye iliskin 6zellikler, bu bolimiin
onceki kisimlarinda degisme ozelligine yonelik yaptigimiz yaklasimlara benzer bir
bigimde ispatlanir. Ayrica ii) ve vi) ispatlanirken; Sonug 3.2.30°da elde ettigimiz

Pynys1(1) = 0 iken, AP,,,_1(A)P,, (A1) # 0 ifadesinden yararlanilmasi gerekir.o

4.3.3 Sonug : P,, (1) = 0 iken,
i) (A32B22)™ (B33 Az3)™ birim matristir.
i) (A32B2)™ (B Az )™ ile Ay, degismelidir.
iii) (A32B2)™ (B3 Az)™ ile B, degismelidir.
iv) (B22A22)™(A,B5)™ birim matristir.
V) (B22A2)™(A,B, )™ ile A, degismelidir.
vi) (B22A2)™(A,,B, )™ ile By, degismelidir.

Ispat : Teorem 4.3.1de yer alan, (A,By)"(BayAz )™ Ve

(ByxAz ) (AsxByy)™ matris  formlarmda x =4 ve P,,(41) =0 kosulunu

uyguladigimizda,
Pan—1 () Pan11(4) 0
A23B22)"(ByrAz )" =[ e
(A22B22)" (B22422) 0 Prn1(A)Prpi1 ()
Pyn—1 (1) Pon11(4) 0
By2A22)" (A3 Boa)™ =[ o
(B22422)" (A22B22) 0 Pyn_1(D)Prpi1 (1)

elde edilir. Ayrica Sonug¢ 3.2.22’den, P,,(4) =0 iken, Pypiq(A)Pyp_1 (1) =1
oldugunu biliyoruz. Béylece P,,, (1) = 0 iken,

1 0
(Azszl)n(leAzl)n = (BZAAZA)n(AZBZA)n = [0 1 = I
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oldugu goriiliir. Dolayisiyla bu sonucta yer alan A,; ve B,;’ya yonelik degismeye

iligkin 6zelliklerin oldugu agik¢a goriiliir.

4.3.4 Sonug : Py,_1(A) = 0 iken,
i) (A32B2)™ (B3 A5;)™ st liggen matristir.
i) (A32B2)™ (B A2)™ ile Ay, degismelidir.
iii) (A32B2)™ (B3 A2)™ ile By, degismeli degildir.
iv) (B22422)™ (A5, B,)™ alt liggen matristir.
V) (B22A45)™"(A3B,1)" ile A, degismeli degildir.
vi) (B22422)™(A4,B5 )" ile By, degismelidir.

Ispat : Teorem 43.1°de yer alan  (AyByy)"(ByrAz )" Ve
(ByxAzx )" (AzxBoy )™ matris formlarinda x =4 ve P,,_;(1) =0 kosulunu

uyguladigimizda sirasiyla;

(P2 (1) 2Py (D) Pypii(D)]
(Ay1Byy)" (ByaAyy)" = | 2n0( ) Zn(pZZ)n(z,{l)ﬂ( )
[ PR 0
By A5)" (A2 B )" = 2n
(B22422)" (A22B22) 2P, (D)Pon1 () PER ()]

Ust ticgen ve alt tiiggen matrisleri elde edilir. Bu matris formlarindan yararlanarak bu
sonugta yer alan A,, ve B,;’ya yonelik degismeye iliskin 6zellikler, bu boliimiin
onceki kisimlarinda degisme ozelligine yonelik yaptigimiz yaklasimlara benzer bir
bigimde ispatlanir. Ayrica iii) ve v) ispatlanirken; Sonug 3.2.26’da ortaya koydugumuz
Py_1(A) = 0 iken, AP,,, (1) Py, +1(A) # 0 ifadesinden yararlanilmasi gerekir.

gp (4,3, B,3) grubunun fretegleri ve bazi elemanlari hakkinda matris
temsillerinden yararlanarak elde ettigimiz bu 0Ozellik ve bulgularin yam
sira; Pyy_1 (1) = 0, Py, (1) = 0 ve Py, .1(4) = 0 durumlari igin baska farkli sonuglar
da elde edebiliyoruz. P,,, (1) = 0 iken, elde edilen baz1 6zellikleri asagidaki bi¢imiyle

belirtmek mimkundur.

4.3.5 Sonug : P,, (1) = 0 iken,
i) (AzaBz)L)n = =l
ii) (BzzAz)L)n = =l
iii) (AzaBz)L)n(Bz)LAz)L)nAza = Az
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iv) (A22B22)™(B23A22)" B2y = By,
V) (B22A22)"(A23B22)" Ay = Az
Vi) (B22A22)" (A21B22)™ B2y = By,

Ispat : P,,(1) =0 iken, Py,.1(1) = P,,_1(1) = +1 oldugunu Teorem
3.2.21°den biliyoruz. Dolayisiyla bu sonugta yer alan matris formlarinda P,,,(1) = 0
iken, P,,.1(1) = Py,,_1(1) = £1 esitliginden yararlanildiginda sonuglar agikca

goralur.

4.3.6 Uyani : P,,(1) = 0 iken,
(A22B22)" = =1
(A22B22)™ (B2adz)" =1
(B22422)" = =1
(B22A22)" (A2 B )" =1

elde edilmis olur.

Bu boliimde kullandigimiz yaklasim ile, Pell polinomlart perspektifinden;
kombinatoryal grup teorisi ve matris teorisi ile iliskili olarak daha bir¢ok farkli sonug
ve ozellige ulasmak miimkiindiir. Ancak bu kismi daha fazla detaylandirmayacagiz.
Buna yonelik bir sonucu daha belirtip buraya kadar olan kisimda elde ettigimiz bazi

bulgular1 tablo halinde 6zetleyecegiz.

4.3.7. Sonug : Py,1(A) = 0 iken,
|) (Alezl)nAz;L = BZ)L(AZ)LBZl)n bl(;lmlndedlr

ispat : P,,,;(1) = 0 iken, P,,,(1) = +i ve P,,_;(1) = ¥21i oldugunu Teorem
3.2.27°den biliyoruz. Bu sonugta yer alan elemanlarin matris formlarinda P,,,.,(1) =
0 iken, P,,,(1) = +i ve P,,_1(1) = F2Ai esitliklerinden yararlanildiginda sonuglar

acikca goriiliir.o

Pyy1(A) =0,P,,(A) =0 ya da P,,_4(1) =0 kosullarinda gp (A,,, B2,)
grubunun bazi elemanlar1 hakkinda elde ettigimiz birtakim 6nemli 6zellikleri tablo

halinde topluca goérelim.
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Tablo 4.7: Pell polinomlarinin kokleri ile iliskili gruplarda tireteglerin bazi 6zellikleri.

(A22B22)™ (B2aA22)™
matris cesidi

(A22B22)™ (B2aA22)™
ile A,/mun
degismeliligi

(A22B22)™ (B2aA2)™
ile B,'/nin
degismeliligi

(B22A22)™ (A2 B2)"
matris ¢esidi

(B22422)" (A22B22)"
ile A,/un
degismeliligi

(B22422)" (A22B22)™
ile B,'nin
degismeliligi

Py41(2) = 0 iken,

Alt icgen matris

_|_

Ust licgen matris

_|_

P,,(1) = 0 iken,

Birim matris

Birim matris

Pzn_l(/l) = 0 lken,

Ust liggen matris

Alt iggen matris
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Tablo 4.8: Pell polinomlarinin kokleri ile iliskili gruplarda bazi elemanlarin matris temsilleri.

(A22B22)™ (B2 A2)" (A22B22)" (Boadz )" ile Ay, (A22B22)" (BaaAza)" ile By, (Baad2)" (A22B2)" (B2azn)" (AaBya)"ile Agy | (Boadon)™(AzaBo1)" il B
Pzzn()‘) 2/1P22TL(/1) ["zﬁﬂ)*“"znﬂﬂ)"zn(v 2P (D Py (A)
_ 2Py 1 (D) Py (1) 4Py, (D)Py, () + P2, (D) O O
P 2n+1(/1) - 0
iken, PZ.(M) 0 [H0 2O+ 2 O]
2P 1 (DP (D) P3,(2) [ PZ.(A) 0 P2 (D) 2P 1 (M)P(D)
[P @Pn 4 P3,(D)  2AP,(2) 2Pon s WPan() + 2P Pin() 0 Pin ()
ZPZn—l(A)PZn (A) P22n(l)
P Zn(/‘{) = 0
flen 10 1 22 10 10 1 22 10
lo 1] b 71 22 1l lo 1] o 71 22 1l
[Pzzn(l) + 4AP2n(A)P2n+1(A) 2P2n(A)PZn+1(A) PA@) AP )
ZAPZZTL (A) Pzzn (A) 2P;41 (D)P2(A)  44Py41 (AP (2) + P1(A))
Py (D) =0 PZ,(D) 0 [ o) 0
iken, PZ(D) 2P (D)Prnsr (D) PE(D) 2P (D)Ponyr (D) + 24PF,(2) 2P0 DP () P2(A) 2 DB + 2D 25D
0 Pzzn(}-) 0 Pzzn(ﬂ-) [ Pzzn(a-) 2P2n(A)P2n+1(/1) [MP;“,,(}»)P;“(/I)+P/"(U ZAPZ’"(A)]
2AP5,0) 44Pa()Ponar (D) + P, (D)
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4.3.8 Uyan : Bu tabloda iki satira ayrilmig olan kisimlarda ilgili elemanlar
arasinda degisme 0zelligi bulunmamaktadir. Dolayistyla bu olusan iki yeni satirdan
ustteki, o ilgili hucredeki elemanlardan Urete¢ olanin diger eleman ile sagdan
carpiminin sonucunu gostermektedir. Alttaki ise, ilgili hiicredeki elemanlardan tireteg

olanin diger eleman ile soldan ¢arpiminin sonucunu gostermektedir.

Ayrica 3.2.21, 3.2.23 ve 3.2.27 teoremlerinde,
Py, (1) = 0iken, Pypyq(A) = Pop1 (1) = %1
P,,_1(A) = 0iken, P,,,(A1) = +i ve Py, 1(A) = £24i
Pyni1 (1) = 0iken, Py, (A1) = ti ve Py, 1 (1) = ¥24i

oldugunu ispatladik. Bu boliimiin buraya kadar olan kisminda elde ettigimiz matris
formlarin1 6nceki bolumdeki bu teoremlerle birlikte ele aldigimizda, matris formlarini
daha sade bir bigcimde ifade etmek mumkun hale gelecektir. Bununla birlikte elde
ettigimiz bu teoremler, matris formlarindaki matris 6gelerinin Pell polinomunun koku
ile olan iliskisini de ilging bir bigimde ortaya koyacaktir. Sirasiyla P, 1 (x), Py (X)
ve P,,,_1(x) polinomlarinin koklerinin, bu boliimde belirttigimiz matris formlarindaki

durumlarini inceleyelim.
4.3.9 Sonug : P,,,1(1) = 0 iken,

i) (A22B22)™ (B2aA22)" = [;,% _01]

i) (A22B22)" (B22A22) " Azp = (42 822 -1
- | 2 - -
i) A22(A23B22)" (B2aA2)" = _8/14/1 ' —21/1
. n n = [—1 0
V) (422B22)"(B22422)"Baa = | 22 _1]
-1 41

V) (Bud)"UnB)" = ]

_ -1 22
vi) (B22A22)" (A22B22)"Az3 = [ 0 -1

- 21 4
Vi) (By2422)"(A22B22)" B,y = [8/1_2/1 _/1
Viil) B3 (B2a422)" (A22B2)" = [—21 81% — 1]
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4.3.10 Sonug : P,,(4) = 0 iken,
. 1 0
i) (A22B22)™ (B2l )™ = 0 1]

) 1 224
i) (AzABzA)"(BZ/lAM)nA”:[O 1]

- 1 O
iii) (A21B22)"(B22A22)"Byy = [21 1
_ 10
V) (B2adan)"(A22B2)" = | 1]

1 22
)] (B22A22)" (A21B20)" Azy = [0 1 ]

) 1 0
Vi) (B22A21)" (A23B22)" B3y = [21 1

4.3.11 Sonug : P,,_1(4) = 0 iken,

i) (A22B22)" (B22422)" = [_01 __41/1

ii) (A22B22)"(B22A422)" A2a = _01 _—61/1

i) (A22B22)"(B2aA22)" By = :_1__25;/12 _—41/1

V) Bpa(A22Bo)™ (B2ad )" = __211 —1_—4/;3/12]
V) (B2ad)M(AaB)" = [__411 _01]

Vi) (B2ad22)"(A22B22)"Azn = [—_41)L —1_—2/;12]
Vi) A3 (B2aAz22)"(A22B22)" = [_1__4)?/12 _—21/1

- _1 O
viii) (BzaAza)"(AzAle)nle:[—6/1 —1]

Yukaridaki 4.3.9, 4.3.10 ve 4.3.11 sonuglarindaki bulgular1 asagidaki tablo

yardimiyla topluca gorelim.
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Tablo 4.9: Pell polinomlarinin kokleri ile iligkili gruplarda bazi elemanlarin genel formu.

(A22B2)™ (B2 A2 )™

(A22B22)™ (B22 Az )™ ile Ayy

(A22B22)™ (B22A22)™ ile By,

(B22A2)™ (A2 B2 )™

(B22A2)™(A22B23)™ ile Ayy

(B22A2)™(A22B23)™ ile By,

[ -2 ] 812 — 1 4/1]
Prne1(1) =0 — 0 4 81 -1 -1 42 -1 21 24 !
iken, [4/1 -1 [2/1 —1] [ 0 -1 [ 0 -1
[8/12—1 -2 [
4 -1 —22 8/12 1
P, (1) =0
e 5 1] - 2 1 b 1) s 4 2 1
[—1—8/12 —4) [ —21 ]
Pyp1(2) =0 1 —42 1 —62A -4 1 —4 —1-8%
iken, [ 0 -1 [ 0 -1 [_4/1 _1] [—6/1 —1]
[ -1 —42 ] [—1 —81%2 =22
—21 —1-8A% —44 -1
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4.3.12 Uyan : Bu tabloda iki satira ayrilmis olan kisimlarda elemanlar arasinda
degisme Ozelligi bulunmamaktadir. Dolayisiyla bu olusan iki yeni satirdan tistteki, o
ilgili hiicredeki elemanlardan {iirete¢ olanin diger eleman ile sagdan carpiminin
sonucunu gostermektedir. Alttaki ise, ilgili hiicredeki elemanlardan tirete¢ olanin diger

eleman ile soldan ¢arpiminin sonucunu gostermektedir.

Elde ettigimiz 4.3.9, 4.3.10 ve 4.3.11 sonuglarindan yararlanarak
gp (A,z, B23) grubunun bazi elemanlarinin matris temsillerine iliskin; iz, transpoze,
ters... gibi daha birgok 6zellik ile ilgili bulgular elde etmek mimkindir. Ancak bu
kismi1 daha fazla detaylandirmayacagiz. Sadece birkag 6zellik ile ilgili sonucu verip bu

boliimii sonlandiracagiz.
4.3.13 Sonug : A € C iken, [(A23B22)"(B22A22)"]" = (B22A422)™ (A23B2)"

4.3.14 Sonug :
i) Pyny1(2) = 0 iken,
[(A22B22)"(B22A22)"B221" = [B22(A22B22)" (B2aAz1)"™* = Az(B22A22)" (A22B22)™ = (B2aA22)"(A22B21)" A2z
i) P,,, (1) = 0 iken,
[(A22B22)" (B22A22)" B221" = [B22(A22B22)" (B2aA21)"]" = Az2(B2aA22)" (A22B22)™ = (B2aA21)" (A22B22)" A2z
iii) Py,,_1 (A1) = 0 iken,
[(Azale)n(leAzl)nle]t = A3 (B22422)" (A2 B2 )™
[B21(A22B22)" (B22A22)"]" = (B23A22)™ (A22B22)" A2z

4.3.15 Sonug :
i) Py,,_1 (A1) = 0 iken,
[(A22B22)" (B22A22)" A22]" = [A22(A22B22)" (B22A22)" 1" = B2a(B23A22)" (A23B23)" = (B3aA22)" (A22B22)"B2a
i) P,, (1) = 0 iken,
[(A22B22)"(B22A22)" Azal” = [422(A22B22)" (B2aA22)"1* = Boa(BaadAz) " (A22B22)" = (B2aAan)™ (A22B20)" Baa
i) Py11(4) = 0iken,
[(Az/le)L)n(BzzAza)nAZA]t = B2 (B22422)" (A23B )™
[421(A22B22)" (B22A22)"]° = (B22A22)™ (A22B22)" B2,
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4.3.16 Sonug : Bu kisimda A Pell polinomunun koki olmak Gzere, gp (A4, B22)
grubunun bazi elemanlarinin sahip oldugu 6zellikleri ve grubun elemanlar arasindaki
birtakim iligkileri elemanlarin matris temsillerinden yararlanarak ortaya koyduk.
Dolayisiyla gp (A2, B23) grubunun serbest grup olmadigi, grubun elemanlari

arasinda elde edilen bu bagintilar geregince acikca goriiliir.
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5. GENISLETILMIS GENEL HECKE GRUPLARININ
FIBONACCI, LUCAS, PELL, PELL-LUCAS, MODIFIED
PELL VE GENELLESTIRILMIS PELL SAY| DiZILERI
ILE ILiSKiSI

Bu boéliimde grup teorisi ile sayilar teorisi arasindaki iliskileri; genisletilmis
genel Hecke gruplari ile genellestirilmis Pell say1 dizisi ve klasik Fibonacci, Lucas,
Pell, Pell-Lucas ve modified Pell say1 dizileri ile baglantili olacak bigimde elde
ettigimiz 6zgilin bulgularimizla sunacagiz. Ayrica elde ettigimiz bu orijinal bulgular,

[33,34] yayina sunulmustur.

Literatirde Hecke gruplart ya da genisletilmis Hecke gruplari ile klasik ya da
genellestirilmis Fibonacci, Lucas, Pell ve Pell-Lucas say1 dizileri arasindaki iligkilerin
ortaya konuldugu ¢alismalarin baslicalar1 [14-19]’dir. Bu ¢alismalarda; belirli Hecke
gruplarindan bazi elemanlar alinmis ve bu elemanlarin matris temsilleri kullanilmis
olup, bu temsillerin kuvvetleri alinarak elde edilen matrisin her bir 6gesinin 6zel say1
dizileri ile olan iligkileri gosterilmistir. Bu ¢calismalarin belirli ortak 6zellikleri oldugu
gibi kendilerine has bazi yaklasim ve sonuglart da mevcuttur. Bu caligsmalardan
Koruoglu ve Sahin [15] genisletilmis Hecke gruplarinin bazi elemanlarmin matris
temsillerinin  kuvvetlerini alip, elde edilen matrisin 6gelerinin genellestirilmis
Fibonacci say1 dizisinin birer terimi oldugunu belirttiler. Ozelde genisletilmis modiiler
grupta caligildiginda, bu grubun tiim elemanlarinin matris temsillerindeki matris
Ogelerinin klasik Fibonacci say1 dizisinin birer terimi oldugunu ortaya koydular. Bu
calismanin modiler grup ile ilgili olan kismin1 kisaca asagidaki gibi 6zetleyebiliriz:

Genisletilmis Hecke gruplarinin sunusunun;

H(2;) =<X,Y,R|X*=Y9=R?=1,RX =X"'R,RY =Y 'R >= D, ;, D,
biciminde oldugu bilinmektedir. Eger ¢ = 3 almirsa H(A3) genisletilmis Hecke grubu
elde edilir. Bu grubun sunusu;

H(3) =<X,Y,R|X>=Y3=R?>=1,RX =X"'R,RY =Y 'R > =D, 4, D;
bicimindedir. Bu grup literatiirde ¢ok ¢alisilan bir grup olup, bu gruba genisletilmis
modiiler grup ad verilir. Ayrica bu grup I’ sembolii ile de g6sterilmektedir. Bu grubun

uretecleri ve Ureteclerinin matris temsilleri:
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X(2) = —i Uretecinin matris temsili : (0 _1)

1 0
_ 1 . .. . .0 —1
Y(z) = - Uretecinin matris temsili : (1 1)
1 o ; ... (0 1
R(z) = . Uretecinin matris temsili : (1 0)
bigimdedir.

f = RXY = XY?Rveh = XYR = RXY? olsun. Boylece,
r=rr=(G )G HG =G )
r=xve =1 )G DG 0)=G o
elde edilir.

5.1 Lemma: RXY = XY2R = f €T ve F, Fibonaci say1 dizisinin k. terimi

olmak Uzere,

k_ (0 1k_(Fk—1 Fk)
Im= (1 1) -\ Fy Feta
bicimindedir [15].

5.2 Lemma : XYR = RXY? = h € T ve F; Fibonaci say1 dizisinin k. terimi

olmak tizere,
k(1 1k_(Fk+1 Fk)
" = (1 0) T\ F Fr_1
bicimindedir [15].

Ayrica grup sunusundan hareketle, XY = Rf = hR ve XY? =Rh = fR

esitliklerine ulagilir.

Genisletilmis modiiler grubun her bir elamani asagidaki iki formdan birine
sahiptir [54,55]. Eger verilen elamanin gosteriminde var olan R Uretecinin kuvvetleri

toplamu ¢ift ise bu elemanin formu;

SHXY)™o(XY2)™ ... (XY) ™ (XY )T/ (5.1)
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bi¢iminde olur. Eger verilen elemanin gésteriminde var olan R Uretecinin kuvvetleri

toplami tek ise bu elemanin formu;
RSY(XY)™o(XY2)™0 ., (XY) ™k (XY?2)*TI (5.2)

biciminde olur. Boylece genisletilmis modiiler grubun herhangi bir eleman1 (5.1) ya
da (5.2) genel gosterimlerinden birine sahip olur. Bu iki formda da kuvvetlerle ilgili

su bilgiler gecerlidir:

i =012;j=01;ng..,.m€{1,2,..}; my,n, €{0,1,..}

Bu formlarda var olan XY ve XY? blok olarak adlandirilir. XY = Rf = hR ve
XY? = Rh = fR esitliklerinden yararlanarak XY ve XY? bloklarmi f ve h'’yi
kullanilarak yazmak miimkiindiir. Bu gecis ile birlikte genisletilmis moduler gruptaki
herhangi bir elemanin matris temsilini, yukaridaki lemmalar araciligiyla Fibonacci

sayilarini kullanarak yazmak miimkiin hale gelir.

[15] numarali g¢alismada yapilanlardan hareketle, benzer bir yaklasimi
kullanarak genisletilmis genel Hecke gruplarinda 6zel say1 dizilerini inceleyegiz.
Kullanacagimiz teknik ve elde edecegimiz sonuclar [15] ¢alismasinda yapilanlarla
benzerlik gosterecek olsa da genisletilmis genel Hecke gruplarinin dogasi geregi bazi
farkliliklar1 da beraberinde getirecektir. Boylece bazi 6zgiin bulgular elde etmis

olacagiz.

Genisletilmis genel Hecke gruplarinda p = 3 alip elde ettigimiz H&q
grubunun bazi elemanlarinin, genellestirilmis Pell say1 dizisi ile iliskisini kuracagiz.
Ayrica genisletilmis genel Hecke gruplarinda p =q =3 alip elde ettigimiz
Hj 5 grubun her bir elemanin matris temsilindeki matris 6gelerinin herbirinin, 6zel say1
dizilerinin terimleriyle iliskili oldugunu gosterecegiz. Burada karsimiza ¢ikacak say1

dizileri; Fibonacci, Lucas, Pell, Pell-Lucas ve modified Pell say1 dizileridir.

Tiim bunlar1 yapmadan 6nce ¢alismamizda kullandigimiz elemanlarin matris
temsillerini ﬁp,q grubundan hareketle genel formda belirtelim, ¢alismamizda gegen
0zel sayr dizilerini hatirlatalim ve bizim bu ¢alismada yeni tanimladigimiz

genellestirilmis Pell say1 dizisini ortaya koyalim.
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5.1 Genisletilmis Genel Hecke Grubunun Bazi Elemanlarinin Matris

Temsilleri

Genisletilmis genel Hecke gruplarindan H, , gruplarindaki; parametrelerin,
ureteclerin, Ureteclerinin matris temsillerinin ve grup sunusunun asagidaki bi¢imde

oldugunu biliyoruz.
P.GQEZ ;2<p<qg<oovep+q>4igin
Ap = 2COS§ vel, = 2COS§ sayilari ile galisiimaktadir.

H, , grubunun Uretecleri ve tireteglerinin matris temsilleri;

1. - . o (0 =1
X(z) = i Uretecinin matris temsili : (1 —/1p>

1. - : .. (0 —1
Y(2) = ~o tretecinin matris temsili : (1 Aq)

R(z) = = Uretecinin matris temsili : (0 1)

1 0

Ny |-

seklindedir. Hp,q grubunun sunusu;
Hy,, =<X,Y,R|XP =Y = R2=1,RX=X"'R,RY =Y R >= D, *z, D

q

bicimindedir. Calismamizin bundan sonraki kisminda kullanacagimiz elemanlarin
matris temsillerinin asagidaki bi¢imde olacagi, H,, grubunun dreteglerinin matris

temsillerinden yararlanilarak elde edilir.
XY = < ! a )
-1, —1-12,4,

vy Ay 14 4,1,
—1+ 24" A=A+ 21,7

2
XYz — ( _Aq 1 - /1(] >
2
—1— g Ay — Ay — Al
14 Ay, =2y + Ag + ApA,° )

XZYZ — <
Ay = A+ ,° 0 1=A,7 + Ay — A%+ A,°0,°
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XYR = < 4 _1>
—1-2A, -4,

=, —1-=21
Ay = <_1 _Aq )

Civp 1+ 4,4,
T\, — Ay + 44,7 —1+/1

RX?Y =
( . 1+A/1

XYZR—< L= 2’
A=A = At —1- ,1,1

—1+24,° Ay — Ay + A4, )

2
RXY? = <_1 —Aphq A — A — Bl >
2
—Aq 1-4,
2
Y2y2R — ( —Ap + Aq + A2y 1+ 244 )
1= + A — A2+ 4,70, Ay — Ag + %,

RXZyZ — (A,, — A+ g 1=+ A0, — A+ Apz/lq2>
- 2
14 A, Ay + A + Ay,

Genisletilmis genel Hecke gruplarindaki herhangi bir elemana yansima
doniligiimiiniin  yani R donilislimiiniin  etkisini asagidaki bicimde belirtmek
mumkandur.

5.1.1 Uyan : Genisletilmis genel Hecke gruplarindaki bir elemanin matris

a b

temsili A = (C d) olsun. Bu elemana R doniigiimiiniin sagdan etkisi asagidaki

bicimdedir.

_(a b0 1\ _ (b a
= )G o= o
Gorildigi tizere elde edilen elemanin matris temsili A matrisinin siitun degisimine

ugramis halidir.
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5.1.2 Uyan : Genisletilmis genel Hecke gruplarindaki bir elemanin matris

a b

temsili A = (C d) olsun. Bu elemana R doniisiimiiniin soldan etkisi asagidaki

bicimdedir.

= oG D=C )

Goriildigi tizere elde edilen elemanin matris temsili A matrisinin satir degisimine

ugramis halidir.

5.1.3 Sonug : Yukanidaki elde ettigimiz iki uyar1 incelendiginde su sonuca
ulasiriz: AR ve RA elemanlarinin matris temsilleri, birbirlerinin karsilikli olarak asal
kosegen ilizerindeki elemanlarinin ve yedek kdsegen iizerindeki elemanlarin yer

degisimine ugramis halidir.

Ayrica genisletilmis genel Hecke gruplarinda herhangi bir elemanin matris

temsili ile ilgili olarak asagidaki agiklama, ¢alismamiz i¢in oldukca 6nemlidir.

5.1.4 Uyan : Genisletilmis genel Hecke gruplarinda herhangi bir elemaninin

a —b

c —d) matrisi de, A matrisinin temsil

matris temsili A = (? Z) ise —A = (:

ettigi elemani ifade eder [22].

5.2  Genisletilmis Genel Hecke Gruplan ile iliskili Olan Klasik ve
Genellestirilmis Say: Dizileri

Genisletilmis genel Hecke gruplarinda p = 3 alarak elde edilen H; , grubunun

bazi elemanlariin, yeni tamimladigimiz genellestirilmis Pell say1 dizisi ile iligkisini

kuracagiz. Buradaki say1 dizisini asagidaki bigimde tanimliyoruz:

5.2.1 Tanmm : G, n. genellestirilmis Pell sayisin1 temsil etmek iizere;

Vn = 2icin,

GO =0 ,Gl =1
Gn=(1424)Gp_1 + Gy

baslangi¢ kosullar1 ve tekrarlama bagintisi ile tanimlidir.
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5.2.2 Uyan : Yukaridaki tanimda A1, = 1 alindig1 takdirde elde edilen dizinin

Klasik Pell say1 dizisi oldugu goriiliir.

Genisletilmis genel Hecke gruplarinda p = g = 3 alarak elde ettigimiz Hj 3
grubunun elemanlarmin Fibonacci, Lucas, Pell, Pell-Lucas ve modified Pell say1 dizisi
ile iliskisini kuracagiz. 2.3 kisminda 6zelliklerini detayli olarak verdigimiz Fibonacci,
Lucas, Pell ve Pell-Lucas sayilarinin tanimini hatirlatip Horadam’in [5] caligmasinda
da bahsedildigi bi¢cimiyle modified Pell sayilarmin tanimimi verecegiz. Ayrica bu
tamimlarla birlikte bu 6zel sayr dizilerinin birbirleriyle olan bazi iligkilerini [5]

numarali ¢galismadan ortaya koyacagiz.

5.2.3 Tamm : F,, L,, B,, Q,, Ve q, sirastyla n. Fibonacci, n. Lucas, n. Pell, n.
Pell-Lucas ve n. modified Pell sayisin1 temsil etmektedir. Bu say1 dizileri sirasiyla

asagidaki baslangi¢ kosullarina ve tekrarlama bagintisina sahiptir. Vn > 2 igin;
Fob=0,F,=1ve F,=F, 1+ F,_,
Ly=2,Ly=1vel, =L, 1+ L,
Pb=0,P,=1veP, =2P,_ 1+ P,
Qo =2,01 =2VveQn=2Qn1+ Qn-
Qo =1,q1=1Veqn=2qn1 t+ qn

Ayrica modified Pell sayilari ile Pell ve Pell-Lucas sayilar1 arasinda asagidaki

bicimiyle ifade edilen esitliler bulunmaktadir [5].

Qn = 2qn

Ppy1+ P = qns

5.3 Hglq Genisletilmis Genel Hecke Gruplarimin Genellestirilmis Pell
Say Dizisi ile iliskisi

Calismamizin bu kisminda genisletilmis genel Hecke gruplarindan H&q grubu
ile 6nceki kisimda tanimladigimiz genellestirilmis Pell say1 dizisi arasindaki tespit

ettigimiz iliskileri ortaya koyacagiz. Hs, grubunun, X?YR,RX?Y,XYR ve RXY
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elemanlarmin matris temsillerinin her bir 6gesinin genellestirilmis Pell sayilar ile
ilgisini kurmayi, calismamizin 5.1 kisminda belirttigimiz Hp,q grubunun bazi
elemanlarinin matris temsillerinden yararlanarak yapacagiz. 5.1 kisminda belirtilen
elemanlardan X?YR,RX?Y,XYR ve RXY icin p = 3 almarak A, = 1 degeri elde
edilir. Boylece H;, grubundaki X?YR,RX?Y,XYR ve RXY elemanlarinin matris

temsili, Uyar1 5.1.4’ten de yararlanarak asagidaki bicimde gosterilir:

XYR = A 1
S \1+2, 1

1 1+4,
RXY =
1 A
XZYR=<1+/1" 1)
1 0
rxry=() 1
—<1 1+/1q>

H;, grubundaki; X?YR, RX?Y,XYR ve RXY elemanlarin kuvvetleri alinarak

elde edilen matrisin her bir 6gesinin genellestirilmis Pell say1 dizisi ile olan iliskilerini
asagidaki bi¢imi ile elde ettik. Boylece genellestirilmis Pell say1 dizisinin bazi lireteg
matrisleri de elde edilmis olur.
5.3.1 Teorem : G, = 0, G; = 1 baslangi¢ kosullari ve V n > 2 igin,
Gn=(1424)Gp_1 + Gy,

tekrarlama bagmtis1 ile tanimlanan genellestirilmis Pell sayilari ile X?YR € H&q icin;

G G
CR"=06 G

bicimindedir.

Ispat : Ispat1 matematiksel tiimevarim yonteminden yapacagiz. k = 2 icin;

(xZYR)2=( 1+, 1)( 1+, 1)

1 0 1 0
1+ +2)% 1+,
B 1+, 1

(2 8
\G; G
oldugu goriiliir. Herhangi bir keyfi k — 1 € Z* igin;
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(X2YR)k~1 = ( Gy Gk—1>

Gr-1 G-

oldugunu varsayalim. k € Z* igin;

G G
CIR"=060 G

oldugunu gosterelim.

(X2YR)* = (X2YR)¥~1(X?YR) = ( G G’H)( 144, 1)

Gr-1 Gi—2 1 0

< (14+2)Gx + Gy Gy )
(14 24)Gr-1+ Gz Grq

(Gk+1 Gk)
G  Gr—q

oldugu tiimevarim adimindan ve genellestirilmis Pell say1 dizisinin tekrarlama

bagmtisindan yararlanilarak goriilir. Boylece matematiksel tiimavarim ilkesi

geregince V k € Z7 icin;

G G
Y2YR)k =( kvl Gk )
YR =6 G

elde edilir.o

5.3.2 Teorem : G, = 0, G; = 1 baslangig¢ kosullari ve V n > 2 igin,
Gn=(1+24)Gpy + Gyy

tekrarlama bagimtisi ile tanimlanan genellestirilmis Pell sayilar1 ile RX?Y € Hg’q icin;

(RX?Y)* = (G"‘l G )

G Gisr

bicimindedir.
Ispat : Ispati matematiksel tiimevarim ilkesinden yapacagiz. k = 2 igin;

0 1 \y/0 1
2 2
(RX®Y) —(1 1+,1q>(1 1+,1q>

1 1+ 24
C\l+, 1+ (A+2)?

-2 9
“\G, G,

oldugu goriiliir. Herhangi bir keyfi k — 1 € Z* icin;
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(RX2Y)k~1 = (Gk-z Gk-l)

Ge-1 G

oldugunu varsayalim. k € Z* igin;

oldugunu gosterelim.

G G 0 1
2y\k — 2yk-1 2vy — (Yk-2 Uk-1
(RX*Y)* = (RX*Y)* "' (RX?Y) = (Gk—l Gy )( 1 1 +/1q>

_ (Gk_l (14 24)Gr_q + Gk_2>
Gy, (14 24)Gy + Gr—q

(Gk—l Gk)
Ge G

oldugu tliimevarim adimindan ve genellestirilmis Pell say1 dizisinin tekrarlama

bagitisindan yararlanilarak goriilir. BoOylece matematiksel tiimavarim ilkesi

geregince V k € Z7 icin;

(RX2Y)k = (G"‘l G )

G Greq

elde edilir.o

5.3.3 Teorem: G, = 0,G; = 1 baslangi¢ kosullar1 ve Vn = 2 igin,
Gn=(1424)Gp_1 + Gy,

tekrarlama bagintisi ile tanimlanan genellestirilmis Pell sayilar1 ile XYR € H&q icin;

AqGr + Gr_y Gy >

XYR)k =
( ) < (1 + Aq)Gk Gy + Gr—q

bicimindedir.

Ispat : Ispati matematiksel tiimevarim ilkesinden yapacagiz. k = 2 igin;

, Ay N\ A 1 AP+ g +1 1+ 2,
(XYR)? = =
1+2, 1)\1+2, 1 (1+2)2,+1+2, 1+2,+1

=</1q(1+/1q)+1 1+, )
(1+2)(1+2,) 1+2,+1

246Gy + G, G,
\(1+2)6, G, +6
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oldugu goriiliir. Herhangi bir keyfi k — 1 € Z* icin;

AqGr—1 + Gy Gr-1 )

(XYR)k-1 = <
(14+2)Gk-1  Groq + Gr—s

oldugunu varsayalim. k € Z* igin;

= (Mt Gea G
(14+2)Gx  Gp+ Gy

oldugunu gosterelim.

A0Grey + Gy Gy 2 1
XYR)* = (XYR)*"1(XYR) = 2 4
(XYR)" = (XYR)™(XYR) < (1+2g)Geot Gy + Gk—z) (1 t4q 1

_ < Aq(AqGro1 + Gr—2) + (1 + A4)Gy—y AqGro1 + Gy + G4 )
Aq(1+25)Grq + (1 4+ 1)) (Go1 + Gr—2) (1 + A4)Gy—y + Gy + Gy,

_ ()lq[(l + Ag)Gro1 + Gr—z] + Gy (14 2¢)Gr—1 + Gz )
(14+2)(AgGr—y + Gr—q + Gr—3) (14 24)Groq + Groq + Gr—3

_ </1q[(1 +2g) G- + Gr_z] + Gy (1+2¢)Gr—1 + Gz )
(1+2)[(1+ A Gy + Gr—z]  [(1 4 24)Grq + Gr—2] + G4

(Gt Gy Gy
N\ (1+2)Ge Gy + Gy

oldugu tlimevarim adimindan ve genellestirilmis Pell sayr dizisinin tekrarlama
bagintisindan yararlanilarak goriiliir. Boylece matematiksel tlimavarim ilkesi

geregince V k € Z7 icin;

AqGy + Gr_y Gy )

XYR)¥ =
(XYR) < (1424)Gx  Gp + Gy

elde edilir.o

5.3.4 Teorem: G, = 0, G; = 1 baslangi¢ kosullar1 ve Vn > 2 icin,
Gn=(1424)Gp_1 + Gy,

tekrarlama bagintisi ile tanimlanan genellestirilmis Pell sayilar1 ile RXY € H&q icin;

G+ Gy (1424)Gy )

RXY)k =
( ) < Gy AqGy + Gy—y

bicimindedir.
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Ispat : Ispat1 matematiksel tiimevarim ilkesinden yapacagiz. k = 2 igin;

, (1 1+2\ (1 1+2, 1+1+4, 1+4,+4,(Q+4y)
"=\ 2, )1 2, )7 2
q q 1+ 4, 1+ 24+ 24

B <1 +2,+1 (1 +/1q)(1+/1q)>
S\ 1+, A(1+2,)+1

(G + Gy (1+24)6,
“\ G, AqGy + Gy
oldugu gériiliir. Herhangi bir keyfi k — 1 € Z* igin;

Gr—1 + Gy (1424)Grq )

(RXY)k-1 = (
Gr-1 AqGr—1+ G

oldugunu varsayalim. k € Z* icin;

G+ Gr—y  (1424)Gy >

RXY)k =
(RXY) < Gy AqGr + G—q

oldugunu gosterelim.

<RXY>"=(RXY)k-1(RXY>=(G"‘1+G"‘2 (1”q)6k—1><1 1+Aq>

Gy-1 AqGr-1 + G J\1 g

_ <(1 +2g)Gr—q + Gy + Gy Ag(1+ )Gy + (1 + 29) (Gy—q + Gk_2)>
AqGr-1 + Gy + G4 Aq(AqGro1 + Gr—2) + (1 + A)Gy—y

_ <(1 +2g)Groq + Gy + Gy (1+25)(AgGroq + Gr—q + Gk_2)>
(14 24)Gy-1 + Gr—s Ag[(1+ 2)G—q + Gr—p] + G4

_ <[(1 +2g)Gro1 + Gr—2] + G (14 2g)[(1 + A) Gy + Gr—s] )
(14 24)Gr1 + Gy Aql(1+2)Gyoq + Ge—z] + Gy

(G4 Gy (14 24)Gy
B Gy AqG + G4

oldugu tiimevarim adimindan ve genellestirilmis Pell sayr dizisinin tekrarlama
bagintisindan yararlanilarak goriiliir. Boylece matematiksel tlimavarim ilkesi

geregince V k € Z7 igin;

G+ Gr—y  (142,4)Gy )

RXY)k =
( ) < Gy AqGr + G—q

elde edilir.o
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5.4  Hj3 Genisletilmis Genel Hecke Grubunun Fibonacci, Lucas, Pell,

Pell-Lucas ve Modified Pell Say1 Dizileri ile iliskisi

Onceki kisimda genisletilmis genel Hecke gruplarindan H3,q grubunun
birtakim elemanlariin matris temsillerinin genellestirilmis Pell say1 dizisi ile olan
iligkisini genel formda A, paremetresine bagh olarak elde ettik. Bu kisimda Hj 5 grubu
ile calisacagimiz igin q =3 alarak A, =1 degerini elde edecegiz. Boylece
Go=0,G,=1 icin, G, = (1 + lq)Gn_l + G,_, Dbi¢iminde tanimladigimiz
genellestirilmis Pell say1 dizisinin A4, = 1 degeri icin, Klasik Pell say1 dizisi haline
geldigi goriilir. Boylece 5.3.1, 5.3.2, 5.3.3 ve 5.3.4 teoremlerinde Hs , igin birtakim
grup elemanlarinin matris temsilleri ile genellestirilmis Pell say1 dizisi arasinda elde
ettigimiz iliskiler, Hs 3 grubu icin ilgili teoremlerde Aq = 1 secilimi ile klasik Pell say
dizileri ile iligkili olacagi agiktir. Ayrica Hsz grubunun grup sunusundan
yararlanildiginda bu iligkilerin Hz 3 grubunun her bir elemani igin var olacag
gorilecektir. Bulgularimizin herbir elemana yonelik oldugunu daha anlasilir olmasi
adina; genisletilmis modiiler grup ile Fibonacci say1 dizisi arasindaki iligkilerin her bir
eleman igin elde edildigi [15] numarali ¢alismada gegen blok yapilar1 perspektifinden
diisiiniilebilir. Bununla birlikte bu kisimda; Hs 5 grubunun her bir elemaninin matris
temsilinin, klasik Pell say1 dizisi ile iliskisini 5.3.1, 5.3.2, 5.3.3 ve 5.3.4 teoremlerinden
yararlanarak elde edecegimiz gibi, [5] numarali ¢alismada belirtilen Q,, = 2q,, ve
Puy1 + By = quy ssitliklerinden yararlanarak Hs 5 grubunun elemanlarimin matris
temsillerinde Pell-Lucas ve modified Pell say1 dizileri ile iliskili olan kisimlar1 da ifade

edecegiz.

Genisletilmis genel Hecke gruplarindan Hp,q gruplarinda p = q = 3 alinarak
elde edilen H; 5 grubunun tretecleri, treteclerinin matris temsilleri ve grup sunusu su
sekildedir:

X(z) = —— Uretecinin matris temsili : ((1) :1)

1 - . 0 =1
Y(2) = —— (retecinin matris temsili : (1 1)

R(z) = i uretecinin matris temsili : (2 (1))
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seklinde olup grup sunusu;

Hy3 =< X,Y,R| X3 =Y3 = R? = (XR)? = (YR)? = | >= Dy *, D;

ya da

Hy3 =< X,Y,R| X3 =Y®=R2 =1,RX = X?R,RY = Y2R >= Dy *3, D;
bicimindedir.

Hj 5 genisletilmis genel Hecke grubunun sunusundan hareketle, bu gruptaki
herhangi bir elemanin gdsterimini; XY, X2Y,XY? ve X?Y? elemanlarinin her birinin
R {iretecinin sol ya da sag ¢arpan olacak bi¢imde ¢esitli kombinasyonlarinin kuvvetleri
olarak yazilir. Bu yazilan temsilde bu yapmnm ilk terimi olarak Y,Y?ya daY3 =1
bulunabilecegi gibi bu yapinin son terimi olarak da R ile birlikte X,Y,X?,Y?yada I
bulunabilir. Yani H; 5 genisletilmis genel Hecke grubunun herhangi bir elemaninin

yazilisginda XY, X2Y, XY? ve X?Y? yapilan karsimiza ¢ikar. Ornegin; Hs ; grubundan
YXXYXXYXXYYYXY elemaninm1 X3 = Y3 = | esitliginden hareketle,

Y(XXY)(XXY)(XX)(YYY)XY = YX2Y X2YY

biciminde ifade ederiz. Ayrica R? = I olusundan hareketle bu elemanin temsilini
asagidaki bigimde yazabiliriz ki bu yazilisin 6nemi, genel formda ileriki kisimlarda
detayli bir bigimde acgiklayacagimiz Pell ve Pell-Lucas say1 dizileri ile iligkinin

Kurulmasini saglamak olacaktir.

Y(XXY)(XXY)(XX)(YYY)XY = YX2YX2YY = Y(X2YR)(RX2Y)Y

seklinde gostermek miimkiindr.

5.4.1 Sonug : Hs 5 grubunda;
i) X2YR = RXY?
i) XY2R = RX2Y
i) XYR = RX2Y?
iv) X2Y2R = RXY

Ispat : Hs;; grubunda; RX = X?R,RY = Y?R esitliklerinin varligi grup
sunusundan bilinmektedir. RY = Y?R esitliginden yararlanarak YR = RY?
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esitligine ulasiriz. Ayrica, benzer bicimde RX = X2R esitliginden yararlanarak
XR = RX? esitligine ulasiriz. Hj 3 grubunun sunusundan yararlanarak elde edilen
esitlikler kullanildiginda ispat asagidaki gibi yapilir.
i) YR = RY? ve RX = X?R esitliklerinden yararlanildiginda;

X2%YR = X*(YR) = X?(RY?) = (X?R)Y? = (RX)Y? = RXY?

olarak elde edilir.

i) RY = Y?R ve XR = RX? esitliklerinden yararlanildiginda;
XY2R = X(Y2R) = X(RY) = (XR)Y = (RX?)Y = RX%Y

olarak elde edilir.

iii) YR = RY? ve XR = RX? esitliklerinden yararlamldiginda;
XYR = X(YR) = X(RY?) = (XR)Y? = (RX?)Y? = RX2Y?

olarak elde edilir.

iv)  RY = Y?R ve RX = X?R esitliklerinden yararlanildiginda;
X2Y2R = X2(Y2R) = X2(RY) = (X2R)Y = (RX)Y = RXY

olarak elde edilir.

Hj 3 grubunda;
m = X?YR = RXY?
n = XY%R = RX?Y
t = XYR = RX?Y?
l = X?Y?R = RXY

olsun. Boylece;

m = X?YR = RXY? = (i (1))

n = XY2R = RX?Y = ((1) ;)
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t = XYR = RX?Y? = (; 1)

_ y2y2p — _(1 2

| = X2y R—RXY—(l 1)
oldugu goriiliir. Bu elemanlarin matris temsillerinin kuvvetlerini aldigimizda, elde
edilen matrisin dgelerinin Pell, Pell-Lucas ve modified Pell say1 dizileri ile iliskili

olacagi goriilecektir. Bunu asagidaki sekilde belirtelim.
5.4.2 Sonug : Hs 3 grubunda; m = X?YR = RXY? olmak (izere,
k_ (2 1k_(Pk+1 Pk)
m-= (1 0) =\p, P,
bicimindedir.

Ispat : Teorem 5.3.1°de 4, = 1 alindiginda ve Sonug 5.4.1°de Hj 3 grubu icin
var olan X2YR = RXY? esitliginden yararlanildiginda;

=G =0 )

oldugu goriiliir.
5.4.3 Sonug : Hs 5 grubunda; n = XY?R = RX?Y olmak Uzere,
nk=(0 1)k=(Pk—1 Pk)
1 2 Py Pryq
bicimdedir.

Ispat : Teorem 5.3.2°de Aq = 1 alindiginda ve Sonug 5.4.1°de Hs 5 grubu icin
var olan XY2R = RX?Y esitliginden yararlanildiginda;

kP P
nk=(0 1) =(k—1 k>
1 2 Py Prs1
oldugu goriiliir.
5.4.4 Sonug : Hs 3 grubunda; ¢t = XYR = RX?Y? olmak lizere,
i = (L 1)" _ (Pk_1 + P Py )

2 1) = 2P, P,_1+ P

bicimindedir.
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Ispat : Teorem 5.3.3’de Aq = 1 alindiginda ve Sonug 5.4.1°de Hj 3 grubu igin
var olan XYR = RX?Y? esitliginden yararlamldiginda;

= (1 1)" _ (Pk_1 + P, Py )
2 1 2Py P11+ Py

oldugu gortiliir.
5.4.5 Sonug : Hs 3 grubunda; [ = X?Y2R = RXY olmak Uzere,

e = (1 2)" _ (Pk_l + Py 2Py )
11 Py Pt + Py

bicimindedir.

Ispat : Teorem 5.3.4°de Aq = 1 alindiginda ve Sonug 5.4.1°de H; 5 grubu igin
var olan X2Y2R = RXY esitliginden yararlanildiginda;

lk=(1 2)":<Pk_1+Pk 2Py )
1 1 Py Peq+ Py

oldugu goriiliir.

Ayrica [5] numarali ¢alismadan asagidaki esitlikler bilinmektedir.

Qr = 2qx
P+ Pr_q = qx
Bu esitliklerden yararlanarak;
Qx
Pe_1+ Py =dk =

ifadesine ulasiriz. Boylece Sonug 5.4.4 ve Sonug 5.4.5te elde ettiklerimizi asagidaki

bicimde belirtmek mumkdn hale gelir.

5.4.6 Sonug : Hs 3 grubunda; t = XYR = RX?Y? olmak Uzere,

Qk
2 1
2P, %

bicimindedir.
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i . , k_ (1 1k_<Pk—1+Pk Py
Ispat : Sonu¢ 5.4.4’ten, t"* = (2 1) = 2P, Pe_y + Py
oldugu bilinmektedir. Ayrica, P,_; + P, = % esitliginden yararlanildiginda;
Qx
th = (1 1)k — 2 P
2 1 Qx
2P, —
o2
elde edilir.o
5.4.7 Sonug : Hs 3 grubunda; t = XYR = RX?Y? olmak Uzere,
tk=(1 1)k=(CIk Pk)
2 1 2Py qx
bicimindedir.
i . ; k_ (1 1k_<Pk—1+Pk Py,
Ispat : Sonu¢ 54.4’ten, t° = (2 1) = 2P, Pey + Py
oldugu bilinmektedir. Ayrica, P_q + P, = q;, esitliginden yararlanildiginda;
tk:(l 1)k:<QR Pk)
2 1 2P, qx
elde edilir.o
5.4.8 Sonug : Hs 3 grubunda; [ = X?Y2R = RXY olmak (izere,
Qk
ke — (1 2>k _ > 2P,
1 1 p %
o2
bicimindedir.
i . ; k_ (1 Zk_(Pk—1+Pk 2Py
Ispat : Sonug 5.4.5°ten, [*= (1 1) = P, Pey + P,
oldugu bilinmektedir. Ayrica, P,_; + P, = % esitliginden yararlanildiginda;
Qk
ko — (1 2)k _ > 2P,
1 1 Qk
Py >

elde edilir.o
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5.4.9 Sonug : Hs 3 grubunda; [ = X?Y2R = RXY olmak Uzere,
k_ (1 2 k_(Qk zpk)
r= (1 1) \ P qk
bicimindedir.

1 2)" _ (Pk_l + Py 2P )
1 1 Py P,_1+ Py
oldugu bilinmektedir. Ayrica, Px_q + P, = q;, esitliginden yararlanildiginda;

= (b2 (% 2

Ispat : Sonu¢ 5.4.5ten, l"=(

elde edilir.o

5410 Uyann : Tamimladigimiz genellestirilmis Pell say1 dizisinden
yararlanarak elde ettigimiz ve yukarida sonuclar halinde ortaya koydugumuz iireteg

matrislerin bazilari, literatiirdeki birtakim ¢aligmalarla cakisir. Ornegin; Ercolano’nun

k & 2Pk

k P P,
[9] numarali galismasinda (i %)) = ( ;‘;rl p k )ve (1 21) = 2
k k—1

olarak elde edilmistir.

5.4.11 Ornek : Hy 5 grubunda XYYXXYXYYXY elemanmin matris temsilini

Pell sayilar ile iligkili olacak bicimde yazalim.

XY2=Rm=nR, X?Y =Rn, XY = Rl ve R? = esitlikleri ile XYYXXYXYYXY

elemanini asagidaki bigcimde gostermek mimkandr:

XYYXXYXYYXY = (XYY)(XXY)(XYY)(XY)
= (Rm)(Rn)(Rm)(R])
= (nR)(Rn)(nR)(RI)
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5.4.12 Ornek : Hz; grubunda XXYXYYXXYXXYXXYXY elemanmin Pell

sayilari ile baglantisini asagidaki bigimi ile kurmak miimkiindiir.

X?’Y=Rn=mR , XY?=Rm , XY=Rl ve R?=1 oesitlikleri ile
XXYXYYXXYXXYXXYXY elemanini agsagidaki bigimde gostermek miimkiindiir:

XXYXYYXXYXXYXXYXY = (XXY)(XYY)(XXY)(XXY)(XXY)(XY)
= (Rn)(Rm)(Rn)(Rn)(Rn)(RI)
= (mR)(Rm)(mR)(Rn)(mR)(RI)
= m3nml ;
-G WG DG JG D)
_ (P4 P3) (PO Pl) (Pz Pl) (PO + P 2P, )
P; P,J\Py P,J\P, P P; Py + P4
5.4.13 Ornek : Hj 3 grubunda XXYXYXYXXYXXYYXYY elemaninin matris

temsilini Pell sayilari ile iligkili olacak bicimde yazalim.

X?Y =Rn=mR,XY =Rl =1tR,X*Y?=Rt=1IR,XY?> =Rm ve R?Z=1]
esitlikleri ile, XXYXYXYXXYXXYYXYY elemanim asagidaki bicimde gostermek

mUmkindur:

XXYXYXYXXYXXYYXYY = (XXY)(XY)(XY)(XXY)(XXYY)(XYY)
= (Rn)(RD(RD)(Rn)(Rt)(Rm)
= (mR)(R)(tR)(Rn)(IR)(Rm)

= mltnlm
-G DG D6 DG DG D6 o)
- (E 12) (PO;’ZPl Pozflpl) (PonfraPl Polj:Pl)(f’: l;l) (Po;rlpl PozflPl) (if 2)

5.4.14 Ornek : H;3 grubunda RXRYYRXRYYXRYRXXY elemaninin matris

temsilini Pell sayilart ile iligkili olacak bigimde yazalim.

Hs3 grubunun sunusundan RX = X?R,RY = Y?R oldugu bilinmektedir. Yine
grup sunusundan R? =1 esitligini, RX = X?R,RY =Y?R esitliklerinde
kullanidigimizda; RXR = X? ve YR = RY? oldugu kolayca goriiliir. Bu esitlikleri;
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RXRYYRXRYYXRYRXXY elemaninda kullanirsak;
RXRYYRXRYYXRYRXXY = (RXR)YY(RX)RYYXR(YR)(XXY)
= (X?)YY(X?R)RYYXR(RY?)(XY)
= (X*)YYX2(RR)YYX(RR)Y?(X?Y)
= (XD)YYX2YYXY2(X2Y)
= (X*Y?)(X*Y?)(XY?)(X?Y)
elde edilir. Ayrica X2Y%2 = Rt = IR ,XY? = Rm = nR ve X?Y = Rn esitlikleri ile,
RXRYYRXRYYXRYRXXY = (X?Y?)(X?Y?)(XY?)(X?Y) elemanmm  asagdaki

bicimde gdstermek mimkunddr:
(X2Y?)(X2Y?)(XY?)(X?%Y) = (Rt)(Rt)(Rm)(Rn)
= (IR)(Rt)(nR)(Rn)
= ltn?
1 23/1 1/ 1
=(1 1)(2 1)(1 2)

B (PO + P 2P ) (Po + P P ) (Pl P2>
- P; Py + P, 2P; Py+ P /\P, P;

2

Ozetle belirtirsek, bu bliimiin buraya kadar olan kisminda, Hs 5 grubundaki
herhangi bir elemanin matris temsilinin Pell sayilari1 kullanilarak ifade edilebilecegini
gdstermis olduk. Hatta, birtakim 6zdeslikler yardimiyla, Hj 3 grubundaki bir elemanin
matris temsilinin Pell, Pell-Lucas ve modified Pell sayilar1 kullanilarak ifade
edilebilecegini ortaya koyduk. Bu bdliimiin bundan sonraki kisminda ise Hs s
grubundaki bazi elemanlarin matris temsillerinin ve bu matris temsilinin kuvvetlerinin
Fibonacci sayilari ile iliskili oldugunu ifade edecegiz. Ayrica, bu matris temsillerinin

izlerinin birer Lucas say1s1 oldugunu ortaya koyacagiz.
H;; grubunda, a = XY ,b = X2Y2 ¢ = YX ve d = Y2X? olsun. Boylece;

a=XY=(1 1)

1 2
b=X2y2 = (? 11)
c=YX= (_i _;)
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d=Y2X?= (_i _i)

oldugu goriilir. Bu matrislerin kuvvetlerini aldigimizda, elde edilen matrisin

Ogelerinin Fibonacci say1 dizisi ile iliskili oldugu goriiliir.
5.4.15 Teorem : Hj 3 grubunda a = XY olmak Uzere,
qk = (1 1)k _ (FZk—l Fak )
1 2 Fo Far41
bigiminde olup, bu matrisin izi L, dir [17].

5.4.16 Teorem : Hj 3 grubunda b = X?Y? olmak Uzere,

pk — (2 1)k _ (F;'k+1 FFZk )
2k 2k-1

biciminde olup, bu matrisin izi L, dir [17].

5.4.17 Teorem : Hj3 grubunda ¢ = YX olmak Uzere,

ok = (—1 1)k _ (F2k—1 _F2k>
1 =2 —Fak Farsr

biciminde olup, bu matrisin izi L, dir.

5.4.18 Teorem : Hj 3 grubunda d = Y?X?2 olmak (izere,

k(2 -1\ _ (F2k+1 —sz>
d (—1 1> —For For—1

biciminde olup, bu matrisin izi L, dir.

5.4.19 Ornek : Hz; grubunda (X2Y?)3(YX)%(XY)*(Y?X?)? elemaniin

matris temsilini Fibonacci sayilari ile iliskili olacak bicimde yazalim.

Yukaridaki teoremlerden yararlanildiginda, (X2Y?)3(YX)2(XY)*(Y2X?)?elemanim

asagidaki bigimde géstermek miimkiindiir:

(XZYz)3(YX)2(Xy)4(Y2X2)2 — b3C2a4d2
3 2 4

-G D06 YE D

(DG B DG P
~\Fg  Fs)\-F  FJ\Fy FJ\-F, F
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5.4.20 Ornek : Hs 5 grubunda,
X2YXY2XY2X2YXY2X2Y (XY)3(Y2X2)XYX2Y2X2Y2XY (X2Y?)*(YX)3
elemaninin matris temsilini Fibonacci, Pell, Pell-Lucas ve modified Pell sayilari ile

iligkili olacak sekilde yazalim.

_ N
S
—

m = X2YR = RXY?2 =(

~
= o
[N
—

n = XY?R = RX?Y =

t=XyR=Rx?v*=(] 1)
=xv?R=Rxy =(7 %)
.
perria( Y
con-( Y
err ()

biciminde oldugu ve kuvvetlerinin de asagidaki sekilde oldugu bu bolimdeki

bulgularimiz araciligi ile bilinmektedir.

K (2 1k_(Pk+1 Pk)
mr = =
(5 o) P, P,
nk:(O 1>k:(Pk—1 Py >
1 2 Pe  Pryq
Qk
— P
t"=(1 1)k_<Pk—1+Pk Py ): 2 k :<Qk Pk)
2 1 2P P+ Py Qk 2P, qx
2P =
Qk
<k op
lk—(l Z)k:<Pk—1+Pk 2Py ): 2 § :<Qk 2Pk>
1 1 Py P+ Py Qk P qx
Py 7
For_q Fop
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=G =R
=0 B -0
e S ] o

Forq
—Fy
Fok1
—Fy
Fop—q

For

)
)
)

H3 3 grubunun sunusundaki R? = I olusunu ve yukaridaki esitlikleri, drnekte

uyguladigimizda verilen elemanin matris temsilini bu 6zel sayr dizileri araciligiyla

asagidaki bigimde ifade etmek miimkiin hale gelir.

X2YXY2XY2X2YXY2X2Y(XY)3(Y2X2)SXYX2Y2X2Y2XY (X2Y?2)*(YX)3
= X2Y(RR)XY2XY2(RR)X?YXY2(RR)X2Y (XY)3(Y2X%)5XY (RR)X2Y2X2Y2(RR)XY (X2Y2)*(YX)3
= (X2YR)(RXY?)(XY2R)(RX2Y)(XYZR)(RX2Y)(XY)3(Y2X2)5(XYR)(RX2Y?)(X2Y2R)(RXY)(X2Y2)*(YX)3

— m2n4a3d5t212b4c3
(2 1V 0 1yt
_(1 0) (1 2) (1
_(Ps P, (P3 P\ (Fs
P, P1) P, P5> (F6

1

Fe
F

3

2) (1

)

PN 2
DG )
Q
Fiy _F10> 2
—Fio Fy 2p,
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6. SONUC VE ONERILER

Bu boliimde ¢aligmada elde edilen 6zgiin sonuglar 6zetlenecek ve literatiirdeki

calismalarla tartigilacaktir.

Ikinci béliimde literatiirde Fibonacci polinomlar1 icin verilen (irete¢ matristen
ve Fibonacci ile Lucas polinomlar: arasindaki bazi 6zdesliklerden yararlanarak Lucas
polinomlar1 i¢in farkli bir iireteg matris elde edilmistir. Boylece Lucas polinomlarini
da matris teorisindeki yaklagimlarla calisma konusunda bir arag¢ elde edilmistir. Bu
Urete¢ matris Lucas polinomlar1 ve Lucas polinomlart ile iligkili olan birtakim
polinomlar hakkinda pratik ¢alisma imkani1 saglar ve yeni bir¢ok 6zdeslik elde etmede
yararlanilabilir. Ayrica bu boliimde Lucas ve Pell polinomlariyla ilgili 6zdeslikler elde

edilmistir. Bu sayede ilerleyen bolimlerde yeni trete¢ matrislere ulasilmistir.

Tezin Ug¢iincii bolimiinde, tekrarlama iliskisi ile tanimli Fibonacci, Lucas ve
Pell polinomlarmin Binet formiillerinden yararlanarak farkli temsil bigimlerinin
verildigi [10,11] c¢alismalarinda ifade edilenler farkli yaklasim ve tekniklerle
ispatlanmigtir. Ayrica bu c¢alismalarda ele alinmayan kisimlar da g¢aligilmistir. Pell
polinomlarinin indis siniflamasia gore karmasik hiperbolik fonksiyonlar cinsinden
temsili verilip, Pell polinomunun farkli temsil bigimlerine yonelik genel kok formulleri
elde edilmistir. Ayrica bu 6zel polinom smiflarindaki herhangi bir polinomun
koklerinin, ayn1 polinom sinifindaki bagka birtakim iiyelerinin goriintiileri incelenip,

birbirleri arasindaki iligkiler irdelenmistir.

Tezin dordiincii boliimiinde, Lucas ve Pell polinomlari i¢in yeni Ureteg
matrisler elde edilmistir. Boylece paremetrelerinde Pell polinomlarinin kok degeri
olan Ureteclere sahip lineer gruplara yonelik; Uretec¢ 6zellikleri, eleman 6zellikleri ve
grup yapilari hakkinda elde ettigimiz bulgular ifade edilmistir. Ayrica Slanina’nin [13]
caligmasinda ele almadig1 Fibonacci polinomlarin kdk degeriyle iliskili lineer gruplara
yonelik; Urete¢ Ozellikleri, eleman ozellikleri ve grup yapilart hakkindaki
tespitlerimize yer verilmistir. Yapilan bu incelemeler neticesinde her bir polinom sinifi
icin tablolar yapilmis ve elde edilenlerin ilging bir bi¢imde benzerlik gosterdigi tespit

edilmistir.
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Tezin besinci bolimiinde genellestirilmis Pell say1 dizisi tanimlanmisir. Bu
say1 dizisinin bir¢ok tirete¢ matrisi elde edilmistir. Bu tanimladigimiz genellestirilmis
say1 dizisinin parametresinde 1 alindig1 takdirde klasik Pell say1 dizisinin elde edildigi
goriilmiistiir. Elde ettigimiz iireteg¢ matrislerin bu 6zel degerde literatuirdeki klasik Pell
say1 dizisiyle iligkili olarak elde edilmis iirete¢ matrislerle cakistig1 goriliir. Ayrica,
Hj, genisletilmis genel Hecke grubunun bazi elemanlarmin matris temsilindeki
Ogelerinin her birinin tanimladigimiz genellestirilmis Pell say1 dizisinin elemanlartyla
iliskili oldugu belirtilmistir. Ozelde Hy 3 grubu alindiginda bu grubun her elemanin
matris temsilindeki her bir matris 6gesinin klasik Pell say1 dizisinin birer terimi oldugu
tespit edilmistir. Bununla birlikte sayilar teorisindeki birtakim 6zdesliklerden
yararlanarak H; ; grubunda klasik Pell say1 dizisi ile iliskili olarak elde ettigimiz
matris temsillerinin Pell-Lucas ve modified Pell sayilari ile iliskili bir bi¢cimde ifade
edilebilecegi ortaya konulmustur. Ayrica Hz3 Ve Hz3 grubunda bazi elemanlarin
matris temsillerindeki her bir 6genin, Fibonacci say1 dizisinin bir terimi oldugu tespit
edilmistir. Bununla birlikte bu gruplardaki bu elemanlarin izlerinin birer Lucas sayisi
oldugu goriilmiistir. Boylece Hs; ve Hss grubundaki elemanlarin &zel sayi
dizilerinden Fibonacci, Lucas, Pell, Pell-Lucas ve modifid Pell sayilar ile iligkileri
ortaya konulmustur. Tezin bu boliimii genel Hecke grup sinifi ve genisletilmis genel
Hecke grup sinift ile 6zel sayi dizileri arasinda iliskilerin incelendigi ilk ¢alisma olma

ozelligine sahiptir.
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