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           Bu çalışmanın amacı; analitik fonksiyonların Smirnov Orlicz ve değişken 
üslü Smirnov sınıflarında yaklaşım teorisinin bazı problemlerini incelemektir. 
           Tez, altı bölümden oluşmaktadır.  
           Birinci bölümde; yaklaşım teorisinde araştırılan problemler ve kompleks 
düzlemde yaklaşım teorisinin gelişimi ile ilgili kronolojik bilgi verilmiştir. 
           İkinci bölümde; önce ileriki bölümlerde kullanılacak olan temel tanımlar ve 
teoremler verilmiş, daha sonra bazı fonksiyon uzayları tanımlanmıştır. 
           Üçüncü bölümde; N fonksiyonlar ve Orlicz uzayları tanımları yer 
almaktadır. Daha sonra yaklaşımın incelendiği Smirnov Orlicz sınıfları ve bu 
sınıflardaki yaklaşım teoremleri incelenmiştir. 
           Dördüncü bölümde; değişken üslü Lebesgue uzayları ve yaklaşımın 
incelendiği değişken üslü Smirnov sınıfları tanımlanmıştır. 
           Beşinci bölümde; önce yaklaşım teorisinde yaklaşan polinomların inşası 
için önemli olan Faber polinomları araştırılmıştır. Daha sonra Faber serileri ve 
analitik fonksiyonların Faber serileri, karmaşık düzlemin basit bağlantılı 
bölgelerinde incelenmiştir. 
           Altıncı bölümde; karmaşık düzlemin basit bağlantılı bölgelerinde Bernstein 
& Walsh düz ve ters teoremleri araştırlmıştır. Daha sonra Suetin [25] Smirnov 
sınıflarında ve Israfilov, Daniyal M, Oktay, Burçin, Akgün, Ramazan [19] 
Smirnov Orlicz sınıflarında Faber serilerinin yaklaşım hatası ile ilgili sonuçlar 
incelenmiştir. Ayrıca değişken üslü Smirnov sınıflarında da maksimal yakınsaklık 
ile ilgili sonuçlar elde edilmiştir. 

Son bölümde ise, altıncı bölümde elde edilen sonuçların bir özeti 
verilmiştir. 
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ABSTRACT 

MAXIMAL CONVERGENCE PROBLEMS IN SOME FUNCTION 
SPACES 

MSC THESIS 
ESRA AYDIN 

BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE 
MATHEMATİCS 

 
(SUPERVISOR: ASSOC. PROF. DR. BURCIN OKTAY YONET ) 

BALIKESİR,  JANUARY 2018 
 
The purpose of this work is to investigate some problems of approximation 

theory of analytic functions in Smirnov Orlicz and Smirnov classes with variable 
exponent of analytic functions. 

This thesis consists of six chapters.  
In the first chapter; investigated problems in the approximation theory and 

some chronological information about approximation theory and its progress are 
given in the complex plane.   

In the second chapter; basic definitions and theorems which are used in the 
following chapters are given. After that, some function spaces and are defined. 

In the third chapter; definitions of N functions and Orlicz spaces are 
studied. After that, Smirnov Orlicz classes which are approximation are 
investigated and approximation theorems in these classes are investigated. 

In the forth chapter; Lebesgue spaces with variable exponent and Smirnov 
classes with variable exponent which are approximation are investigated are 
defined. 

In the fifth chapter; firstly, Faber polynomials which have been important 
in the construction of approximant polynomials in approximation theory are 
investigated. Secondly, Faber series and Faber series of analytic functions are 
investigated on the simply connected domains of the complex plane. 

In the sixth chapter; the direct and the inverse theorems of Bernstein & 
Walsh are investigated. Results of approximation error in Smirnov classes of 
Suetin [25] and Smirnov Orlicz classes of Israfilov, Daniyal M, Oktay, Burçin, 
Akgün, Ramazan [19] are generalized to more general domains. Morever, results 
of maximal convergence in Smirnov classes with variable exponent are obtained. 

In the last chapter the results which obtained are summarized in sixth 
chapter. 

KEYWORDS: Faber polynomials, Faber series, Riemann conformal mapping, 
theorem of maximal convergence, Smirnov Orlicz class, Lebesgue space with 
variable exponent, Smirnov class with variable exponent. 
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1. GİRİŞ 

               Yaklaşım teorisinde problemleri araştırırken, matematikte ve uygulamalı 
bilimlerde aradığımız fonksiyonların analitik ifadelerini bulmak zor olabilir veya bu 
fonksiyonların sadece belirli özellikleri verilebilir. Bu gibi durumlarda, aranılan 
fonksiyonların yaklaşık ifadelerinin bulunabilmesi, problemin çözümü için yeterli 
olabilir. Aranan fonksiyonlar genellikle belli fonksiyon uzaylarında yer alır. Belli 
özelliklere sahip fonksiyon uzaylarının elemanlarına, bu uzayın bir alt uzayından 
olup daha iyi özelliklere sahip olan fonksiyonlarla yaklaşım problemleri incelenir. Bu 
problemler genellikle nitelik problemleri ve nicelik problemleri olarak 
incelenmektedir.  

             X normlu bir uzay, Y ise onun bir alt uzayı olsun. Bir ݔ ∈ X verildiğinde her 
ε > 0 için ‖ݔ − ‖ݕ  < ε olacak şekilde bir ݕ ∈ Y elemanı bulunabiliyorsa (X,Y) 
çiftinde yaklaşımın nitelik problemi pozitif çözümlenmiştir denir. Yaklaşım 
teorisinin nicelik problemleri, X uzayından alınan elemanlara Y alt uzayının 
elemanları ile mümkün olan yaklaşım hızının araştırıldığı problemlerdir. Örneğin; bir 
X uzayı ve onun iki farklı ଵܻ  ve ଶܻ  alt uzayı verilmiş olsun. ݔ  ∈ X aldığımızda 
varsayalım ki öyle  ( ݕ

(ଵ))ୀଵ
ஶ  ⊂ ଵܻ ve  (ݕ

(ଶ))ୀଵ
ஶ ⊂ ଶܻ  dizileri bulunabilir ki 

                                     ቛݔ − ݕ
(ଵ)ቛ


 ≤ 

ଵ
మ                                                     (1.1)      

                                ቛݔ − ݕ
(ଶ)ቛ


 ≤ 

ଵ
య                                                     (1.2) 

eşitsizlikleri sağlansın. Burada (1.2) eşitsizliğinin yaklaşım hızının daha yüksek hıza 
sahip olduğu görülür. Ayrıca yaklaşım teorisinde bu problemler incelenirken, iki 
önemli kavram olan en iyi yaklaşım sayısı ve en iyi yaklaşan polinom kullanılır. 

              En iyi yaklaşım sayısının üstten değerlendirilmesi ile ilgili problemlere 
yaklaşım teorisinin düz problemleri, elde edilen teoremlere ise düz teoremler denir. 
Bunun tam zıttı olan yani en iyi yaklaşım sayısına göre fonksiyonun yapısal 
özelliklerinin araştırıldığı problemlere yaklaşım teorisinin ters problemleri denir.  

            1885 yılında ilk defa Weierstrass  [a,b]⊂ ℝ’de sürekli fonksiyonlara cebirsel 
polinomlarla yaklaşımın mümkünlüğünü ispatlamıştır. 1912 yılında [0,2π] aralığında 
sürekli ve 2π periyotlu fonksiyonlar uzayında düz teoremler Jackson tarafından elde 
edilmiştir. Aynı yıl Bernstein aynı uzayda ters teoremleri vermiştir. 

 p < ∞, Smirnov sınıflarında yaklaşım hızının değerlendirilmesi  > 1 , (ܩ)ܧ              
problemi 1959 yılında Walsh ve Russel [1] tarafından çalışılmıştır. Bu çalışmada 
kompleks düzlemde sınırı analitik eğri olan, basit bağlantılı, sınırlı G bölgesi göz 
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önüne alınmış, polinomlarla yaklaşımın hızı değerlendirilmiştir. 1960 yılında S. Ya. 
Al’per [2] bölgenin sınırını Dini-düzgün eğri alıp polinomlarla yaklaşımın düz ve 
ters teoremlerini elde etmiştir. Daha sonra 1967 yılında V. M. Kokilashvili [3] , 
Al’per’in sonuçlarını geliştirmiş ve bölgenin sınırının Dini-düzgün eğri olduğu 
durumda düz ve ters yaklaşım teoremlerinin bazı iyileştirmelerini ispatlamıştır. 

              Kompleks düzlemde yaklaşım problemleri daha genel uzaylar için de 
incelenmiştir. 1968 yılında V. M. Kokilashvili [4] tarafından Smirnov sınıflarının bir 
genellemesi olan ܧெ(ܩ)  Smirnov Orlicz sınıfı tanımlanmış ve bölge sınırı Dini-
düzgün eğri iken bazı ters yaklaşım teoremlerini ispatlamıştır. Bu uzayda düz 
teoremler son yıllarda D. M. Israfilov ve A. Güven [5] tarafından Carleson eğrisi ile 
sınırlı bölgede tanımlı fonksiyonların Smirnov Orlicz sınıfının belirli bir alt uzayında 
ispatlanmıştır. 

              Matematiğin bir çok uygulama problemleri ve mekanik problemlerinin 
çözümünde belli süreçleri ifade eden fonksiyonlar klasik Lebesgue uzaylarına ve 
bunların analitik genişlemeleri olan uzaylara ait olmayabilir. Örneğin; mekanikte 
bazı sıvılar elektrik alanına veya diğer etkenlere maruz kaldıklarında davranışları 
dramatik şekilde değişebilir. Bu gibi durumlarda, süreci ifade eden fonksiyonlar da 
hızlı değişime uğramış olur ve bu fonksiyonların klasik uzaylarda incelenmesi de 
zorlaşır. Bunun dışında bir çok fizik problemlerinin çözümünde (örneğin; sinyallerin 
alınması ve yeniden işlenmesi, termistör, magnetoistatistik ve diğer problemlerin 
çözümünde) incelenmesi gereken sürecin matematik modellenmesinde klasik 
uzayların yeterli olmadığı görülmektedir. Değişken üslü uzayların ortaya çıkmasının 
başlıca nedenleri de yukarıda söz konusu olan süreçlerin matematik modellenmesinin 
bu uzaylarda mümkünlüğüdür. Bu uzaylar, matematik literatüre Orlicz tarafından 
1930 yıllarında dahil edilse de bunların sistematik şekilde araştırılmasına 1990 
yıllarından sonra başlanılmıştır. Bunun nedeni, bilim ve teknolojinin gelişimi ile 
bağlantılı olarak matematik modellenme problemlerinin yükselen bir şekilde artması 
ve değişken üslü uzayların bu modellenmeler için iyi bir alternatif oluşturmasıdır. 

              Bu tezde, Smirnov Orlicz sınıfları ve değişken üslü Smirnov sınıfları göz 
önüne alınıp, bir K kontinyumunda Faber serilerinin kısmı toplamları ile yaklaşım 
problemleri araştırılmış ve yaklaşım hızı değerlendirilmiştir. 

               Bilindiği gibi, birim diskte analitik olan bir fonksiyon diskte yakınsak 
kuvvet serisine açılabilir. Diğer yandan, diskten farklı basit bağlantılı bir bölgede 
tanımlı analitik fonksiyonun bir kuvvet serisine açılabileceğini iddia edemeyiz. Bu 
tip bölgelerde fonksiyonun kuvvet serisinden farklı seri açılımlarının elde edilmesi 
gerekir. Bu seri açılımlarından bir tanesi de Faber seri açılımı olarak bilinmektedir. 
Bu seriler, Faber polinomları olarak bilinen polinomlar ile ifade edilirler. 

              Faber polinomları, kompleks değişkenli fonksiyonlar için yaklaşım 
teorisinde önemli bir rol oynar. Faber polinomlarının serisi, basit bağlantılı 
bölgelerde analitik fonksiyonların gösterimi için kullanılır ve analitik fonksiyonların 
yaklaşımı üzerine pek çok teorem bu serilerin yardımıyla ispatlanır.  
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              1885 yılında C. Runge sınırlı, basit bağlantılı bir G bölgesinde analitik olan 
 .polinom dizisiyle düzgün yakınsamayı ispatlamıştır {(ݖ)Φ} fonksiyonuna bir (ݖ)݂
Bu teorem, polinomlarla analitik fonksiyonlara yaklaşım durumunda en basit K. 
Weierstrass teoremi olarak düşünülebilir. 1903’de G. Faber, ݂(ݖ) fonksiyonu için 
Runge’nin tanımını kullanarak keyfi basit bağlantılı G bölgesi durumunda Taylor 
serilerinin genelleştirilmesinin inşa edilmesine dayanan bir problemi araştırmıştır. 
Herhangi |ݖ − |ݖ < ܴ diski olmak üzere, bu diskte analitik olan ݂(ݖ) fonksiyonu, 
ݖ)} −  )}  polinomlar sistemi yardımıyla bir seriye açılabilir. Buna göre, Faberݖ
makalesinde keyfi sınırlı basit bağlantılı G bölgesi için bu bölgede analitik olan ݂(ݖ) 
fonksiyonunun   

(ݖ)݂                                    = ∑ ܽΦ(ݖ),                     ஶ
ୀ ∋ ݖ  (1.3)                          ܩ 

serisine açılabilecek şekilde bir {Φ(ݖ)} polinomlar sistemini incelemiştir. Burada 
{ܽ}  katsayıları G bölgesine bağlı ve ݂(ݖ)  fonksiyonu yardımıyla tanımlanır. Bu 
çalışmada Faber, G bölgesinin Γ sınırının regüler analitik eğri olma durumunu 
incelemiştir. Buradaki {Φ(ݖ)}  polinomları daha sonra Faber polinomları olarak 
adlandırılmıştır. 

               Faber, bir ܭ  kontinyumu için {Φ(ݖ)}  Faber polinomları dizisini 
tanımlamıştır. İlk makalesinde ܭ  kontinyumunun Γ analitik sınırına sahip basit 
bağlantılı ܩ  bölgesinin kapanışı olduğu durumda ܩ ’de analitik herhangi bir ݂(ݖ) 
fonksiyonunun ܩ ’de mutlak ve düzgün yakınsak olan bir Faber serisine 
açılabileceğini göstermiştir. Bir başka makalesinde ise ݂(ݖ)’in bağlantılı tümleyene 
sahip sınırlı bir kontinyum üzerinde analitik olduğu durumda fonksiyonun ܭ ’da 
mutlak ve düzgün yakınsak olan bir Faber serisine açılabileceğini ispatlamıştır.  

              Faber’den sonra W. Sewell, A.I, Markushevich, S. Y. Alper, S. N. 
Mergelyan, V. K. Dzyadyk, V. S. Rogozhin, G. M. Goluzin, V. I. Smirnov ve  N. A. 
Lebedev gibi bir çok matematikçi ܩ  bölgesinin çeşitli geometrik koşulları altında  
Faber serilerinin yardımıyla düz ve ters yaklaşım teoremleri elde etmişlerdir. Faber 
serileriyle yaklaşım problemleri günümüzde de pek çok matematikçi tarafından 
çalışılmaktadır. 

             ݂ fonksiyonunun ܩோ , R > 1, kanonik bölgesinde analitik fonksiyon olması 
durumunda Bernstein & Walsh, polinomlar ile yaklaşımın düz teoremlerini elde 
etmişlerdir. Bernstein & Walsh, ݂  fonksiyonunun ܭ  kontinyumunda sürekli ve 
kontinyumun iç noktalarında analitik olması durumunda belli koşullar altında, ݂’in  
ோܩ , 1 < R, kanonik bölgesinde analitik olduğunu ifade eden yaklaşımın ters 
teoremlerini elde etmişlerdir. Ayrıca, cebirsel polinomun ܭ  kontinyumundaki 
maksimal değerine göre polinomun daha geniş bölgedeki artış hızını belirlemişlerdir. 

              Bu tez çalışmasında, ܧ(ܩோ) Smirnov, ܧெ(ܩோ) Smirnov Orlicz ve ܧ(∙)(ܩோ) 
değişken üslü Smirnov sınıflarında maksimal yakınsaklığı karakterize eden teoremler  
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araştırılmıştır.  1 < > ߩ   ܴ  olmak üzere z’nin ܭ ’dan daha geniş olduğu   ఘതതതܩ  
bölgesinde olduğu durumda Smirnov Orlicz sınıflarında Faber serilerinin maksimal 
yakınsaklık özelliğini karakterize eden teorem elde edilmiştir. Ayrıca ݖ ∈  ܭ
olduğunda değişken üslü Smirnov sınıflarında Faber serilerinin maksimal 
yakınsaklık özelliğini karakterize eden teorem elde edilmiştir. 
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2. ÖN BİLGİLER 

2.1 Temel Tanımlar ve Teoremler 

2.1.1 Tanım: [a,b]⊂ℝ olmak üzere, sürekli bir  

                                              γ: [a,b] → ℂ 

fonksiyonuna ℂ düzleminde bir  eğri  denir.  γ (a) = γ (b) ise  γ’ya  kapalı  eğri;  γ 
eğrisi sadece  ݐଵ =  oluyorsa, γ’ya  Jordan eğrisi;  γ′ türevi var (ଶݐ) γ = (ଵݐ) ଶ  için  γݐ
ve sürekli ise γ’ya  diferansiyellenebilir eğri;  diferansiyellenebilir   γ  eğrisi için 
eğer , ∀ t ∈ [a,b]  için  ߛ ′(t) ≠ 0  oluyorsa γ’ya  düzgün eğri   denir. [6, s.120] 

2.1.2  Tanım: Γ:  .b, kompleks düzlemde bir eğri olsun ≥ ݐ ≥ a ,(ݐ)߮

Γ’nın uzunluğu 

                             ܸ(Γ):= sup ∑ ∣ (ݔ)߮ − (ିଵݔ)߮ ∣
ୀଵ ,  n ∈ ℕ 

olarak tanımlanır. Burada supremum tüm a = ݐ < ݐଵ < ⋯ < ݐ= b parçalanmalarının 
üzerinden alınır. 

             Buna göre,  ܸ(Γ) < ∞ ise Γ eğrisine  sonlu uzunluklu eğri denir. [7, s.2] 

2.1.3 Tanım: ℂ içinde bir S kümesi verilsin. Eğer 

                       ଵܵ= S ∩ ܣଵ≠ ∅,  ܵଶ= S ∩ ܣଶ≠ ∅  ve  S = ଵܵ ∪ ܵଶ 

olacak şekilde ℂ içinde ayrık ve açık ܣଵ ve ܣଶ kümeleri bulunamıyorsa S kümesine 
bağlantılı küme denir. [6, s.25] 

2.1.4 Tanım: Kompleks düzlemde, bağlantılı ve kapalı bir kümeye 

  kontinyum, bağlantılı ve açık kümeye de  bölge  denir. [7, s.1] 
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2.1.5 Tanım: ܣ, ℂ’de bir bölge olsun. Eğer, ܣ bağlantılı ve ܣ içindeki her γ 

eğrisi yine ܣ içinde sabit bir ݖ noktasına homotop ise ܣ’ya basit bağlantılı bölge  

denir. [6, s.143] 

2.1.6 Tanım: Bir ݂ karmaşık fonksiyonu bir ݖ noktasının belli bir  

D(ݖ,  ′daݖ ,݂ δ > 0  komşuluğundaki bütün noktalarda diferansiyellenebiliyorsa ,(ߜ

analitiktir  denir. [6, s.97]   

 

2.1.7 Teorem (Maksimum Kuralı) : ܤ sınırlı bir bölge olsun. ݂, ܤ’de 

 analitik ve ܤ ഥ ′da sürekli ise |݂| , ߲ܤ’deki bir noktada maksimum değer alır. 

 [6, s.154] 

2.1.8 Tanım: ܤ, ℂ’de bir bölge olmak üzere ݂: ܤ ⟶ ℂ  sürekli dönüşümü  

verilsin. Eğer, bir  ݖ ∈ ܤ noktasından geçen ve aralarında α açısı yapan herhangi iki 

düzgün ߛଵ ve ߛଶ eğrilerinin ݂(ߛଵ) ve ݂(ߛଶ) resim eğrileri de ݓ=݂(ݖ)′da aralarında 

yön ve büyüklük bakımından α açısı yapıyorlarsa ݂  fonksiyonuna  ݖ ’da bir  

konform dönüşümdür denir. Eğer her ݖ ∈ ܤ  noktasında ݂  konform ise ݂ ܤ , ’de 

konformdur  denir. [6, s.295] 

2.1.9 Teorem:  (Riemann Dönüşüm Teoremi):  ܩ ⊂ ℂ  sınırı en az iki 

 noktadan oluşan basit bağlantılı bir bölge ve ݖ ∈ ܩ olsun. Bu durumda, ܩ bölgesini  

॰’ye, ݂(ݖ) = 0 ve  ݂′(ݖ)  > 0 koşulları altında resmeden bir tek ݂  konform 

dönüşümü vardır. [8, s.8] 

 

  2.1.10 Teorem: ܩ ⊂ ℂ  sınırı en az iki noktadan oluşan, bağlantılı 

 tümleyene sahip sınırlı bir kontinyum olsun. Bu durumda, ℂ̅ܩ bölgesini ℂ॰ ’ye  

                       φ (∞) = ∞  ve  lim
௭→ஶ

ఝ(௭)
௭

 = γ > 0               
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koşulları altında resmeden bir tek  ߮  konform dönüşümü vardır. [8, 104] 

2.1.11 Tanım: γ karmaşık düzlemde bir eğri olsun. Eğer bir ॼ çemberini  

γ’ya resmeden ve ॼ çemberinin bir komşuluğunda konform olan bir dönüşüm varsa 

γ eğrisine  analitik eğri  denir.  Her analitik eğri bir Jordan eğrisidir. [9, s.20] 

2.1.12 Teorem: Eğer bir ܩ bölgesinin sınırı analitik bir eğri ise, ܩ bölgesinin 

॰ bölgesine  her konform dönüşümü,  ̅ܩ ’yi kapsayan belirli bir bölgeye birebir ve 

analitik olarak genişletilebilir. Aynı şekilde ܩ ’nin sınırı analitik eğri ise, ℂ  ܩ̅

bölgesinin ℂ॰ഥ’ye olan her konform dönüşümü ℂܩ’yi kapsayan bir bölgeye birebir ve 

analitik olarak genişletilebilir. [7, s.41]       

2.1.13 Teorem: Eğer bir  ܩ bölgesinin sınırı Jordan eğrisi ise, ܩ bölgesinin  

॰ bölgesine her konform dönüşümü, ܩ ’ye birebir ve sürekli olarak genişletilebilir. 

Aynı şekilde ܩ’nin sınırı Jordan eğrisi ise, ℂܩ bölgesinin ℂ॰’ye olan her konform 

dönüşümü ℂܩ’ye birebir ve sürekli olarak genişletilebilir. [7, s.24] 

2.1.14 Tanım: ℎ, [0,2π] üzerinde sürekli bir fonksiyon olsun. ℎ’nin  

süreklilik modülü; 

,ݐ)߱                 ℎ) := sup{ ∣ h(ݐଵ) – h(ݐଶ) ∣ :  ݐଵ,ݐଶ ∈ [0,2π] , ∣ ݐଵ− ݐଶ∣≤t },  t ≥ 0 
ile tanımlıdır. 

              ∫ ଵଶగିݐ
 ,ݐ)߱ ℎ)݀ݐ < ∞  ise, ℎ fonksiyonuna Dini-süreklidir denir. [7, s.46] 

2.1.15 Tanım: Γ eğrisi  ߮
ᇱ (τ) ≠ 0 ve  ߮

ᇱ (߬)  Dini-süreklilik koşullarını  

sağlayan ߮(τ) , 0 ≤ τ ≤ 2π parametrizasyonuna sahip ise Γ eğrisine Dini-düzgün 

eğri denir. [7, s.2] 

            Eğer  Γ  Dini-düzgün ise 

                                 0 < ܿଵ ≤ ∣߮ᇱ(z)∣ ≤ ܿଶ < ∞ ,           ݖ ∈ Γ                                       (2.1) 

eşitsizliği vardır. [10] 
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2.1.16 Tanım: ܩ, Γ düzgün sınırına sahip bir bölge olsun. ݏ ,(ݏ)ߠ yay  

uzunluğunun bir fonksiyonu olarak x-ekseni ve teğet arasındaki açıyı göstersin. Eğer 

 ,(ݏ)ߠ

                        ∫ ఠ(௧,ఏ)
௧

ఌ
 ݐ݀ < ∞ 

koşulunu sağlıyorsa, bu durumda Γ eğrisine Lyapunov eğrisi, ܩ  bölgesine de 

Lyapunov bölgesi denir. [4, s.44] 

2.1.17 Tanım: Γ, boyu L olan sonlu uzunluklu bir Jordan eğrisi ve  ݖ =   ,(ݐ)ݖ

(ݐ)ߚ Γ’nın yay uzunluğuna göre parametrik gösterimi olsun. Eğer ,[L,0] ∋ ݐ  ≔arg 

 üzerinde sınırlı varyasyonlu bir fonksiyon ise Γ’ya sınırlı rotasyonlu eğri [L,0] ,(ݐ)ᇱݖ

denir ve burada  ∫ (ݐ)ߚ݀  değerine Γ’nın toplam rotasyonu denir. [7, s.67] 

2.1.18 Tanım:  Γ(ݖ, ݐ} =: (ߝ ∈ Γ: |ݐ − |ݖ <  .tanımlansın  {ߝ

                                     Γ(ݖ, ,ݖ)nin uzunluğunu  |Γ’(ߝ  .ile gösterelim  |(ߝ

                            sup
௭ ∈ 

sup
ఌ வ 

 ଵ
ఌ
 |Γ(ݖ,  ise  ∞ > |(ߝ

 Γ  düzgün  Jordan eğrisine bir  Carleson eğri  denir. [11, s.2] 

2.1.19 Tanım:  ݂: ܣ→ ℂ  olarak tanımlanan  ( ݂)  dizisi verilsin. Herhangi  

bir ε > 0 sayısı verildiğinde bütün ݖ ∈ |  noktaları ve her n ≥ ݊ için ܣ ݂(ݖ) −  |(ݖ)݂

< ε olacak biçimde bir ݊ doğal sayısı bulunabilirse, ( ݂) fonksiyon dizisi ܣ üzerinde 

݂ fonksiyonuna  düzgün yakınsıyor  denir. [6, s.176] 

2.1.20 Teorem ( Weierstrass M-Testi):  ܣ⊂ℂ ve ݃, ܣ üzerinde tanımlı  

fonksiyonların bir dizisi olsun. Gerçel sayıların aşağıdaki özelliklerini sağlayan bir 

∑   dizisi var iseܯ g୩
ஶ
୩ୀଵ  .üzerinde mutlak ve düzgün yakınsaktır ܣ 

i) ܯ ≥  0 için  ∑ ܯ
∞
ୀଵ   yakınsak,   

ii) Her  ݖ ∈   ..……, ,  k=1,2ܯ ≥ ∣için, ∣݃ ܣ

olur.  [6, s.180] 
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2.1.21 Teorem: ܣ, ℂ’de bir bölge ve ( ݂) ise ܣ üzerinde analitik olan ݂ 

fonksiyonlarının bir dizisi olsun. Eğer ܣ’da bulunan her kapalı disk üzerinde  ݂ → ݂ 

yakınsaması düzgün ise  ݂, ܣ’da analitiktir. [6, s.181] 

2.1.22 Teorem (Cauchy İntegral Teoremi):  ݂ fonksiyonu bir ܩ bölgesinin 

kapanışında analitik ise, 

                                       ∫ ݖ݀(ݖ)݂ = 0డீ  

olur. [6, s.137] 

2.1.23 Teorem (Cauchy İntegral Formülü): ܩ bir bölge ve γ bu bölge  

içinde kapalı bir çevre olsun. Eğer a, γ içinde bir nokta ve  ݂(ݖ), ܩ’de analitik ise, 

                                    ݂(ܽ)  = ଵ
ଶగ ∫ (௭)

௭ି
ఊݖ݀  

 
olur. [6, s.148] 

2.1.24 Teorem  ( Sınırsız Bölgeler için Cauchy İntegral Formülü) : ܩ  

sonlu uzunluklu Jordan eğrisiyle sınırlanmış bir bölge ve Γ bunun pozitif 

yönlendirilmiş sınırı olsun. Eğer ݂, ℂܩ bölgesinde analitik bir fonksiyon ise  

                    
ଵ

ଶ୧ ∫ ()
ି dζ = ቊ݂(∞) − ݂(z)     ;       z ∈ ℂG

     ݂(∞)           ;       z ∈ G
                    

olur. [12, 435] 

2.1.25 Tanım: ܺ bir küme olsun. ܺ’in bir ࣛ sınıfı için aşağıdaki özellikler  

sağlanırsa, bu ࣛ sınıfına ܺ üzerinde bir cebirdir denir. 

 ܺ ∈ ࣛ 

 Her ܧ ∈ ࣛ için ܧ = ܧ/ܺ ∈ ࣛ 

 ݇ = 1,2, … , ݊ için ܧ ∈ ࣛ ⇒ ⋃ ܧ

ୀଵ ∈ ࣛ      (*) 

Eğer (*) yerine 

 Her ݊ ∈ ℕ için ܧ ∈ ࣛ ⇒ ⋃ ܧ ∈ஶ
ୀଵ ࣛ 

şartı alınırsa ࣛ cebirine bir ો-cebiri denir. [13, s.15] 



10 
 

2.1.26 Tanım: ܺ bir küme ve ࣛ da ܺ üzerinde bir ߪ-cebiri olsun. (ܺ, ࣛ)  

ikilisine bir ölçülebilir uzay, ࣛ’daki her bir kümeye de ölçülebilir küme denir. [13, 

s.19] 

2.1.27 Tanım: ܺ bir küme ve ܲ(ܺ) de ܺ’in kuvvet kümesi olsun. ܲ(ܺ) 

 üzerinde tanımlı, genişletilmiş reel değerli bir ߤ∗ fonksiyonu 

                  (a) ߤ∗(∅) = 0 

                (b) Her ܧ ∈ ܲ(ܺ) için (ܧ)∗ߤ ≥ 0        

                    (c) ܣ ⊂ ܤ ⊂ ܺ için (ܤ)∗ߤ ≥ (ܣ)∗ߤ 

                    (d) Her bir ݊ ∈ ℕ için ܣ ∈ ܲ(ܺ) ise ߤ∗(⋃ )ஶܣ
ୀଵ ≤ ∑ ஶ(ܣ)∗ߤ

ୀଵ                                   

şartlarını sağlarsa bu ߤ∗ fonksiyonuna ܺ üzerinde bir dış ölçü denir. [13, s.30] 

Bir ߤ∗ dış ölçüsüne göre ölçülebilen ܣ ⊂ ܺ kümelerinin sınıfı ग(ࢄ,   ile (∗ࣆ

gösterilir. [13, s.38] 

2.1.28 Tanım: (ܫ) , ℝ’nin sınırlı ve açık alt aralıklarının bir dizisi 

                                                 ߬ = {(ܫ) ∶ ܣ  ⊂ ∪   {ܫ

olsun. ܲ(ℝ) üzerinde  

(ܣ)∗ߣ                                     = inf  { ∑ ℓ(ܫ)ஶ
ୀଵ (ܫ) : ∈ ߬}    

 biçiminde tanımlanan ߣ∗ dış ölçüsüne Lebesgue dış ölçüsü denir. [13, s.32] 

2.1.29 Tanım: (ܺ, ࣛ) bir ölçülebilir uzay olsun. 

                         ݂: ܺ ⟶ ℝ fonksiyonu ölçülebilirdir ⟺ ∀ ߙ ∈  ℝ için 

                                           ݂ିଵ((ߙ, +∞)) = ݔ }  ∈ (ݔ)݂ :ܺ > { ߙ ∈ ࣛ 

olmasıdır. [13, s.44]    

2.1.30 Tanım: ℳ(ℝ,    cebirine göre ölçülebilen bir fonksiyona -ߪ (∗ߣ

Lebesgue ölçülebilir fonksiyon denir. [13, s.49]                                              
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2.2 Bazı Fonksiyonel Uzaylar 

2.2.1 Tanım: ܩ sonlu uzunluklu bir Γ Jordan eğrisiyle sınırlı bir bölge ve 

1 < p < ∞ olsun. Γ’da Lebesgue ölçülebilir ve |݂| ′  nin yay uzunluğuna göre 

Lebegue integrallenebilir olduğu kompleks değerli ݂  fonksiyonların kümesine  

Lebesgue uzayı  denir ve ࡸ(ડ) ile gösterilir. [14, s.18] 

2.2.2 Tanım:  Γ sonlu uzunluklu bir Jordan eğrisi olsun. Her  

Jordan eğrisi, kompleks düzlemi biri sınırlı diğeri sınırsız olan ve bir eğriyi ortak 

sınır kabul eden iki basit bağlantılı bölgeye ayırır. ܩ ile Γ eğrisinin iç bölgesini ve 

ݖ} = ile Γ eğrisinin dış bölgesini gösterelim. Ayrıca ॰ ିܩ ∈ ℂ ∶ |ݖ|  < 1} olsun. 

            Γ, 0 < r < 1, ॰ diskinin ܩ bölgesi üzerine bir konform dönüşümü altında 

ݓ} ∶ |ݓ|  = ,ݎ 0 < ݎ < 1} çemberinin görüntüsü olsun. ܩ  bölgesinde analitik olan 

ve  

                      sup
ழழଵ

∫ ୮|(ݖ)݂|
౨

∣ dz ∣ < ∞  ,      1 ≤  p < ∞  

koşulunu sağlayan , ݂ fonksiyonların kümesini  ܧ (G) ile gösterelim. ܧ(ܩ) ’ye 

Smirnov sınıfı denir. [15, s.169] 

Her ݂ ∈ ܧ(G)  fonksiyonu Γ üzerinde hemen her yerde açısal limite sahiptir  

ve eğer  ݂’nin açısal limiti için aynı notasyonu kullanırsak  ݂ ∈ ܮ (Γ)’dir. [15] 

2.2.3 Uyarı: ܮ(Γ) ve ܧ(ܩ) uzayları  1 ≤  olduğunda, 

                                   ‖݂‖ா(ீ) = ‖݂‖() := ቀ∫ |ݖ݀||(ݖ)݂| ቁ
భ
 

normuna göre Banach uzayıdırlar.  
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2.2.4 Tanım (En İyi Yaklaşım Sayısı) : Kompleks  düzlemde derecesi 

 ≤  ݊ olan cebirsel polinomların kümesini  ℘   ile gösterelim.  > 1 olmak üzere 

݂ ∈ ݊ .olsun (ܩ)ܧ ∈  ℕ için 

ܧ                                     
()(݂; inf =: (ܩ

 ∈ ℘
‖݂ − ܲ‖ா(ீ) 

sayısına  ℘  sınıfından olan polinomlar ile  ݂(ݖ) ∈ (ܩ)ܧ  fonksiyonuna en iyi 
yaklaşım sayısı denir. [14, s.59] 

            Burada en iyi yaklaşım sayısını veren ܲ polinomuna en iyi yaklaşan 
polinom denir. 

 

2.2.5 Tanım: Γ bir düzgün Jordan eğri ve  ݂ ∈  .ଵ(Γ) olsunܮ 

                     ݂ା (z) :=  ଵ
ଶ୧ ∫ ()

ି dζ ,             ݖ ∈  ܩ

                     ݂ି (z) :=  ଵ
ଶ୧ ∫ ()

ି dζ ,             z ∈  (2.2)                                  ିܩ

              ݂ା  ve ݂ି  fonksiyonları sırasıyla ܩ ve  ିܩ ’de analitiktir. 

Ayrıca ݂ି(∞) = 0 olur. 

             ݂ܵ(ݖ) := lim
ఌ→

∫ ()
ି௭బ

∩{ ∶ |ି௭బ| ஹ ఌ }ߞ݀        ∈ Γݖ       , 

integraline  ݂ ∈  .ଵ(Γ)′ nin  Cauchy Singular İntegrali  denirܮ 

             ݂ା  ve ݂ି fonksiyonlarından biri  Γ üzerinde hemen her yerde açısal yollar 

üzerinden açısal limite sahipse, Γ’de  ݂ܵ(ݖ)  vardır ve Γ üzerinde hemen her yerde 

açısal limite sahiptir. Tersine, Γ üzerinde  ݂ܵ(ݖ) var ise, ݂ା ve ݂ି fonksiyonlarının 

ikisi de Γ’de hemen her yerde açısal yollar üzerinde limitlere sahiptir. Bu iki 

durumda, 

                            ݂ା(ݖ) = ݂ܵ(ݖ) −  ଵ
ଶ

 (ݖ)݂

                           ݂ି (z) = ݂ܵ(ݖ)  + ଵ
ଶ

 (2.3)                                                               (ݖ)݂

 Buradan hemen her yerde  ݂ = ݂ା − ݂ି olur. [12] 

            ܵ : ݂ ⟶  ݂ܵ  lineer operatörüne  Cauchy Singular Operatörü  denir.  
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3. SMİRNOV ORLİCZ SINIFLARI 

3.1 N-Fonksiyonlar 

3.1.1 Tanım: 0 ≤ ݐ olduğunda sağdan sürekli, 0 < ݐ olduğunda  (0,∞)’da  

pozitif, azalmayan ve    ,0 = (0)(∞) = lim
௧→ஶ

(ݐ) = ∞ koşullarını sağlayan (ݐ) 

fonksiyonu için   

∫ = (ݑ)ܯ                                |௨|ݐ݀(ݐ)
     olarak tanımlanan reel değişkenli bu   

fonksiyona  N-fonksiyon   denir. [16, s.6] 

3.1.2 Örnek:  ∝ > 1 için  (ݑ)ܯ = |௨|∝

∝
    fonksiyonu N- fonksiyonuna örnek 

gösterilebilir. 

             Çözüm:  0 < ݐ olduğunda  (ݐ) = (ݐ)ᇱܯ =  ఈିଵ olarak seçersekݐ

∫ = (ݑ)ܯ                               |ఈିଵ|௨ݐ
 ഀ|௨| = ݐ݀

ఈ
  bulunur.  

3.1.3 Örnek:  (ݑ)ܯ =݁௨మ − 1 fonksiyonu N-fonksiyonuna örnek 

gösterilebilir. 

             Çözüm:  ܯ  = (ݐ)ᇱ(ݐ) = ݁ݐ2௧మ olarak seçersek 

(ݑ)ܯ                             = ∫ |௨|ݐ௧మ݀݁ݐ2
  = ݁௨మ − 1 bulunur. 

             

3.1.4 Tanım:  0 < ݐ iken pozitif  (ݐ) fonksiyonu verilsin. (ݐ)’nin 0 ≤ ݐ 

değerlerinde sağdan sürekli, azalmayan ve (0) (∞) ,0 =   = lim
௧→ஶ

(ݐ) = ∞  

koşullarını sağladığını varsayalım. 
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sup =: (ݏ)ݍ  için  0 ≤ ݏ
(௧)ஸ ௦

 olmak üzere     ݐ

N(v) := ∫ |௩|ݏ݀(ݏ)ݍ
   fonksiyonuna   M(u)’nun tamamlayıcı fonksiyonu   

denir. [16, s.11] 

3.1.5 Örnek:  (ݑ)ܯ = |௨|ഀ

ఈ
 ,   α , β > 1  fonksiyonunun tamamlayıcı 

fonksiyonu N(v) = |௩|ഁ

ఉ
 dir. 

                Çözüm:  0 < ݐ olduğunda  ܯ = (ݐ)ᇱ(ݐ) = ݐఈିଵ  ise  

sup =: (ݏ)ݍ  için 0 ≤ ݏ
(௧)ஸ ௦

sup = ݐ
௧ഀషభ ஸ ௦

ݏ ≥  ݐ
భ

ഀషభ =: ݏఉିଵ 

Eğer, 

            ଵ
ఈ

 +  ଵ
ఉ

 = 1 ise  ଵ
ఉ

 = 1− ଵ
ఈ
 = ఈିଵ

ఈ
 

             β = ఈ
ఈିଵ

ߚ ,  − 1 = ఈ
ఈିଵ

− 1 = ଵ
ఈିଵ

 

           N(v) = ∫ = ݏ݀(ݏ)ݍ  ∫ |௩| = ݏఉିଵ݀ݏ


|௩|


|௩|ഁ

ఉ
  fonksiyonu (ݑ)ܯ’nun tamamlayıcı 

fonksiyonudur. 

3.2 Orlicz Uzayları               

3.2.1 Tanım:  Γ sonlu uzunluklu Jordan eğrisi olsun ve Γ üzerinde  

Lebesque uzunluk ölçümünü düşünelim. ∃ α > 0 için 

        ∫ M[α ∣ ݂(z) ∣] ∣ dz ∣ <  ∞     

koşulunu sağlayan  ݂  : Γ⟶ ℂ  Lebesgue ölçülebilir fonksiyonların lineer uzayı  

 ile gösterilir. [17, s.349]  (ડ)ۻۺ

           ρ(g, N) ∶=  ∫ N[∣ g(z) ∣] ∣ dz ∣ Γ  olmak üzere  

 ,ெ(Γ) uzayıܮ           

                      ║݂║  ಾ() := sup ቄ∫ ∣ ݂(z)g(z) ∣∣ dz ∣ ∶    gϵ L(Γ),    ρ(g, N) ≤ 1}   
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normlu bir Banach uzayı olur. 

           ║. ║ಾ()  normuna  Orlicz normu  denir. [18] 

 .ெ(Γ)  Banach uzayına  Orlicz uzayı  denirܮ            

            Lெ(Γ)′ daki her fonksiyon Γ üzerinde integrallenebilirdir. Yani; 

                                       Lெ(Γ) ⊂  Lଵ(Γ)                                                                 (3.1) 

olur. 

            lim
௫→ஶ

sup (ଶ୶)
(୶)

 < ∞  ise    M, N- fonksiyonu   ∆  koşulunu sağlar  denir.[18] 

             L(Γ)   Orlicz uzayı yansımalıdır  ⟺ M, N- fonksiyonu ve tamamlayıcısı   

N fonksiyonlarının ikisi de ∆ଶ koşulunu sağlar. [18] 

3.2.2 Teorem: Γ sonlu uzunluklu bir Jordan eğrisi ve  ܮெ(Γ), Γ üzerinde  

yansımalı Orlicz uzayı olsun. O halde, ܵ singular operatörünün sınırlı olması için 

yani ; ∃ c > 0  sabiti için     

                          ‖݂ܵ‖ಾ()  ≤ c. ‖݂‖ಾ()  ,   ∀ ݂ ∈ ܮெ(Γ)                                      (3.2) 

koşulunun sağlanması için gerek ve yeter koşul  Γ’nın bir Carleson eğri olmasıdır. 

[17, s.351]                                  

3.2.3 Teorem: Her ܮ ∋ (ݖ)ݑெ(Γ) ve her ܮ ∋ (ݖ)ݒே(Γ)  reel değerli  

fonksiyonları için 

                    ∫ ݖ݀(ݖ)ݒ(ݖ)ݑ  ≤  ρ (u ; M) + ρ (v ; N)  

 olur. [16, s.67]                                                                                                        (3.3) 

3.2.4 Teorem: Her ܮ ∋ (ݖ)ݑெ(Γ) ve her ܮ ∋ (ݖ)ݒே(Γ)  reel değerli 

fonksiyonları için 

                    ቚ∫ ݖ݀(ݖ)ݒ(ݖ)ݑ ቚ ≤ ‖ݑ‖ಾ() ‖ݒ‖ಿ()   

olur. [16, s.74]                                                                                                         (3.4) 

 



16 
 

 

3.3 Smirnov Orlicz Sınıfları 

3.3.1 Tanım:  Γ , ॰’nin G’ye bir konform dönüşüm altında  

|ݓ| :  := { w ∈ ℂߛ                                       =  (0,1) ∋ ݎ , { ݎ

çemberinin görüntüsü ve M , bir N-fonksiyon olsun. 

            G’de analitik ve her  (0,1) ∋ ݎ için 

               ∫ Mೝ
[∣ ݂(z) ∣] ∣ dz ∣ ≤ ܿ    

koşulunu sağlayan  ݎ’den bağımsız bir c > 0   sabitinin var olduğu ݂  : G → ℂ 

fonksiyonlarının sınıfı   (ࡳ)ࡹࡱ  ile gösterilir ve  bu sınıfa Smirnov Orlicz sınıfı  

denir. [4, s. 44] 

(ܩ)ெܧ              Smirnov Orlicz sınıfı, bilinen ܧ(ܩ)  Smirnov sınıfının bir 

genellemesidir. 

             Özel halde, ݔ) ܯ = (ݔ) ܯ ,  ெ(G) Smirnov Orliczܧ  ise   ,∞ >   > ,  1ݔ  =: (

sınıfı, ܧ(G) Smirnov sınıfına denktir. 

ெܧ              (G) sınıfındaki her fonksiyon Γ üzerinde hemen her yerde açısal limit  

değerlere sahiptir ve bu sınır değer fonksiyonu  ܮெ(Γ)’ ya ait olur. Buradan   

  ெ(G) içinܧ ∋ ݂              

              ║݂║ாಾ(ீ) := ║݂║ಾ()    olarak   ࡹࡱ(G) normu   tanımlanabilir. 

3.3.2 Tanım (En İyi Yaklaşım Sayısı): Kompleks düzlemde derecesi  ≤  ݊  

olan cebirsel polinomların kümesini ऀ ile gösterelim. 

             Her  ݂ ∈ ܧெ(ܩ) için 

ܧ
ெ(݂, inf =: ( ܩ

∈℘
║݂ − ܲ║ಾ()    
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                     = inf
∈℘

{ sup { ∫ (ߞ)݂)| − ܲ(ߞ))݃(ߞ) ∣∣ ;|ߞ݀ ݃ ∈ , ே(Γ)ܮ ;݃)ߩ ܰ) ≤

                                                         1}}                                                                                   (3.5) 

sayısına  ऀ sınıfından olan polinomlar ile ݂ ∈  fonksiyonuna en iyi yaklaşım (ܩ)ெܧ
sayısı denir.  

3.3.3 Tanım: ζ ∈ Γ için  ߞ := ߰(߮(ζ)݁),    ℎ ∈ [0,2π]   ile tanımlansın.                           

                                                   ζ ∈ Γ      , (ߞ)݂ =: ெ(Γ) için  ݂ܶ(ζ)ܮ ∋ ݂             

olarak   ݂ܶ  ötelemesi tanımlansın. 
 
           ݂ ெܮ ∋  (Γ)   için    ߱ெ (δ, ݂) := sup

∣∣ஸఋ
║݂ − ܶ ݂║ಾ()  ,   δ ≥ 0 olarak 

tanımlanan süreklilik modülü  aşağıdaki koşulları sağlar: 

             ߱ெ(0, f ) = 0 

             ߱ெ(ߜ, ݂) ≥ 0,     δ > 0 

              lim
ఋ→

߱ெ ,ߜ) ݂) = 0 

              ݂ , g ϵ ܧெ(ܩ) için ߱ெ( δ, ݂+g) ≤ ߱ெ(δ,݂) + ߱ெ(δ,g). 

3.4 Smirnov Orlicz Sınıflarında Bazı Yaklaşım Teoremleri  

               Bu bölümde, Smirnov Orlicz sınıflarında yaklaşım problemleri için elde 

edilen sonuçları kronolojik sırada vereceğiz. 

             1968 yılında V. Kokilashvili [4] Smirnov Orlicz sınıflarında Lyapunov tipli 

sınıra sahip bölgeler durumunda aşağıdaki sonucu elde etmiştir. 

3.4.1 Lemma:  ܩ, Lyapunov tipli Γ sınırına sahip bir bölge ve ݂(ݖ) ∈  (ܩ)ெܧ

ise 

(ݖ)݂‖                                        − ܵ(݂, ಾ()‖(ݖ ≤ ܧܿ
ெ(݂, Γ)   

eşitsizliği sağlanır. Burada ܵ(݂, (ݖ  Faber serisinin ݊ . kısmi toplamı ve ܿ  sabiti 

sadece sınıra ve uzaya bağlı bir sabittir. [4, s.54] 
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            ( Not: Faber serileri 5. Bölümde ayrıntılı olarak işlenecektir. ) 

     

           Bölgenin Γ  sınırı Carleson eğrisi olması durumunda A. Güven ve D. M. 

Israfilov [19] aşağıda tanımı verilen ܪ
ఠ∗ܧெ(ܩ)  uzayını tanımlamışlar ve bu 

uzaydaki fonksiyonlara yaklaşımı araştırmışlardır. 

3.4.2 Tanım: ߱∗(ߜ) negatif olmayan, sürekli, azalmayan reel fonksiyon  

olsun. ߱∗(0) = 0, ߜ > 0 için ߱∗(δ) > 0, her n ∈ ℕ ve bir ܿଵ > 0 sabiti için  ߱∗(nδ) ≤ 

ܿଵ݊߱∗(ߜ) ve  ܿଶ sabiti ݂ ve δ’dan bağımsız olmak üzere 

                                  ߱ெ(δ,݂ ) ≤ ܿଶ߱∗(δ) ,     δ > 0 

koşullarını sağlayan  ݂ ∈ ܧெ(ܩ) fonksiyon sınıfını  ࡴડ
  .ile gösterelim (ࡳ)ࡹࡱ∗࣓

            Bu sınıftaki her  ݂ fonksiyonu için  ܶ(݂) ∈ ܮெ(Γ) olur. 

            ݂ , g ∈ ܪ
ఠ∗ܧெ(ܩ)  ise 

                                  ߱ெ(0, ݂) = 0 

                                   ߱ெ(ߜ, ݂) ≥ 0 ,    δ ≥ 0 

                                        lim
ఋ→

߱ெ(ߜ, ݂) = 0 

                                         ߱ெ(ߜ, ݂ + ݃) ≤ ߱ெ(ߜ, ݂) + ߱ெ(ߜ, ݃)   

olur. 

3.4.3 Teorem: Γ bir Carleson eğri, ܮெ(Γ), Γ üzerinde yansımalı Orlicz 

 uzayı ve  ݂∈ ܪ
ఠ∗ܧெ(ܩ) olsun. Her ݊ ∈ ℕ için   

                                       ‖݂ − ܲ( . , ݂ )‖ಾ() ≤ ܿ∗߱∗( ଵ


 ) 

 olacak şekilde derecesi ݊’yi aşmayan bir ܲ(ݖ, ݂) cebirsel polinomu vardır. Burada 

ܿ∗ sabiti ݊’den bağımsızdır. [5, s.512] 

           Smirnov Orlicz sınıflarında bölgenin Γ  sınırının Dini-düzgün eğri olması 

durumunda D. M. Israfilov, B. Oktay ve R. Akgün tarafından [19] aşağıdaki teorem 

elde edilmiştir. 
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3.4.4 Teorem:  ܩ, Dini-düzgün Γ sınırına sahip sınırlı, basit bağlantılı bir  

bölge ve ܧெ(ܩ), ܩ üzerinde bir yansımalı Smirnov Orlicz sınıfı olsun. Bu durumda,  

her ݂ ∈  ve her ݊ ∈ ℕ için ݊’den bağımsız ܿ sabiti olmak üzere (ܩ)ெܧ

                                   ‖݂ − ܲ(. , ݂)‖ಾ() ≤ c. ߱ெ( ଵ


, ݂ )  

koşulunu sağlayan, derecesi ݊’yi aşmayan bir ܲ(. , ݂ ) cebirsel polinomu vardır. [19, 

s.90] 

Smirnov Orlicz sınıflarında elde edilen yaklaşım teoremlerinden biri de sınırlı  

rotasyonlu eğriler durumunda R. Akgün ve D. M. Israfilov [20]’in elde ettiği 

aşağıdaki sonuçtur. 

3.4.5 Teorem:  Γ, sivri açılara sahip olmayan sınırlı rotasyonlu eğri olsun.  

Yeterince büyük seçilen ݊ doğal sayısı için Faber polinomların kökleri ܩ’dedir ve  

  yansımalı Smirnov Orlicz sınıfına ait olan her ݂ fonksiyonu için (ܩ)ெܧ

                                     ‖݂ − ,݂)ேܮ . )‖ாಾ(ீ)  ≤ c ܧିଵ
ெ   (ܩ)

 

 olur. Burada ܮே(݂, ,(ݖ   Faber polinomlarının sıfırlarıyla elde edilen interpolasyonܨ

polinomudur ve c sabiti sadece eğrinin sınırına ve uzaya bağlıdır. [20, s.417] 
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4. DEĞİŞKEN ÜSLÜ SMİRNOV SINIFLARI 

4.1 Değişken Üslü Lebesgue Uzayları 

4.1.1 Tanım:  =   ℝ kümesinde tanımlı ⊃ ܧ Lebesgue ölçülebilir bir (∙)

Lebesgue ölçülebilir bir fonksiyon olsun. Belirli bir pozitif  λ > 0 sabiti için 

න ฬ
(ݔ)݂

ߣ
ฬ

(௫)

ݔ݀


< ∞ 

koşulunu sağlayan ölçülebilir ݂  fonksiyonları kümesine  değişken üslü Lebesgue 

uzayı denir ve (ࡱ)(∙)ࡸ ile gösterilir. [21, s.17] 

ess inf  =: ି                     
௫∈ா

ା             (ݔ) ≔  ess sup
௫∈ா

      (ݔ)

fonksiyonlarını dahil edelim. 

           Matematik literatürde [22, s.13-30] gösterilmiştir ki, 

ି > 1             ≤ ା  < ∞ ise yukarıda tanımlı  ܮ(∙)(ܧ) kümesi normlu bir uzay olur 

ve bu uzayda denk normlardan biri 

‖݂‖(.) :=  inf ൜ߣ > 0 ∶  ∫ ቚ(௫)
ఒ

ቚ
(௫)

 ݔ݀ ≤ 1ൠ   

olarak tanımlanabilir. 

            Değişken üslü uzayların yaklaşım teorisi açısından incelenebilmesi için (∙) 

fonksiyonu üzerine belirli koşulların konulması gerekir. 

4.1.2 Tanım:  

(ݔ)|                                       − ݈݊ |(ݕ) ቀ ଵ
|௫ି௬|

ቁ ≤ ,ݔ    ,ܿ ∋ ݕ ݔ  ,ܧ  ≠ ݔ|  ,ݕ − |ݕ ≤ ଵ
ଶ
                                  

koşulu ve buna ek olarak 1 < ି  ≤ ା  < ∞   koşulunu da sağlayan  (∙) 

fonksiyonlarının kümesini ℘(E) ile göstereceğiz.  
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 uzaylarında yaklaşım teorisinin nitelik ve nicelik (ܧ)(∙)ܮ (E) koşulu℘ ∋ (∙)           

problemlerinin nitelik çözümü için gereklidir. 

           Bu uzaylarda, yaklaşım teorisinin temel problemleri Sharapudinov’un [22] 

monogrofisinde detaylı bir şekilde incelenmiştir. Özel halde, bu uzaylarda yaklaşım 

teorisinin düz ve ters teoremleri, değişik toplanabilme yöntemlerinin yaklaşım 

özellikleri incelenmiş ve klasik uzaylarda elde edilen sonuçların bu uzaylarda da 

geçerli olabileceği koşullar araştırılmıştır. Bunun dışında, klasik Smirnov analitik 

fonksiyon sınıflarının değişken üslü benzerleri tanımlanmış ve böylece değişken üslü 

Smirnov sınıflarında da yaklaşım teorisinin problemleri araştırılmaya başlanmıştır. 

4.2 Değişken Üslü Smirnov Sınıfları 

 ℂ sonlu kompleks düzlemde sonlu uzunluklu Γ Jordan eğrisi ile sınırlı bir ⊃ ܩ              

bölge, ିܩ:= Ext Γ,     ॻ := {ݓ ∈ ℂ: |ݓ| = 1}, ॰ := İnt ॻ ve ॰ି:= Ext ॻ  olsun. 

 

4.2.1 Tanım:  (∙) : Γ ⟶ [1,∞) Lebesgue ölçülebilir bir fonksiyon ve  

essinf =: ି                              
௭∈

ା := esssup             (ݖ)
௭∈

       (ݖ)

olsun. Reel değişkenli fonksiyonlarda olduğu gibi 1 <    ≥  ିା < ∞ koşulu ve bu 

koşula ek olarak  

(ଵݖ)|                       − ݈݊ |(ଶݖ) ଵ
|௭భି௭మ|

≤ ,ଵݖ   ,ܿ ଶݖ ∈ Γ, ݖଵ ≠ ଵݖ|   , ଶݖ − |ଶݖ ≤ ଵ
ଶ
                

koşulunu da sağlayan (∙) fonksiyonlarının kümesini ℘(Γ) ile gösterelim. 

             Γ üzerinde tanımlı kompleks değişkenli fonksiyonların değişken üslü ܮ(∙)(Γ) 

Lebesgue uzayını ve bu uzayda normu tanımlayalım: 

4.2.2 Tanım:  (∙) ∈ ℘(Γ) olsun. Γ üzerinde ölçülebilir olup bir pozitif  

λ  > 0 için   
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(∙)ߩ                           ቀ
ఒ
ቁ := ∫ ቚ(௭)

ఒ
ቚ

(௭)
|ݖ݀| < ∞ 

koşulunu sağlayan ölçülebilir ݂  fonksiyonlarının kümesine Γ üzerinde tanımlı 

değişken üslü Lebesgue uzayı denir ve ࡸ(∙)(ડ) ile gösterilir. 

            Bu durumda 

                             ‖݂‖(∙)() := inf  ൛ߣ > 0 ∶ ݂)(∙)ߩ  ⁄ߣ ) ≤ 1ൟ 

fonksiyoneli bir norm tanımlar ve bu norm altında ܮ(∙)(Γ) uzayı bir Banach uzayı 

olur. Özel halde, Γ := ॻ durumunda bilinen ܮ(∙)(ॻ) değişken üslü Lebesgue uzayı 

elde edilir. 

 

 .analitik fonksiyonların bilinen Smirnov sınıfı olsun ,∞ >  > 0 ,(ܩ)ܧ             

4.2.3 Tanım: (∙) ∈ ℘(Γ) olsun. 

൛݂ =: (ܩ)(∙)ܧ                                 ∈ (ܩ)ଵܧ  ∶  ݂ ∈                                        (∙)(Γ)ൟܮ

kümesine ܩ’de analitik fonksiyonların  değişken üslü Smirnov sınıfı denir.                        

              ݂ ∈  ;için normu (ܩ)(∙)ܧ

             ‖݂‖ா(∙)(ீ):= ‖݂‖(∙)() 

olarak tanımlarsak ܧ(∙)(ܩ) bir Banach uzayı olur. 

             Genellikle yaklaşım problemlerinde yaklaşım hızının değerlendirilmesi için 

düzgünlük modülü olarak bilinen karakteristik kullanılır. Bu karakteristik, belli 

koşulları sağlamakla birlikte verilen fonksiyondan öteleme sonucu elde edilen 

fonksiyon yardımı ile tanımlanır. Fakat, değişken üslü uzaylar ötelemeye göre 

invaryant olmadıklarından dolayı bu uzaylarda düzgünlük modülleri ortalama 

fonksiyonu yardımı ile tanımlanır.       
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4.2.4 Tanım:  ݂ ∈   (∙)(ॻ) içinܮ

(ݓ)݂ߪ                          ∶=  ଵ
 ∫ ݐ݀(௧݁ݓ)݂

   ॻ,  0 <  ℎ < π ∋ ݓ  ,

olarak tanımlanan fonksiyona  ortalama değer fonksiyonu denir. Bu fonksiyon 

yardımı ile 1. düzgünlük modülü aşağıdaki şekilde tanımlanabilir.  

4.2.5 Tanım: ݂ ∈  .(ॻ) olsun℘ ∋ (∙) (∙)(ॻ) veܮ

                               Ω(݂, (.) := sup(ߜ
ழஸఋ

‖݂ −         ݂(∙)‖(∙)(ॻ)ߪ

 fonksiyonuna ݂’in ܮ(∙)(ॻ)’de 1.düzgünlük modülü denir. 

   

            Ana sonucun ispatında kullanılacak iki ek bilgiye daha ihtiyaç duyulmaktadır. 

Bunlardan biri değişken üslü Lebesgue uzaylarında Hölder eşitsizliği olarak 

bilinmekte olup aşağıdaki şekilde ifade edilir: 

4.2.6 Teorem:  ݂ ∈ ݃  (∙)(Γ)  veܮ  ∈ ᇲ(∙)(Γ),  ଵܮ
(∙)

+ ଵ
ᇲ(∙)

= 1, ise belli  

bir ܿ(∙) sabiti için  

                               ∫ ݖ݀|(ݖ)݃(ݖ)݂| ≤ ܿ(∙)‖݂‖(∙)‖݃‖ᇲ(∙)                                       (4.1)  

eşitsizliği sağlanır. [23, s.27] 

 

             Ayrıca, 

            ݂(ݓ) ≔ (ݓ)  ve ((ݓ)߰)݂ ≔   ((ݓ)߰)

tanımlansın. 

            Diğer ek bilgi ise değişken üslü Smirnov sınıflarında elde edilen aşağıdaki 

düz teoremdir. 
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4.2.7 Teorem: ܩ, Γ Dini-düzgün eğrisiyle sınırlı bir basit bağlantılı bölge ve  

݂ (Γ) için℘ ∋ (∙) ∈  olsun. Bu durumda her ݊ ∈ ℕ için (ܩ)(∙)ܧ

                                 ‖݂ − ܲ‖(∙)() ≤ ܿ(∙)Ω ቀ ݂, ଵ


ቁ
(∙)

 

olacak şekilde ܿ(∙) sabiti vardır. [24, s.40] 
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5. FABER POLİNOMLARI VE FABER SERİLERİ 

            Bilindiği gibi |ݖ − |ݖ < ܴ, ܴ > 0  diskinde analitik bir fonksiyon   

(ݖ)݂                                  = ∑ ܽ
ஶ
ୀ ݖ) −                                  )ݖ

Taylor serisine açılabilir. Bu seri disk üzerinde mutlak ve bu diskin her kompakt alt 

kümesi üzerinde düzgün yakınsar. Faber serileri, birim disk durumunda ifade edilen 

Taylor serilerinin basit bağlantılı bölgeler durumuna genelleştirilmesidir.  

5.1  Faber Polinomları ve Örnekleri 

               Kompleks düzlemde Γ ile sınırlı, basit bağlantılı ܩ bölgesi verilsin. ݖ  ,ିܩ = 

∞ noktasını içeren, ܩ = G ∪ Γ kapalı bölgesinin tümleyeni olan basit bağlantılı bir 

bölge, ॰ := (0,1) , ॻ := ∂॰ ve ॰ି := ℂ॰ olsun. 

               Riemann konform dönüşüm teoremine göre  ିܩ bölgesini ॰ି bölgesine, 

             ߮(∞) = ∞ ve ߮ᇱ(∞) := lim
௭→ஶ

ఝ(௭)
௭

 = < ߛ  0                                          (5.1) 

koşulları altında resmeden bir tek ߮ konform dönüşümü vardır. 

              (5.1)’deki bağıntılardan ߮ (z) = ݓ  fonksiyonu  ିܩ  bölgesinde ∞ noktası 

dışında analitik ve ݓ = ߮(z) fonksiyonu ∞ noktasında bir basit kutba sahiptir. Bu 

nedenle, ߮ fonksiyonunun ∞ noktasının çıkarılmış komşuluğundaki Laurent açılımı, 

            w = ߮(z) = γz + ߛ + ఊభ
௭

 + ఊమ
௭మ + ⋯ + ఊೖ

௭ೖ +⋯             

şeklindedir. 

݊ = 0,1,2…… için  

+  = ቀγz[(ݖ)߮]           ߛ    +  ఊభ
௭

 +  ఊమ
௭మ  +  ⋯ +  ఊೖ

௭ೖ + ⋯     ቁ


 

 + ܽିଵݖߛ =                        
() ିଵ + ܽିଶݖ

() ିଶݖ  +  ⋯ + ܽଵ
()ݖ + ܽ

() 

                                + భ
()

௭
 +  మ

()

௭మ  + ⋯+ ೖ
()

௭ೖ  +⋯ 
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eşitliği elde edilir. Bu eşitlikte ݖ’nin pozitif kuvvetlerinden oluşan ve ݊+1 tane terim 

içeren grup, 

                     Φ(ݖ)  + ܽିଵݖߛ = ∶
() ିଵ + ܽିଶݖ

() ିଶݖ  +  … …. + ܽଵ
()ݖ + ܽ

() 

ile,  ݖ’nin negatif kuvvetlerinden oluşan ve sonsuz terim içeren grup da  

భ =: (ݖ)ܧ−                   
()

௭
 +  మ

()

௭మ  +⋯.+ ೖ
()

௭ೖ  + ⋯              

ile gösterilirse, 

 (5.2)                                           ିܩ ∋ z          , (ݖ)ܧ − (ݖ) = Φ[(ݖ)߮]                   

eşitliği elde edilir. [߮(ݖ)] fonksiyonu  ିܩ bölgesinde ∞ noktası dışında analitiktir 

ve  ∞ noktasında ݊ dereceli bir kutba sahiptir. Bu nedenle, (5.2) eşitliğinde  Φ(ݖ) , 

݊ dereceli bir polinom, ܧ(ݖ) fonksiyonu ise  ିܩ bölgesinde analitik olup ܧ(∞) = 0 

dır. 

 5.1.1 Tanım:  Φ(ݖ) (݊=0,1,2….) polinomlarına ܩ bölgesinin ݊.dereceden 

Faber polinomları  denir. 

 ,için (5.2) eşitliğinden ିܩ ∋ ݖ              

                                          Φ(ݖ) = [߮(ݖ)] + ܧ(ݖ)   

        [(ݖ)߮] − (ݖ)Φ = (ݖ)ܧ                                             

 eşitlikleri elde edilir. 

                                        Γோ := { z ϵ  (ݖ)߮| : ିܩ| = R > 1 } olsun. 

            Γோ   eğrilerine  ିܩ  bölgesinin  seviye eğrileri  denir. ݓ = (ݖ)߮   dönüşümü 

konform ve univalent (bire-bir ve analitik) olduğundan, Γோ kapalı analitik bir eğridir. 

Bu nedenle Γோ seviye eğrisi ℂ düzlemini iki bölgeye ayırır. Bu bölgelerden biri Γோ ile 

sınırlı olan sınırlı bölgedir. Bu bölgeyi ܩோ ile gösterelim. Diğer bölge ise sınırı Γோ 

olan sonsuzluğu içeren bir bölgedir. Bunu ise ܩோ
ି  ile gösterelim. ܩோ  ve  ܩோ

ି  

bölgelerine kanonik veya doğal bölgeler  denir.  

ݖ            ∈  ,ோ için (5.2) eşitliğinin her iki tarafının Γோ boyunca integralini alırsakܩ
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ଵ

ଶగ ∫ [ఝ()]

ି௭ೃ
  = ߞ݀

ଵ
ଶగ ∫ ()

ି௭ೃ
 − ߞ݀

ଵ
ଶగ ∫ ா()

ି௭ೃ
 ߞ݀

eşitliği elde edilir. 

          Burada ݖ ∈  ,ோ olduğundan sınırsız bölgeler için Cauchy integral formülündenܩ

                                   
ଵ

ଶగ ∫ ா()
ି௭ೃ

 0 = ߞ݀

           Dolayısıyla  ݖ ∈  , ோ içinܩ

                                 Φ(ݖ)  =  
ଵ

ଶగ ∫ [ఝ()]

ି௭ೃ
 (5.3)                                                           ߞ݀

eşitliği elde edilir. 

ݖ            = ߰  (w) fonksiyonu ݓ = (ݖ)߮  fonksiyonunun ters fonksiyonu olsun. Bu 

durumda, ߰  fonksiyonu ॰ି  bölgesini  ିܩ  bölgesine konform ve univalent olarak 

resmeder. 

                      ߮(∞) = ∞   ve   ߮ᇱ(∞)= lim
௭→ஶ

ఝ(௭)
௭

 = < ߛ  0  

olduğu  göz önüne alınırsa, 

                      ߰(∞) = ∞   ve   ߰ᇱ(∞)  =  ଵ
ఝᇲ(ஶ)

 = ଵ
ఊ
 = β > 0  

dır. O halde, ߰  fonksiyonu ॰ି  bölgesinde ∞ noktası dışında analitiktir ve ∞ 

noktasında bir basit kutba sahiptir. Bu durumda ߰ fonksiyonunun ∞ noktasındaki 

Laurent açılımı, 

                  z = ߰(w) = βw + ߚ  +  ఉభ
௪

 +  ఉమ
௪మ  + ⋯ + ఉೖ

௪ೖ  1 < |ݓ|    , ⋯ + 

şeklindedir. (5.3) integralinde ζ = ߰(t) dönüşümü yapılırsa, 

                    Φ(ݖ)  = 
ଵ

ଶగ ∫ ௧టᇲ(௧)
ట(௧)ି௭∣௧∣ୀோ  ோܩ ∋ z            , ݐ݀

eşitliği elde edilir. Son eşitlikten görüldüğü gibi {Φ(ݖ)} Faber polinomları , ట′(௧)
ట(௧)ି௭

 

fonksiyonunun  ∞ noktasının çıkarılmış komşuluğundaki Laurent açılımının Laurent 

katsayılarıdır. O halde ,  

                    
టᇲ(௧)

ట(௧)ି௭
 = ∑ (௭)

௧శభ
ஶ
ୀ ݖ        ,  ∈        R < |ݐ|  ோ veܩ
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elde edilir. 

5.1.2 Tanım:  టᇲ(௧)
ట(௧)ି௭

  fonksiyonuna {ϕ(ݖ)}  Faber polinomlarının  üreteç  

 fonksiyonu  denir. 

5.1.3 Örnek:  Eğer ܩ bölgesi  |ݖ − |ݖ < ܴ diski ise bu diskin dışını birim 

diskin dışına, ߮(∞) = ∞ ve  ߮′(∞)  =   lim
௭→∞

ఝ(௭)
௭

 = ߛ  > 0 koşulları altında resmeden 

konform dönüşüm 

 = (z)߮ = ݓ                                      
௭ି௭బ

ோబ
  

dır. Bu durumda her ݊ doğal sayısı için, 

                                    Φ(ݖ) = 
ଵ

ோబ
 (ݖ −   )ݖ

olur. Görüldüğü gibi ∣ z−ݖ ∣< ܴ diski için Faber polinomları, konform dönüşüm 

fonksiyonunun negatif olmayan tam kuvvetleridir ve  ܧ(ݖ) ≡ 0’ dır. 

5.1.4 Örnek:  ܩ := { z ∈ ℂ : |1 > |ݖ} olması durumunda, diskin dışını birim 

diskin dışına ߮(∞) = ∞  ve  ߮′(∞) = lim
௭→∞

ఝ(௭)
௭

 = < ߛ 0 koşulları altında resmeden 

konform dönüşüm ߮(z) = ݖ şeklindedir. O halde  ߰(t) = ݐ olduğundan 

                          టᇲ(௧)
ట(௧)ି௭

 = ଵ
௧ି௭

 = ଵ
௧

ଵ
ଵି


 = ଵ

௧
∑ ቀ௭

௧
ቁ


ஶ
ୀ  =  ∑ ௭

௧శభ
ஶ
ୀ   

eşitliği elde edilir. Öyleyse ܩ bölgesinin birim disk olması durumunda  Φ(ݖ)  ݖ = 

dir. 

             Faber polinomlarının tanımından görüldüğü gibi ܩ bölgesi ile  ିܩ bölgesinin 

Faber polinomları aynıdır. Buna göre çoğu zaman ܩ bölgesinin Faber polinomları 

yerine ܩ kompaktlığının ifadesi kullanılır.  
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5.2  Faber Polinomlarının Asimptotik Özellikleri 

            Önceki bölümlerde belirtildiği gibi  |߮(ݖ)| = ܴ > 1 için her  Γோ seviye eğrisi, 

bu eğrinin içi ܩோ   ve dışı Gோ
ି  olmak üzere iki doğal bölge tanımlar. ܧ(ݖ)  

fonksiyonu ܩோ
ିതതതത  kapalı bölgesinde analitik ve  ܧ(∞) = 0 olduğundan  Γோ   pozitif  

yönlü olmak üzere sınırsız bölgeler için Cauchy integral formülüne göre, her ݖ ∈  ିܩ

için 

ଵ − = (ݖ)ܧ                           
ଶగ ∫ ா()

ି௭ೃ
ݖ           ,  ߞ݀ ∈ ோܩ

ି 

yazılabilir. 

 [(ݖ)߮] − (ݖ)Φ = (ݖ)ܧ                           

olduğundan, 

ଵ − = (ݖ)ܧ                         
ଶగ ∫ () ି  [ఝ()]

ି௭ೃ
ݖ          ,ߞ݀ ∈ ோܩ

ି 

olur. Φ(ݖ) ,  ܩோ bölgesinde analitik olduğundan Cauchy integral teoreminden, 

− ଵ
ଶగ ∫ ()

ି௭ೃ
 0 = ߞ݀

dır. Bu durumda ,  

ଵ = (ݖ)ܧ                         
ଶగ ∫ [ఝ()]

ି௭ೃ
ݖ         , ߞ݀ ∈ ோܩ

ି                                 (5.4) 

eşitliği bulunur. 

             Böylece, 

                         Φ(ݖ) = ଵ
ଶగ ∫ [ఝ()]

ି௭ೃ
ݖ           , ߞ݀ ∈  ோܩ

ve 

ଵ = (ݖ)ܧ                        
ଶగ ∫ [ఝ()]

ି௭ೃ
ݖ            , ߞ݀ ∈ ோܩ

ି 

şeklinde benzer iki bağıntıya sahip olmuş oluruz. 

ܭ                bağlantılı tümleyene sahip sınırlı kontinyum olsun. Amacımız Faber 

polinomlarını ܭ kontinyumunda değerlendirmektir. 
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              Bunun için, eğer ݖ ∈  ise yeteri kadar küçük sabit ε > 0 sayısı için (5.3) ܭ

ifadesinde ܴ = 1 +  ,alınabilir. Bu durumda  ߝ 

                            Φ(ݖ) = ଵ
ଶగ ∫ [ఝ()]

ି௭భశഄ
ݖ             , ߞ݀ ∈ ோܩ  

integralinden, 

                         |Φ(ݖ)|  = ቚ ଵ
ଶగ ∫ [ఝ()]

ି௭ଵାఌ         ቚߞ݀

                                      ≤ ଵ
ଶగ ∫ ∣ఝ()∣

∣ି௭∣భశഄ
  |ߞ݀| 

                                      = (ଵାఌ)

ଶగ
 ∫ ∣ௗ∣

∣ି௭∣ଵାఌ  

elde edilir.  

              Burada, ܭ kontinyumunun  Γଵାఌ  seviye eğrisine olan uzaklığını                            

ρ ( , ܭ   Γଵାఌ  )  olarak ve  Γଵାఌ   eğrisinin uzunluğunu da  ℓ (  Γଵାఌ )   olarak 

işaretleyelim. Γଵାఌ   kapalı ve ܭ kümesi kompakt olduğundan aralarındaki  ρ ( ܭ , 

Γଵାఌ  ) uzaklığı sıfırdan büyüktür. Ayrıca  ζ ∈ Γଵାఌ  ve ݖ ∈ ܭ  olduğundan  ρ ( ܭ  , 

Γଵାఌ ߞ|  > (  −  ,olur. O halde |ݖ

             |Φ(ݖ)| ≤ (ଵାఌ)

ଶగఘ(,భశഄ)
 ∫ భశഄ|ߞ݀|

 = (ଵାఌ)

ଶగఘ(,భశഄ)
 ℓ(Γଵାఌ)                        (5.5) 

eşitsizliği elde edilir.   ܿଵ(ߝ) := ℓ(భశഄ)
ଶగఘ(,భశഄ)

  olsun.  ܿଵ(ߝ) sayısı, yalnızca ε sayısına 

bağlı ve ε → 0 için artan bir sabit olmak üzere (5.5) eşitsizliğini, 

                           |Φ(ݖ)| ≤ ܿଵ(ߝ)(1 + ݖ          , (ߝ ∈  (5.6)                                                  ܭ

şeklinde yazabiliriz. (5.6) ifadesinin her iki tarafının ݊.dereceden kökü alınırsa, ݊ → 

∞ için limit durumunda  

                          lim
→ஶ

|(ݖ)ඥ|Φ ݑݏ  ≤ 1+ε ,      ݖ ∈  ܭ

ifadesi elde edilir. Bu eşitsizlikte ε yeteri kadar küçük keyfi bir sabit ve sol taraf ε’a 

bağlı olmadığından, 

                                    lim
→ஶ

|(ݖ)ඥ|Φ ݑݏ ݖ            , 1 ≥  ∈  (5.7)                                          ܭ
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limit bağıntısı elde edilir. 

              ܴ ve ݎ  > 1  ,ݎ < ܴ  olacak şekilde iki sayı olsun. Bu durumda   ܩோ
ି  kapalı 

kümesi üzerinde  ܧ(ݖ)  fonksiyonunu belirleyebiliriz. (5.4) ifadesinden tüm z ∈ ܩோ
ି 

için, 

ቚ = |(ݖ)ܧ|                                  ଵ
ଶగ ∫ [ఝ()]

ି௭ೝ
    ቚߞ݀

                                         ≤ ଵ
ଶగ ∫ ∣ఝ()∣

∣ି௭∣ೝ
|݀ζ| 

                                         =  


ଶగ
 ∫ |ௗ|

|ି௭|ೝ
  

olur.  Γ ve  Γோ seviye eğrileri arasındaki ρ (Γ , Γோ) uzaklığını ߜ ile işaretleyelim. ܩோ
ି  

kapalı ve Γ kompakt olduğundan aralarındaki uzaklık sıfırdan büyüktür. Ayrıca  ݖ ∈

ோܩ 
ି ve ߞ ∈  Γ olduğundan ߜ ≤ ߞ| −  ,olur. Buradan |ݖ

≥ |(ݖ)ܧ|                                       

ଶగఋ
 ℓ(Γ)                                                (5.8) 

değerlendirilmesi elde edilir. ܿଶ(ܴ, ℓ(Γೝ) =: (ݎ
ଶగఘ(Γೝ,Γೃ)

 alınırsa, 

,ܴ)ଶܿ ≥ |(ݖ)ܧ|                                                    ݎ(ݎ

elde edilir. Böylece , 

                                  Φ(ݖ) = [߮(ݖ)]+ ܧ(ݖ) ,              ݖ ∈  ିܩ

bağıntısından, Faber polinomları için en basit asimptotik formülü, 

                      Φ(ݖ) = [߮(ݖ)]+ O(ݎ) ,          ݖ ∈ ோܩ
ݎ > 1       , ି < ܴ                       (5.9) 

şeklindedir. 

                (5.9) ifadesinin sağ tarafının hızı ݖ ∈ ோ߁  ise |߮(ݖ)|  = ܴ  dir. Fakat sağ 

taraftaki ikinci terimin sonsuza gitme hızı ݎ  değerinin sonsuza gitme hızından 

büyük değildir. 

              Hemen belirtelim ki, (5.8) ifadesinde (ݖ)ߜ ,ݖ) ߩ = Γ) alırsak ݖ → ∞ için, 

(5.8) ifadesinin sağ tarafı sıfıra yakınsar. 

              ܴ > 1 olmak üzere bir ݖ ∈ ݎ > ோ alalım. Bu durumda, 1߁ < ܴ olmak üzere, 
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                              Φ(ݖ)   (ݎ) + O[(ݖ)߮] =

olduğunu biliyoruz. Buradan,  

                              Φ(ݖ) = [߮(ݖ)] + O(ݎ) = [߮(ݖ)] ቂ1 + ை()
[ఝ(௭)]ቃ 

[(ݖ)߮] =                                           ቂ1 + ை()
ை(ோ)

ቃ = [߮(ݖ)] ቂ1 +  ܱ ቀ

ோቁቃ 

eşitliği elde edilir. Bu eşitlikten, 

                            (௭)
[ఝ(௭)] – 1 = Oቀ

ோቁ  

eşitliği elde edilir. Buradan da, 

                            ቚ (௭)
[ఝ(௭)]  −  1ቚ ≤ ܿଷ



ோ  

ve dolayısıyla , 

                      1− ܿଷ


ோ ≤ |(௭)|
|ఝ(௭)| ≤ 1 + ܿଷ



ோ 

bağıntısı elde edilir.  ܿସ(ܴ) : = 1− ܿଷ


ோ   ve   ܿହ(ܴ) ∶= 1+ ܿଷ


ோ  alınırsa, 

                                  ܿସ(ܴ) ≤  |(௭)|
|ఝ(௭)|  ≤ ܿହ(ܴ) ,               ݖ ∈  ோ߁

                     ܿସ(ܴ)|߮(ݖ)| ≤ |Φ(ݖ)| ≤ ܿହ(ܴ)|߮(ݖ)| 

                              ܿସ(ܴ)ܴ ≤ |Φ(ݖ)| ≤ ܿହ(ܴ)ܴ ,          ݖ ∈  ோ                                (5.10)߁

olur. (5.10) eşitsizliğinin ݊.dereceden kökü alınıp, ݊ → ∞ için limit alınırsa, 

                        lim
→ஶ

ඥ|Φ(ݖ)| ݖ           , |(ݖ)߮| =   ∈  (5.11)                                               ିܩ

eşitsizliğini buluruz ki, burada yakınsama  ିܩ deki her kompakt küme üzerinde 

düzgündür. Yani, ିܩ  bölgesinde kapsanan her sınırlı kapalı ܨ  kümesi üzerinde 

yakınsama düzgün olur. 

            Eğer ݖ ∈ ݊ ோ ise bu durumda߁ + 1 ve ݊ için (5.9) ifadesi, 

                              శభ(௭)
(௭)

 = 
[ఝ(௭)]శభ ା ை(శభ)

[ఝ(௭)] ା ை()
  

 (ݖ)߮ =                                         
ଵା ை൬ೝశభ

ೃశభ൰

ଵା ைቀೝ
ೃቁ

൩  
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1 (ݖ)߮ =                                                       +  
ை൬ೝశభ

ೃశభ൰ ି ை൬ೝ

ೃ൰

ଵା ைቀೝ
ೃቁ

൩ 

Oቀ + (ݖ)߮ =                                              

ோቁ 

şeklinde yazılabilir. Bu durumda   ିܩ bölgesindeki her ܨ kompakt kümesi üzerinde 
düzgün yakınsayan ve 

                   శభ(௭)
(௭)

(ݖ)߮ =   +  ܱ ቀ

ோቁ ,           ݖ ∈ ோ߁ ,        ݊ → ∞ 

asimptotik bağıntısını yazabiliriz. 

                   lim
→ஶ

శభ(௭)
(௭)

ݖ         , (ݖ)߮ =  ∈  (5.12)                                                           ିܩ

olur. 

5.3  Faber Serileri 

5.3.1 Tanım: ϕ୬(ݖ)’ler ܭ kontinyumunun Faber polinomları olsun. (ܿ) bir 

karmaşık sayı dizisi olmak üzere 

                                           ∑ ܿΦ୬(ݖ)ஶ
୬ୀ  

biçimindeki serilere ܭ kontinyumuna göre  Faber serileri  denir. 

5.3.2 Teorem: (ܿ) bir karmaşık sayı dizisi ve ϕ୬(ݖ)’ler  ܭ  

 kontinyumunun  Faber  polinomları olsun. Eğer, 

                                             lim
→ஶ

ඥ|ܿ| ݑݏ  = 
ଵ
ோ
 < 1 

ise  ∑ ܿΦ୬(z)ஶ
୬ୀ   Faber serisi, ܩோ  bölgesinde mutlak yakınsak, ܩோ  bölgesinin 

kompakt alt kümelerinde düzgün yakınsak ve ܩோ
ି  bölgesinde ıraksaktır. 

           İspat:  lim
→ஶ

ඥ|ܿ| ݑݏ  = ଵ
ோ
 olduğundan, her ε > 0 için öyle bir N doğal sayısı 

vardır ki, ݊  ≥  N için, 

                        |ܿ|
భ
 < ଵ

ோ
+ ε = 

ଵାఌோ
ோ
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olur. ߝ ≔  ఌோమ

ଵାఌோ
  alınırsa, ݊ ≥ N için, 

                             |ܿ|
భ
  < ଵ

ோିఌబ
 

eşitsizliği elde edilir. 1 <  ݎ < ܴ olmak üzere, (5.10) bağıntısından her ݖ ∈  , için߁

                         ܽଵ(ݎ)ݎ ≤ |Φ(ݖ)| ≤ ܽଶ(ݎ)ݎ 

olduğunu biliyoruz. ε sayısını  ߝ −ܴ > ݎ olacak şekilde alalım. Bu durumda, 

݊ ≥ N için, 

                            |ܿΦ(ݖ)| ≤ ܽଶ(ݎ) 

(ோିఌబ) 

olur. ݍ := 
ோିఌబ

 alınırsa, 0 < 1 > ݍ ve  ∀ ݖ ∈  , için߁

                         |ܿΦ(ݖ)| ≤ ܽଶ(ݎ)ݍ 

elde edilir. ∀ z ∈ ܩோ − ݖ için  ܭ ∈ ߁  olacak şekilde ݎ ∈ (1, ܴ)  sayısı 

bulanabileceğinden bu eşitsizlik ∀ ݖ ∈ ோܩ −  .için geçerli olur ܭ

ݎ   olacak şekilde birܩ ⊃ ܭ  kompakt olduğundan ܭ                ∈ (1, ܴ) sayısı vardır 
ki  ∀ ݖ ∈  ,için ܭ

                             Φ(ݖ)  = 
ଵ

ଶగ ∫ [ఝ()]

ି௭ೝ
 ߞ݀

olduğunu biliyoruz. Buradan, 

                         |Φ(ݖ)| = 


ଶగఘ(ೝ,)
ℓ(Γ) = ܿ(ݎ)ݎ  

elde edilir. ε sayısını ݎ <  =:  . olacak şekilde seçelimߝ −ܴ
ோିఌబ

 alınırsa 0 < 1 >  

ve ∀ ݖ ∈  ,için ܭ

                       |ܿΦ(ݖ)| ≤ ܿ(ݎ)   

olur. ∑  |ܿΦ୬(z)|ஶ
୬ୀ   serisi, ∑ ஶݍ

ୀ  serisi yakınsak olduğundan her ݖ ோܩ ∋  −  ܭ 

için, ∑ ஶ
ୀ  serisi yakınsak olduğu için de her ݖ ∈ ܭ  için yakınsaktır. O halde 

∑ ܿΦ(ݖ)ஶ
ୀ  serisi ܩோ üzerinde mutlak yakınsaktır. 

 బ olacak şekildeܩ ∋ ܨ ோ′nin kompakt bir alt kümesi olsun. Bu durumdaܩ ,ܨ              

bir 1 < ݎ < ܴ sayısı vardır. ݎ < ݎ < ܴ  olmak üzere, her ݖ ∈  için ܨ
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                        Φ(ݖ) = 
ଵ

ଶగ ∫ [ఝ()]

ି௭ೝ
 ߞ݀

olduğunu biliyoruz. ܨ ve Γ  kapalı olduklarından ∀ ݖ ∈  ve ∀ ζ ∈ Γ için ܨ

ߞ|                         − ρ (Γ ≤ |ݖ ,  0 < (ܨ

olur. Buradan, ∀ ݖ ∈  için ܨ

                       |Φ(ݖ)| = 

ଶగఘ(ೝ,ி)
 ℓ(Γ)  =   ݎ(ݎ)ܿ 

elde edilir. Bir ε > 0 için ߝ =  ఌோమ

ଵାఌோ
 diyelim ve ε sayısını ݎ <   olacak şekildeߝ −ܴ

alalım. lim
→ஶ

ඥ|ܿ| ݑݏ  = ଵ
ோ
 olduğundan, ݊ ≥ N için |ܿ|

భ
 < ଵ

ோିఌబ
 olacak şekilde  

bir  N doğal sayısı vardır. O halde, ݊ ≥ N için ve her ݖ ∈  için ܨ

                            |ܿΦ(ݖ)| ≤ ܿ(ݎ) ݊ݎ

  ݊(0ߝ−ܴ)

olur. ܯ = ܿ(ݎ) 

(ோିఌబ) alınırsa  ∑ ܯ
ஶ
ୀ  serisi yakınsak olacağından Weierstrass-M 

testi gereğince  

                            ∑ ܿΦ୬(z)ஶ
୬ୀ   

serisi ܨ üzerinde düzgün yakınsak olur.  

ݖ               ∈ ோܩ
ି olsun. ܴ = ݖ alınırsa, ܴ > ܴ ve |(ݖ)߮|  ∈ ோబ߁  olur. Bu durumda, 

                           ܾଵ(ܴ)ܴ
 ≤ |Φ(ݖ)| ≤ ܾଶ(ܴ)ܴ

  

olduğu bilinmektedir.  

                             lim
→ஶ

ඥ|ܿ| ݑݏ  = 
ଵ
ோ

  

olduğundan, ∀ ε > 0 için (ܿ) dizisinin หܿೖห
భ

ೖ > ଵ
ோ
 – ε = ଵିఌோ

ோ
 olacak şekilde bir (ܿೖ) 

alt dizisi vardır. ߝଵ = ఌோమ

ଵିఌோ
 alınırsa, 

               หܿೖห
భ

ೖ  > 
ଵିఌோ

ோ
 = ଵ

ோାఌభ
  

olur. ε sayısını,  ܴ +  ,ଵ < ܴ olacak şekilde seçelim. Bu durumdaߝ

               หܿೖΦೖ(ݖ)ห  > భ(ோబ)ோబ
ೖ

(ோାఌభ)ೖ
 = ܾଵ(ܴ) ቀ ோబ

ோାఌభ
ቁ

ೖ 
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elde edilir. ோబ
ோାఌభ

> 1  olduğundan  ∑ ቀ ோబ
ோାఌభ

ቁ
ೖஶ

ୀ  serisi ıraksak olur. Buradan 

∑ ܿΦ୬(z)ஶ
୬ୀ  serisinin ıraksak olduğu çıkar.∎ 

 

5.4  Analitik Fonksiyonların Faber Serileri 

              Bu bölümde analitik olan bir ݂(z) fonksiyonunun Faber serisine açılabileceği 

durumu inceleyeceğiz. 

5.4.1 Teorem: ܩ ⊂ ℂ sınırlı, basit bağlantılı ve Γ = ∂G sınırı analitik olan 

 bir bölge olsun. ݂ fonksiyonu ܩ  bölgesinde analitik ve ܭ = ܩ ∪  kontinyumunda ߁

sürekli olsun. Bu durumda ܭ  kontinyumunun Faber polinomlarının bir serisine 

açılabilir ve bu seri ܩ ’nin her kompakt alt kümesinde ݂  fonksiyonuna mutlak ve 

düzgün yakınsaktır. 

             İspat: Γ analitik bir eğri olduğundan ݓ = (ݖ)߮  konform dönüşümü Γ 

sınırından ܩ’nin içine belirli bir yere kadar analitik ve birebir olarak genişletilebilir. 

߮ konform dönüşümü belirli bir 0 < ߩ < 1 için ܩఘబ
ି  bölgesinde birebir ve analitik 

olur. Bu durumda, ݖ  = ߰ (w) fonksiyonu |ݓ| ߩ <   bölgesinde ∞ noktası dışında 

analitiktir ve ∞ noktasında basit kutbu vardır. 

ݖ               ∈ ߩ olsun. Bu durumda ܩ < ߩ < 1 olacak şekilde bir ߩ sayısı seçebiliriz 

ve ܩ ∋ ݖఘ  olur. ݂ ܩ ,  ’de analitik bir fonksiyon ve ܩఘതതത  ⊂ ܩ   olduğundan ݂,  ఘ തതതത  ’daܩ

analitikir. Cauchy formülünden, 

ଵ = (ݖ)݂                
ଶ୧ ∫ ()

ିಙ
= ߞ݀  ଵ

ଶగ
 ∫ ௧|ୀఘ|((ݐ)߰)݂

టᇲ(௧)
ట(௧)ି௭

 (5.13)              ݐ݀

olur. 

ݖ               ∈ ρ için ߰ fonksiyonu analitik olduğundan, టᇲ(௧) ≤ |ݐ| ఘ veܩ
ట(௧)ି௭

  fonksiyonu 

 ,için analitik olur. Ayrıca ߩ ≤ |ݐ|

                         Φ(ݖ) = ଵ
ଶగ ∫ ௧టᇲ(௧)

ట(௧)ି௭∣௧∣ୀఘ   ݐ݀
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olduğundan |ݐ| ≥  ,için  ߩ

                      టᇲ(௧)
ట(௧)ି௭

 = ∑ (௭)
௧శభ  ஶ

ୀ ݖ       , ∈  ఘ                                       (5.14)ܩ

olur. ܩ  ,ܨఘ bölgesinin kapalı alt kümesi olmak üzere (5.14) açılımı |ߩ ≤ |ݐ koşulunu 

sağlayan ݐ ’ler için ve ܨ  kompakt kümesine ait olan ݖ  noktaları için düzgün 

yakınsaktır. Gerçekten,  ܨ ⊂ ݖ ఘ bir kompakt kümesi olmak üzereܩ  ∈  olsun. Bu ܨ

durumda  ߩ < ݎ < ܨ  ve  ߩ ⊂  sayısı vardır. Bu durumda ݎ   olacak şekilde birܩ

Φ(ݖ)  Faber polinomları için, 

                       ܿଵ(ݎ)ݎ ≤ |Φ(ݖ)| ≤ ܿଶ(ݎ)ݎ ,           ݖ ∈  ߁

dir.  Bundan dolayı, |ߩ ≤ |ݐ ve  ݖ ∈  ,için ܨ

                     ቚ∑ (௭)
௧శభ  ஶ

ୀ ቚ ≤ ∑ |(௭)|
|௧|శభ

ஶ
ୀ  ≤ ∑ ܿଶ(ݎ)ஶ

ୀ


ఘశభ 

                                     = మ()
ఘ

∑ ቀ
ఘ

ቁ


ஶ
ୀ < ∞ 

olduğundan Weierstrass-M testi gereğince  ∑ (௭)
௧శభ  ஶ

ୀ  serisi |ߩ ≤ |ݐ  olduğunda 

∀݂ ⊂  .ఘ kompakt alt kümesinde düzgün yakınsaktırܩ

    ܽ ≔  ଵ
ଶగ

 ∫  (ట(௧))
௧శభ|௧|ୀఘ ଵ  = ݐ݀

ଶగ
 ∫ ()

ఝశభ()
߮ᇱ(ߞ)݀ߞ ഐ

                                   (5.15) 

olmak üzere, (5.14)  açılımını  (5.13)  de dikkate alırsak , 

             ݂ (z) = ଵ
ଶగ

 ∫ ((ݐ)߰)݂ టᇲ(௧)
ట(௧)ି௭

௧|ୀఘ|ݐ݀  

                        = ଵ
ଶగ

 ∫ ௧|ୀఘ|((ݐ)߰)݂ ቄ∑ (௭)
௧శభ

ஶ
ୀ ቅ dt 

                        = ∑ Φ(ݖ)ஶ
ୀ ቄ ଵ

ଶగ ∫ (ట(௧))
௧శభ ௧|ୀఘ|ݐ݀ ቅ 

                        = ∑ ܽΦ(ݖ)ஶ
ୀ ݖ                ,  ∈   (5.16)                                                ܩ

açılımı elde edilir. 

              Şimdi  ∑ ܽΦ(ݖ)ஶ
ୀ   yakınsamasının ܩ’nin kompakt alt kümeleri üzerinde 

mutlak ve düzgün yakınsama olduğunu gösterelim. 

ܨ nin kompakt bir alt kümesi olsun. Bu durumda’ܩ ,ܨ               ⊂ బܩ  olacak şekilde 

bir  ݎ < 1 sayısı vardır. ݎ <  1 > ݎ olmak üzere 
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                          Φ(ݖ) = 
ଵ

ଶగ ∫ [ఝ()]

ି௭ೝ
  ߞ݀

ve ܨ ile Γ kapalı olduklarından, ∀ ݖ ∈  için ܨ

                           |Φ(ݖ)| ≤ ݀(ݎ) ݎ 

elde edilir.  

ݖ ∀ .ଵ < 1 biçiminde bir ܴଵ sayısı seçelimܴ  > ݎ               ∈ ݖ için ܨ ∈ ோభܩ  olur. Bu 

durumda  ∀ ݖ ∈  ,için ܨ

                          ݂(z) = ଵ
ଶ୧ ∫ ()

ିభ
ଵ =ߞ݀

ଶగ
 ∫ ((ݐ)߰)݂ టᇲ(௧)

ట(௧)ି௭
௧|ୀோభ|ݐ݀

 

ve          

                     టᇲ(௧)
ట(௧)ି௭

 = ∑ (௭)
௧శభ  ஶ

ୀ ݖ         , ଵܴ = |ݐ|       , ∈  ܨ

açılımı düzgün yakınsak olduğundan ∀ ݖ ∈  ,için ܨ

                  ܽ = ଵ
ଶగ

 ∫ (ట(௧))
௧శభ|௧|ୀఘ  ݐ݀

olmak üzere 

                     ݂ (z) = ∑ ܽΦ(ݖ)ஶ
ୀ  

olur. M := max ൛|݂(ݖ)| ∶ ∋ ݖ  ோభܩ   ൟ   olarak alınırsa 

                      |ܽ| ≤ 

ோ 

olacağından  ∀ ݊ ∈ ℕ ve ∀ ݖ ∈   için ܨ

                      |ܽΦ(ݖ)| ≤ ݀(ݎ)Mቀ
ோ

ቁ


 

olur. ∑ M(ݎ)݀ ቀ୰
ୖ

ቁ
୬

ஶ
ୀ   serisi yakınsak olduğundan Weierstrass-M testi gereğince 

∑ ܽΦ(ݖ)ஶ
ୀ  serisi ܨ üzerinde mutlak ve düzgün yakınsak olur.∎ 

5.4.2 Tanım:  ∑ ஶ   (ݖ)ϕߙ
ୀ Faber serisindeki  {ߙ} katsayılarına, ܭ 

kontinyumunda analitik olan  ݂ fonksiyonunun Faber katsayıları denir ve   

ܽ := ଵ
ଶగ ∫ (ట(௧))

௧శభ|௧|ୀఘ  .formülü ile ifade edilir  ݐ݀



39 
 

5.4.3 Teorem: ܭ kontinyumunda analitik olan her  ݂(ݖ) fonksiyonu ܭ  

kontinyumunda düzgün yakınsayan bir Faber serisine açılabilir. 

             İspat: Bu teoremde ܭ, sınırlı ve bağlantılı tümleyene sahip olup sınırı için 

herhangi bir koşul yoktur. ܴ = 1 + ߝ > 1 olmak üzere,  ݂ fonksiyonu ܭ’da analitik 

ve ܭ  kapalı olduğundan  ݂  fonksiyonu analitik olarak belirli bir ܩோ  bölgesine 

genişletilebilir. 1 < ߩ <  ܴ olacak şekilde bir ߩ sayısı alalım. ∀ ݖ ∈  ,için ܭ

                   ݂ (z) = 
ଵ

ଶ୧ ∫ ()
ିಙ

ଵ = ߞ݀
ଶగ

 ∫ ((ݐ)߰)݂ టᇲ(௧)
ట(௧)ି௭

௧|ୀఘ|ݐ݀                        (5.17) 

dir. Diğer yandan ݖ ∈  ,için ߩ = |ݐ| ve ܭ

                             టᇲ(௧)
ట(௧)ି௭

 = ∑ (௭)
௧శభ  ஶ

ୀ  

açılımı özel olarak |ݐ| ߩ =   çemberi üzerinde yakınsak olduğundan bunu  (5.17) 

eşitliğinde dikkate alırsak  ݊ = 1,2,… için  ܽ Faber katsayıları olmak üzere, 

                            ݂ (z) = ∑ ܽ୬Φ୬(z)ஶ
୬ୀ ݖ         ,   ∈  ܭ

açılımı elde edilir.∎ 
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6. FABER SERİLERİNİN MAKSİMAL YAKINSAKLIK 

ÖZELLİKLERİ 

6.1 Bernstein & Walsh Düz Teoremler  

ܭ                basit bağlantılı  ିܩ  tümleyenine sahip sınırlı kontinyum olsun. ݂  

fonksiyonu ܭ  kontinyumunda analitik ise bir  ܴ > 1  için ܩோ  kanonik bölgesine 

analitik olarak genişletilebilir. Şimdi  ݂ fonksiyonunun ܭ kontinyumundaki cebirsel 

polinomlarla düzgün yaklaşımı araştıralım. 

            Bir ܲ(ݖ)  cebirsel polinomunun ܭ  kontinyumunda analitik olan  ݂(ݖ)  

fonksiyonuna yaklaşımını, 

                           ‖݂ − ܲ(ݖ)‖ = max
௭∈

(ݖ)݂| − ܲ(ݖ)|                                        (6.1) 

olarak tanımlayalım. Bu norma düzgün norm denir. 

,݂)ܧ                            inf = (ܭ
∈℘

‖݂ − ܲ‖                                                       (6.2) 

sayısını tanımlayalım. Burada infimum  ܲ ∈ ℘  polinomları üzerinden alınır. 

,݂)ܧ  .sayısına , ݂ fonksiyonunun  düzgün normda en iyi yaklaşım sayısı denir (ܭ

℘ sınıfında  

                  ‖݂ − ܳ‖ = max
௭∈

(ݖ)݂| − ܳ(ݖ)| = ܧ(݂,  (6.3)                                  (ܭ

koşulunu sağlayan bir tek ܳ(ݖ) cebirsel polinomu vardır. Bu ܳ(ݖ) polinomuna, ܭ 

kontinyumunda  ݂ (z)  fonksiyonuna  düzgün normda en iyi yaklaşan polinom  

denir. Yaklaşım teorisinde gösterilir ki  {ܧ(݂)}  dizisi ݊’ye göre monoton azalandır 

ve  

                                lim
→ஶ

,݂)ܧ  (6.4)                                                               0 = (ܭ

dir. Bu dizinin monoton azalan olduğu açıktır. Limitin sıfıra eşitliği ise yaklaşım 

teorisinde yapılmış olan bir dizi araştırmaların sonucudur. (6.4) koşulunun 
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sağlanması için  ݂ fonksiyonu ve yaklaşımın gerçekleştirildiği ܭ kontinyumu üzerine 

konulan koşullar aşağıdaki teoremlerde ifade edilmiştir. 

6.1.1 Teorem (M.A. Lavrentiev, 1934): Sınırlı, kapalı bir ܤ kümesi  

üzerinde sürekli herhangi bir ݂(ݖ)  kompleks fonksiyonunun ܤ  kümesi üzerinde 

düzgün yakınsayan ݂(ݖ)  = ܲ(ݖ)  + [ ଵܲ(ݖ)  - ܲ(ݖ)]  +  ⋯   polinom serilerine 

genişletilebilmesi için gerek ve yeter koşul ܤ kümesinin iç noktaları kümesinin boş 

küme olması ve düzlemi bölmemesidir. [25, s.29] 

6.1.2 Teorem (M.V. Keldysh, 1945): Kapalı bir ̅ܩ bölgesinde sürekli ve 

 fonksiyonuna keyfi (ݖ)݂ kümesinde analitik herhangi bir ܩ nin iç noktaları olan’ܩ̅

düzgün polinomlarla yaklaşılabilmesi için gerek ve yeter koşul  ̅ܩ’nin tümleyeni olan  

 nin, sonsuzluğu içeren basit bağlantılı bir bölge olmasıdır. [25, s.31]ିܩ

6.1.3 Teorem (S.N. Mergelyan, 1951): Sınırlı, kapalı bir  ܤ  kümesi  

üzerinde sürekli ve ܤ’nin iç noktalarında analitik herhangi bir ݂(ݖ) fonksiyonuna 

keyfi düzgün polinomlarla yaklaşılabilmesi için gerek ve yeter koşul ܤ kümesinin 

düzlemi bölmemesidir. [25, s.31] 

                Bu durumda, Mergelyan teoremi kullanılarak  

                                          lim
→ஶ

,݂)ܧ   0 = (ܭ

 elde edilir. 

               ݂(z) fonksiyonu ܩோ bölgesinde analitik ise  {ܧ(݂, ୀ{(ܭ
ஶ   dizisinin sıfıra 

yaklaşım  hızının ܴ ile doğru orantılı şekilde arttığını gösteren, S.N. Bernstein ve 

J.Walsh tarafından ispatlanan aşağıdaki düz teoremi verelim. 

6.1.4 Teorem (S.N. Bernstein, J.Walsh): ݂(z) fonksiyonu ܴ > 1 için  ܩோ  

kanonik bölgesinde analitik ise her  ߝ > 0 için ∃ ܿଵ(ε) sabiti vardır ki her  ݊ ∈  ℕ 

için,  
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,݂)ܧ                                        ≥ (ܭ
భ(ఌ)

(ோିఌ) ,        (ܴ − ߝ > 1)                                (6.5) 

olur. 

          İspat: ݂(z) fonksiyonu ܭ kontinyumunda analitik olduğundan  ∀ ݖ ∈  için ܭ 

∑ = (ݖ)݂                                  ܽΦ(ݖ)ஶ
ୀ ݖ         ,  ∈  ܭ

Faber serisine açılabilir. (6.1) formülüne göre ݂ (z) fonksiyonuna yaklaşan   ܲ(ݖ) 

polinomu olarak bu fonksiyonun Faber serisinin, 

                                     ܲ(z) = ∑ ܽΦ(ݖ)
ୀ  

biçimindeki kısmi toplamını alalım. O halde ܭ kontinyumunda, 

                         ܴ(ݖ, ݂) := ∑ ܽΦ(ݖ)ஶ
ୀାଵ ݖ       ,  ∈  (6.6)                                  ܭ

Faber serilerinin kalan terimini değerlendirmemiz ispat için yeterlidir. 

 ଵ > 1 sayısını yeterince küçük seçtiğimizde (5.6) bağıntısındanߝ             

                         |Φ(ݖ)| ≤ ܿଶ(ߝଵ)(1 + ݖ          , ଵ)ߝ ∈  (6.7)                                      ܭ

olduğunu biliyoruz. Diğer taraftan ߝଶ > 0 ise ܿଷ(ߝଶ) ,  Γோିఌమ eğrisi üzerinde tanımlı 

olan  ݂ (z) fonksiyonunun modülünün en büyük değeri olmak üzere  ܽ  Faber 

katsayıları için, 

                    |ܽ| ≤ ቚ ଵ
ଶగ ∫ (ట(௧))

௧ೖశభ ௧|ୀோିఌమ|ݐ݀
ቚ ≤ య(ఌమ)

(ோିఌమ)ೖ                           (6.8)        

bağıntısı yazılabilir. ߝଵ ve ߝଶ sayıları yeterince küçük seçildiğinden 1 + ܴ > ଵߝ −   ଶߝ

eşitsizliğinin her zaman sağlandığı görülür. Bu durumda  (6.6), (6.7) ve (6.8)’den, 

                      |ܴ(ݖ, ݂)| = |∑ ܽΦ(ݖ)ஶ
ୀାଵ |  

                                       ≤  ∑ య(ఌమ)
(ோିఌమ)ೖ

ஶ
ୀାଵ  ܿଶ(ߝଵ)(1 +  ଵ)ߝ

                                  ≤  ܿସ ∑ (ଵାఌభ)ೖ

(ோିఌమ)ೖ
ஶ
ୀାଵ  = ܿସ

ቀభశഄభ
ೃషഄమ

ቁ
శభ

ଵି భశഄభ
ೃషഄమ

  

                                  ≤ ܿହ ቀଵାఌభ
ோିఌమ

ቁ

                                                              (6.9) 

eşitsizliği elde edilir. ߝଵ ve ߝଶ sayıları yeterince küçük seçilebildiğinden, 
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                  ଵାఌభ
ோିఌమ

 = ଵ
ோିఌ

 ,             ε = ఌమା ఌభோ
ଵା ఌభ

                                          (6.10) 

eşitliklerindeki  ߝ  değeri yeterince küçük sabitlenmiş değer olarak alınabilir. O halde 
(6.9) bağıntısından, 

                     |ܴ(ݖ, ݂)| ≤  ల(ఌ)
 (ோ ି ఌ) ,        ݖ ∈  ܭ

eşitsizliği elde edilir.∎ 

 

             Benzer şekilde ,  ଵାఌభ
ோିఌమ

 = ଵ
ோ
ߝ    , ߝ +  =  ఌభோାఌమ

ோమିఌమோ
  alınırsa  (6.5) eşitsizliğini, 

,݂)ܧ                         ܿ ≥ (ܭ ቀଵ
ோ

ቁߝ +

,          ଵ

ோ
  < 1                             (6.11)ߝ + 

şeklinde de ifade edebiliriz. (6.5)  ve  (6.11)  eşitsizlikleri  ܩோ de analitik olan  ݂ (z)  

fonksiyonu için  {ܧ(݂, dizisinin genel terimi  q: = ଵ {(ܭ
ோ

  sayısına çok yakın bir 

oranla sıfıra gittiğini gösterir. (6.11) bağıntısında, 

                            lim
→ஶ

,݂)ܧඥ ݑݏ (ܭ  ≤ 
ଵ
ோ
 ߝ + 

eşitsizliği elde edilir. ߝ > 0 sayısı yeterince küçük olduğundan ve bu eşitsizliğin sol 

tarafı  ߝ′a bağlı olmadığından, ߝ → 0 için limit alınırsa, 

                           lim
→ஶ

,݂)ܧඥ ݑݏ (ܭ   ≤ ଵ
ோ

                                                    (6.12) 

eşitsizliği elde edilir. (Bu tip değerlendirmelere asimptotik değerlendirmeler denir.) 

              Sonuç olarak;  ݂(z) fonksiyonu, ܴ > 1 olmak üzere ܩோ  bölgesinde analitik 

ise  ݂ fonksiyonunun ܭ kontinyumu üzerinde  en iyi düzgün yaklaşımları için (6.12) 

bağıntısı sağlanır. [1,1-] = ܭ olduğunda  (6.12) eşitsizliği Bernstein tarafından 1911 

yılında ispatlanmıştır. Teoremin genel durumu ise 1926 yılında Walsh tarafından 

araştırılmıştır. 

6.2 Bernstein & Walsh Ters Teoremler 

            Bir önceki bölümde  ݂(z) ∈ A(ܩோ) olduğunda, 

                           lim
→ஶ

,݂)ܧඥ ݑݏ (ܭ  ≤ ଵ
ோ
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olduğu ispatlandı. Bu bölümde de , 

                           lim
→ஶ

,݂)ܧඥ ݑݏ (ܭ  ≤ 
ଵ
ோ
 

olduğunda   ݂(ݖ) ∈ A(ܩோ) olduğunu gösterelim. Bunun için öncelikle Bernstein & 

Walsh  lemması olarak bilinen lemmayı verelim. 

6.2.1 Lemma (S.N. Bernstein, J.Walsh): Derecesi ≤ ݊ olan  ܲ(ݖ) cebirsel 

polinomu  ܭ kontinyumunda  

                                max
௭∈

| ܲ(ݖ)| ≤ (6.13)                                                                    ܯ 

koşulunu sağlıyorsa bu polinom  ∀ ܴ > 1 için, 

                               | ܲ(ݖ)| ≤ ܴܯ ,         ݖ ܴ   , ோܩ ∋ > 1                                  (6.14) 

eşitsizliğini sağlar. 

                Görüldüğü gibi bu lemmada cebirsel polinomun ܭ  kontinyumundaki 

maksimal değerine göre polinomun daha geniş bölgede artış hızı, ܴ ’ye ve ݊ 

derecesine bağlı olarak değerlendirilmektedir. 

             İspat: 

                                  F(z) = (௭)
ఝ(௭)

ݖ          ,   (6.15)                                        ିܩ ∋

fonksiyonunu tanımlayalım. F(z) fonksiyonu  ିܩ bölgesinde analitiktir ve  ܽ , ܲ(ݖ) 
polinomunun başkatsayısı ve (5.1) ,ߛ bağıntısında tanımlanan değer olmak üzere 

                        lim
௭→ஶ

lim = (ݖ)ܨ
௭→ஶ

ቀ ௭
ఝ(௭)

ቁ


ቀ(௭)
௭ ቁ = 

ఊ  

dir. 1 < ߩ < R olmak üzere Γఘ eğrisi üzerinde, 

                        max
ఢഐ

ଵ = |(ߞ)ܨ|
ఘ  max

ఢഐ
| ܲ(ߞ)| = ଵ

ఘ ห ܲ(ߞఘ)ห  

eşitliğini yazabiliriz. F(z) fonksiyonu  ܩఘ bölgesinde analitiktir. (6.15) bağıntısından  

ቚ(௭) = |(ݖ)ܨ|                 
ఝ(௭)

ቚ ≤ max
ఢഐ

ଵ = |(ߞ)ܨ|
ఘ ห ܲ(ߞఘ)ห                                (6.16) 

eşitsizliğini elde ederiz. ݖ ∈ Γோ ve ߞఘ ∈ Γఘ noktaları için 
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                                     | ܲ(ݖ)| ≤ 
ோ

ఘ ห ܲ(ߞఘ)ห                                                      (6.17) 

eşitsizliğini yazabiliriz. Bu eşitsizliğin sol tarafı ߩ’dan bağımsızdır. Şimdi monoton 

azalarak 1’e yaklaşan (ߩ) dizisini alalım. Bu diziye uygun olarak (ߞఘೖ) noktalar 

dizisini alalım. (ߞఘೖ) dizisi sınırlı olduğundan (ߞఘೖ) dizisinin yakınsak (ߞ) alt dizisi 

vardır. Bu alt dizinin limiti  ߞ olsun. Bu limit noktası  ∂K = Γ sınırı üzerinde olmak 

zorundadır. | ܲ(ߞ)| fonksiyonu sürekli olduğundan, 

                     lim
→ஶ

| ܲ(ߞ)| = | ܲ(ߞ)| ,                ߞ ∈  Γ ⊂  (6.18)                             ܭ

dir. Diğer taraftan (6.13) bağıntısından  | ܲ(ߞ)| ≤ ܯ  dir. (6.17) bağıntısını (ߞ) 

dizisi için tekrar yazarsak, 

                    | ܲ(ݖ)| ≤ 
ோ

ఘ
  | ܲ(ߞ)| ,            |߮(ߞ)| = ߩ 

eşitsizliğini elde ederiz. ݉  → ∞ için bu eşitsizliğin limitini alırsak (6.17) 
bağıntısından, 

                                       | ܲ(ݖ)| ≤ ܯ ܴ ,        ∀ ݖ ∈  ோ߁

eşitsizliği elde edilir.∎ 

 

            Şimdi Bernstein & Walsh ters teoremini verelim. 

6.2.2 Teorem (S.N. Bernstein, J. Walsh):  ݂(ݖ) fonksiyonu ܭ 

kontinyumunda sürekli ve ܭ kontinyumunun iç noktalarında analitik bir fonksiyon 

olsun. 

                                   lim
→ஶ

,݂)ܧඥ ݑݏ (ܭ  ≤ 
ଵ
ோ

< 1                                            (6.19) 

ise  ݂(z) fonksiyonu ܩோ bölgesinde analitiktir. 

        İspat: (6.19) koşuluna göre ε > 0 için ∃ ݊= ݊(ߝ) ∈ ℕ sayısı vardır ki ݊ > ݊ 
olduğunda,  

,݂)ܧ                          ቀଵ ≥ (ܭ
ோ

+ ቁߝ


 ,           ݊ > ݊ 

eşitsizliğinden ܿଵ(ߝ) sabiti ve ∀ ݊  için 
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,݂)ܧ                         ଵܿ ≥ (ܭ ቀଵ
ோ

+ ቁߝ


 ,        n ≥ 1 

olur. Bu eşitsizliğe göre öyle bir  { ܲ(ݖ)}  polinomlar dizisi vardır ki bu dizi için, 

(ݖ)݂|                 − ܲ(ݖ)| ≤ ܧ(݂, ଵܿ ≥ (ܭ ቀଵ
ோ

+ ቁߝ


ݖ           ,  ∈  (6.20)                        ܭ

eşitsizliği sağlanır.  

              Şimdi  { ܲ(ݖ)}   dizisinin  ܩோ  bölgesinde düzgün yakınsak olduğunu 

gösterelim. Yani  { ܲ(ݖ)}   dizisinin ܩோ  bölgesinin her kompakt alt kümesinde 

düzgün yakınsadığını gösterelim. Bunun için, 

               ܲ(ݖ) + [ ଵܲ(ݖ) − ܲ(ݖ)] + ⋯ + [ ܲ(ݖ) − ܲିଵ(ݖ)] + ⋯                       (6.21) 

serisinin  ܩோ  bölgesinde düzgün yakınsadığını göstermek yeterli olacaktır. ܨ ⊂  ோܩ

kompakt kümesini alalım. Buna göre,  ܨ ⊂ ߩ ఘതതത  olacak şekildeܩ < ܴ  vardır. Öte 

yandan (6.20) bağıntısından ∀ ݖ ∈  ,için ܭ

             | ܲ(ݖ) − ܲିଵ(ݖ)| ≤ | ܲ(ݖ) − (ݖ)݂| + |(ݖ)݂ − ܲିଵ(ݖ)| 

                                            ≤ ܿଵ(ߝ) ቀଵ
ோ

+ ቁߝ


 +  ቀଵ
ோ

+ ቁߝ
ିଵ

൨  

                                            ≤ ܿଶ(ߝ) ቀଵ
ோ

+ ቁߝ


                                                      (6.22) 

dir. Şimdi  ܲ(ݖ) − ܲିଵ(ݖ) polinomuna Bernstein & Walsh lemmasını uygulayalım. 

Bu polinom  (6.22) eşitsizliğini sağladığından  ∀ ݖ ∈  ,ఘതതത içinܩ

                             | ܲ(ݖ) − ܲିଵ(ݖ)| ≤ ܿଶ(ߝ) ቀଵ
ோ

+ ቁߝ


                                            (6.23)ߩ

ifadesini yazabiliriz. ߩ < R  olduğundan ݍ = ቀଵ
ோ

+ ቁߝ ఘ = ߩ
ோ

+ ߩߝ < 1 olacak şekilde 

yeterince küçük ε > 0 sayısını alalım. Biliyoruz ki q < 1 olduğundan ܿଶ ∑ ஶݍ
ୀ  

geometrik serisi yakınsaktır. Böylece Weierstrass-M testine göre (6.21) serisi ܩோ 

bölgesinin iç noktalarında düzgün yakınsaktır. { ܲ(ݖ)} dizisi (6.23) eşitsizliğinden ve 

düzgün yakınsaklık tanımı gereğince ܭ  kontinyumunda ݂(z) fonksiyonuna düzgün 

yakınsaktır. Böylece 2.1.21 teorem gereği ܭ kontinyumundan  ܩோ  bölgesine kadar  

݂(z) fonksiyonu analitik olarak genişletilebilir.∎ 
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              Bernstein & Walsh Ters ve Düz Teoremlerini aşağıdaki gibi ifade etmek 

mümkündür. 

             ݂(z) fonksiyonunun  ܩோ kanonik bölgesinde analitik olması için gerek ve 

yeter şart  

                                lim
→ஶ

,݂)ܧඥ ݑݏ (ܭ  ≤ 
ଵ
ோ
  

olmasıdır. 

            Şimdi bu sonuncu eşitsizlikteki eşitlik durumunu inceleyelim. 

6.2.3 Tanım: ܭ basit bağlantılı tümleyene sahip bir kontinyum olsun. ݂(ݖ)  

fonksiyonu ܩோ kanonik bölgesinde analitik ve ܩோ kanonik bölgesinin sınırının en az 

bir noktasında ݂(ݖ)  fonksiyonu aykırı noktaya sahip ise bu durumda bu koşulu 

sağlayan ܩோ  bölgelerinin en küçüğüne ݂(ݖ) fonksiyonunun en büyük kanonik  

analitiklik  bölgesi  denir. [25, s.59] 

6.2.4 Teorem: ܴ > 1 olmak üzere ܩோ kanonik bölgesinin 

 fonksiyonunun en büyük kanonik analitiklik bölgesi olması için gerek ve yeter (ݖ)݂

koşul  

                                        lim
→ஶ

,݂)ܧඥ ݑݏ (ܭ  = 
ଵ
ோ
  

olmasıdır.  

                  İspat:                         

                                        lim
→ஶ

,݂)ܧඥ ݑݏ (ܭ  = 
ଵ
ோ
  

ise  (6.12) eşitsizliği sağlanır. Bernstein & Walsh ters teoremine göre 

 .ோ bölgesinde analitiktirܩ fonksiyonu (ݖ)݂

              Kabul edelim ki  ݂(ݖ)  fonksiyonu Γோ eğrisi üzerinde aykırı noktası olmasın. 

O halde ܴଵ > ܴ olmak üzere  ݂(ݖ)  fonksiyonu ܩோభ  bölgesinde analitiktir. Bernstein 

& Walsh düz teoreminden, 

                                  lim
→ஶ

,݂)ܧඥ ݑݏ (ܭ  ≤ 
ଵ

ோభ
 <ଵ

ோ
                                           (6.24) 
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olur. Fakat bu eşitsizlik  lim
→ஶ

,݂)ܧඥ ݑݏ (ܭ  = ଵ
ோ
  eşitliği ile çelişir. O halde  ݂(ݖ) 

fonksiyonu  Γோ  eğrisi üzerinde aykırı noktaya sahiptir. Bundan dolayı  ܩோ  bölgesi  

 fonksiyonunun en büyük analitiklik bölgesi olur. Teoremin yeterlilik koşulu (ݖ)݂

ispatlanmış olur. 

ோܩ  fonksiyonu (ݖ)݂                bölgesinde analitik ve  Γோ  üzerinde en az bir aykırı 

noktaya sahip olsun. Bernstein & Walsh düz teoreminden, 

                            lim
→ஶ

,݂)ܧඥ ݑݏ (ܭ  ≤ ଵ
ோ

             

 eşitsizliğini yazabiliriz.  

              Şimdi, lim
→∞

,݂)ܧඥ ݑݏ (ܭ  = ଵ
ோ
  olmadığını varsayalım. Bu durumda  

lim
→ஶ

,݂)ܧඥ ݑݏ (ܭ  < ଵ
ோ

 olur. O halde (6.24)’de olacak şekilde ܴଵ >  ܴ  vardır. 

Buradan Bernstein- Walsh ters teoremine göre ݂, ோభܩ  ’de analitiktir. Bu da Γோ 

üzerinde en az bir aykırı noktaya sahip olması ile çelişir. O halde  

lim
→ஶ

,݂)ܧඥ ݑݏ (ܭ  = ଵ
ோ
 dir.∎ 

6.3 Smirnov Sınıflarında Maksimal Yakınsaklık Teoremleri                                                                   

             Bu bölümde ݂(ݖ) ∈ ܧ(ܩோ) ,  > 1 fonksiyonunun Faber serilerinin kısmi 

toplamlarının yaklaşım hızını veren teoremler incelenecektir. 

             Biliyoruz ki ܭ, bağlantılı tümleyene sahip sınırlı bir kontinyum ve Φ  ܭ , 

kontinyumunun Faber polinomu olmak üzere  ݂(ݖ),  ܭ’ da analitik bir fonksiyon 

olduğundan bu fonksiyon 

(ݖ)݂                             = ∑ ܽΦ(ݖ),ஶ
ୀ ݖ      ∈  (6.25)                                        ܭ

biçiminde Faber serisine açılabilir. Bu Faber seri açılımı ܭ kontinyumunda mutlak 

ve düzgün yakınsaktır. 

          ߮ ܭ) yı ିܭ  , ’nın dışını) ॰ି  ye resmeden ve (5.1) koşullarını sağlayan bir 

konform dönüşüm olmak üzere, 
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    ܽ =  ଵ
ଶగ

 ∫ ()ఝᇲ()
ఝೖశభ()ೃ

ଵ = ߞ݀
ଶగ ∫ (ట(௧))

௧ೖశభ|௧|ୀோ ݇      ݐ݀ =  0,1, ..             (6.26) 

 Faber katsayıları için 

            ܴ(ݖ, ݂) = ݂ (z) − ∑ ܽΦ(ݖ)
ୀ = ∑ α୩Φ୩(z)ஶ

୩ୀ୬ାଵ                              (6.27) 

olarak tanımlanırsa  ݂(z)  Faber serisinin ݊. kalan terimi elde edilir. (6.26) ve (6.27) 

eşitliklerinden, 

               ܴ(ݖ, ݂) = ଵ
ଶగ ∫ ((ݐ)߰)݂ ቄ∑ ೖ(௭)

௧ೖశభ
ஶ
ୀାଵ ቅ|௧|ୀோ  (6.28)                                 ݐ݀

olur. Diğer yandan, 

                 Φ(ݖ) = ݖ       , (ݖ)ܧ + [(ݖ)߮]  ∈  ܭ

olduğundan 

        ∑ ೖ(௭)
௧ೖశభ  ஶ

ୀାଵ  = ∑  [ఝ(௭)]ೖ

௧ೖశభ
ஶ
ୀାଵ   + ∑ ாೖ(௭)

௧ೖశభ
ஶ
ୀାଵ                           (6.29) 

olur. (6.28) eşitliğinde  (6.29) eşitliği yerine yazılırsa 

           ܴ(ݖ, ݂) =  ଵ
ଶగ ∫ ((ݐ)߰)݂ ቂ∑ [ఝ(௭)]ೖ

௧ೖశభ  +  ∑ ாೖ(௭)
௧ೖశభ

ஶ
ୀାଵ

ஶ
ୀାଵ ቃ|௧|ୀோ   ݐ݀

olur. Burada da ߮(ݖ) =  dönüşümü yapılırsa ݓ

          ܴ(ݖ, ݂) =  ଵ
ଶగ ∫  |௧|ୀோ ((ݐ)߰)݂  ∑  ௪ೖ

௧ೖశభ
ஶ
ୀାଵ  ݐ݀

                                +   ଵ
ଶగ ∫  |௧|ୀோ ((ݐ)߰)݂ ∑ ாೖ(ట(௪))

௧ೖశభ
ஶ
ୀାଵ  (6.30)                             ݐ݀

olur. 

              ܲ(ݖ),  ܩோതതതത bölgesinde  ݂(ݖ) fonksiyonuna düzgün normda en iyi yaklaşan 

polinom olmak üzere 

  ܴ(ݖ, ݂)   =  ଵ
ଶగ ∫  |௧|ୀோ ((ݐ)߰)݂ − ܲ(߰(ݐ)) ∑  ௪ೖ

௧ೖశభ
ஶ
ୀାଵ  ݐ݀

                    + ଵ
ଶగ ∫  |௧|ୀோ ((ݐ)߰)݂ − ܲ(߰(ݐ))  ∑ ாೖ(ట(௪))

௧ೖశభ
ஶ
ୀାଵ  (6.31)                  ݐ݀ 

eşitliğini de yazabiliriz. 

              Çünkü, 

              ଵ
ଶగ

 ∫  ܲ(߰(ݐ)) ∑  ௪ೖ

௧ೖశభ
ஶ
ୀାଵ   ݐ݀

|௧|ୀோ = 0                                                 (6.32)   
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ve benzer şekilde 

              ଵ
ଶగ ∫  |௧|ୀோ  ܲ(߰(ݐ)) ∑ ாೖ(ట(௪))

௧ೖశభ
ஶ
ୀାଵ    (6.33)                                            0 = ݐ݀

olur.     

              Gerçekten; 

             ܲ(ݖ) = ߙݖ  .   olsunߙ + ݖଵߙ + ⋯ +  ିଵݖିଵߙ +

            Burada 

ߛ + γt  =  (ݐ)߰  =   ݖ                  +  ఈషభ
௧

 +  ఈషమ
௧మ  + ⋯ + షೖ

௧ೖ |ݐ|  ,  ⋯ +  < 1 

dönüşümü yapıldığında  ܲ(߰(ݐ)) polinomunun en yüksek mertebeli terimi ݐߚ 

biçiminde olduğu görülür. 

             Bu polinomun en yüksek mertebeli  ݐߚ  terimini aldığımızda 

         ଵ
ଶగ ∫ ݐߚ ∑ ௪ೖ

௧ೖశభ ஶ= ݐ݀
ୀାଵ|௧|ୀோ   ଵ

ଶగ ∫  ∑ ఉ௪ೖ

௧ೖశభష
ஶ
ୀାଵ|௧|ୀோ    ݐ݀

                                             =  ଵ
ଶగ ∫  ఉ௪శభ

 ௧శభశభష|௧|ୀோ     ݐ݀

                                                     + ଵ
ଶగ ∫ ∑  ఉ௪ೖ

௧ೖశభష ஶݐ݀
ୀାଶ|௧|ୀோ   (6.34) 

olur. Burada Cauchy türev formülü ile  

                   ଵ
ଶగ

 ∫  ௗ௧
௧మ

 
|௧|ୀோ  = 0 

olduğundan 

                    ଵ
ଶగ ∫  ఉ௪శభௗ௧

௧శభశభష
 

|௧|ୀோ  = 0   

olur. Aynı şekilde   

                      ଵ
ଶగ

 ∫  ௗ௧
௧ೖషశభ|௧|ୀோ  = 0 

olduğundan 

               ଵ
ଶగ ∫ ∑ ఉ௪ೖ

௧ೖషశభ
ஶ
ୀାଶ|௧|ୀோ   0 = ݐ݀
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   olur. Böylece 

                   ଵ
ଶగ ∫ ݐߚ ∑  ௪ೖ

௧ೖశభ
ஶ
ୀାଵ|௧|ୀோ  0 = ݐ݀

olur. 

              Benzer şekilde  ܲ(߰(ݐ))  polinomunun diğer mertebeden terimleri için de 

aynı işlemler uygulanırsa  

              ଵ
ଶగ ∫ ܲ(߰(ݐ)) ቂ∑ ௪ೖ

௧ೖశభ
ஶ
ୀାଵ ቃ|௧|ୀோ   0 = ݐ݀

olur. 

              Aynı şekilde (6.33) eşitliği de görülür. 

              Sonuç olarak  (6.31)’deki eşitliğe üçgen eşitsizliği uygulanırsa 

|ܴ(ݖ, ݂)| ≤ ଵ
ଶగ ∫ ((ݐ)߰)݂|  − ܲ(߰(ݐ))| ቚ∑ ௪ೖ

௧ೖశభ
ஶ
ୀାଵ ቚ|௧|ୀோ   |ݐ݀|

                              + ଵ
ଶగ ∫ ((ݐ)߰)݂|  − ܲ(߰(ݐ))| ቚ∑ ாೖ(ట(௪))

௧ೖశభ
ஶ
ୀାଵ ቚ|௧|ୀோ  (6.35)      |ݐ݀|

olur. 

              Şimdi aşağıdaki teoremlerde kullanılacak olan ve Lebedev sonucu olarak 

bilinen bir teoremi ifade edelim: 

                  F(τ,w) := టᇲ(ఛ)
ట(ఛ)ିట(௪)

 −  ଵ
ఛି௪

|ݓ|      ,1< |߬|            ,  > 1 

olmak üzere, eğer |߬| > 1 ve |ݓ| ≥ ߩ > 1 ise              

                  ଵ
ଶగ

 ∫ ,߬)ܨ| |߬݀||(ݓ ≤|ఛ|ୀఘ  ට ఘమ

ఘరିଵ
 ݈݊ ఘమ

ఘమିଵ
                                    (6.36) 

elde edilir. [25-p.174] 

              Diğer yandan [25]’den  

ଵ = ((ݓ)߰)ܧ             
ଶగ

 ∫ ߬ܨ(߬, ఛ|ୀ|(ݓ   ρ >1                               (6.37) ≤|ݓ|      ,߬݀

eşitliği de bilinmektedir. 
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              Aşağıdaki teoremde ݖ ∈ ܭ  durumunda  ݂(ݖ) ∈ (ோܩ)ܧ   fonksiyonuna, bu 

fonksiyonun Faber serilerinin kısmi toplamları ile yaklaşım hızı Suetin [10] 

tarafından elde edilmiştir. 

6.3.1 Teorem:  p > 1 iken  ଵ


+ ଵ


= 1 olmak üzere  ݂(ݖ) ∈ ܧ(ܩோ), R > 1 ise  

ݖ ∈   için ܭ

                 |ܴ(ݖ; ݂)| ≤ 
మ

ோశభ ݊ܧ
;݂)() Γܴ) ቂ 1

ߨ2
∫ |ݐ݀|

ܴ=|ݐ|ݍ|1−ݐ|
ቃ

1

ݍ √݊ ln ݊ ,          n > 1 

olur. [25, s.207] 

          İspat: z ∈ Γఘ  , 1 < > ߩ ܴ ve  ܲ(ݖ) , ݂(ݖ) ∈  fonksiyonuna derecesi (ோܩ)ܧ 

≤ n  olan polinomlar sınıfında en iyi yaklaşan polinom olsun. |ݓ| = 1 ve |ݐ| = ܴ 

için  (6.35) eşitsizliğinin sağ tarafını aşağıdaki gibi değerlendirelim: 

ଵܫ           : = 1
ߨ2

∫ ((ݐ)߰)݂|  − |((ݐ)߰)݊ܲ ቚ∑ ݇ݓ

1+݇ݐ
∞
݇=݊+1 ቚ|ݐ|=ܴ

 |ݐ݀|

ଶܫ           : = ଵ
ଶగ ∫ ((ݐ)߰)݂|  − ܲ(߰(ݐ))| ቚ∑ ாೖ(ట(௪))

௧ೖశభ
ஶ
ୀାଵ ቚ|௧|ୀோ   |ݐ݀|

olarak tanımlansın. (6.35)’den 

            |ܴ(ݖ, ଵܫ ≥ |(݂ +  .ଶ olacaktırܫ

ଵܫ            = ଵ
ଶగ ∫ ((ݐ)߰)݂|  − ܲ(߰(ݐ))| ቚ∑ ௪ೖ

௧ೖశభ
ஶ
ୀାଵ ቚ|௧|ୀோ   |ݐ݀|

eşitliğine  ଵ


+ ଵ


= 1 için Hölder eşitsizliği uygulanırsa, 

ଵ ≤ ቄܫ ଵ
ଶగ ∫ ((ݐ)߰)݂|   − ܲ(߰(ݐ))|

|௧|ୀோ ቅ|ݐ݀|
భ
ು ൜ ଵ

ଶగ ∫   ቚ∑ ௪ೖ

௧ೖశభ
ஶ
ୀାଵ ቚ



|௧|ୀோ ൠ|ݐ݀|
భ

 

ܧ ≥    
()(݂, Γோ) ൜ ଵ

ଶగ ∫ ቚ௪శభ

௧శమ + ௪శమ

௧శయ + ⋯ ቚ


௧|ୀோ||ݐ݀| ൠ
భ

 

ܧ ≥    
()(݂, Γோ) ൜ ଵ

ଶగ ∫ ฬ௪శభ

௧శమ (1 + ௪
௧

+ ቀ௪
௧

ቁ
ଶ

+ ⋯ ฬ


௧|ୀோ||ݐ݀| ൠ
భ

 

ܧ ≥    
()(݂, Γோ) ൜ ଵ

ଶగ ∫  ቚ௪శభ

௧శమ
௧

௧ି௪
ቚ


௧|ୀோ||ݐ݀| ൠ

భ
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ܧ ≥    
()(݂, Γோ) ൜ ଵ

ଶగ
ቚ௪శభ

௧శభ ቚ


∫ ଵ
|௧ି௪| ௧|ୀோ||ݐ݀| ൠ

భ

 

    ≤ భ
ோశభ ܧ

()(݂, Γோ) ቄ ଵ
ଶగ ∫ ଵ

 |௧ିଵ| ௧|ୀோ||ݐ݀| ቅ
భ
 ,      |ݐ| = |ݓ| , ܴ ≥ 1                      (6.38) 

elde edilir. 

ଶܫ       = ଵ
ଶగ ∫ ((ݐ)߰)݂|  − ܲ(߰(ݐ))| ቚ∑ ாೖ(ట(௪))

௧ೖశభ
ஶ
ୀାଵ ቚ|௧|ୀோ  .|ݐ݀|

 

(6.36) ve (6.37)  bağıntısından  |ݓ| ≥ ߩ > 1 için 

ଶ = ଵܫ
ଶగ ∫ ((ݐ)߰)݂|  − ܲ(߰(ݐ))| ቚ∑ ଵ

ଶగ ∫ ி(ఛ,௪)ఛೖ

௧ೖశభ ݀߬|௧|ୀఘ
ஶ
ୀାଵ ቚ|௧|ୀோ  |ݐ݀|

 ≤ ଵ
ଶగ ∫ ((ݐ)߰)݂|  − ܲ(߰(ݐ))||௧|ୀோ ቄ ଵ

ଶగ ∫ ቚ∑  ஶ
ୀାଵ

ఛೖ

௧ೖశభቚ|ఛ|ୀఘ ,߬)ܨ| ቅ|߬݀||(ݓ  |ݐ݀|

 ≤ 1
ߨ2

∫ ,߬)ܨ|  |(ݓ ቄ 1
ߨ2

∫ ((ݐ)߰)݂| − |((ݐ)߰)݊ܲ ቚ ߬݊+1

(߬−ݐ)1+݊ݐ
ቚ|ݐ|=ܴ

ቅ|ݐ݀| ߩ=|߬||߬݀|  

 

 ≤       

ଵ
ଶగ ∫ ,߬)ܨ|  |(ݓ ቄ ଵ

ଶగ ∫ ห݂൫߰(ݐ)൯−  ܲ൫߰(ݐ)൯ห|݀ݐ||௧|ୀோ ቅ
భ
 ൜ ଵ

ଶగ ∫ ቚ ఛశభ

௧శభ(௧ିఛ)
ቚ


௧|ୀோ||ݐ݀| ൠ

భ


|݀߬||ఛ|ୀఘ   

≤ ఘశభ

ோశభ ܧ 
()(݂, Γோ) ଵ

ଶగ ∫ ,߬)ܨ| |(ݓ ቂ ଵ
ଶగ ∫ |ௗ௧|

 |௧ିఛ||௧|ୀோ ቃ
భ
 |݀߬||ఛ|ୀఘ  

≤ ఘశభ

ோశభ ܧ
()(݂, Γோ)ට ఘమ

ఘరିଵ
 ݈݊ ఘమ

ఘమିଵ
 ቂ ଵ

ଶగ ∫ |ௗ௧|
|௧ିఘ||௧|ୀோ ቃ

భ
 .                                            (6.39) 

              Bu eşitsizlikte ݖ ∈ ଵ + 1 = ߩ ve ܭ

 alınırsa , (6.38) ve (6.39)’dan  

              |ܴ(ݖ, ݂)| ≤ మ
ோశభ ܧ

()(݂; Γோ) ቂ ଵ
ଶగ ∫ |ௗ௧|

|௧ିଵ||௧|ୀோ ቃ
భ
 √݊ ln ݊     

 

elde edilir.∎ 

 

            Aşağıdaki teoremde ise Γఘ ≔ ∋ ݖ} ିܭ  ∶ |(ݖ)߮|  = 1    ,ߩ < ߩ < ܴ} olmak 

üzere ݖ’nin ܭ’dan daha geniş olan  ܩఘ തതതത bölgesinde olması durumunda ݂(ݖ) ∈   (ோܩ)ܧ
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fonksiyonuna, bu fonksiyonun Faber serisinin kısmi toplamları ile yaklaşım hızı 

değerlendirilmiştir. 

6.3.2 Teorem:  p > 1 iken  ଵ


+ ଵ


=1 olmak üzere  ݂(ݖ) ∈   ఘതതതܩ ∋ ݖ ve (ோܩ)ܧ

olduğunda, 

                |ܴ(ݖ, ݂)| ≤ ܿ∗ ቀఘ
ோ

ቁ


ܧ
()(݂, Γோ) ቂ ଵ

ଶగ ∫ |ௗ௧|
 |௧ିఘ||௧|ୀோ ቃ

భ
 √݊ ln ݊ ,            n > 1 

olur. Burada ܿ∗ > 0  sabiti ݊ ve z’den bağımsızdır. [26, s.36]  

                         

             Alt bölümde ise araştıracağımız problem;  ݂(ݖ) ∈ ܧெ(ܩோ) için ܩ ∋ ݖఘതതത 

olduğunda  ݂(ݖ)  fonksiyonuna, bu fonksiyonun Faber serisinin kısmi toplamları ile  

yaklaşım hızını değerlendirmektir. 

6.4 Smirnov Orlicz Sınıflarında Maksimal Yakınsaklık Teoremleri 

           Öncelikle ݖ ∈  durumunda Smirnov Orlicz sınıflarında  Faber serilerinin ܭ

kısmi toplamları ile yaklaşım hızının Israfilov, Daniyal M. , Oktay, Burçin, Akgün, 

Ramazan [19] tarafından değerlendirildiği teoremi ifade edelim: 

6.4.1 Teorem: ܴ > 1 için ݂ ∈ ݊ ve (ோܩ)ெܧ > 1 ise  

                         |ܴ(ݖ, ݂)| ≤ 
ோశభ(ோିଵ)

ܧ
ெ(݂, ݊√(ோܩ ln ݊ ,    z ∈  ܭ

olur. Burada ܿ > 0 sabiti ݊ ve ݖ’den bağımsızdır. [19, s.91] 

 

            Israfilov, Daniyal M, Oktay, Burçin, Akgün, Ramazan [19] tarafından elde 

edilen Teorem 3.4.4 ile yukarıdaki teoremden aşağıdaki sonuç değerlendirilmiştir. 
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          6.4.2 Sonuç: ܩ, Dini-düzgün Γ ile sınırlı bir sonlu basit bağlantılı bölge ve 

ܴ > 1 için ܧெ(ܩோ), ܩோ üzerinde bir yansımalı Smirnov Orlicz sınıfı olsun.݊ > 1 

olmak üzere ݂ ∈ ݖ ve (ோܩ)ெܧ ∈   olduğunda ܭ

               |ܴ(ݖ, ݂)| ≤ 
ோశభ(ோିଵ)

߱ெ(ଵ


, ݂)√n ݈݊ n ,       ܿ > 0 

elde edilir. 

 

            Şimdi  [19]  makalesinde  verilen sonucu, 1 < ߩ < ܴ olmak üzere ݖ’nin 

 ఘതതത bölgesinde olduğu durumda Smirnov Orlicz sınıflarındaܩ dan daha geniş olduğu’ܭ

Faber serilerinin maksimal yakınsaklık özelliğini karakterize eden asıl problemimizi 

araştıralım: 

6.4.3 Teorem:  1 <  ߩ < ܴ iken  ݂(ݖ) ∈ ܧெ(ܩோ) ve  ܩ ∋ ݖఘതതത olduğunda, 

                         |ܴ(ݖ, ݂)| ≤ ܿଵ 
ఘశభ ா

ಾ(,ீೃ)
ோశభ(ோିఘ)

ට ఘమ

ఘరିଵ
 ݈݊ ఘమ

ఘమିଵ
                  

olur. Burada  ܿଵ > 0 sabiti, ݊ ve ݖ’den bağımsızdır. 

 

        İspat:    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

K 

z 

Γఘ 

Γఘబ  

ζ 

Γோ  

1 

ρ 

|ݓ| =  ߩ

|ݐ| = ܴ 

φ 

ψ 

Γ 
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ݖ               ∈ ఘబ߁ ߩ > 1  ,  < ߩ < ܴ  ve  ܲ(ݖ),   ݂ ∈ ܧெ(ܩோ) fonksiyonuna derecesi 

݊’den büyük olmayan polinomlar sınıfında en iyi yaklaşan polinom olsun. (6.31) 

bağıntısından 

|ܴ(ݖ, ݂)| ≤ ଵ
ଶగ ∫ ((ݐ)߰)݂|  − ܲ(߰(ݐ))| ቚ∑ ௪ೖ

௧ೖశభ
ஶ
ୀାଵ ቚ|௧|ୀோ   + |ݐ݀|

                                           ଵ
ଶగ ∫ ((ݐ)߰)݂|  − ܲ(߰(ݐ))| ቚ∑ ாೖ(ట(௪))

௧ೖశభ
ஶ
ୀାଵ ቚ|௧|ୀோ    |ݐ݀|

ve 

ଵܫ            ≔ ଵ
ଶగ ∫ ((ݐ)߰)݂|  − ܲ(߰(ݐ))| ቚ∑ ௪ೖ

௧ೖశభ
ஶ
ୀାଵ ቚ|௧|ୀோ  |ݐ݀|

ଶܫ            ≔ ଵ
ଶగ ∫ ((ݐ)߰)݂|  − ܲ(߰(ݐ))| ቚ∑ ாೖ(ట(௪))

௧ೖశభ
ஶ
ୀାଵ ቚ|௧|ୀோ  |ݐ݀|

            

olsun. 

          |ܴ(ݖ, ଵܫ ≥ |(݂ +  .ଶ olurܫ
 

ଵܫ            = ଵ
ଶగ ∫ ((ݐ)߰)݂|  − ܲ(߰(ݐ))| ቚ∑ ௪ೖ

௧ೖశభ
ஶ
ୀାଵ ቚ|௧|ୀோ  integralinde    |ݐ݀|

  

(ݐ)߰ = (ݖ)߮     ve    ߞ =     ,dönüşümü yapılırsa   ݓ

 
ଵܫ        =  ଵ

ଶగ ∫ (ߞ)݂|  − ܲ(ߞ)| ቚ∑ [ఝ(௭)]ೖ

[ఝ()]ೖశభ
ஶ
ୀାଵ ቚ |߮ᇱ(ߞ)|ೃ

 |ߞ݀|

olur. Burada  Γோ seviye eğrileri, Dini-düzgün eğriler kabul edilebilir. Konform 

dönüşümün türevi (2.1)’deki gibi değerlendirilir ve 

ଵ ≤ భܫ         
ଶగ ∫ (ߞ)݂| − ܲ(ߞ)|ೃ

ቚ∑ [ఝ(௭)]ೖ

 [ఝ()]ೖశభ
ஶ
ୀାଵ ቚ  |ߞ݀|

olur. 

              Şimdi, sırasıyla  ߩ(݃; ܰ) ≤ 1  olmak üzere ݃ ∈  ே(Γோ) fonksiyonu veܮ
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;ℎ)ߩ  (ܯ ≤ 1  olmak üzere ℎ ∈   ,ெ(Γோ) fonksiyonu üzerinden supremum alıpܮ 

Hölder eşitsizliğini uygularsak, 

≤ 
భ
ଶగ

 ቄsup ∫ (ߞ)݂| − ܲ(ߞ)||݃(ߞ)||݀ߞ|ೃ
ቅ ቄsup ∫ ቚ∑ [ఝ(௭)]ೖ

[ఝ()]ೖశభ
ஶ
ୀାଵ ቚ |ℎ(ߞ)||݀ߞ|ೃ

ቅ 

 

≤ 
మ
ଶగ

ܧ 
ெ(݂, (ோܩ sup ቄ∫ ቚ∑ [ఝ(௭)]ೖ

[ఝ()]ೖశభ
ஶ
ୀାଵ ቚ |ℎ(ߞ)||݀ߞ| ; ,ℎ)ߩ    (ܯ ≤ 1ೃ

ቅ 

 

= 
మ
ଶగ

ܧ 
ெ(݂, ∫ோ)supቄܩ ቚ[ఝ(௭)]శభ

[ఝ()]శమ  +  [ఝ(௭)]శమ

[ఝ()]శయ  + ⋯ ቚ |ℎ(ߞ)||݀ߞ|ೃ
; ,ℎ)ߩ   (ܯ ≤ 1ቅ 

 

=మ
ଶగ

ܧ
ெ(݂, ோ)supܩ ൜∫ ฬ[ఝ(௭)]శభ

[ఝ()]శమ ൬1 + ఝ(௭)
ఝ()

+ ቂఝ(௭)
ఝ()

ቃ
ଶ

+ ⋯ ൰ฬ |ℎ(ߞ)||݀ߞ|; ,ℎ)ߩ   (ܯ ≤ 1ೃ
ൠ   

 

= 
మ
ଶగ

ܧ 
ெ(݂, ∫ோ)supቄܩ ቚ[ఝ(௭)]శభ

[ఝ()]శమ  ఝ()
ఝ()ିఝ(௭)

ቚ |ℎ(ߞ)||݀ߞ|
; ,ℎ)ߩ   (ܯ ≤ 1 ቅ 

 

= 
మ
ଶగ

ܧ 
ெ(݂, ∫ோ)supቄܩ |ఝ(௭)|శభ

|ఝ()|శభ|ఝ()ିఝ(௭)|
|ℎ(ߞ)|ೃ

;|ߞ݀| ,ℎ)ߩ   (ܯ ≤ 1ቅ. 

 

              Burada  |߮(ߞ) − yi değerlendirelim:  z ∈ Γఘబ’|(ݖ)߮   ve  ߞ ∈ Γோ  için 

 

 

G 

Γఘబ  
Γோ  

z ζ 

 

  φ( ζ ) φ( z )ߩ

Γ K 

Γఘ ρ 

1 

R 
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(ߞ)߮| − ܴ| ≤ |(ݖ)߮ −     ⟹    |ߩ
ଵ

|ோିఘబ| ≥ ଵ
|ఝ(చ)ିఝ(௭)|       

olur. 

 ≥  ଵܫ              
య ா

ಾ(,ீೃ) ఘబ
శభ

ଶగ ோశభ (ோିఘబ)
 sup ቄ∫ |ℎ(ߞ)||݀ߞ|; ;ℎ)ߩ  ೃ(ܯ

≤ 1ቅ  

 
ve biliyoruz ki  sup ቄ∫ 1. |ℎ(ߞ)||݀ߞ|; ;ℎ)ߩ  (ܯ ≤ 1ೃ

ቅ ≤ 1 + N(1)mesΓோ ≤ ܿସ .                                                                                              

              Böylece       

 ≥ ଵܫ                               
ఱ ா

ಾ(,ீೃ) ఘబ
శభ

ଶగ ோశభ (ோିఘబ)
        

olur.  

              Şimdi  ܫଶ integralini değerlendirelim. 

             z ∈ Γఘబ olduğundan |ݓ| =  ’ dır. Buna göre (6.36)  ve  (6.37) bağıntılarınıߩ
kullanırsak 

ଶ = ଵܫ
ଶగ ∫ ((ݐ)߰)݂| − ܲ(߰(ݐ))||௧|ୀோ ቚ∑ ଵ

ଶగ ∫ ఛೖ

௧ೖశభ ,߬)ܨ ఛ|ୀఘబ|߬݀(ݓ
ஶ
ୀାଵ ቚ  |ݐ݀|

    ≤ ଵ
ଶగ ∫ ((ݐ)߰)݂| − ܲ(߰(ݐ))||௧|ୀோ ቄ ଵ

ଶగ ∫ ቚ∑ ఛೖ

௧ೖశభ
ஶ
ୀାଵ ቚ ,߬)ܨ| ఛ|ୀఘబ||߬݀||(ݓ

ቅ  |ݐ݀|

    = ଵ
ଶగ ∫ ((ݐ)߰)݂| − ܲ(߰(ݐ))||௧|ୀோ ቄ ଵ

ଶగ ∫ ቚఛశభ

௧శమ + ఛశమ

௧శయ + ⋯ ቚ ,߬)ܨ| ఛ|ୀఘబ||߬݀||(ݓ
ቅ  |ݐ݀|

    =  ଵ
ଶగ ∫ ((ݐ)߰)݂| − ܲ(߰(ݐ))||௧|ୀோ ቄ ଵ

ଶగ ∫ ቚఛశభ

௧శమ ቀ1 + ఛ
௧

+ ఛమ

௧మ + ⋯ ቁቚ ,߬)ܨ| ఛ|ୀఘబ||߬݀||(ݓ
ቅ  |ݐ݀|

    ≤  ଵ
ଶగ ∫ ((ݐ)߰)݂| − ܲ(߰(ݐ))||௧|ୀோ ൜ ଵ

ଶగ
 ∫ ቚఛ

௧
ቚ

ାଵ
ቚ ଵ

௧ିఛ
ቚ ,߬)ܨ| ఛ|ୀఘబ||߬݀||(ݓ

ൠ  .|ݐ݀|

 

             Fubini teoreminden, 

ଶ ≤ ఘబܫ         
శభ

ଶగோశభ  ∫ ,߬)ܨ| |(ݓ ቄ ଵ
ଶగ

 ∫ ((ݐ)߰)݂| − ܲ(߰(ݐ))| |ௗ௧|
|௧ିఛ||௧|ୀோ ቅ|ఛ|ୀఘబ

|݀߬|. 

 

             Bu sağdaki ifadede  ߰(ݐ) = (ݖ)߮  ve  ߞ = ߬  değişken değişimi uygulanırsa 

ve  ߩ( ݃; ெ) ≤ 1 olmak üzere ݃ܮ  ∈ ;ℎ෨)ߩ  ெ(Γோ) fonksiyonu veܮ  ܰ) ≤ 1 olmak üzere 

ℎ෨ ∈  ,ே(Γோ) fonksiyonu üzerinden supremum alıp Hölder eşitsizliği  uygulanırsaܮ
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ଶ ≤ ఘబܫ
శభ

ଶగோశభ  ∫ ,߬)ܨ| ఛ|ୀఘబ||(ݓ
ቄ ଵ

ଶగ
 ∫ (ߞ)݂| − ܲ(ߞ)| หఝ′()ห

|ఝ()ିఝ(௭)|
௧|ୀோ||ߞ݀|  ቅ |݀߬| 

    ≤  ఘబ
శభ

ସగమோశభ  ∫ ,߬)ܨ| |(ݓ ቊ‖݂(ߞ) − ܲ(ߞ)‖ಾ(ೃ) ቛ ఝᇲ()
ఝ()ିఝ(௭)

ቛ
ಿ(ೃ)

ቋ|ఛ|ୀఘబ
|݀߬|                                                 

     ≤

ఘబ
శభ

  ସగమோశభ  ∫ ,߬)ܨ| ఛ|ୀఘబ||(ݓ
ቄsup ∫ −(ߞ)݂| ܲ(ߞ)|| ݃(ߞ)||݀(ߞ)|ೃ

ቅ ቄsup ∫ ቚ ఝᇲ()
ఝ()ିఝ(௭)

ቚ หℎ෨(ߞ)ห|݀(ߞ)|ೃ
ቅ |݀߬|                                          

    ≤ లఘబ
శభ

ସగమோశభ(ோିఘబ)
 ∫ ,߬)ܨ| |(ݓ ቂܧ

ெ(݂, (ோܩ ቄݑݏ ∫ 1. หℎ෨(ߞ)หೃ
; |ߞ݀| ;ℎ෨)ߩ  ܰ) ≤ 1ቅቃ|ఛ|ୀఘబ

|݀߬|. 

 

              Burada (3.2.3) teoremden  

            sup ቄ∫ 1. หℎ෨(ߞ)ห|݀ߞ| ; ;ℎ෨)ߩ   ܰ) ≤ 1ೃ
ቅ ≤ 1 + Γோݏ݁݉(1)ܯ   ≤  ܿ 

ve  (6.36) gereği  

           ଵ
ଶగ ∫ ,߬)ܨ| |߬݀||(ݓ ≤|ఛ|ୀఘబ

 ට ఘబమ

ఘబరିଵ
 ݈݊ ఘబమ

ఘబమିଵ
      

 olduğundan 
 

 ≥  ଶܫ             
ఴ ா

ಾ(,ீೃ) ఘబ
శభ

ଶగ ோశభ (ோିఘబ)
ට ఘబమ

ఘబరିଵ
 ݈݊ ఘబమ

ఘబమିଵ
         olur. 

 

|ܴ(ݖ, ଵܫ  ≥  |(݂ +  .ଶ ′de  yerine yazalımܫ

 

|ܴ(ݖ, ݂)| ≤ 
ఱ ா

ಾ(,ீೃ) ఘబ
శభ

ଶగ ோశభ(ோିఘబ)
 + ఴ ா

ಾ(,ீೃ) ఘబ
శభ

ଶగோశభ (ோିఘబ)
ට ఘబమ

ఘబరିଵ
 ݈݊ ఘబమ

ఘబమିଵ
 

 

|ܴ(ݖ, ݂) | ≤ 
వ ா

ಾ(,ீೃ) ఘబ
శభ

ଶగ ோశభ (ோିఘబ)
ට ఘబమ

ఘబరିଵ
 ݈݊ ఘబమ

ఘబమିଵ
 

 

Burada z ∈ ܩఘതതത  ve  ߩ ≔ ߩ  + ଵ

   alırsak 
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|ܴ(ݖ, ݂)|  ≤ 
భబ ா

ಾ(,ீೃ) ఘశభ

ଶగ ோశభ (ோିఘ)
ට ఘమ

ఘరିଵ
 ݈݊ ఘమ

ఘమିଵ
   ,    ܿଵ > 0                     (6.40) 

 

elde edilir.∎         

 

            Teorem 3.4.4’ü kullanırsak yukarıda elde ettiğimiz teoremden aşağıdaki sonuç 
elde edilir. 

6.4.4 Sonuç: ܩ, Dini-düzgün Γ ile sınırlı bir sonlu basit bağlantılı bölge  

ve ܴ > 1 için ܧெ(ܩோ), ܩோ  üzerinde bir yansımalı Smirnov orlicz sınıfı olsun. ݂ ∈

ve  1 (ோܩ)ெܧ > ߩ > ܴ için z ∈ ܩఘതതത olduğunda 

              |ܴ(ݖ, ݂)| ≤ ఘశభ

ோశభ(ோିఘ)
߱ெ(ଵ


, ݂)ට ఘమ

ఘరିଵ
݈݊ ఘమ

ఘమିଵ
 ,          ܿ > 0                     (6.41) 

elde edilir. 

      

ݖ             ∈  durumunda  (6.40) ve (6.41)’deki sonuçlar, D.M. Israfilov, B. Oktay ve ܭ

R. Akgün tarafından [19]’da elde edilen sonuçlar ile çakışır. 

 

           Alt bölümde ise araştıracağımız problem;  ݂(ݖ) ∈ ܧ(∙)(ܩோ) için ݖ ∈ K 

olduğunda  ݂(ݖ)  fonksiyonuna, bu fonksiyonun Faber serisinin kısmi toplamları ile  

yaklaşım hızını değerlendirmektir. 

 

6.5 Değişken Üslü Smirnov Sınıflarında Maksimal Yakınsaklık  

  Teoremleri 

6.5.1 Tanım: ݂ ∈   için (ܩ)(∙)ܧ 
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ܧ                                
(∙)(݂):= ቄ݂݅݊‖݂ − ܲ‖(∙)(): ܲ ∈ Π୬ቅ 

sayısına en iyi yaklaşım sayısı denir. Burada Π derecesi ݊’yi aşmayan cebirsel 

polinomlar kümesidir. 

          

ℂ =:ିܭ ,ܭ           ⁄ܭ   bağlantılı tümleyenine sahip sınırlı bir kontinyum, 

          ܴ > 1 için Γோ:= {ݖ ∈ Γ ∶ (ݖ)߮|  = ܴ|} ve ܩோ ≔    Γோ ݐ݊ܫ 

olduğunu biliyoruz. 

 

6.5.2 Teorem: (∙) ∈ ℘(Γோ) olsun. Eğer ܴ > 1 için ݂ ∈  ise (ோܩ)(∙)ܧ

                    |ܴ(ݖ, ݂)| ≤ (∙)

ோశభ(ோିଵ)
ܧ

(∙)(݂, ݖ     , ݊ ோ)√݊ lnܩ ∈  ܭ

olacak şekilde ݊’den bağımsız (∙)’ye bağlı bir ܿ(∙) sabiti vardır. 

          İspat:  ݖ ∈ ఘ , 1߁ < ߩ < ܴ ve ܲ , derecesi ݊’yi aşmayan cebirsel polinomlar 

sınıfında ݂ ∈  fonksiyonuna en iyi yaklaşan polinom olsun. (6.31) (ோܩ)(∙)ܧ

bağıntısından 

            |ܴ(ݖ, ݂)| ≤ ଵ
ଶగ ∫ ((ݐ)߰)݂|  − ܲ(߰(ݐ))| ቚ∑ ௪ೖ

௧ೖశభ
ஶ
ୀାଵ ቚ|௧|ୀோ  + |ݐ݀|

                                     ଵ
ଶగ ∫ ((ݐ)߰)݂|  − ܲ(߰(ݐ))| ቚ∑ ாೖ(ట(௪))

௧ೖశభ
ஶ
ୀାଵ ቚ|௧|ୀோ  |ݐ݀|

ve 

ଵܫ           ≔  ଵ
ଶగ ∫ ((ݐ)߰)݂|  − ܲ(߰(ݐ))| ቚ∑ ௪ೖ

௧ೖశభ
ஶ
ୀାଵ ቚ|௧|ୀோ  |ݐ݀|

    

ଶܫ           ≔ ଵ
ଶగ ∫ ((ݐ)߰)݂|  − ܲ(߰(ݐ))| ቚ∑ ாೖ(ట(௪))

௧ೖశభ
ஶ
ୀାଵ ቚ|௧|ୀோ  |ݐ݀|

olsun. 

           |ܴ(ݖ, ݂)| ≤ ଵܫ +  ଶ olur.                                                                           (6.42)ܫ
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ଵܫ =   ଵ
ଶగ ∫ ((ݐ)߰)݂|  − ܲ(߰(ݐ))| ቚ∑ ௪ೖ

௧ೖశభ
ஶ
ୀାଵ ቚ|௧|ୀோ  integralinde  |ݐ݀|

 

           ψ(t) = ζ ve φ(z) = w dönüşümü yapılırsa, 

 

ଵ = ଵܫ
ଶగ ∫ (ߞ)݂|  − ܲ(ߞ)| ቚ∑ [ఝ(௭)]ೖ

[ఝ()]ೖశభ
ஶ
ୀାଵ ቚ |߮ᇱ(ߞ)|ೃ

  |ߞ݀|

olur. Burada Γோ Dini-düzgün eğri olduğundan (2.1)’deki gibi değerlendirilebilir ve  

ଵܫ ≤ భ
ଶగ ∫ (ߞ)݂|  − ܲ(ߞ)| ቚ∑ [ఝ(௭)]ೖ

[ఝ()]ೖశభ
ஶ
ୀାଵ ቚೃ

  |ߞ݀|

olur. 

            Şimdi (4.1) eşitsizliğini uygulayalım. 

ଵܫ ≤ మ()
ଶగ

‖݂(∙) − ܲ(∙)‖(∙)(ೃ) ቛ∑ [ఝ(௭)]ೖ

[ఝ(∙)]ೖశభ
ஶ
ୀାଵ ቛ

(∙)(ೃ)
 

 

    = మ()
ଶగ

‖݂(∙) − ܲ(∙)‖(∙)(ೃ) ቛ [ఝ(௭)]శభ

ఝ(∙)శభ(|ఝ(∙)|ି|ఝ(௭)|)
ቛ

(∙)(ೃ)
 

 

    ≤ య()
ଶగ

ܧ
(∙)(݂, (ோܩ ቛ శభ

ோశభ(ோି)
ቛ

(∙)(ೃ)
 

 

    ≤ య()
ଶగ

ܧ
(∙)(݂, (ோܩ శభ

ோశభ(ோି)
 . 

            Buradan  

ଵ ≤ య()ܫ                             
ଶగ

ܧ
(∙)(݂, (ோܩ శభ

ோశభ(ோି)
                                              (6.43) 

olur. 

            Şimdi ܫଶ integralini değerlendirelim. 

(6.36) ve (6.37) bağıntılarını kullanırsak 

ଶ = ଵܫ
ଶగ ∫ ((ݐ)߰)݂|  − ܲ(߰(ݐ))| ቚ∑ ாೖ(ట(௪))

௧ೖశభ
ஶ
ୀାଵ ቚ|௧|ୀோ  |ݐ݀|
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   = ଵ
ଶగ ∫ ((ݐ)߰)݂|  − ܲ(߰(ݐ))| ቚ∑ ଵ

ଶగ ∫ ி(ఛ,௪)ఛೖ

௧ೖశభ|௧|ୀఘ ݀߬ஶ
ୀାଵ ቚ|௧|ୀோ  |ݐ݀|

 

    ≤ ଵ
ଶగ ∫ ((ݐ)߰)݂|  − ܲ(߰(ݐ))||௧|ୀோ ቄ ଵ

ଶగ ∫ ቚ∑ ఛೖ

௧ೖశభ
ஶ
ୀାଵ ቚ|ఛ|ୀఘ ,߬)ܨ|  ቅ|ݐ݀||߬݀||(ݓ

  

    ≤ ଵ
ଶగ ∫ ((ݐ)߰)݂|  − ܲ(߰(ݐ))||௧|ୀோ ቄ ଵ

ଶగ ∫ ቚ ఛశభ

௧శభ(௧ିఛ)
ቚ ,߬)ܨ| ఛ|ୀఘ||(ݓ  .ቅ|ݐ݀||߬݀|

 

           Fubini teoreminden, 

ଶ ≤ ଵܫ
ଶగ ∫ ,߬)ܨ|  |(ݓ ቄ ଵ

ଶగ ∫ ((ݐ)߰)݂| − ܲ(߰(ݐ))| ቚ ఛశభ

௧శభ(௧ିఛ)
ቚ|௧|ୀோ ቅ|ݐ݀| |݀߬||ఛ|ୀఘ  

 

     ≤ ଵ
ଶగ ∫ ,߬)ܨ|  |ାଵ߬||(ݓ ቄ ଵ

ଶగ ∫ ((ݐ)߰)݂| − ܲ(߰(ݐ))| ቚ ଵ
௧శభ|௧ିఛ|

ቚ|௧|ୀோ ቅ|ݐ݀| |݀߬||ఛ|ୀఘ  

 

     ≤ ఘశభ

ଶగோశభ ∫ ,߬)ܨ| |(ݓ ଵ
ଶగ

ቄ∫ ((ݐ)߰)݂| − ܲ(߰(ݐ))| ଵ
|௧ିఛ|

௧|ୀோ||ݐ݀| ቅ|ఛ|ୀఘ |݀߬|. 

              Bu sağdaki ifadede ψ(t) = ζ ve φ(z) = τ değişken değişimi uygulandığında 

(2.1) ve (4.1) bağıntılarından 

ଶ ≤ ఘశభܫ

ଶగோశభ ∫ ,߬)ܨ| |(ݓ ቄ ଵ
ଶగ ∫ (ߞ)݂| − ܲ(ߞ)| หఝᇲ()ห

|ఝ()ିఝ(௭)|
ೃ|ߞ݀|

ቅ|ఛ|ୀఘ |݀߬| 

 

    ≤ ర()ఘశభ

ସగమோశభ ∫ ,߬)ܨ| |(ݓ ቊ‖݂(ߞ) − ܲ(ߞ)‖(∙)(ೃ) ቛ ఝᇲ(∙)
ఝ(∙)ିఝ(௭)

ቛ
(∙)(ೃ)

|݀߬|ቋ|ఛ|ୀఘ  

 

    ≤ ఱ()ఘశభ

ସగమோశభ ∫ ,߬)ܨ| ఛ|ୀఘ||(ݓ ܧ
(∙)(݂, (ோܩ ଵ

(ோିఘ)
|݀߬| 

 

    = ఱ()ఘశభ

ସగమோశభ(ோିఘ)
ܧ

(∙)(݂, (ோܩ ∫ ,߬)ܨ| ఛ|ୀఘ||(ݓ |݀߬| 
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    ≤ ఱ()ఘశభ

ସగమோశభ(ோିఘ)
ܧ

(∙)(݂, ோ)ටܩ ఘమ

ఘరିଵ
 ݈݊ ఘమ

ఘమିଵ
                                              (6.44) 

elde edilir. 

     (6.42)’da  (6.43) ve (6.44) eşitsizlikleri yerine yazılarak 

|ܴ(ݖ, ݂)| ≤ య()
ଶగ

ܧ
(∙)(݂, (ோܩ ఘశభ

ோశభ(ோିఘ)
 + ఱ()ఘశభ

ସగమோశభ(ோିఘ)
ܧ

(∙)(݂, ோ)ටܩ ఘమ

ఘరିଵ
 ݈݊ ఘమ

ఘమିଵ
 

 

          Burada ݖ ∈ :ߩ ve ܭ = 1+ ଵ


   alırsak  
 

                     |ܴ(ݖ, ݂)|  ≤ ల()ఘశభ

ோశభ(ோିଵ)
ܧ

(∙)(݂,  ݊ ோ)√݊ lnܩ

 
elde edilir.∎ 

  

           Bir ܴ > 1 için 

                        ݂(ݓ) ≔ (ݓ)  ve  ((ݓܴ)߰)݂ ≔  ((ݓܴ)߰) 

olsun. 

            Teorem 4.2.7’yi kullanırsak yukarıda elde ettiğimiz teoremden aşağıdaki 
sonuç elde edilir. 

6.5.3 Sonuç: Bir ܴ > 1 için ݂ ∈  (Γோ) ise℘ ∋ (∙) ve (ோܩ)(∙)ܧ

                            |ܴ(ݖ, ݂)| ≤ (∙)

ோశ(ோିଵ)
Ω ቀ ݂, ଵ


ቁ

బ(∙)
√݊ ln ݊ ,        ݖ ∈  ܭ

olacak şekilde ݊’den bağımsız bir ܿ(∙) sabiti vardır. 

 

 

 

 



65 
 

  



66 
 

7. SONUÇ 

            Bu tezde analitik fonksiyonların Smirnov sınıflarında Faber serilerinin kısmi 
toplamlarının maksimal yakınsaklığı ile ilgili elde edilmiş olan sonuçların Smirnov 
Orlicz ve değişken üslü Smirnov sınıflarına genelleştirilmeleri elde edilmiştir. 
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