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OZET

BAZI FONKSiYON UZAYLARINDA MAKSIMAL YAKINSAKLIK
PROBLEMLERI
YUKSEK LiSANS TEZi
ESRA AYDIN
BALIKESIR UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTIiTUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI

(TEZ DANISMANI: DOC. DR. BURCIN OKTAY YONET)

BALIKESIR, OCAK - 2018

Bu calismanin amaci; analitik fonksiyonlarin Smirnov Orlicz ve degisken
islii Smirnov siniflarinda yaklagim teorisinin bazi problemlerini incelemektir.

Tez, alt1 boliimden olusmaktadir.

Birinci boéliimde; yaklasim teorisinde arastirilan problemler ve kompleks
diizlemde yaklasim teorisinin geligsimi ile ilgili kronolojik bilgi verilmistir.

Ikinci boliimde; 6nce ileriki boliimlerde kullanilacak olan temel tanimlar ve
teoremler verilmis, daha sonra bazi fonksiyon uzaylar1 tanimlanmistir.

Ugiincii  béliimde; N fonksiyonlar ve Orlicz uzaylari tanimlari yer
almaktadir. Daha sonra yaklasimin incelendigi Smirnov Orlicz siniflar1 ve bu
siiflardaki yaklasim teoremleri incelenmistir.

Dordiincii boliimde; degisken tslii Lebesgue uzaylart ve yaklagimin
incelendigi degisken iislii Smirnov siniflar1 tanimlanmaistir.

Besinci boliimde; once yaklasim teorisinde yaklasan polinomlarin insasi
icin 6nemli olan Faber polinomlar1 aragtirilmistir. Daha sonra Faber serileri ve
analitik fonksiyonlarin Faber serileri, karmagik diizlemin basit baglantili
bolgelerinde incelenmistir.

Altinc1 boliimde; karmagik diizlemin basit baglantili bolgelerinde Bernstein
& Walsh diiz ve ters teoremleri arastirlmistir. Daha sonra Suetin [25] Smirnov
siiflarinda ve Israfilov, Daniyal M, Oktay, Bur¢in, Akgiin, Ramazan [19]
Smirnov Orlicz siniflarinda Faber serilerinin yaklagim hatasi ile ilgili sonuglar
incelenmistir. Ayrica degisken iislii Smirnov simiflarinda da maksimal yakinsaklik
ile 1lgili sonuglar elde edilmistir.

Son bolimde ise, altinci boliimde elde edilen sonuglarin bir Ozeti
verilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Faber polinomlari, Faber serileri, Riemann konform
doniisiim, maksimal yakinsaklik teoremi, Smirnov Orlicz sinifi, degisken iislii
Lebesgue uzayi, degisken tislii Smirnov sinifi.



ABSTRACT

MAXIMAL CONVERGENCE PROBLEMS IN SOME FUNCTION
SPACES
MSC THESIS
ESRA AYDIN
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(SUPERVISOR: ASSOC. PROF. DR. BURCIN OKTAY YONET)

BALIKESIR, JANUARY 2018

The purpose of this work is to investigate some problems of approximation
theory of analytic functions in Smirnov Orlicz and Smirnov classes with variable
exponent of analytic functions.

This thesis consists of six chapters.

In the first chapter; investigated problems in the approximation theory and
some chronological information about approximation theory and its progress are
given in the complex plane.

In the second chapter; basic definitions and theorems which are used in the
following chapters are given. After that, some function spaces and are defined.

In the third chapter; definitions of N functions and Orlicz spaces are
studied. After that, Smirnov Orlicz classes which are approximation are
investigated and approximation theorems in these classes are investigated.

In the forth chapter; Lebesgue spaces with variable exponent and Smirnov
classes with variable exponent which are approximation are investigated are
defined.

In the fifth chapter; firstly, Faber polynomials which have been important
in the construction of approximant polynomials in approximation theory are
investigated. Secondly, Faber series and Faber series of analytic functions are
investigated on the simply connected domains of the complex plane.

In the sixth chapter; the direct and the inverse theorems of Bernstein &
Walsh are investigated. Results of approximation error in Smirnov classes of
Suetin [25] and Smirnov Orlicz classes of Israfilov, Daniyal M, Oktay, Bur¢in,
Akglin, Ramazan [19] are generalized to more general domains. Morever, results
of maximal convergence in Smirnov classes with variable exponent are obtained.

In the last chapter the results which obtained are summarized in sixth
chapter.

KEYWORDS: Faber polynomials, Faber series, Riemann conformal mapping,
theorem of maximal convergence, Smirnov Orlicz class, Lebesgue space with
variable exponent, Smirnov class with variable exponent.
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SEMBOL LiSTESI

C Kompleks diizlem
r Kompleks diizlemde sonlu uzunluklu egri
G Sinir1 I' olan sinirli basit baglantili bolge
G~ G nin tiimleyeni
D Kompleks diizlemde birim disk
T Birim diskin sinir1
D~ Birim diskin kapaniginin tiimleyeni
(0] G~ den D™ iizerine konform doniisiim
Y ¢ nin tersi
P, (2) G igin k.dereceden Faber polinomlari
L,(T) I' lizerinde Lebesgue Uzay1
E,(G) G iizerinde Smirnov Siifi
I'r Seviye Egrisi
Gy [z egrisinin dis1
Pn Derecesi < n olan cebirsel polinomlarin kiimesi
A(Gr) Gr’de analitik olan fonksiyonlarin kiimesi
K Gur
Em(G) Smirnov Orlicz Sinifi
CG C-G (G kiimesinin tiimleyeni)
LPO(T) I" tizerinde Degisken iislii Lebesgue Uzayi
EPO(6) G tizerinde Degisken iislii Smirnov Sinifi
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1. GIRIS

Yaklagim teorisinde problemleri arastirirken, matematikte ve uygulamali
bilimlerde aradigimiz fonksiyonlarin analitik ifadelerini bulmak zor olabilir veya bu
fonksiyonlarin sadece belirli 6zellikleri verilebilir. Bu gibi durumlarda, aranilan
fonksiyonlarin yaklasik ifadelerinin bulunabilmesi, problemin ¢oziimii i¢in yeterli
olabilir. Aranan fonksiyonlar genellikle belli fonksiyon uzaylarinda yer alir. Belli
ozelliklere sahip fonksiyon uzaylarinin elemanlarina, bu uzayimn bir alt uzayindan
olup daha 1y1 6zelliklere sahip olan fonksiyonlarla yaklasim problemleri incelenir. Bu
problemler genellikle nitelik problemleri ve nicelik problemleri olarak
incelenmektedir.

X normlu bir uzay, Y ise onun bir alt uzay1 olsun. Bir x € X verildiginde her
€ > 0 i¢in ||x — y||x < € olacak sekilde bir y € Y elemani bulunabiliyorsa (X,Y)
ciftinde yaklasimin nitelik problemi pozitif ¢oziimlenmistir denir. Yaklagim
teorisinin nicelik problemleri, X uzayindan alinan elemanlara Y alt uzaymin
elemanlari ile miimkiin olan yaklagim hizinin arastirildigi problemlerdir. Ornegin; bir
X uzay1 ve onun iki farkhi Y; ve Y, alt uzayr verilmis olsun. x € X aldigimizda

varsayalim ki dyle (y,(ll));‘lo=1 cY; ve (y,(lz));‘lozlc Y, dizileri bulunabilir ki
(1) 1
500, <4 o

s, = % 02

esitsizlikleri saglansin. Burada (1.2) esitsizliginin yaklasim hizinin daha yiiksek hiza
sahip oldugu goriiliir. Ayrica yaklasim teorisinde bu problemler incelenirken, iki
onemli kavram olan en iyi yaklasim sayis1 ve en iyi yaklasan polinom kullanilir.

En iyi yaklagim sayisinin Ustten degerlendirilmesi ile ilgili problemlere
yaklasim teorisinin diiz problemleri, elde edilen teoremlere ise diiz teoremler denir.
Bunun tam zitti olan yani en iyi yaklasim sayisina goére fonksiyonun yapisal
ozelliklerinin arastirildig1 problemlere yaklasim teorisinin ters problemleri denir.

1885 yilinda ilk defa Weierstrass [a,b]C R’de siirekli fonksiyonlara cebirsel
polinomlarla yaklagimin miimkiinliigiinii ispatlamistir. 1912 yilinda [0,21] araliginda
stirekli ve 2m periyotlu fonksiyonlar uzayinda diiz teoremler Jackson tarafindan elde
edilmistir. Ayn1 y1l Bernstein ayn1 uzayda ters teoremleri vermistir.

EP(G), 1< p < oo, Smirnov siniflarinda yaklagim hizinin degerlendirilmesi
problemi 1959 yilinda Walsh ve Russel [1] tarafindan ¢alisilmistir. Bu c¢alismada
kompleks diizlemde sinir1 analitik egri olan, basit baglantili, sinirli G bolgesi goz



oniline alinmis, polinomlarla yaklagimin hiz1 degerlendirilmistir. 1960 yilinda S. Ya.
Al’per [2] bolgenin sinirint Dini-diizglin egri alip polinomlarla yaklasimin diiz ve
ters teoremlerini elde etmistir. Daha sonra 1967 yilinda V. M. Kokilashvili [3] ,
Al’per’in sonuglarini gelistirmis ve bodlgenin sinirmin Dini-diizgiin egri oldugu
durumda diiz ve ters yaklasim teoremlerinin bazi iyilestirmelerini ispatlamistir.

Kompleks diizlemde yaklasim problemleri daha genel uzaylar i¢in de
incelenmigstir. 1968 yilinda V. M. Kokilashvili [4] tarafindan Smirnov siniflarinin bir
genellemesi olan Ey(G) Smirnov Orlicz sinifi tanimlanmis ve boélge smir1 Dini-
diizgiin egri iken bazi ters yaklasim teoremlerini ispatlamigtir. Bu uzayda diiz
teoremler son yillarda D. M. Israfilov ve A. Giiven [5] tarafindan Carleson egrisi ile
sinirlt bolgede tanimli fonksiyonlarin Smirnov Orlicz sinifinin belirli bir alt uzayinda
ispatlanmistir.

Matematigin bir ¢ok uygulama problemleri ve mekanik problemlerinin
coziimiinde belli siirecleri ifade eden fonksiyonlar klasik Lebesgue uzaylarina ve
bunlarm analitik genislemeleri olan uzaylara ait olmayabilir. Ornegin; mekanikte
bazi sivilar elektrik alanina veya diger etkenlere maruz kaldiklarinda davraniglari
dramatik sekilde degisebilir. Bu gibi durumlarda, siireci ifade eden fonksiyonlar da
hizli degisime ugramis olur ve bu fonksiyonlarin klasik uzaylarda incelenmesi de
zorlasir. Bunun disinda bir ¢ok fizik problemlerinin ¢oziimiinde (6rnegin; sinyallerin
alinmas1 ve yeniden islenmesi, termistor, magnetoistatistik ve diger problemlerin
¢Oziimiinde) incelenmesi gereken silirecin matematik modellenmesinde klasik
uzaylarin yeterli olmadig1 goriilmektedir. Degisken {islii uzaylarin ortaya ¢ikmasinin
baslica nedenleri de yukarida s6z konusu olan siire¢lerin matematik modellenmesinin
bu uzaylarda mimkiinligidiir. Bu uzaylar, matematik literatiire Orlicz tarafindan
1930 yillarinda dahil edilse de bunlarin sistematik sekilde arastirilmasina 1990
yillarindan sonra baslanilmistir. Bunun nedeni, bilim ve teknolojinin gelisimi ile
baglantili olarak matematik modellenme problemlerinin yiikselen bir sekilde artmasi
ve degisken iislii uzaylarin bu modellenmeler i¢in iyi bir alternatif olusturmasidir.

Bu tezde, Smirnov Orlicz smiflar1 ve degisken iislii Smirnov siiflar1 goz
oniline alinip, bir K kontinyumunda Faber serilerinin kismu toplamlar ile yaklagim
problemleri aragtirilmig ve yaklasim hizi degerlendirilmistir.

Bilindigi gibi, birim diskte analitik olan bir fonksiyon diskte yakinsak
kuvvet serisine agilabilir. Diger yandan, diskten farkli basit baglantili bir bdlgede
tanimli analitik fonksiyonun bir kuvvet serisine agilabilecegini iddia edemeyiz. Bu
tip bolgelerde fonksiyonun kuvvet serisinden farkli seri agilimlarinin elde edilmesi
gerekir. Bu seri agilimlarindan bir tanesi de Faber seri agilimi olarak bilinmektedir.
Bu seriler, Faber polinomlar1 olarak bilinen polinomlar ile ifade edilirler.

Faber polinomlari, kompleks degiskenli fonksiyonlar i¢in yaklasim
teorisinde Onemli bir rol oynar. Faber polinomlarinin serisi, basit baglantili
bolgelerde analitik fonksiyonlarin gosterimi i¢in kullanilir ve analitik fonksiyonlarin
yaklagimi lizerine pek ¢ok teorem bu serilerin yardimiyla ispatlanir.

2



1885 yilinda C. Runge siirli, basit baglantili bir G bdlgesinde analitik olan
f (2) fonksiyonuna bir {®,,(2)} polinom dizisiyle diizgiin yakinsamay1 ispatlamistir.
Bu teorem, polinomlarla analitik fonksiyonlara yaklagim durumunda en basit K.
Weierstrass teoremi olarak diistiniilebilir. 1903’de G. Faber, f(z) fonksiyonu igin
Runge’nin tanimini kullanarak keyfi basit baglantili G bolgesi durumunda Taylor
serilerinin genellestirilmesinin insa edilmesine dayanan bir problemi arastirmistir.
Herhangi |z — z,| < R diski olmak iizere, bu diskte analitik olan f(z) fonksiyonu,
{(z —zy)"} polinomlar sistemi yardimiyla bir seriye agilabilir. Buna gore, Faber
makalesinde keyfi sinirli basit baglantili G bdlgesi i¢in bu bdlgede analitik olan f(z)
fonksiyonunun

f(2) = Z?f:o a, P, (2), z€G (1.3)

serisine acilabilecek sekilde bir {®,(z)} polinomlar sistemini incelemistir. Burada
{a,} katsayilar1 G bolgesine bagli ve f(z) fonksiyonu yardimiyla tanimlanir. Bu
calismada Faber, G boélgesinin ' simirinin regiiler analitik egri olma durumunu
incelemistir. Buradaki {®,,(z)} polinomlar1 daha sonra Faber polinomlar1 olarak
adlandirilmstir.

Faber, bir K kontinyumu i¢in {®,(z)} Faber polinomlar1 dizisini
tanimlamistir. 11k makalesinde K kontinyumunun T analitik sinirina sahip basit
baglantili G bolgesinin kapanisi oldugu durumda G ’de analitik herhangi bir f(z)
fonksiyonunun G ’de mutlak ve diizgiin yakinsak olan bir Faber serisine
acilabilecegini gostermistir. Bir bagka makalesinde ise f(z)’in baglantili tiimleyene
sahip sinirli bir kontinyum {izerinde analitik oldugu durumda fonksiyonun K ’da
mutlak ve diizglin yakinsak olan bir Faber serisine acilabilecegini ispatlamistir.

Faber’den sonra W. Sewell, A.I, Markushevich, S. Y. Alper, S. N.
Mergelyan, V. K. Dzyadyk, V. S. Rogozhin, G. M. Goluzin, V. I. Smirnov ve N. A.
Lebedev gibi bir cok matematik¢i G bolgesinin ¢esitli geometrik kosullar1 altinda
Faber serilerinin yardimiyla diiz ve ters yaklasim teoremleri elde etmislerdir. Faber
serileriyle yaklagim problemleri giiniimiizde de pek ¢ok matematik¢i tarafindan
calisilmaktadir.

f fonksiyonunun Gg, R > 1, kanonik bolgesinde analitik fonksiyon olmasi
durumunda Bernstein & Walsh, polinomlar ile yaklasimin diiz teoremlerini elde
etmislerdir. Bernstein & Walsh, f fonksiyonunun K kontinyumunda siirekli ve
kontinyumun i¢ noktalarinda analitik olmasi durumunda belli kosullar altinda, f’in
Gr, 1 < R, kanonik bdlgesinde analitik oldugunu ifade eden yaklagimin ters
teoremlerini elde etmislerdir. Ayrica, cebirsel polinomun K kontinyumundaki
maksimal degerine gore polinomun daha genis bolgedeki artis hizini belirlemislerdir.

Bu tez galismasinda, E,(Gg) Smirnov, Ey (Gg) Smirnov Orlicz ve E PO(GR)

degisken iislii Smirnov siniflarinda maksimal yakinsaklig1 karakterize eden teoremler



aragtirtlmistir. 1 < p < R olmak {izere z’nin K ’dan daha genis oldugu G_p
bolgesinde oldugu durumda Smirnov Orlicz siiflarinda Faber serilerinin maksimal
yakinsaklik 6zelligini karakterize eden teorem elde edilmistir. Ayrica z € K
oldugunda degisken {islii Smirnov siniflarinda Faber serilerinin maksimal
yakinsaklik 6zelligini karakterize eden teorem elde edilmistir.



2. ON BILGILER

2.1 Temel Tanimlar ve Teoremler

2.1.1 Tanmm: [a,b]CcR olmak iizere, siirekli bir

y:[a,b] = C

fonksiyonuna C diizleminde bir egri denir. y (a) =y (b) ise y’ya kapalt egri; v
egrisi sadece t; = t, i¢in y (t;) =7 (t,) oluyorsa, y’ya Jordan egrisi; vy’ tiirevi var

ve stirekli ise y’ya diferansiyellenebilir egri; diferansiyellenebilir vy egrisi igin
eger, Vt € [a,b] igin y'(t) #0 oluyorsa y’'ya diizgiin egri denir. [6, s.120]

2.1.2 Tammm: I': p(t), a <t < b, kompleks diizlemde bir egri olsun.

[’nin uzunlugu

V(I):=sup Xi=1 | (X)) = ¢(Xk-1) I, n €N

olarak tanimlanir. Burada supremum tiim a = t, <t; < --- <t,= b par¢alanmalarinin
iizerinden alinir.

Buna gore, V(') < coise I' egrisine sonlu uzunluklu egri denir. [7, s.2]

2.1.3 Tanim: C icinde bir S kiimesi verilsin. Eger

51=SﬂA1¢®, SZZSﬂAzqt@ ve S:S]_USZ

olacak sekilde C icinde ayrik ve agik A; ve A, kiimeleri bulunamiyorsa S kiimesine
baglantili kiime denir. [6, s.25]

2.1.4 Tamim: Kompleks diizlemde, baglantili ve kapal1 bir kiimeye
kontinyum, baglantili ve agik kiimeye de bélge denir. [7, s.1]



2.1.5 Tanmim: A, C’de bir bolge olsun. Eger, A baglantili ve A igindeki her y
egrisi yine A i¢inde sabit bir zy noktasina homotop ise A’ya basit baglantili bolge

denir. [6, 5.143]

2.1.6 Tamim: Bir f karmagik fonksiyonu bir z, noktasinin belli bir
D(zy,8), 8 >0 komsulugundaki biitiin noktalarda diferansiyellenebiliyorsa f, z,'da
analitiktir denir. [6, s.97]

2.1.7 Teorem (Maksimum Kurali) : B siirli bir bolge olsun. f, B’de
analitik ve B 'da siirekli ise |f| , 9B deki bir noktada maksimum deger alir.

[6, 5.154]

2.1.8 Tamim: B, C’de bir bdlge olmak iizere f: B — C siirekli doniigiimii
verilsin. Eger, bir z, € B noktasindan gecen ve aralarinda « agis1 yapan herhangi iki
diizglin y, ve y, egrilerinin f(y;) ve f(y,) resim egrileri de wy=f(z,)'da aralarinda
yon ve biyiiklik bakimindan a acisi yapiyorlarsa f fonksiyonuna z,’da bir
konform doniisiimdiir denir. Eger her z, € B noktasinda f konform ise f, B’de

konformdur denir. [6, s.295]

2.1.9 Teorem: (Riemann Doniisiim Teoremi): ¢ < C smir1 en az iki
noktadan olusan basit baglantili bir bolge ve z, € G olsun. Bu durumda, G bdlgesini
D’ye, f(zo) = 0 ve f'(zy) > 0 kosullar1 altinda resmeden bir tek f konform

doniisiimii vardir. 8, s.8]

2.1.10 Teorem: G c C siir1 en az iki noktadan olusan, baglantili

tiimleyene sahip sinirli bir kontinyum olsun. Bu durumda, CG bélgesini CD ’ye
¢ (2)

@(o)=0 ve lim—==y>0
Z—>oo Z



kosullar1 altinda resmeden bir tek ¢ konform doniisiimii vardir. [8, 104]

2.1.11 Tamim: y karmasik diizlemde bir egri olsun. Eger bir U ¢emberini
y’ya resmeden ve U ¢emberinin bir komsulugunda konform olan bir doniisiim varsa

y egrisine analitik egri denir. Her analitik egri bir Jordan egrisidir. [9, s.20]

2.1.12 Teorem: Eger bir G bdlgesinin sinir1 analitik bir egri ise, G bdlgesinin
D boélgesine her konform doniisiimii, G ’yi kapsayan belirli bir bolgeye birebir ve
analitik olarak genisletilebilir. Aym sekilde G 'nin smr1 analitik egri ise, CG
bolgesinin CD’ye olan her konform déniisiimii CG’yi kapsayan bir bolgeye birebir ve

analitik olarak genisletilebilir. [7, s.41]

2.1.13 Teorem: Eger bir G bdlgesinin sinir1 Jordan egrisi ise, G bolgesinin
D bblgesine her konform doniisiimii, G "ye birebir ve siirekli olarak genisletilebilir.

Ayni sekilde G nin smir1 Jordan egrisi ise, CG bolgesinin CD’ye olan her konform

doniisiimii CG’ye birebir ve siirekli olarak genisletilebilir. [7, 5.24]

2.1.14 Tamm: h, [0,21] iizerinde siirekli bir fonksiyon olsun. A’nin
siireklilik modiilii;
w(t, h) =sup{ | h(ty) - A(ty) |1 tyt, €[0,2], 1 G —tyI<t}, £20

ile tanimlidir.

fozn t t w(t,h)dt < o ise, h fonksiyonuna Dini-siireklidir denir. [7, 5.46]

2.1.15 Tammm: T egrisi ¢@q(t) #0 ve ¢@y(t) Dini-siireklilik kosullarini
saglayan @,(t) , 0 < 1 < 21 parametrizasyonuna sahip ise [' egrisine Dini-diizgiin
egri denir. [7, s.2]

Eger I' Dini-diizgiin ise

O<c;<lo' (@) <cy <o, z€Tl (2.1)

esitsizligi vardir. [10]



2.1.16 Tamm: G, I' diizgilin sinirina sahip bir bolge olsun. 8(s), s yay

uzunlugunun bir fonksiyonu olarak x-ekseni ve teget arasindaki agiy1 gostersin. Eger
6(s),

cw(t0)
Jo—=—dt <o

kosulunu sagliyorsa, bu durumda I' egrisine Lyapunov egrisi, G bolgesine de

Lyapunov bélgesi denir. [4, s.44]

2.1.17 Tamm: T, boyu L olan sonlu uzunluklu bir Jordan egrisi ve z = z(t),
t € [0,L], I"nin yay uzunluguna gore parametrik gosterimi olsun. Eger f(t) :=arg

z'(t), [0,L] tizerinde sinirli varyasyonlu bir fonksiyon ise I’ya sinirlt rotasyonlu egri

denir ve burada fr dp(t) degerine [’nin toplam rotasyonu denir. [7, s.67]

2.1.18 Tammm: I'(z,¢) :={t € I': |t — z| < &} tanimlansin.

['(z, €)’nin uzunlugunu |I'(z, €)| ile gosterelim.

sup sup 2 IT(z,&)| <00 ise
z€ETe>0 €

[' diizgiin Jordan egrisine bir Carleson egri denir. [11, s.2]

2.1.19 Tammm: f,;: A— C olarak tanimlanan (f,,) dizisi verilsin. Herhangi
bir € > 0 sayis1 verildiginde biitiin z € A noktalar1 ve her n > n, icin |f,(2) — f(2)|
< € olacak bi¢imde bir ny dogal sayis1 bulunabilirse, (f,,) fonksiyon dizisi A tizerinde

f fonksiyonuna diizgiin yakinsiyor denir. [6,s.176]

2.1.20 Teorem ( Weierstrass M-Testi): AcC ve g;, A lizerinde tanimh
fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Gergel sayilarin asagidaki 6zelliklerini saglayan bir

M,, dizisi var ise Y-, gk A Uizerinde mutlak ve diizglin yakinsaktir.

i) M, = Oigin Y3, M; yakinsak,
ii) Her z € Aicin, gl < M, k=1,2,.......

olur. [6, s.180]



2.1.21 Teorem: A, C’de bir bolge ve (f,,) ise A iizerinde analitik olan f,
fonksiyonlariin bir dizisi olsun. Eger A’da bulunan her kapali disk iizerinde f,, - f

yakinsamasi diizgiin ise f, A’da analitiktir. [6, s.181]

2.1.22 Teorem (Cauchy integral Teoremi): f fonksiyonu bir G bdlgesinin

kapanisinda analitik ise,

fy F(2)dz =0

olur. [6, s.137]

2.1.23 Teorem (Cauchy integral Formiilii): G bir bolge ve y bu bolge

icinde kapal1 bir ¢cevre olsun. Eger a, y i¢ginde bir nokta ve f(z), G’de analitik ise,

olur. [6, s.148]

2.1.24 Teorem ( Smirsiz Bolgeler icin Cauchy Integral Formiilii) : G
sonlu uzunluklu Jordan egrisiyle sinirlanmis bir bolge ve I' bunun pozitif
yonlendirilmis sinir1 olsun. Eger f, CG bolgesinde analitik bir fonksiyon ise

A [, _[f()=f() ; z€CG
Znifl" Z—zdz_{ f () ;. Z€E€EG

olur. [12, 435]

2.1.25 Tamim: X bir kiime olsun. X in bir A siifi i¢in asagidaki ozellikler
saglanirsa, bu A siifina X {izerinde bir cebirdir denir.
e XeA
HerE € AiginE =X/E €A
e k=12,..,nicinEy € A=>UR_ ExEA (¥

Eger (*) yerine
e HerneNiginE, € A=>Up-1E, EA

sart1 alinirsa A cebirine bir o-cebiri denir. [13, s.15]



2.1.26 Tamim: X bir kiime ve A da X iizerinde bir a-cebiri olsun. (X, A)
ikilisine bir dlcgiilebilir uzay, A’daki her bir kiimeye de él¢iilebilir kiime denir. [13,
s.19]

2.1.27 Tamim: X bir kiime ve P(X) de X’ in kuvvet kiimesi olsun. P (X)

izerinde tanimli, genisletilmis reel degerli bir u* fonksiyonu
(@) p' (@) =0
(b)Her E € P(X) igcin u*(E) = 0
(¢)Ac B cXiginu*(A) <u*(B)

(d) Her birn € N igin A,, € P(X) ise u*(Un=1 4,) < i 1 (4,)

sartlarini saglarsa bu y* fonksiyonuna X iizerinde bir dig él¢ii denir. [13, s.30]

Bir p* dis olgiisiine gore Olgiilebilen A € X kiimelerinin sinift M (X, u*) ile
gosterilir. [13, s.38]

2.1.28 Tamim: ([,) , R’nin sinirh ve agik alt araliklarinin bir dizisi
Ta={(l) : ACUIL}

olsun. P(R) tizerinde
A*(A) = inf {232, €)= (Ti) € T4}

biciminde tanimlanan A* dis 6l¢iisiine Lebesgue dig olciisii denir. [13, s.32]

2.1.29 Tamim: (X, A) bir 6l¢iilebilir uzay olsun.
f:X — R fonksiyonu élciilebilirdir = V a € R i¢in

fY(a,4x) = {xe€X:f(x)>a}l€EA

olmasidir. [13, s.44]

2.1.30 Tammm: M (R, 1*) - cebirine gore dlciilebilen bir fonksiyona
Lebesgue élgiilebilir fonksiyon denir. [13, 5.49]
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2.2 Baz1 Fonksiyonel Uzaylar

2.2.1 Tanim: G sonlu uzunluklu bir I" Jordan egrisiyle sinirli bir bolge ve
1 < p < o olsun. I’da Lebesgue olgiilebilir ve |f|P ' nin yay uzunluguna gore
Lebegue integrallenebilir oldugu kompleks degerli f fonksiyonlarin kiimesine

Lebesgue uzayr denir ve Ly, (T) ile gosterilir. [14, s.18]

2.2.2 Tanim: I sonlu uzunluklu bir Jordan egrisi olsun. Her
Jordan egrisi, kompleks diizlemi biri sinirli digeri sinirsiz olan ve bir egriyi ortak
sinir kabul eden iki basit baglantili bolgeye ayirir. G ile ' egrisinin i¢ bolgesini ve
G~ ile T egrisinin dis bolgesini gosterelim. AyricaD ={z € C : |z| < 1} olsun.

[, 0 <r <1, D diskinin G boélgesi lizerine bir konform doniisiimii altinda
fw: |w|=r, 0<r <1} ¢emberinin goriintiisii olsun. G bolgesinde analitik olan

Ve

sup [ IfF@IPldzI<oo, 1<p<w
o<r<i T

kosulunu saglayan , f fonksiyonlarin kiimesini E, (G) ile gosterelim. E,(G) ye
Smirnov sinifi denir. [15, 5.169]

Her f € E,(G) fonksiyonu I' iizerinde hemen her yerde agisal limite sahiptir

ve eger f’nin agisal limiti i¢in ayn notasyonu kullanirsak f* € Ly, (T')’dir. [15]

2.2.3 Uyarx: L, (T') ve E,(G) uzaylar1 p = 1 oldugunda,

I gy = 1Ny = (. IFIPIdz] )7

normuna gore Banach uzayidirlar.
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2.2.4 Tamim (En Iyi Yaklasim Sayisi) : Kompleks diizlemde derecesi
< nolan cebirsel polinomlarin kiimesini 2, ile gosterelim. p > 1 olmak lizere

f € Ex(G) olsun. n € N igin

ED(f;6) =, inf IIf = Pullg, @)

sayisina  §, smifindan olan polinomlar ile f(z) € E,(G) fonksiyonuna en iyi

yaklasim sayisit denir. [14, 5.59]

Burada en iyi yaklasim sayisini veren P, polinomuna en iyi yaklasan
polinom denir.

2.2.5 Tanim: I bir diizgiin Jordan egri ve f € L;(T) olsun.

ft(:= ﬁfr gd(, ZEG
fr@== gdz, 7€ G- 2.2)

f* ve f~ fonksiyonlari sirasiyla G ve G~ ’de analitiktir.

Ayrica f~ (o) = 0 olur.

1 f
SFf(ZO) . !el_l’)% fI‘ﬂ{(: |{—2o| ZS}Z—ZO d( s Zy er

integraline f € L;(I")'nin Cauchy Singular Integrali denir.

f* ve f~ fonksiyonlarindan biri T iizerinde hemen her yerde agisal yollar
lizerinden agisal limite sahipse, I’de Stf(z) vardir ve I' iizerinde hemen her yerde
agisal limite sahiptir. Tersine, I lizerinde Spf(z) var ise, f* ve f~ fonksiyonlarimin
ikisi de I'"de hemen her yerde agisal yollar iizerinde limitlere sahiptir. Bu iki

durumda,

fr@=Sf(@ - 52
f~@=Scf(@) + 5f(2) (2.3)

Buradan hemen her yerde f = f* — f~ olur. [12]

Sr: f — Srf lineer operatoriine Cauchy Singular Operatorii denir.
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3. SMiRNOV ORLICZ SINIFLARI
3.1 N-Fonksiyonlar

3.1.1 Tammm: t > 0 oldugunda sagdan siirekli, t > 0 oldugunda (0,00)’da
pozitif, azalmayan ve p(0) = 0, p(x) = tlim p(t) = oo kosullarim1 saglayan p(t)

fonksiyonu i¢in

[ul

M(u)= | , p(dt olarak tanimlanan reel degiskenli bu
fonksiyona N-fonksiyon denir. [16, s.6]
u]™

3.1.2 Ornek: «>1igin M(u) = — fonksiyonu N- fonksiyonuna 6rnek

gosterilebilir.

Coziim: t> 0 oldugunda p(t) = M’'(t) = t* ! olarak segersek

M(u) = f0|u| t* ldt= % bulunur.

3.1.3 Ornek: M(u)=e** — 1 fonksiyonu N-fonksiyonuna &rnek
gosterilebilir.
Coziim: p(t) = M'(t) = 2te'” olarak secersek

M(u) = folul 2tet’dt = e** — 1 bulunur.

3.1.4 Tammm: ¢t > 0 iken pozitif p(t) fonksiyonu verilsin. p(t)’nint > 0

degerlerinde sagdan siirekli, azalmayan ve p(0) = 0, p(o0) = gim p(t) = o0

kosullarini sagladigin1 varsayalim.
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s >0 i¢in q(s) = sup t olmak iizere
p(t)ss

N(v):= folvl q(s)ds fonksiyonuna M(u)’nun tamamlayici fonksiyonu

denir. [16, s.11]

3.1.5 Ornek: M(u) = % , a,B>1 fonksiyonunun tamamlayici

B
fonksiyonu N(v) = IUTl dir.
Coziim: t > 0 oldugunda p(t) =M'(t) =t* 1 ise

1
s>0icin q(s):= sup t= sup t <sa1=gsF"1
p(t)<s te-lc<g

Eger,

i + % =11se _:1__:0(7—1

B=o f-1=5-1=3

N(v) = folvl q(s)ds = folvlsﬁ_lds = % fonksiyonu M (u)’nun tamamlayici
fonksiyonudur.

3.2 Orlicz Uzaylan

3.2.1 Tanim: T sonlu uzunluklu Jordan egrisi olsun ve I' iizerinde

Lebesque uzunluk 6l¢iimiinii diisiinelim. 3 a > 0 i¢in

Jo Mol f(2) 1] 1dz]< o

kosulunu saglayan f : ' C Lebesgue oOlciilebilir fonksiyonlarin lineer uzayi
Ly (T) ile gosterilir. [17, 5.349]
p(gN) := [ N[l1g(2) I] | dz | olmak iizere
Ly () uzay,
AN Loy =sup {1 F@E@ 1dz1: geLy(@), p(gN) <13
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normlu bir Banach uzay1 olur.

|| || Lyy(r) DOrmuna Orlicz normu denir. [18]

Ly (I") Banach uzayma Orlicz uzayr denir.
Ly (T)" daki her fonksiyon T tizerinde integrallenebilirdir. Yani;
Ly (D) € Ly () (3.1)
olur.

lim sup% <oo ise M, N- fonksiyonu A, kosulunu saglar denir.[18]
X—00

Ly(T) Orlicz uzay1 yansimahdir < M, N- fonksiyonu ve tamamlayicisi

N fonksiyonlarinin ikisi de A, kosulunu saglar. [18]

3.2.2 Teorem: I' sonlu uzunluklu bir Jordan egrisi ve Ly (I'), I' izerinde
yansimali Orlicz uzay1 olsun. O halde, Sy singular operatoriiniin sinirli olmasi i¢in
yani ; 3 ¢ >0 sabiti i¢in

ISeflly ey <c flly@ » ¥ f€Lu) (3.2)
kosulunun saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul I"nin bir Carleson egri olmasidir.

[17,5.351]

3.2.3 Teorem: Her u(z) € Ly (I') ve her v(z) € Ly(T') reel degerli

fonksiyonlart i¢in
Jp u@v(2)dz < pu:;M)+p(v;N)

olur. [16, 5.67] (3.3)

3.2.4 Teorem: Her u(z) € Ly (I') ve her v(z) € Ly(T') reel degerli

fonksiyonlart i¢in
| w@v@dz| <l 10Ny

olur. [16, s.74] (3.4)
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3.3 Smirnov Orlicz Siniflar:

3.3.1 Tanim: [}, D’nin G’ye bir konform doniisiim altinda

Y ={weC:|w|l=r},re(,l)
¢emberinin goriintiisii ve M , bir N-fonksiyon olsun.
G’de analitik ve her r € (0,1) igin

LLMOf@ I 1dz1<c

kosulunu saglayan 7’den bagimsiz bir ¢ > 0  sabitinin var oldugu f : G —» C
fonksiyonlarmin sinifi  Ey(G) ile gosterilir ve bu simifa Smirnov Orlicz sinifi

denir. [4, s. 44]

Ey(G) Smirnov Orlicz smifi, bilinen EP(G) Smirnov sinifinin  bir

genellemesidir.

Ozel halde, M (x) =M (x,p) := xP, 1< p<ow, ise Ey(G) Smirnov Orlicz

sinifi, E,(G) Smirnov sinifina denktir.

Ey (G) smifindaki her fonksiyon I' {izerinde hemen her yerde agisal limit

degerlere sahiptir ve bu sinir deger fonksiyonu Ly, (')’ ya ait olur. Buradan

f € Ey(G) icin

||f|| En(G) = ||f||LM(F) olarak Ey(G) normu tanimlanabilir.

3.3.2 Tammm (En Iyi Yaklasim Sayis1): Kompleks diizlemde derecesi < n
olan cebirsel polinomlarin kiimesini p,, ile gosterelim.

Her f € Ey(G) igin

EX(f,G):=inf [[f =Bull,,,qm
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= ,inf (sup ([ 1(F(Q) ~ Pa(©)g(9) 11 1: g € (D), p(gi V) <
1} (3.5)

sayisina p, siifindan olan polinomlar ile f € E,(G) fonksiyonuna en iyi yaklasim
sayist denir.

3.3.3 Tamm: { € T'igin ¢, = Y(p(Qe™), he[0,2n] ile tanimlansim.
feLly@icin Tof(Q):=f({n), CE€T
olarak T f Otelemesi tanimlansin.

feLly@ ic¢in  wy(S,f):= sup If=Tufll,,m 820 olarak

tanimlanan siireklilik modiilii asagidaki kosullar saglar:
wu(0,/)=0

wy(8,f)=0, §>0
limawy (6,f)=0

f , 8 € EM(G) 191n wM( Sa f+g) i wM(sz) + wM(Sag)

34 Smirnov Orlicz Simiflarinda Bazi Yaklasim Teoremleri

Bu béliimde, Smirnov Orlicz siniflarinda yaklagim problemleri i¢in elde

edilen sonuglar1 kronolojik sirada verecegiz.

1968 yilinda V. Kokilashvili [4] Smirnov Orlicz siiflarinda Lyapunov tipli

sinira sahip bolgeler durumunda asagidaki sonucu elde etmistir.

3.4.1 Lemma: G, Lyapunov tipli I' sinirina sahip bir bolge ve f(z) € Ey (G)
ise
1f (@) = Su(f, D)1y (ry < cER'(fT)

esitsizligi saglanir. Burada S,,(f,z) Faber serisinin n. kismi toplami ve c¢ sabiti

sadece sinira ve uzaya bagl bir sabittir. [4, 5.54]
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( Not: Faber serileri 5. Boliimde ayrintili olarak islenecektir. )

Bolgenin I' sinir1 Carleson egrisi olmasi durumunda A. Giliven ve D. M.

Israfilov [19] asagida tanimi verilen HF’*EM(G) uzayimi tamimlamiglar ve bu

uzaydaki fonksiyonlara yaklagimi aragtirmiglardir.

3.4.2 Tanim: w*(§) negatif olmayan, siirekli, azalmayan reel fonksiyon
olsun. w*(0) =0, 6 > 0 i¢in w*(8) > 0, her n € N ve bir ¢; > 0 sabiti i¢in w*(nd) <
cinw*(6) ve c, sabiti f ve 6’dan bagimsiz olmak iizere

wy(6,f) < cw*(8), &§>0
kosullarini saglayan f € E;(G) fonksiyon simifin1 H l“l’*E u (@) ile gosterelim.
Bu simiftaki her f fonksiyonu i¢in T, (f) € Ly/(T) olur.
f,g€HY Ey(G) ise
wy (0,f) =0
wy(6,f)=0, §=0
(lsi_rg wy(6,f)=0
0u(6,f +9) < 08, )+ o (5,9)

olur.

3.4.3 Teorem: I' bir Carleson egri, Ly, (T), I' iizerinde yansimali Orlicz

uzay1 ve f€ H® Ey(G) olsun. Her n € N i¢in
* * 1
If = PCes Ol S (;)

olacak sekilde derecesi n’yi asmayan bir P,(z, f) cebirsel polinomu vardir. Burada

c* sabiti n’den bagimsizdir. [5, s.512]

Smirnov Orlicz siniflarinda bolgenin I' sinirmin Dini-diizglin e8ri olmasi
durumunda D. M. Israfilov, B. Oktay ve R. Akgiin tarafindan [19] asagidaki teorem

elde edilmistir.
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3.4.4 Teorem: G, Dini-diizgiin I' sinirina sahip sinirli, basit baglantili bir
bolge ve Ey(G), G lizerinde bir yansimali Smirnov Orlicz sinifi olsun. Bu durumda,

her f € Ey(G) ve her n € N i¢cin n’den bagimsiz c sabiti olmak {izere

1f = PaCo Ol < ¢ om0 f)

kosulunu saglayan, derecesi n’yi agsmayan bir P, (., f ) cebirsel polinomu vardir. [19,

5.90]

Smirnov Orlicz siiflarinda elde edilen yaklasim teoremlerinden biri de sinirh
rotasyonlu egriler durumunda R. Akgiin ve D. M. Israfilov [20]’in elde ettigi

asagidaki sonuctur.

3.4.5 Teorem: T, sivri agilara sahip olmayan sinirli rotasyonlu egri olsun.
Yeterince biiyiik secilen n dogal sayis1 i¢in Faber polinomlarin kokleri G’dedir ve

E(G) yansimalt Smirnov Orlicz sinifina ait olan her f fonksiyonu igin
If — LN(fr-)”EM(G) <c Ery—l(G)

olur. Burada Ly (f,z), E, Faber polinomlarin sifirlariyla elde edilen interpolasyon

polinomudur ve ¢ sabiti sadece egrinin sinirina ve uzaya baghdir. [20, s.417]
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4. DEGISKEN USLU SMIRNOV SINIFLARI

4.1 Degisken Uslii Lebesgue Uzaylar:

4.1.1 Tamim: p = p(+) Lebesgue dlgiilebilir bir E € R kiimesinde tanimli

Lebesgue dlciilebilir bir fonksiyon olsun. Belirli bir pozitif A > 0 sabiti i¢in

i

E

p(x)
d

x <o

kosulunu saglayan olgiilebilir f fonksiyonlar1 kiimesine degisken iislii Lebesgue

uzayi denir ve LPO (E) ile gosterilir. [21, 5.17]

p_ = essinfp(x) p+ = esssupp(x)
X€EE

X€EE

fonksiyonlarini dahil edelim.

Matematik literatlirde [22, s.13-30] gosterilmistir ki,

1 <p_ < p, < mise yukarida tanimli LPO)(E) kiimesi normlu bir uzay olur

ve bu uzayda denk normlardan biri

: p(x)
Wfllpey == lnf{/l >0: fE |%| dx < 1}

olarak tanimlanabilir.

Degisken iislii uzaylarin yaklasim teorisi agisindan incelenebilmesi i¢in p(*)

fonksiyonu tizerine belirli kosullarin konulmasi gerekir.

4.1.2 Tanim:

pG) —pIIn (=) <c, xy € B, x#y, [x—yl<

lx=y|

N | =

kosulu ve buna ek olarak 1 < p_ < p, <o kosulunu da saglayan p(-)

fonksiyonlarinin kiimesini g, (E) ile gosterecegiz.
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p(*) € #,(E) kosulu LPO(E) uzaylarinda yaklagim teorisinin nitelik ve nicelik

problemlerinin nitelik ¢6zlimii i¢in gereklidir.

Bu uzaylarda, yaklagim teorisinin temel problemleri Sharapudinov’un [22]
monogrofisinde detayli bir sekilde incelenmistir. Ozel halde, bu uzaylarda yaklasim
teorisinin diiz ve ters teoremleri, degisik toplanabilme yontemlerinin yaklagim
ozellikleri incelenmis ve klasik uzaylarda elde edilen sonuglarin bu uzaylarda da
gecerli olabilecegi kosullar arastirilmistir. Bunun disinda, klasik Smirnov analitik
fonksiyon siniflarinin degisken iislii benzerleri tanimlanmis ve boylece degisken {islii

Smirnov siniflarinda da yaklasim teorisinin problemleri arastirilmaya baslanmaistir.
4.2  Degisken Uslii Smirnov Simiflar
G c C sonlu kompleks diizlemde sonlu uzunluklu I' Jordan egrisi ile sinirlt bir

bolge, G":=ExtT, T:={weC:|w|=1},D:=/nt T ve D :=Ext T olsun.

4.2.1 Tanmm: p(-) : I — [1,00) Lebesgue Ol¢iilebilir bir fonksiyon ve

p- =essinf p(2) p+ =esssupp(z)
zerlr

zerl

olsun. Reel degiskenli fonksiyonlarda oldugu gibi 1 < p_ < p, < oo kosulu ve bu

kosula ek olarak

1
P <c 2,2, €El,2y # 2y, |z —2,| <

N |-

lp(z1) —p(22)| In

kosulunu da saglayan p(-) fonksiyonlarinin kiimesini g, (I") ile gosterelim.

I iizerinde tammli kompleks degiskenli fonksiyonlarin degisken iislii LPO (")

Lebesgue uzayini ve bu uzayda normu tanimlayalim:

4.2.2 Tamm: p(-) € 0,(I") olsun. I iizerinde dlgiilebilir olup bir pozitif
A >0igcin
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p(2)
|dz| < o

1z
)

Pp() (%) = I

kosulunu saglayan oOlgiilebilir f fonksiyonlarmin kiimesine [I' {izerinde taniml

degisken iislii Lebesgue uzayt denir ve LPO(T) ile gosterilir.
Bu durumda
£l ooy =inf {2 >0 ppey(f/2) < 1}

fonksiyoneli bir norm tanimlar ve bu norm altinda LPO)(T") uzay1 bir Banach uzayi

olur. Ozel halde, T' := T durumunda bilinen LP)(T) degisken iislii Lebesgue uzay1
elde edilir.

EP(G), 0 <p < oo, analitik fonksiyonlarin bilinen Smirnov sinifi olsun.

4.2.3 Tanim: p(*) € () olsun.
EPO(G) ={f € E*(G): f € PO}
kiimesine G’de analitik fonksiyonlarin degisken iislii Smirnov sinifi denir.
f € EPO(G) igin normu;
1 Ilgpo6y:= IF ooy
olarak tanimlarsak EPC)(G) bir Banach uzay1 olur.

Genellikle yaklasim problemlerinde yaklasim hizinin degerlendirilmesi icin
diizgiinliik modiilii olarak bilinen karakteristik kullanilir. Bu karakteristik, belli
kosullar1 saglamakla birlikte verilen fonksiyondan o&teleme sonucu elde edilen
fonksiyon yardimi ile tanimlanir. Fakat, degisken {iislii uzaylar Otelemeye gore
invaryant olmadiklarindan dolayr bu uzaylarda diizgiinlik modiilleri ortalama

fonksiyonu yardimi ile tanimlanir.
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4.2.4 Tamm: f € LPO(T) icin

onf(w) := = [ f(wei)dt, we T, 0< h<m

olarak tanimlanan fonksiyona ortalama deger fonksiyonu denir. Bu fonksiyon

yardimu ile 1. diizgiinliik modiilii asagidaki sekilde tanimlanabilir.

4.2.5 Tamm: f € LPO(T) ve p(*) € 0, (T) olsun.

'Q(f' 6)17() = Os<lill£)5“f - th(')lle(')('H‘)

fonksiyonuna f’in LPO(T)’de 1.diizgiinliik modiilii denir.

Ana sonucun ispatinda kullanilacak iki ek bilgiye daha ihtiya¢ duyulmaktadir.
Bunlardan biri degisken islii Lebesgue uzaylarinda Holder esitsizligi olarak

bilinmekte olup asagidaki sekilde ifade edilir:

1

4.2.6 Teorem: f € LPO() ve g € LP'(')(F)a %4_ p'()

=1, ise belli
bir ¢, sabiti i¢in

I 1f@9@)dz < oy If lpy gl (4.1)

esitsizligi saglanir. [23, s.27]

Ayrica,

fow) = f(p(w)) ve po(w) = p(P(W))

tanimlansin.

Diger ek bilgi ise degisken iislii Smirnov siniflarinda elde edilen asagidaki

diiz teoremdir.
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4.2.7 Teorem: G, I' Dini-diizgiin egrisiyle sinirli bir basit baglantili bolge ve

p(*) € §o(T) icin f € EPO(G) olsun. Bu durumda her n € N igin

1
If = Rallipoy < 600 (foy)

olacak sekilde ¢, sabiti vardir. [24, 5.40]
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5. FABER POLINOMLARI VE FABER SERILERI

Bilindigi gibi |z — zy| < R, R > 0 diskinde analitik bir fonksiyon

f(2) = Xnzo an (z = 2p)"
Taylor serisine agilabilir. Bu seri disk iizerinde mutlak ve bu diskin her kompakt alt

kiimesi tlizerinde diizgiin yakinsar. Faber serileri, birim disk durumunda ifade edilen

Taylor serilerinin basit baglantili bolgeler durumuna genellestirilmesidir.

5.1 Faber Polinomlar1 ve Ornekleri

Kompleks diizlemde T ile sinirli, basit baglantili G bolgesi verilsin. G~, z =
o noktasini iceren, G = G U T kapali bolgesinin tiimleyeni olan basit baglantili bir

bolge, D :=(0,1), T:=0D ve D™ := CD olsun.

Riemann konform doniisiim teoremine gére G~ bolgesini D~ bolgesine,

P() =0 ve ¢'(0) = Zli_{g)M =y >0 (5.1)

Z
kosullar1 altinda resmeden bir tek ¢ konform doniisiimii vardir.
(5.1)’deki bagintilardan ¢ (z) = w fonksiyonu G~ bdlgesinde oo noktasi

disinda analitik ve w = ¢(z) fonksiyonu o noktasinda bir basit kutba sahiptir. Bu

nedenle, ¢ fonksiyonunun oo noktasinin ¢ikarilmis komsulugundaki Laurent agilimi,

Vi, V2 Yk
W:(p(z):yz+’)/0 +7+Z_2+.“+Z_k+..'

seklindedir.
n=0,1,2...... i¢in

n_ noyrve oy )
@ =(vz + yo + B+ L 4 g Lgo )

2

= yngn +a1(171_)1zn—1 +a$ln_)zzn_2 + .. +a§n)z+a(()n)
(n) (n) (n)
b b
+1 4 by~ e A
z z2 zk
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esitligi elde edilir. Bu esitlikte z’ nin pozitif kuvvetlerinden olusan ve n+1 tane terim

iceren grup,
®,(z) :=y"z" + a(ri)lz"‘1 + a7(1n_)zzn‘2 + o + ain)z + a(()n)

ile, z’nin negatif kuvvetlerinden olusan ve sonsuz terim i¢eren grup da

m (n) (n)
_ b by by
_En(Z)—T + Z_Z+"'.+Z—k
ile gosterilirse,
[p@]" = Pn(2) — En(2) , ZEG™ (5.2)

esitligi elde edilir. [¢(z)]™ fonksiyonu G~ bolgesinde o« noktasi disinda analitiktir
ve oo noktasinda n dereceli bir kutba sahiptir. Bu nedenle, (5.2) esitliginde ®,,(z),
n dereceli bir polinom, E, (z) fonksiyonu ise G~ bdlgesinde analitik olup E;, () = 0

dir.

5.1.1 Tanim: ®,(z) (n=0,1,2....) polinomlarina G bdlgesinin n.dereceden
Faber polinomlar: denir.
Z € G~ i¢in (5.2) esitliginden,
®(2) = [9(D)]" + En(2)
En(2) = Pn(2) — [p(D]"
esitlikleri elde edilir.
[R:={z€e G™:|p(z)|]=R>1} olsun.

[ egrilerine G~ bolgesinin seviye egrileri denir. w = @(z) doniisiimii
konform ve univalent (bire-bir ve analitik) oldugundan, I'; kapali analitik bir egridir.
Bu nedenle Iz seviye egrisi C diizlemini iki bolgeye ayirir. Bu bolgelerden biri [ ile
sinirli olan smirli bolgedir. Bu bolgeyi Gy ile gosterelim. Diger bolge ise siniri [y
olan sonsuzlugu iceren bir bolgedir. Bunu ise G ile gosterelim. G ve Gy

bolgelerine kanonik veya dogal bélgeler denir.

Z € G i¢in (5.2) esitliginin her iki tarafinin ['; boyunca integralini alirsak,
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1 [p(DI™ _ 1 ‘Dn(f) 1 En({)
2ni’TrR {-z d¢ = 2ni TR {-z ¢ 2ni TR -z d¢

esitligi elde edilir.

Burada z € Gi oldugundan sinirsiz bolgeler i¢in Cauchy integral formiiliinden,

L E@ g

2ni“T'r {-z

Dolayisiyla z € Gy icin,

1 [eDI™
Cu(2) = 5o fp 7,4 (5.3)

esitligi elde edilir.
z = P (w) fonksiyonu w = ¢@(z) fonksiyonunun ters fonksiyonu olsun. Bu

durumda, 1 fonksiyonu D~ bdlgesini G~ bolgesine konform ve univalent olarak

resmeder.

()= ve @'(0)=limL2 =y >0

oldugu goz Oniine alinirsa,

1
<p(°°) 14

P(o)=c0 ve P'(0) = =B>0

dir. O halde, ¥ fonksiyonu D~ boélgesinde oo noktasi disinda analitiktir ve oo
noktasinda bir basit kutba sahiptir. Bu durumda v fonksiyonunun oo noktasindaki

Laurent agilimi,

.3k

Bogs B g s
W

z=pw)=Pw+fo + = +

K
seklindedir. (5.3) integralinde ¢ = Y (t) doniisiimii yapilirsa,

"Y' () dt |

@, (2) __fltl =R Y(0)—z Z € Gp

10)
" PY(O)-z

fonksiyonunun oo noktasinin ¢ikarilmis komsulugundaki Laurent agiliminin Laurent

esitligi elde edilir. Son esitlikten goriildiigii gibi {®,(z)} Faber polinomlar1

katsayilaridir. O halde ,

Pn(2)
Zn 0 t‘:11+1 N ZEGRVG |t|>R

1,U(f) z
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elde edilir.

5.1.2 Tanim: Jétgt_)z fonksiyonuna {¢,,(z)} Faber polinomlarinin iirete¢

fonksiyonu denir.

5.1.3 Ornek: Eger G bolgesi |z — zg| < R, diski ise bu diskin disin1 birim

diskin disina, ¢(0) = o0 ve @'(0) = lim %Z) = y > 0 kosullar altinda resmeden
Z—>0
konform doniisiim
Z—Zy
Ro

w=¢(2) =
dir. Bu durumda her n dogal sayisi i¢in,
1 n
B (2) =~ (2 = 20)
0

olur. Goruldigi gibi | z—z, |< R, diski i¢in Faber polinomlari, konform doniisiim

fonksiyonunun negatif olmayan tam kuvvetleridir ve E,(z) =0’ dir.

5.1.4 Ornek: G := { z € C: |z| < 1} olmas1 durumunda, diskin disin1 birim
diskin disina @(0) = o ve ¢'(0) = lim @ =7y > 0 kosullar1 altinda resmeden
Z—00

konform doniisiim ¢(z) = z seklindedir. O halde (t) =t oldugundan

YO _ 1 _11 _1 "

oo Z _ co 4
Yt)-z t-z t 1—% t Ln=o (t) Zn=0 gn+1

esitligi elde edilir. Oyleyse G bolgesinin birim disk olmas1 durumunda ®,,(z) = z"

dir.

Faber polinomlarinin tanimindan goriildiigii gibi G bolgesi ile G~ bolgesinin

Faber polinomlar1 aynidir. Buna gore ¢ogu zaman G bolgesinin Faber polinomlari

yerine G kompakthiginin ifadesi kullanilir.
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5.2 Faber Polinomlarinin Asimptotik Ozellikleri

Onceki béliimlerde belirtildigi gibi |@(z)| = R > 1 igin her Ty seviye egrisi,
bu egrinin i¢i G ve dist G~ olmak iizere iki dogal bolge tamimlar. E,(z)
fonksiyonu G; kapali bolgesinde analitik ve E,() = 0 oldugundan Iy pozitif

yonlii olmak iizere sinirsiz bolgeler icin Cauchy integral formiiliine gore, her z € G~

i¢cin
1 En($) -
En(z)=—%erczd( Z € Gg
yazilabilir.
En(2) = Oy (2) — [9(2)]"
oldugundan,
1 Pn(9) - [9(D]" -
En(2) == 5— er T d¢, z € Gy

olur. ®,(z), Gy bodlgesinde analitik oldugundan Cauchy integral teoreminden,

1 Pn(4) _
2ni TR -z d¢ =0

dir. Bu durumda,

1 [eDI™ dg

E,(z) = i dte -z Z € Gy (5.4)

esitligi bulunur.
Boylece,
[
n( ) ZﬂlfFR ( 7 d(} ZEGR
ve
1 [(D]™ -
En(z)=—FR Tz d¢, Z € Gg

seklinde benzer iki bagintiya sahip olmus oluruz.

K baglantili tiimleyene sahip smirli kontinyum olsun. Amacimiz Faber

polinomlarin1 K kontinyumunda degerlendirmektir.
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Bunun igin, eger z € K ise yeteri kadar kiigiik sabit € > 0 sayis1 i¢in (5.3)

ifadesinde R = 1 + ¢ almabilir. Bu durumda,

[eI" de,

ZEG
1+e (-z R

Ou(2) = — [

2mi
integralinden,

000 =g, 2L

i

| "
< 1 f @({) |d€|

T 2n'T14e [{-2zl

_ (1+e)™ f [d{|
1

2T +e|{—z|
elde edilir.

Burada, K kontinyumunun I';,. seviye egrisine olan uzakligini
p (K,T'i4s) olarak ve I'y,, egrisinin uzunlugunu da ¢ ( I';,.) olarak
isaretleyelim. I';,, kapali ve K kiimesi kompakt oldugundan aralarindaki p (K,
I'14¢ ) uzakhigr sifirdan biiyiiktir. Ayrica ¢ € ', ve z € K oldugundan p (K,
I'i4e) < | — z| olur. O halde,

(1+&)™ (1+&)™
< T8 —_ T8
|¢)n(z)| = 2mp(K.T14e) f[‘l_'_gld(l 21p(K,T14¢) {)(F1+8) (5-5)
esitsizligi elde edilir. ¢, (¢) := o) jgun, ¢, (&) sayisi, yalnizca € sayisina
an(K'F1+S)

bagli ve ¢ = 0 i¢in artan bir sabit olmak tizere (5.5) esitsizligini,
|, (D) < () + )", z€K (5.6)

seklinde yazabiliriz. (5.6) ifadesinin her iki tarafinin n.dereceden kokii alinirsa, n —

o i¢in limit durumunda

lim sup \/|®,(2)|<1+e, z€K
n—>oo

ifadesi elde edilir. Bu esitsizlikte € yeteri kadar kiiclik keyfi bir sabit ve sol taraf €’a

bagli olmadigindan,

lim sup V/|®,(2)| <1, z€EK (5.7)
n—->oo
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limit bagintis1 elde edilir.

Rver, 1 < r <R olacak sekilde iki say1 olsun. Bu durumda G_R" kapali

kiimesi lizerinde E,,(z) fonksiyonunu belirleyebiliriz. (5.4) ifadesinden tiim z € G_R_
i¢in,
_ | L Lo |
En)| = |5 Jr, E52Ed

21l

I "
<o b, 1]

—2n Iy |{-2z|
_ ﬂf |ad|
2 Ty |{-2z|

olur. I', ve I'g seviye egrileri arasindaki p (I',, ') uzakligini § ile isaretleyelim. G_R_
kapali ve I',- kompakt oldugundan aralarindaki uzaklik sifirdan biiyiiktiir. Ayrica z €

Gr ve { € I', oldugundan 6§ < |{ — z| olur. Buradan,

E(2)] < T £(T;) (538)
degerlendirilmesi elde edilir. c,(R, 1) = SO, alinirsa,
2mp(I'y,I'R)
|En(2)| < (R, )™
elde edilir. Boylece ,
P (2) = [@(D]"+ En(2), Z€G™

bagintisindan, Faber polinomlari i¢in en basit asimptotik formiilii,
®,,(2) =[]+ 00™), z€G;, 1<r<R (5.9)
seklindedir.

(5.9) ifadesinin sag tarafinin hizi z € I ise |@(z)|™ = R™ dir. Fakat sag
taraftaki ikinci terimin sonsuza gitme hizi r™ degerinin sonsuza gitme hizindan

bilyiik degildir.

Hemen belirtelim ki, (5.8) ifadesinde 6(z) = p (z,1',) alirsak z — o igin,

(5.8) ifadesinin sag tarafi sifira yakinsar.

R > 1 olmak lizere bir z € I alalim. Bu durumda, 1 <r < R olmak {izere,
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P (2) = [p@D]" + 00 ™)

oldugunu biliyoruz. Buradan,

Pu(2) = [p(DI" +00™) = [p(A]" [1 + 2]

= lp@I" [1+ 52| = [p@I" [1+ 0 ()]

esitligi elde edilir. Bu esitlikten,

ot~ 1= ()

esitligi elde edilir. Buradan da,

n
O | o
[p(2)]" R™
ve dolayisiyla,
n | Py (2)] r’
1— g S <14 ¢3—
3R = o) ¢

3 %7n
e rh rh
bagintisi elde edilir. c4,(R) :=1—c3 an Ve Cs (R) :==1+c¢3 I alinirsa,

ca(R) < 220 < o (R,

lo@m = z €Iy

c(B)le@))" < [Pr(2)] < cs (Rl @)"

c4(R)R" < |9, (2)| < cs(R)R™, z € Iy (5.10)
olur. (5.10) esitsizliginin n.dereceden kokii alinip, n — oo igin limit alinirsa,
lim Y0, (2)| = o), ZEGT (5.11)

esitsizligini buluruz ki, burada yakinsama G~ deki her kompakt kiime iizerinde

diizgiindir. Yani, G~ bolgesinde kapsanan her smirli kapali F kiimesi tizerinde
yakinsama diizgiin olur.

Eger z € I, ise bu durumda n + 1 ve n i¢in (5.9) ifadesi,

¢n+1(2) _ [(p(z)]n+1 + 0(rn+1)
Pn(z) @]+ 0™
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=0 |1+ ©{gr) (i) O(R_Z)]

1+ o(;—ﬁ)

=@ +0(5)

seklinde yazilabilir. Bu durumda G~ bolgesindeki her F kompakt kiimesi iizerinde
diizgiin yakinsayan ve

Dp1(2) _ r
By o). ren, nme

asimptotik bagintisini yazabiliriz.

lim 22829 = ) ze6- (5.12)

n-o @®n(2)

olur.

5.3 Faber Serileri

5.3.1 Tanim: ¢, (z)’ler K kontinyumunun Faber polinomlar1 olsun. (c,,) bir

karmasik say1 dizisi olmak iizere

Y=o Cn®n(2)

bi¢imindeki serilere K kontinyumuna gore Faber serileri denir.

5.3.2 Teorem: (c,) bir karmasik say1 dizisi ve ¢,(z)’ler K

kontinyumunun Faber polinomlar1 olsun. Eger,

1
i sup Ylea] =7 <1

ise YoroCn®n(z) Faber serisi, Gy bolgesinde mutlak yakinsak, G bolgesinin

kompakt alt kiimelerinde diizgiin yakinsak ve G; bolgesinde iraksaktr.
Ispat: lim sup %/|c,| = % oldugundan, her € > 0 i¢in dyle bir N dogal sayisi
n—->oo
vardir ki, n > N igin,

| |1 < 1 n 1+&R
n —_ =
Cn 2 € R
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eR? ..
olur. g == TR alinirsa, n > N igin,

1
|Cn|n <

R-¢&
esitsizligi elde edilir. 1 < r < R olmak {izere, (5.10) bagintisindan her z € I. i¢in,
a; (M1 < @, (2)| < a(r)r"
oldugunu biliyoruz. € sayisin1 r < R— g, olacak sekilde alalim. Bu durumda,
n >N i¢in,

rTl
(R—go)"

len®n(2)] < ay (1)

olur.q = RL almirsa, 0 <q<1ve V z € [} igin,

lcn®n(2)] < az(r)q™
elde edilirr V z € Gr—K i¢in z €I, olacak sekilde r € (1,R) sayisi

bulanabileceginden bu esitsizlik V z € Gz — K i¢in gegerli olur.

K kompakt oldugundan K c G, olacak sekilde bir r € (1, R) sayist vardir
ki V z € K igin,

_ 1 [e]"
Pn(2) = 2mi fFr {~z d¢
oldugunu biliyoruz. Buradan,
[©0(@)| =5 () = )"

elde edilir. € sayisin1 r < R— ¢, olacak sekilde segelim. p := ﬁ alinirsa 0 <p < 1
]
veV z € K igin,
lcn®n(2)] < c(r) p™

olur. Y02y lc, ®n(z)| serisi, Yip—p q" serisi yakinsak oldugundan her z € G — K
icin, Yoo p™ serisi yakinsak oldugu i¢in de her z € K igin yakinsaktir. O halde

Yim—o Cn®n (2) serisi Gy lizerinde mutlak yakinsaktir.

F, Gg'nin kompakt bir alt kiimesi olsun. Bu durumda F € G_r0 olacak sekilde

bir 1 <7y <R sayis1 vardir. r, < r < R olmak iizere, her z € F i¢in
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O e

oldugunu biliyoruz. F ve I, kapali olduklarindan V z € F ve V C € I}, i¢in
K_Zl ZP(FT,F)>O
olur. Buradan, V z € F igin

(G2 = 3 £ = ()™

elde edilir. Bir € > 0 i¢in &5 =

— &y olacak sekilde
1

alalim. rlll_r)rolo sup Ve, | = % oldugundan, n > N igin |c,|n» < R_;SO olacak sekilde

bir N dogal sayis1 vardir. O halde, n > N i¢in ve her z € F i¢in

ea®Pn(D)] < ¢(r) Gre

olur. M, = c(r) alinirsa Yoo M,, serisi yakinsak olacagindan Weierstrass-M

r
(R—gp)™
testi geregince

Yin=0 CnPn(2)
serisi F lizerinde diizgiin yakinsak olur.
z € Gy~ olsun. Ry = |¢@(z)| alirsa, Ry > R ve z € [ olur. Bu durumda,
b (Ro)Ry < |®,(2)| < by(Ro)Rg

oldugu bilinmektedir.

. n 1
lim sup V/|c,| ==
n-oo R

1
oldugundan, ¥ & > 0 igin (c,) dizisinin |c,, | >~ - £ === olacak sekilde bir (c,)

N eR?
alt dizisi vardir. &; = P alinirsa,

1-eR _ 1

R R+¢&;

1
e[ >

olur. € sayisini, R + & <R, olacak sekilde se¢gelim. Bu durumda,

b (R )R e
len @ @] > T = bi(Ro) (7))
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nk

Ro 51 oldugundan 7., (RR%) serisi 1raksak olur. Buradan
1

+&q

elde edilir.

Yl o Cn Py (z) serisinin raksak oldugu ¢ikar. m

5.4 Analitik Fonksiyonlarin Faber Serileri

Bu boliimde analitik olan bir f(z) fonksiyonunun Faber serisine agilabilecegi

durumu inceleyecegiz.

5.4.1 Teorem: G < C sinirly, basit baglantili ve I' = 0G sinir1 analitik olan
bir bolge olsun. f fonksiyonu G bolgesinde analitik ve K = G U I' kontinyumunda
stirekli olsun. Bu durumda K kontinyumunun Faber polinomlarmin bir serisine
acilabilir ve bu seri G’nin her kompakt alt kiimesinde f fonksiyonuna mutlak ve

diizgiin yakinsaktir.

Ispat: T analitik bir egri oldugundan w = ¢(z) konform déniisiimii T
simirindan G ’nin igine belirli bir yere kadar analitik ve birebir olarak genisletilebilir.
¢ konform dontigiimii belirli bir 0 < p, <1 i¢in G, bolgesinde birebir ve analitik
olur. Bu durumda, z = 1 (w) fonksiyonu |w| > p, bolgesinde oo noktasi disinda

analitiktir ve oo noktasinda basit kutbu vardir.

Z € G olsun. Bu durumda p, < p < 1 olacak sekilde bir p sayis1 segebiliriz
ve z € G, olur. f, G’de analitik bir fonksiyon ve G, G oldugundan f, G, ’da

analitikir. Cauchy formiiliinden,

_ 1 Q. _ 1 V' ()
f(2) szrp 4 = s Ja=, F@O) 5 dt (5.13)
olur.
z € G, ve [t| = p icin Y fonksiyonu analitik oldugundan, wlthgt—)z fonksiyonu

|t| = p i¢in analitik olur. Ayrica,

1 "y’ ()
_f il SN

Pn(2) = 2mi Itl=p Y(t)-z
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oldugundan [t| = p igin,

¢'(t) — Zoo D, (2) 2EG
n=0

lp(t)—Z tn+1 ? P (514)

olur. F, G, bdlgesinin kapali alt kiimesi olmak {izere (5.14) agihmu [t| = p kosulunu
saglayan t’ler icin ve F kompakt kiimesine ait olan z noktalar1 i¢in diizgin

yakinsaktir. Gergekten, F C G, bir kompakt kiimesi olmak lizere z € F olsun. Bu

durumda p, <r<p ve FcC G_r olacak sekilde bir r sayist vardir. Bu durumda

@, (z) Faber polinomlari i¢in,

c(Mr* < |@,(2)| < cy(r)r™, z€L

dir. Bundan dolayi, |t| = p ve z € F igin,

Zoo Dy (2)
n=0 ;n+1

[Pn (@)
S Z;.{):O |t‘|):1+1 —_ Zn OCZ(r) Tl+1

=203e (£) <o

Dy (2)
tTl+1

oldugundan Weierstrass-M testi geregince Z;fzo serisi |t| = p oldugunda

Vf < G, kompakt alt kiimesinde diizgiin yakinsaktir.

— 1 fo®) . — 1 )
an ._ 2_1'[1_ f|t|=p tn+1 dt 27Tl fl" q)n+1(()(p (C)dc (515)

olmak iizere, (5.14) ag¢ilimmi (5.13) de dikkate alirsak ,

f @)= fyop f () ot

2 Siop F OO (B0 T}

217:1
F@@)
= Zin=o Pn(2) {Zm fltl =p tn+1 dt}
= Yn=0 @nPn(2) , ZEG (5.16)

acilimi elde edilir.

Simdi Y7, a,®,(z) yakinsamasinin G’nin kompakt alt kiimeleri {izerinde
mutlak ve diizgiin yakinsama oldugunu gosterelim.

F, G’nin kompakt bir alt kiimesi olsun. Bu durumda F < G, olacak sekilde

bir 7y <1 sayist vardir. 7y < r <1 olmak iizere
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O e

ve F ile I} kapali olduklarindan, V z € F i¢in
|Pn(2)| < d(r) r™
elde edilir.

r < Ry < 1 bigiminde bir R; sayis1 segelim. V z € F i¢in z € Gg, olur. Bu

durumda V z € F igin,

f(Z) 1 ‘L,[) ®
f(Z) _ 2Tt fFR - Z f|t| =R f(l/)(t)) wO- Zdt
Ve
n(Z)
1,0(t) z Zn 0 tn+1 lt| =Ry, z€F

acilimi diizgiin yakinsak oldugundan V z € F igin,

F@(t))
2w fltl =p tn+1 dt

olmak tizere

f(2) = Xr=0 an®n(2)

olur. M := max {|f(2)| : z € G_Rl} olarak alinirsa

M
|an| <R_n

olacagindan Vn € NveV z € F i¢in
r n
|4y ®n(2)] < d()M(Z)

n
olur. X7, d(rM (g) serisi yakinsak oldugundan Weierstrass-M testi geregince

Yim—o An P, (2) serisi F lizerinde mutlak ve diizgiin yakinsak olur.m

5.4.2 Tamm: };_,a,b,(z) Faber serisindeki {a,} katsayilarina, K

kontinyumunda analitik olan f fonksiyonunun Faber katsayilar: denir ve

fltl =p Asas dt formiilii ile ifade edilir.

Zm tnt+i
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5.4.3 Teorem: K kontinyumunda analitik olan her f(z) fonksiyonu K

kontinyumunda diizgiin yakinsayan bir Faber serisine agilabilir.

Ispat: Bu teoremde K, simirli ve baglantili tiimleyene sahip olup sinir1 igin
herhangi bir kosul yoktur. R = 1 + € > 1 olmak {izere, f fonksiyonu K’da analitik
ve K kapali oldugundan f fonksiyonu analitik olarak belirli bir G bdlgesine
genisletilebilir. 1 < p < R olacak sekilde bir p sayisi alalim. V z € K igin,

F@=gm T2 = [ FO(O) AL e (5.17)

21i " om ltl=p Y(t)-z

dir. Diger yandan z € K ve |t| = p i¢in,

Y’ (B _vo Pal2)
Y-z =0 g

acilimi Ozel olarak |t| = p ¢emberi ilizerinde yakinsak oldugundan bunu (5.17)

esitliginde dikkate alirsak n = 1,2,... icin a,, Faber katsayilar1 olmak iizere,

f@=Xn0an®y(z) , zEK

acilimi elde edilir.m
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6. FABER SERILERININ MAKSIMAL YAKINSAKLIK
OZELLIKLERI

6.1 Bernstein & Walsh Diiz Teoremler

K basit baglantili G~ tiimleyenine sahip sinirli kontinyum olsun. f
fonksiyonu K kontinyumunda analitik ise bir R > 1 icin Gy kanonik bdlgesine
analitik olarak genisletilebilir. Simdi f fonksiyonunun K kontinyumundaki cebirsel

polinomlarla diizglin yaklagimi arastiralim.

Bir P,(z) cebirsel polinomunun K kontinyumunda analitik olan f(2)

fonksiyonuna yaklasimini,
If = Pu()ll = max|f (2) = P(2)| (6.1)
olarak tanimlayalim. Bu norma diizgiin norm denir.

E (f,K)= inf ||f — Bl (6.2)

Pnefon

sayisint tanimlayalim. Burada infimum P, € §,, polinomlar1 iizerinden alinir.
E,(f,K) sayisina , f fonksiyonunun diizgiin normda en iyi yaklagim sayist denir.

§,, smifinda
If = Qull = maxf (2) = Qu(@)| = En(f, K (6:3)

kosulunu saglayan bir tek Q,(z) cebirsel polinomu vardir. Bu @, (z) polinomuna, K
kontinyumunda f(z) fonksiyonuna diizgiin normda en iyi yaklasan polinom
denir. Yaklagim teorisinde gosterilir ki {E,,(f)} dizisi n’ye gore monoton azalandir

Ve

lim E,.(f,K)=0 (6.4)

dir. Bu dizinin monoton azalan oldugu agiktir. Limitin sifira esitligi ise yaklagim

teorisinde yapilmis olan bir dizi arastirmalarin sonucudur. (6.4) kosulunun
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saglanmasi i¢in f fonksiyonu ve yaklagimin gergeklestirildigi K kontinyumu iizerine

konulan kosullar agagidaki teoremlerde ifade edilmistir.

6.1.1 Teorem (M.A. Lavrentiev, 1934): Sinirli, kapali bir B kiimesi
tizerinde siirekli herhangi bir f(z) kompleks fonksiyonunun B kiimesi iizerinde
diizglin yakinsayan f(z) = Py(z) + [ P1(2) - Py(2)] + -+ polinom serilerine
genisletilebilmesi i¢in gerek ve yeter kosul B kiimesinin i¢ noktalar1 kiimesinin bos

kiime olmasi1 ve diizlemi bolmemesidir. [25, 5.29]

6.1.2 Teorem (M.V. Keldysh, 1945): Kapali bir G bolgesinde siirekli ve
G’nin i¢ noktalar1 olan G kiimesinde analitik herhangi bir f(z) fonksiyonuna keyfi
diizgiin polinomlarla yaklasilabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul G ’nin tiimleyeni olan

G ~nin, sonsuzlugu iceren basit baglantili bir bolge olmasidir. [25, s.31]

6.1.3 Teorem (S.N. Mergelyan, 1951): Sinirli, kapali bir B kiimesi
iizerinde siirekli ve B’nin i¢ noktalarinda analitik herhangi bir f(z) fonksiyonuna
keyfi diizgiin polinomlarla yaklasilabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul B kiimesinin

diizlemi bolmemesidir. [25, s.31]

Bu durumda, Mergelyan teoremi kullanilarak
lim E,(f,K) =0
n—>oo
elde edilir.
f(z) fonksiyonu Gy bolgesinde analitik ise {E,(f,K)}n=o dizisinin sifira

yaklasim hizinin R ile dogru orantili sekilde arttigini gosteren, S.N. Bernstein ve

J.Walsh tarafindan ispatlanan asagidaki diiz teoremi verelim.

6.1.4 Teorem (S.N. Bernstein, J.Walsh): f(z) fonksiyonu R > 1 i¢in Gp
kanonik bolgesinde analitik ise her € > 0 i¢in 3 ¢;(g) sabiti vardir ki her n € N

i¢in,
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B <gias,  (R—e>D) (6.5)
olur.

Ispat: f(z) fonksiyonu K kontinyumunda analitik oldugundan V z € K igin

f(2) = Xrzo axPr(2) z€eEK

Faber serisine acilabilir. (6.1) formiiliine gore f(z) fonksiyonuna yaklasan P,(z)

polinomu olarak bu fonksiyonun Faber serisinin,

P(2) = Xk=0 @ Px (2)

bigimindeki kismi toplamini alalim. O halde K kontinyumunda,
Rn(z,f) == Xkmnrrax®r(2),  z€K (6.6)
Faber serilerinin kalan terimini degerlendirmemiz ispat i¢in yeterlidir.
& > 1 say1si yeterince kiiciik sectigimizde (5.6) bagintisindan

| D, (2)] < cp(g)(1 + &)k, z€K (6.7)

oldugunu biliyoruz. Diger taraftan &, > 0 ise c3(e;) , Tg_, €grisi lizerinde tamimh

olan f(z) fonksiyonunun modiiliiniin en biiyiik degeri olmak iizere a; Faber

katsayilari i¢in,

f@®) dtl < cs(e2)

< |—
] < |27‘cif|t|=R—€2 th+1 = (R-gy)k (6.8)

bagintis1 yazilabilir. &; ve &, sayilart yeterince kiiclik secildiginden 1 + & <R — &,

esitsizliginin her zaman saglandigi goriiliir. Bu durumda (6.6), (6.7) ve (6.8)’den,

IR (2, )| = 1Xkin+1 ax Pr(2)]

c3(&3)
< Y- =n+1g_ ; Z)k ca(e1) (1 + &))"
<oy Gredf G
= C4 Lk=n+1 (R—g,)k Ca 1_11;:_2
1+g\"
< cs (R_‘zl) (6.9)

esitsizligi elde edilir. &; ve &, sayilari yeterince kiigiik secilebildiginden,
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1+&; 1 &+ &R

R-&, R-¢’ 1+ &

(6.10)

esitliklerindeki & degeri yeterince kiigiik sabitlenmis deger olarak alinabilir. O halde
(6.9) bagintisindan,

Rzl < 255, zeK

esitsizligi elde edilir.m

. 1+ 1 R+ o .

Benzer sekilde , R_: ==—+¢&, &= ﬁ almirsa (6.5) esitsizligini,
E(fK) S ¢ (24 &) Lig <l ©6.11)

n\UJ» = t7\R 0/ > R 0 .

seklinde de ifade edebiliriz. (6.5) ve (6.11) esitsizlikleri Gy de analitik olan f (z)
fonksiyonu i¢in {E,(f,K)} dizisinin genel terimi g¢: =% sayisina ¢ok yakin bir

oranla sifira gittigini gosterir. (6.11) bagintisinda,

1
lim sup V/E,(f,K) < 7 + &
n—->oo

esitsizligi elde edilir. &5 > 0 sayis1 yeterince kii¢iik oldugundan ve bu esitsizligin sol

tarafi &,'a baglh olmadigindan, &, — 0 igin limit alinirsa,

7lll_glo sup VE(f,K) < R (6.12)

esitsizligi elde edilir. (Bu tip degerlendirmelere asimptotik degerlendirmeler denir.)

Sonug olarak; f(z) fonksiyonu, R > 1 olmak {izere Gy bolgesinde analitik
ise f fonksiyonunun K kontinyumu {izerinde en iyi diizgiin yaklagimlari i¢in (6.12)
bagintisi saglanir. K = [-1,1] oldugunda (6.12) esitsizligi Bernstein tarafindan 1911
yilinda ispatlanmistir. Teoremin genel durumu ise 1926 yilinda Walsh tarafindan

arastirilmastir.
6.2 Bernstein & Walsh Ters Teoremler
Bir onceki bolimde f(z) € A(Gg) oldugunda,

lim sup VE,(f,K) <

n—-oo

x|+

43



oldugu ispatlandi. Bu bdliimde de ,

1
. n <_
lim sup VE,(f,K) = 4

oldugunda f(z) € A(Gg) oldugunu gosterelim. Bunun i¢in Oncelikle Bernstein &

Walsh lemmasi olarak bilinen lemmay1 verelim.

6.2.1 Lemma (S.N. Bernstein, J.Walsh): Derecesi < n olan P,(z) cebirsel
polinomu K kontinyumunda

rglea}?(an(z)I <M (6.13)
kosulunu sagliyorsa bu polinom V R > 1 igin,
|P,(2)| < MR™, Z€Gr, R>1 (6.14)
esitsizligini saglar.
Gortildiigii gibi bu lemmada cebirsel polinomun K kontinyumundaki

maksimal degerine gore polinomun daha genis bolgede artis hizi, R ’ye ve n

derecesine bagl olarak degerlendirilmektedir.
ispat:

_ Pa(@) _
F@)= 0 Z€EG (6.15)

fonksiyonunu tanimlayalim. F(z) fonksiyonu G~ bolgesinde analitiktir ve a,, , P,(2)
polinomunun bagkatsayisi ve y, (5.1) bagintisinda tanimlanan deger olmak iizere

lim F(z) = lim (= )" (o2) = 2n

z—00 \Q(2) zn 14

dir. 1 <p <R olmak tizere [}, egrisi Uizerinde,
_1 _ 1
max|F ()] = 5z maxlP (O = |Pa(8p)]

esitligini yazabiliriz. F(z) fonksiyonu G, bolgesinde analitiktir. (6.15) bagintisindan

Pn(2)

F =
F)] = |22

1
| < maxtF Ol =z 1R, (6.16)

esitsizligini elde ederiz. z € I ve {, € [}, noktalari igin
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1P(2)] < ﬁ— P2 6.17)

esitsizligini yazabiliriz. Bu esitsizligin sol tarafi p’dan bagimsizdir. Simdi monoton

azalarak 1’e yaklasan (py) dizisini alahm. Bu diziye uygun olarak ({,, ) noktalar
dizisini alalim. ({,, ) dizisi sinirh oldugundan ({,, ) dizisinin yakinsak ({y,) alt dizisi

vardir. Bu alt dizinin limiti ¢, olsun. Bu limit noktasi 0K =T siir1 lizerinde olmak

zorundadir. | B, ({)| fonksiyonu siirekli oldugundan,

Aim 15, (G) | = 1P (S0l (o€ K (6.18)

dir. Diger taraftan (6.13) bagintisindan |B,({,)| < M dir. (6.17) bagintisint ({y,)

dizisi i¢in tekrar yazarsak,

P, (2)] < ﬁ—m PGl 0@ =

esitsizligini elde ederiz. m — oo igin bu esitsizligin limitini alirsak (6.17)
bagintisindan,

|P,(z)| <M R"™, Vz €Ix

esitsizligi elde edilir.m
Simdi Bernstein & Walsh ters teoremini verelim.

6.2.2 Teorem (S.N. Bernstein, J. Walsh): f(z) fonksiyonu K
kontinyumunda siirekli ve K kontinyumunun i¢ noktalarinda analitik bir fonksiyon

olsun.
: n 1
1111_{{)10 sup VE,(f,K) < =< 1 (6.19)
ise f(z) fonksiyonu Gy bolgesinde analitiktir.

Ispat: (6.19) kosuluna gore € > 0 igin 3 ny=n,(¢) € N sayis1 vardir ki n > n,
oldugunda,

EGK<(+e) . n>n

esitsizliginden c; (¢) sabiti ve V n igin
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n
En(f,K)Scl(%+s) , n=1
olur. Bu esitsizlige gore dyle bir {P,(z)} polinomlar dizisi vardir ki bu dizi igin,

n
f@-P@ISE(fK)<c(z+e) . zeK (6.20)
esitsizligi saglanir.

Simdi {P,(z)} dizisinin Gy bolgesinde diizgiin yakinsak oldugunu
gosterelim. Yani {P,(z)} dizisinin G; bolgesinin her kompakt alt kiimesinde
diizgilin yakinsadigini gosterelim. Bunun i¢in,

Py(z) + [P1(2) = Po(2)] + -+ + [Bu(2) — Pp—q(2)] + - (6.21)

serisinin Gy bolgesinde diizglin yakinsadigimi gostermek yeterli olacaktir. F C Gy
kompakt kiimesini alalim. Buna gére, F C G_p olacak sekilde p < R vardir. Ote

yandan (6.20) bagmtisindan ¥ z € K igin,
|Po(2) = Po-1(2)| < |Py(2) — f(2)| + |f (2) — Pp1r(2)]
sl + (o]
<c(e) (+ e)n (6.22)

dir. Simdi P,(z) — P,_1(z) polinomuna Bernstein & Walsh lemmasini uygulayalim.

Bu polinom (6.22) esitsizligini sagladigindan V z € G_p icin,
1 noa
IP@) = Pas (@] S c2(e) (3 +€) (6:23)

ifadesini yazabiliriz. p < R oldugundan q = (% + s) p= % + ep < 1 olacak sekilde

yeterince kiigiik € > 0 sayisini alalim. Biliyoruz ki q < 1 oldugundan ¢, Y7, q"
geometrik serisi yakinsaktir. Boylece Weierstrass-M testine gore (6.21) serisi Gg
bolgesinin i¢ noktalarinda diizgiin yakinsaktir. {P,(z)} dizisi (6.23) esitsizliginden ve
diizgiin yakinsaklik tanimi1 geregince K kontinyumunda f(z) fonksiyonuna diizgiin
yakinsaktir. Boylece 2.1.21 teorem geregi K kontinyumundan Gy bolgesine kadar

f (z) fonksiyonu analitik olarak genisletilebilir. m
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Bernstein & Walsh Ters ve Diiz Teoremlerini asagidaki gibi ifade etmek

mumkindiir.

f(z) fonksiyonunun Gg kanonik bolgesinde analitik olmasi i¢in gerek ve

yeter sart

1
lim sup VE,(f,K) =

olmasidir.

Simdi bu sonuncu esitsizlikteki esitlik durumunu inceleyelim.

6.2.3 Tanim: K basit baglantili tiimleyene sahip bir kontinyum olsun. f(z)
fonksiyonu G kanonik boélgesinde analitik ve G kanonik bdlgesinin sinirinin en az
bir noktasinda f(z) fonksiyonu aykiri noktaya sahip ise bu durumda bu kosulu
saglayan Gp bolgelerinin en kiigiigiine f(z) fonksiyonunun en biiyiik kanonik

analitiklik bolgesi denir. [25, 5.59]

6.2.4 Teorem: R > 1 olmak lizere Gy kanonik bolgesinin
f (z) fonksiyonunun en biiyiik kanonik analitiklik bolgesi olmasi icin gerek ve yeter

kosul
. n 1
iy sup B (7 K) =

olmasidir.

Ispat:

. n 1
lim sup VE,(f,K) =2

ise (6.12) esitsizligi saglanir. Bernstein & Walsh ters teoremine gore

f (z) fonksiyonu Gy bolgesinde analitiktir.

Kabul edelim ki f(z) fonksiyonu I’y egrisi lizerinde aykirt noktasi olmasin.
O halde R; > R olmak lizere f(z) fonksiyonu Gg, bolgesinde analitiktir. Bernstein

& Walsh diiz teoreminden,

1 1
lim sup VE,(f,K) < ™ <E (6.24)
n—>oo 1
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olur. Fakat bu esitsizlik lim sup \/E,, (f,K) :% esitligi ile celisir. O halde f(2)
n—->oo

fonksiyonu I egrisi lizerinde aykiri noktaya sahiptir. Bundan dolayr Gy bolgesi
f(z) fonksiyonunun en biiyiik analitiklik bolgesi olur. Teoremin yeterlilik kosulu

ispatlanmis olur.

f(2) fonksiyonu Gp bolgesinde analitik ve [y ilizerinde en az bir aykiri

noktaya sahip olsun. Bernstein & Walsh diiz teoreminden,

1
. n < -
lim sup VVE,(f,K) = &
esitsizligini yazabiliriz.
Simdi,ii_}rg sup \VE,(f,K) = % olmadigini varsayalim. Bu durumda

711_1)1010 sup VE,(f,K) < % olur. O halde (6.24)’de olacak sekilde R; > R vardir.

Buradan Bernstein- Walsh ters teoremine gore f, Gg, ’de analitiktir. Bu da Ty

iizerinde en az bir aykir1 noktaya sahip olmasi ile ¢elisir. O halde

. n 1 .
111_1)1010 sup VE,(f,K) =z dir.m

6.3 Smirnov Siniflarinda Maksimal Yakinsaklik Teoremleri

Bu bolimde f(z) € E,(Gg) , p > 1 fonksiyonunun Faber serilerinin kismi

toplamlarinin yaklagim hizin1 veren teoremler incelenecektir.

Biliyoruz ki K, baglantili tiimleyene sahip siirli bir kontinyum ve @, , K
kontinyumunun Faber polinomu olmak iizere f(z), K’ da analitik bir fonksiyon

oldugundan bu fonksiyon

f(2) =Yoo ®r(z), z€K (6.25)
biciminde Faber serisine agilabilir. Bu Faber seri agilimi K kontinyumunda mutlak

ve diizgiin yakinsaktir.

¢, K~ y1 (K’'nin disin1) D™ ye resmeden ve (5.1) kosullarin1 saglayan bir

konform doniisiim olmak iizere,
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e’ (O 1 fQ@p() _
fl"R (Pk+1(() %fltl =R tk+1 dt k= 0,1,.. (626)
Faber katsayilari i¢in
Rn(z,f) = f (2) = Xk=0 tPr(2)= Xitn+1 Pk (2) (6.27)

olarak tanimlanirsa f(z) Faber serisinin n. kalan terimi elde edilir. (6.26) ve (6.27)

esitliklerinden,

Rn(z,f) =

2mi

— fon WO D s T} de (6.28)

olur. Diger yandan,

P(2) = [p(D)]* +Ex(2), z€EK

oldugundan

Pr(z) _ [p(2)]* Ex(2)
Zk=n+1t:ﬁ _Z":nﬂw Zk=n+1t,k(T (6.29)

olur. (6.28) esitliginde (6.29) esitligi yerine yazilirsa

Rz f) = = o F ) [Enrs B + By 22 at

2mi

olur. Burada da ¢ (z) = w doniisiimii yapilirsa

Ra(zf) = s fn (D) Sfnes perdt

2mi

Lo L) By LD g (6.30)

27l

olur.

P,(z), Gy bdlgesinde f(z) fonksiyonuna diizgiin normda en iyi yaklasan

polinom olmak iizere

Ra@f) = o fie FOH®) = Pu(D) Tinsr pory it
[ FAD) = Pup(D) Dy e gt (631)

esitligini de yazabiliriz.

Clinki,

f|t| =R I (l,b(t)) Zk =n+1 tk+1 dt =0 (6.32)

2mi
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ve benzer sekilde

feier Pa(O) By 552 de = 0 (6.33)

2mi
olur.
Gergekten,;
P (2)=anz" + an_1z" ' + -+ ayz+a, olsun.
Burada

a—z

z =P(t) = Yttyo+ =4+ A+ 5 e <1

doniistimii yapildiginda P, (y(t)) polinomunun en yiiksek mertebeli terimi St

bi¢giminde oldugu goriiliir.

Bu polinomun en yiiksek mertebeli ft™ terimini aldigimizda

k
1 n \'o wk _ 1 o Bw
ﬁfltlzR 'Bt Zk=n+1 th+1 dt = 21Tl f|t|=R Zk=n+1 tk+1-n dt
1 ﬁwn+1

dt

" omiJ|t|=R ¢n+i+i-n

1
2mi

fltl:R Lk=n+2 tf;,Lll_(ndt (6.34)
olur. Burada Cauchy tiirev formiilii ile
1 dat
2mi flt|=R 7z 0
oldugundan

1 pwntldt
J

27 t|=R tnti+i-n

=0

olur. Ayni sekilde

1 [ i _
2mi Y|t|=R ¢k-n+1
oldugundan
1 0 Bwk _
omi JIt|=R Lk=n+2 Temnt1 th—n+1 dt =0
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olur. Boylece

1
2mi

n \oo wk
fItI=R Bt" Xieen+1 th+1 de=0
olur.

Benzer sekilde B, (¥ (t)) polinomunun diger mertebeden terimleri igin de

ayn1 islemler uygulanirsa

1 o X B
3z S PO ) [ ] de = 0
olur.
Ayni sekilde (6.33) esitligi de goriiliir.

Sonug olarak (6.31)’deki esitlige liggen esitsizligi uygulanirsa

|dt]

Ra(z )] S = fiy o 1fQO) = B[St e

1

+ 2 [ FO) = PO Sy 222 1t (635)

olur.
Simdi asagidaki teoremlerde kullanilacak olan ve Lebedev sonucu olarak

bilinen bir teoremi ifade edelim:

Yo 1
Y@YW T-w’

F(t,w) = It] >1, |w|>1

olmak tizere, eger |t| > 1 ve [w| = p > 1ise

1 p2? p2
om Szl F@Wldel < == In—— (6.36)

elde edilir. [25-p.174]

Diger yandan [25]den
1
Ec@W) == 1<, ™®F(r,w)dr, |w|=p>1 (6.37)

2mi

esitligi de bilinmektedir.
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Asagidaki teoremde z € K durumunda f(z) € E,(Gg) fonksiyonuna, bu

fonksiyonun Faber serilerinin kismi toplamlar1 ile yaklasim hizi Suetin [10]

tarafindan elde edilmistir.

6.3.1 Teorem: p > 1 iken %+ i = 1 olmak iizere f(z) € E,(Gg),R>1ise

z € K i¢in

1 |de|
IR, (z; )] <Rn+1 EP(f;Ty) [; - ] Vnlnn, n>1

|t|=R |e—1]2

olur. [25, 5.207]

Ispat: z€T,,1<p <Rve P,(2),f(z)€ E,(Gg) fonksiyonuna derecesi

< n olan polinomlar sinifinda en iyi yaklasan polinom olsun. |[w| =1 ve [t| =

icin (6.35) esitsizliginin sag tarafin1 asagidaki gibi degerlendirelim:

Bt =2 fyyy PO = PO [ £ ] Lt

bt = 5= g @) = RO Lo 2] Lt

21

olarak tanimlansin. (6.35)’den

R, (z, f)| < I, + I, olacaktir.

L= [ on (F W) = Pu(O) [ S ] It

esitligine i + % = 1 i¢in Holder esitsizligi uygulanirsa,

1

] 1ael)f

W< (L], 1O~ R a)’ o R

1
Wn+1 w

n+2 q q
E(p)(f FR){ f|t| =R | tn+2 + tn+3 + | |dt|}

n+1

< EP(f,Tx) {%fm:R Tz L+ +( )2 +

T
el

1

Wn+1 t q q
=l 'd”}

< EP (T {2 fye
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1

q 1 q
fItI=R lt—w]|d |dt|}

tn+1

<EP (T (]

s B T (o Sgen i 1|q|dt|} el =R, lwl =1 (6.38)

Rn+1

elde edilir.

= fion 1FQO(D) = Pa@ )| Sy L2 ).

27T

12 =

(6.36) ve (6.37) bagintisindan |w| = p > 1i¢in

b= f i FQ(O) = Pa(O) [ S e Sy o2 e |t

|F(z,w)l|de|} |dt]

<oy IF@®) = PO (5= Sy [Zines o

< ey IF@w {52 ol P00 = P || lael} el

<
1

i |dt|}" \dzl

tn+1(t )

St IFEW 5 el FO00) = P @) 1ael) (S

1

= EP T o [y JF @ [ ] el

<?

Rnt+1

1

() _lat]
RmE (f Tr) / purd ol R (6.39)

Bu esitsizlikte z € K vep=1+ % almirsa , (6.38) ve (6.39)’dan

I/\

|Rn(z f)l <= RN+1 E(p)(f FR)[ ldtl 'annn

2n JIt|=R |t-1]4

elde edilir.m

Asagidaki teoremde ise ), == {z € K™ : |p(2)| = p, 1< p <R} olmak
lizere z nin K’dan daha genis olan q bolgesinde olmasi durumunda f(z) € E,(Gg)
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fonksiyonuna, bu fonksiyonun Faber serisinin kismi toplamlari ile yaklasim hizi

degerlendirilmistir.

6.3.2 Teorem: p > 1 iken % + i =1 olmak iizere f(z) € E,(Gg) ve z € G,

oldugunda,

R Pl <" () EPG T [ fyg ] VT, a1

2m YItI=R |t—p|q

olur. Burada c¢* > 0 sabiti n ve z’den bagimsizdir. [26, s.36]

Alt boliimde ise arastiracagimiz problem; f(z) € Ey(Gg) icin z € G_p
oldugunda f(z) fonksiyonuna, bu fonksiyonun Faber serisinin kismi toplamlari ile
yaklasim hizin1 degerlendirmektir.

6.4 Smirnov Orlicz Siiflarinda Maksimal Yakinsaklik Teoremleri

Oncelikle z € K durumunda Smirnov Orlicz smiflarinda Faber serilerinin
kismi toplamlari ile yaklasim hizinin Israfilov, Daniyal M. , Oktay, Bur¢in, Akgiin,

Ramazan [19] tarafindan degerlendirildigi teoremi ifade edelim:

6.4.1 Teorem: R > 1 i¢in f € Ey(Gg) ven > 1 ise

IR, (z, )| < Rn+1(R 1)E"”"(fGR)\/nlnn z€EK

olur. Burada ¢ > 0 sabiti n ve z’den bagimsizdir. [19, s.91]

Israfilov, Daniyal M, Oktay, Bur¢in, Akgiin, Ramazan [19] tarafindan elde

edilen Teorem 3.4.4 ile yukaridaki teoremden asagidaki sonug degerlendirilmistir.
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6.4.2 Sonug: G, Dini-diizgiin I ile sinirli bir sonlu basit baglantili bolge ve
R > 1 i¢in Ey (GR), Gg lizerinde bir yansimali Smirnov Orlicz sinifi olsun.n > 1

olmak iizere f € Ey(Gg) ve z € K oldugunda
IR, (z, )| < Rn+1(R 5 M( ,HvVninn, ¢>0

elde edilir.

Simdi [19] makalesinde verilen sonucu, 1 < p < R olmak {izere z’ nin
K’dan daha genis oldugu G_p bolgesinde oldugu durumda Smirnov Orlicz siniflarinda

Faber serilerinin maksimal yakinsaklik 6zelligini karakterize eden asil problemimizi

arastiralim:

6.4.3 Teorem: 1< p <R iken f(z) € Ey(Gg) ve z € G, oldugunda,

p"trENM(f.GR) | p? p?
<
|RTL(Z’f)| —_ ClO Rn+1(R—p) p4_1 ln p2_1

olur. Burada c¢;, > 0 sabiti, n ve z’den bagimsizdir.

Ispat:
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z €T

0o 1<p <py<Rve B(z), f€Ey(Gg) fonksiyonuna derecesi

n’den biiylik olmayan polinomlar sinifinda en iyi yaklagan polinom olsun. (6.31)

bagintisindan

Ru(2 ) < 2= f i I GH(D) = Pa (O] | Enrs | 1] +

L [ ion 1FQ(D) = Pu ()] [ Si sy LY |t

21

ve

L= 2 Ly W) = PO S ] 1]

L = 5= fer IF () = RO [Zfnis 2| lat]
olsun.

|R,(z,f)| <1; + I olur.

ho= 2 f o QD) = PO |Efns o] de]  integralinde

Y)=¢ ve @(z)=w donilsimi yapilirsa,

L= 2 1@ = B B 2225 0 ()] 143

olur. Burada I seviye egrileri, Dini-diizglin egriler kabul edilebilir. Konform

doniigiimiin tiirevi (2.1)’deki gibi degerlendirilir ve

< & AF@) = P |Zoas T220] 1¢

olur.

Simdi, sirastyla p(g; N) < 1 olmakiizere g € Ly (I'g) fonksiyonu ve
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p(h; M) <1 olmakiizere h € Ly (I'g) fonksiyonu iizerinden supremum alip,

Holder esitsizligini uygularsak,

< fsup [, 1F© = u@llg@ g} {sup f, [Smnen (100 1nCO)1Ia1)

lp@Ik+1

<2 BUCF, Go) sup {fy, |Snen ZE2L| IR(OIIAST; p(h M) < 1

[@(D]Fk+1

[e@I™t | [p@)]™?
EM(f GR)SupU |Z(§)]”+2 + [Z(?)]nﬂ + "'||h(5)”dzl‘ p(h M) < 1}

_C oM [<p(z>]”+1( 9(2) (z) )| }
=2 B (f, Grysup |, [B2ET (1 4+ 22 + [22]" 4 )| I llagls () < 1

[o(2)]™* ()
[ DI @()—-¢(2)

= 2 EM(f, G)sup{f,_ IR@Ilds1; p(h, M) <1}

_% m lp(2)|™+? . <
= o B O GSUP S pisrpgympran 1M1 1815 pCh M) < 1)

Burada |¢({) — ¢(2)|’yi degerlendirelim: z €T, ve { €} i¢in
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1 1
IR=pol ~— lo(©)—@(2)|

lp(Q) — @) =R —pyl =

olur.

c3 EYL(f,Gr) po™*? . .
1 S 21T Rnt1 (R_po) Sup {prlh(O”d(L p(h, M) S 1}

ve biliyoruz ki sup { Ji, LIRS pChs M) < 1} < 1+ N(1)mesI; < ¢, .

Boylece

cs EXL(f,GR) po™*?
1= 2m R+ (R—py)

olur.

Simdi [, integralini degerlendirelim.

z € I, oldugundan |[w| = p,’ dir. Buna gore (6.36) ve (6.37) bagintilarmni
kullanirsak

b= 2 f ol F @) = PO [ o Sy, o F (T w)de] ldt]

|F(z, w)lldel} lde]

oo Tk
Zk=n+1 th+1

< [ oal F®) = P

-+ T | 1P w) el Lde|

tn+2 tn+3

— [ erl FA®) = P f

27'[

T (1 S+ )| IF@wlldal} lde)

= 2 Sl WO = RGO {5 1y,

A 1F@ wllart} ael

I/\

L ferl F OO = B fpy,

Fubini teoreminden,

< L PO {5 focal /@) = P () 12} I,

2 2mRNt+1

Bu sagdaki ifadede ¥ (t) = ¢ ve @(z) = t degisken degisimi uygulanirsa
ve p(§;Ly) <1 olmak iizere § € L, (Iz) fonksiyonu ve p(h; N) < 1 olmak iizere

h € Ly(Ty) fonksiyonu iizerinden supremum alip Holder esitsizligi uygulanirsa,
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O‘rl+1 | (<)|
L < 22 fatep FEW (5 [zalf©) = ROl 550 1dd 1l

} |dz]|
Ln(TR)

| o' ()
e )-p(2)

< 2 [ F@ W)I{Ilf(i) P iy

<

2o e F@ W {sup [ IF@=PONGONA@Hsup [, [ =5 [R([1d()1} le]

< e L F@ W [EX G G {sup [ 1L R@)] 1481 p (s ) < 1] el

Burada (3.2.3) teoremden
Sup {er L|a@|ldgl; p(h;N) < 1} <14+ M(1)mesly < c;

ve (6.36) geregi

1 po?
L <
an|1'|=p |F(t,w)]|dt] Y lnp02—1
oldugundan
<8 EY (f.GR) po™** | po? Po? olur
2 = 2mR™1 (R-py) | po*-1 po*—1 .
IR.(z,f)| < I + I, 'de yerine yazalim.
c EM(fG ) n+1 c EM(fG ) n+1 2 2
|R(Zf)|<5n'Rp0 +8n:Rp0 Po Po
e ~ 2mR™1(R-py) 2mR™1 (R—py) po*—1 po*—1
IR,(z )] < co EY (f.GR) po™** Po* Po?
e ~ 2mR™1 (R—pg) | po*-1 po-1

Buradaz € G, ve py = p +% alirsak
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|Rn(z, )] <

c10 EM(f,GR) p”“\/ p? p? oS0 (6.40)
p ’ 10 .

2m R"t1 (R—p)
elde edilir.m

Teorem 3.4.4’1 kullanirsak yukarida elde ettigimiz teoremden asagidaki sonug
elde edilir.

6.4.4 Sonuc: G, Dini-diizgiin I' ile sinirh bir sonlu basit baglantili bolge
ve R > 1 i¢in E(Gg), Gg lzerinde bir yansimali Smirnov orlicz smifi olsun. f €

Ey(Gg)ve 1 >p>Riginz € G_p oldugunda

b, >0 (6.41)

< cpm*1 1
IR, (z, ) —mwM(;'f) o o

elde edilir.

z € K durumunda (6.40) ve (6.41)’deki sonuglar, D.M. Israfilov, B. Oktay ve
R. Akgiin tarafindan [19]’da elde edilen sonuglar ile ¢akisir.

Alt boliimde ise arastiracagimiz problem; f(z) € EPO(GR) i¢inz € K
oldugunda f(z) fonksiyonuna, bu fonksiyonun Faber serisinin kismi toplamlari ile

yaklasim hizin1 degerlendirmektir.

6.5 Degisken Uslii Smirnov Simflarinda Maksimal Yakinsakhk

Teoremleri

6.5.1 Tamm: f € EPO(G) igin
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EPOF)={infIf = Pall oorgry: P € T}

sayisina en iyi yaklagim sayist denir. Burada I1,, derecesi n’yi agmayan cebirsel

polinomlar kiimesidir.

K, K~:= C/K baglantili tiimleyenine sahip sinirli bir kontinyum,
R>1icinTz:=={z €T : |p(2) =R|} ve G = Int Ty

oldugunu biliyoruz.

6.5.2 Teorem: p(*) € §,(Tk) olsun. Eger R > 1 i¢in f € EPO(Gy) ise

IR, (z, )| < =29 _E PO(f,Ga)vninn, z€K

RMt1(R-1) T
olacak sekilde n’den bagimsiz p(+)’ye bagl bir ¢,y sabiti vardir.

Ispat: z € I, ,1 < p < RveP,, derecesi n’yi agmayan cebirsel polinomlar

smifinda f € EPO(Gg) fonksiyonuna en iyi yaklasan polinom olsun. (6.31)

bagintisindan

Rz O S = F o I QDO = PO [ S s Lt +

L [ ion 1FQ(D) = Pu@ ()] [ S5y 2L |t
Ve

|dt]

L = %‘ﬂﬂ:R If@@®) — R.@®) |Z’o<o=”“tv"v_+k1

L = = [l IFO(0) = PO | T L) e

olsun.

IR, (2, )| < I + I, olur. (6.42)
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= L QD) = Pu@(O)] [ Sfonsn g Ide] integralinde

Y(t) = ¢ ve @(z) = w doniisiimii yapilirsa,

= o 1P = PO | S 228 I 01 1)

olur. Burada I'; Dini-diizgiin egri oldugundan (2.1)’deki gibi degerlendirilebilir ve

I F@) = Pu() S 122 12

271' I'r (D] k+1
olur.

Simdi (4.1) esitsizligini uygulayalim.

( ) 1%
<ZDNFE) = POl || Zione g

[p()Ik+1 L90(Tg)

(Z) n+1

(O™ e(O)l- I<p(Z)I)||Lq(-)(pR)

_ cz(p) If() - P ()IILpo(rR) ”

_ C3(p)E p()(f GR)

Rn+1(R -r) LIO(Tg)

< ZPEPO(f, Gr)

Rn+1(R .r)

Buradan

L < 63(”)E  PO(F, Gp) (6.43)

Rn+1(R 1")
olur.
Simdi I, integralini degerlendirelim.

(6.36) ve (6.37) bagintilarin1 kullanirsak

= fion 1FQO(D) = Pu @) [ S5 ey 22 ()

I T —
2 27T
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F(‘L’ W)‘L'

— Joter VF@(O) = PO |Zinss 5 Sy, e ldit]

< L e @) = PO =, [ mo] 1P (w1}

2

< o St Q) = Bu DN {35 fyp s | 1P wl el e}

27T

flr|=p

Fubini teoreminden,

b < 5 foyey F@WI {5 fy oo f () = PO || e}l

1
— 2nltl=p

Fawllt™ 1 = [ _f@©) = P @) | 1dt1} 1]

tn+1|t I

< o h M@ W= f () = P (o)) o e} .

2mRNt+1

Bu sagdaki ifadede Yi(t) = { ve @(z) = T degisken degisimi uygulandiginda
(2.1) ve (4.1) bagintilarindan

< e IF@WI{E . 1F©) = Bl 2 O ag )} ol

2 = ppRn+1 lo()—@ )|
IdTI}
Lq()(I‘ )

< ca(@)p™t? flrl p|F(T w)| {||f({) P (O”LP()(FR) ”

4m2Rntl o()- <p(Z)

cs(@)p"*! 10
< S P W EPO(f, )

42 Rnt1

1
d
—p)l !

= @™ g p0)(f, GR) Jiy=, [F (T W) ldT]

47-[2Rn+1(R p)
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< R B PO, Gr) [ In - (6.44)

4T2R"1(R—p) Ey p 21
elde edilir.

(6.42)’da (6.43) ve (6.44) esitsizlikleri yerine yazilarak

‘l’l+1 2

cs(p)p™t E p()(f GR) ln pé’_

c (p)
Ru(2, NI < 22 B O (F ) iy + iz pitiny

Burada z € K ve p: = 1+% alirsak

IRn(z f)| <@ g 2O(f G )vnInn

Rn+1(R 1)

elde edilir.m

Bir R > 1 igin
fow) = f(W(Rw)) ve po(w) = p(¥Y(Rw))
olsun.

Teorem 4.2.7’yi1 kullanirsak yukarida elde ettigimiz teoremden asagidaki
sonu¢ elde edilir.

6.5.3 Sonug: Bir R > 1 icin f € EPO(GR) ve p(*) € §,(IR) ise

Ra(z I < =29 —0(fp,2) nlnn, z€K
P

RM1(R—1) Ne

olacak sekilde n’den bagimsiz bir ¢, sabiti vardir.
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7. SONUC

Bu tezde analitik fonksiyonlarin Smirnov siniflarinda Faber serilerinin kismi
toplamlarinin maksimal yakinsaklig ile ilgili elde edilmis olan sonuglarin Smirnov
Orlicz ve degisken iislii Smirnov siniflarina genellestirilmeleri elde edilmistir.
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