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OZET

HOMOTOPI PERTURBASYON SUMUDU DONUSUM METODU
VE UYGULAMALARI
YUKSEK LiSANS TEZi
SEMIH KUCUK
BALIKESIR UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTIiTUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI
(TEZ DANISMANI: YRD. DOC. DR. FIRAT EVIiRGEN)

BALIKESIR, KASIM - 2017

Bu tezde fen ve miihendislik alanlarinda karsilasilan ¢esitli mertebelerden
kismi diferansiyel denklemlerin ¢6ziimleri Homotopi Pertiirbasyon Sumudu
dontisiim metodu ile incelenmis ve diger sayisal yontemler ile elde edilen sonuglar
karsilastirilmistir.

Tez dort boliimden olugmaktadir.

Birinci boliimde lineer ve lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin
¢ozlimlerinin elde edilmesinde kullanilan Homotopi Pertiirbasyon Sumudu
donilisiim metodunun literatiir 6zeti verilmistir.

Ikinci boliimde diferansiyel denklemlerin temel tanim ve &zelliklerine yer
verilmistir.

Uciincii boliimde homotopi pertiirbasyon, sumudu déniisiim ydntemi ve
bu iki yontemin birlestirilmesiyle olusturulan homotopi pertiirbasyon sumudu
doniisiim yontemi tanitilmastir.

Dordiincii  bolimde literatiirde yer alan bazi kismi diferansiyel
denklemlerin analitik ve yaklasik ¢Oziimlerinin elde edilebilmesi igin homotopi
pertiirbasyon sumudu doniisiim metodunu uygulanmustir.

ANAHTAR KELIMELER: Sumudu déniisiimii, Homotopi pertriibasyon
yontemi, kismi diferansiyel denklemler.



ABSTRACT

HOMOTOPY PERTURBATION SUMUDU TRANSFORMATION
METHOD AND THEIR APPLICATIONS
MSC THESIS
SEMIH KUCUK
BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE
MATHEMATICS
(SUPERVISOR: ASSIST.PROF.DR. FIRAT EVIRGEN )

BALIKESIR, NOVEMBER 2017

In this thesis, the solutions of partial differential equations of various order
in the fields of science and engineering are examined by Homotopy Perturbation
Sumudu transform method and the results obtained by other numerical methods
are compared.

The thesis consists of four chapter.

In the first chapter, the literature summary of the Homotopy Perturbation
Sumudu transform method used for obtaining solutions of linear and nonlinear
partial differential equations is given.

In the second chapter, basic definitions and properties of differential
equations are given.

In the third chapter, homotopy perturbation, sumudu transform method and
homotopy perturbation sumudu transform method which is created by combining
these two methods, are introduced.

In the fourth chapter, homotopy perturbation sumudu transform method is
applied in order to obtain analytical and approximate solutions of some partial
differential equations in the literature.

KEYWORDS: Sumudu transform, homotopy perturbation method, partial
differential equations.
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1. GIRIS

Dogada hayatimizi etkileyen ve yasamimiza yon veren birgok fiziksel
degisimler, bilimsel olaylar miihendislik ve fizik problemi barindirmaktadir. Bu
problemlerin ¢oziim yontemleri asamasinda modellemeye ihtiya¢ duyulmaktadir.
Diferansiyel denklemler, karmasik olan bu yapilar1 modeller, daha anlasilabilir
duruma getirmekle birlikte olaylarin dogasina inebilmede kullanilir. Bu sebeple
dogadaki bir¢cok olay bilim insanlar1 tarafindan modellenmeye c¢alisilmaktadir.
Ozellikle kismi diferansiyel denklemler ile 1s1 ve 1sik akisi, su, radyo, deprem,
elektromanyetik, ses dalgalari, c¢evrebilim, elektrik, reaktif metallerin yayilimi
popiilasyon modelleri ve gazlarin yayilimi gibi bir¢ok fiziksel ve biyolojik olaylar
modellenebilmektedir. Oldukga genis uygulama alanina sahip olmasindan dolay1
kismi diferansiyel denklemler icin bir¢cok analitik ve yaklasik ¢Oziim ydntemleri
gelistirilmistir. Bu yontemlerden bazilari: Homotopi Perturbasyon Metodu (HPM)
[1,2], Varyasyonel iterasyon Metodu (VIM) [3], Adomiyan Ayrisim Metodu (ADM)
[4] ve Laplace Doniisiim Metodu (LTM)’dur.

Bu yontemlere alternatif olarak 1993 yilinda Watugala tarafindan literatiire
kazandirilan Sumudu doniisim yontemi [5] kullanilmaya baslanmigtir. Sumudu
kelimesinin anlami piirlizsiiz demektir. Sumudu doniisiim metodunda t-bolgesindeki

integral ve tlirev islemleri u— bolgesindeki u ile bdlme ve carpma islemlerine

esdegerdir. Buda u ve F (u) ile ifade edilen doniistiiriilmiis fonksiyonlarin sirastyla

t ve f(t) gibi ifade edilebilmesi ve miihendislik birimleri ile tutarli davranis

sergilemesini saglar.

1994 yilinda, Sumudu doniisiim yontemi Weerakoon tarafindan kismi

diferansiyel denklemlere uygulanmistir [6].

1998 yilinda 1ise Watugala sumudu donilisim yontemini kontrol

miihendisliginde karsilasilan diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinde kullanmustir [7].



Watugala’nin ¢alismalar1 ardindan 1998 yilinda Weerakoon kompleks

sayilarda ters sumudu doniisiim yontemini literatiire kazandirmistir [8].

Laplace donilisim yontemi ve Sumudu doniisiim yoOntemi arasinda fark
olmadigini iddia eden Deakin’a karst Weerakoon, 1997 yilinda Sumudu doéntisiim
yontemi ve Laplace arasindaki farki ortaya koymustur [9,10]. Belgacem ve
arkadaslari, 2003 yilinda Laplace doniisiimii ile baglantisini ¢esitli teoremler yardimi

ile kurarak metodun uygulamasini genisletmistir [11].

Yapilan bu ¢alismalarin ardindan Sumudu déniisiim yontemi bir¢ok alanda
uygulanarak literatiire yeni 6zellikler sunulmustur. 2002 yilinda Watugala Sumudu
doniisiim yontemini iki degiskenli fonksiyonlar igin genellemistir [12]. Asiru,
Sumudu doéniisiim yontemini konvoliisyon tipteki, integral denklemlerine ve kesikli
dinamik sistemlere uygulamistir [13,14]. Sumudu doéniisimiiniin yeni gelismeler
1s181inda detayli incelemeleri Belgacem ve arkadaglari tarafindan yapilmistir [15,16].
2010 yilinda Kiligman ve arkadaslar1 kesirli sumudu doniisiim yontemini literatiire

sunmustur [17].

Sonraki  yillarda mevcut yontemlerin  birlestirilmesiyle  birbirinin
dezavantajlarimi ortadan kaldiran yeni hibrit yontemler gelistirilmistir. Bu amagla
Homotopi pertiirbasyon yontemi ile Sumudu doniisiim yontemi birlestirilerek
homotopi pertiirbasyon sumudu doniisiim yontemi Kumar ve Singh tarafindan 2011

yilinda literatiire kazandirmistir [18].

Lineer olmayan diferansiyel denklemlerin ¢dziimiinde kullanilan Adomian
polinomlarmin hesabi karmasik ve zor yapida olmasindan dolayr Kumar ve
arkadaslar1 lineer olmayan denklemlerin ¢6ziimiinde He polinomlarini ortaya atip
Adomian polinomlarmi kullanmadan daha kolay ve yaklasik ¢oziimler elde
etmistirler. Boylece ele alinan problemlerin lineer olmayan kisimlari, ¢6ziimii daha
kolay olan lineer yapilara doniistiiriilmiistiir. Ayrica Homotopi pertiirbasyon sumudu
doniislim yonteminde ¢oziimlerin seri seklinde olmasi ve bazi durumlarda
¢Oziimlerin kapali formlarinin elde edilebilmesi, bu yontemleri farkli dallarda ¢alisan
bilim adamlar1 arasinda olduk¢a 6nemli yer edinmis olup ¢6ziimlere farkli yorumlar
yapilmistir. Kullanilan yaklasimlarla, elde edilen mevcut ve yeni c¢dziimlerin

analizinin yapilmasi saglanmistir.



Bu c¢alismada fen ve miihendislik alanlarinda karsilasilan ¢esitli
mertebelerden kismi diferansiyel denklemlerin ¢dziimleri Homotopi Pertlirbasyon

Sumudu doniisiim metodu ile incelenmistir.



2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

2.1  Adi Tiirevli Diferansiyel Denklemler

2.1.1 Tanim Bir veya daha ¢ok bagimli degisken, bir tek bagimsiz degisken
ve bagimli degiskenin bir tek bagimsiz degiskene gore adi tiirevlerini veya
diferansiyellerini igeren bir diferansiyel denkleme adi diferansiyel denklem denir.
Diger bir deyisle, bir diferansiyel denklemde bir tek bagimsiz degisken varsa
denkleme adi diferansiyel denklem denir.

Genel olarak, y bagiml, x bagimsiz degiskenli, n. mertebeden bir adi diferansiyel

denklem,

F(X,y,Y,... yY™) =0,

seklinde yazilir [19].

2.2 Kismi Tiirevli Diferansiyel Denklemler

Bu kisimda kismi diferansiyel denklemler i¢in bazi tanim ve siniflandirilmalara yer
verilmistir [20]

2.2.1 Tamm i¢inde en az iki bagimsiz ve en az bir bagiml degisken ile
bagimli degiskenin bagimsiz degiskenlere gore ¢esitli basamaktan kismi tiirevlerini

kapsayan esitliklere (6zdeslik degil) bir kismi tiirevli denklem denir.

z bagimli; x ve y bagimsiz degiskenler olmak tizere bir kismi tlirevli denklem genel

olarak

F(XY.2.2,,2,.2,.2,.2,,...)=0,

1 Ex Sy Exxr Exyr

seklindedir. Burada

az 2 822 622
ZL,=—"=0p, 2 =E:ql z :E:r,ZXyZ =S,Zyy:—2=t,
ox y dy NG OXoy oy

dir. n bagimsiz ve bir bagiml degiskene sahip kismi tiirevli denklemlerin genel sekli,



X=(X,%,,--+,X,), Z=2(X) olmak iizere

F(xl,xz,...,xn,zz 2, ,2 ):o

PUX TG TXX

formundadir. Gosterimde X, X,,..., X, bagimsiz degiskenleri; z ise bagiml degiskeni

gostermekte ve

dir.

2.2.2 Tammm Bir kismi tiirevli diferansiyel denklemde goriilen en yiiksek

mertebeden kismi tiirevin mertebesine kismi diferansiyel denklemin mertebesi denir.

Ornegin U, +aU,=c?U,  (a, ¢ sabit) soniimlii dalga denklemi ikinci

basamaktan bir kismi tiirevli denklemdir.

Adi tiirevli diferansiyel denklemlerin genel ¢oziimleri, denklemin basamagi
kadar keyfi sabit kapsayan ve her noktasindan teget dogrularin ¢izilebildigi egri

aileleridir. Bu egri aileleri Xy — diizlemindedir. Kismi tiirevli denklemlerin genel

cozlimleri ise denklemin basamagi kadar keyfi fonksiyon kapsayan ve her
noktasindan teget diizlemlerin cizilebildigi ylizey aileleridir. Adi tiirevli
denklemlerde onceden verilen bir noktadan gegen ¢dzliimii arastirirken bir baglangic

veya sinir deger problemi karsimiza ¢ikar.

2.2.3 Tanmm Bir kismi tiirevli denklemi 6zdes olarak saglayan ve keyfi
fonksiyon veya keyfi parametre kapsamayan bir fonksiyona bu kismi tiirevli
denklemin bir 6zel ¢oziimii denir. Diger taraftan bir kismi tiirevli denklemin
basamagi kadar (siirekli tiiretilebilir) keyfi fonksiyon kapsayan ve denklemi 6zdes

olarak saglayan bir yiizey ailesine bu kismi tiirevli denklemin genel ¢6ziimii denir.

Keyfi fonksiyon kapsayan bir yiizey ailesinin, bir denklemin genel ¢6ziimii
olabilmesi i¢in bu fonksiyon veya fonksiyonlarin en az denklemin basamagi kadar

stirekli tiiretilebilir olmalar1 gerekir. Bundan sonra uygun bir D bolgesinde en az n.

mertebeye kadar siirekli tiiretilebilir fonksiyonlarin sinifin1 C" [D] ile gdsterecegiz.



Ornegin f,g eC? [D] : (Dc R?) olmak lizere
z =f(3x+2y) + g(2x+3y) yiizey ailesi 6z, + 6z, — 13z, =0 ikinci

basamaktan sabit katsayili lineer denklemin genel ¢6ziimiidiir. Bu ¢6ziim bazen genel

2 2

X"+ .
integral yiizeyi olarakta isimlendirilir. Diger taraftan z= y fonksiyonu
JX+Y

3 . .
Xz, +Yyz, = EZ denklemini saglar. Bu yiizey keyfi fonksiyon veya parametre

kapsamadigindan denklemin bir 6zel ¢oziimidiir.

2.2.4 Tanim Bir kismi tiirevli diferansiyel denklemdeki bagimli degisken ve
bunlarin tiim kismi tiirevleri birinci dereceden ve denklem bagimli degisken ve
tiirevlerinin carpimini igermiyorsa bu denkleme lineer kismi diferansiyel denklem

denir. Aksi halde lineer olmayan kismi diferansiyel denklem adini alir.

Iki bagimsiz ve bir bagimli degiskene sahip birinci ve ikinci mertebeden
lineer kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin genel formlar1 sirasiyla asagidaki

gibidir:
P(x,y)z,+ Q(x,y)z,+ R(x,y)z=S(x,y), (2.1)

A(xY) 2, +B(xy) z,, +C(xY) z,,

+D(xy) 7, +E(x,y) z,+F(x,y)2=G(x,y), (22)

(2.1) ve (2.2) denklemlerinden X,y bagimsiz; z bagimli degiskendir.

Omegin U, —k(U,, +U, ) =0 ( k sabit) iki boyutlu 1s1 denklemi ikinci basamaktan
lineer bir denklemdir. Burada x,y,t bagimsiz; U bagimli degiskendir. Diger taraftan
2z, —2,2, =0,

Z,,2,,—32,,— 6x2,+Xyz =0,

lineer olmayan denklemlere 6rnek olarak gosterilebilir.



2.2.5 Tammm Bir kismi tiirevli diferansiyel denklem, denklemde bulunan en
yiiksek mertebeden kismi tiirevlere gore lineer ise bu denkleme yari-lineer (kuasi-

lineer) kismi diferansiyel denklem denir.

Yari-lineer kismi diferansiyel denklemde diisiik mertebeden kismi tiirevlerin
ve bagimli degiskenin nasil bir yapida oldugu énemli degildir. iki bagimsiz ve bir
bagimli degiskene sahip birinci ve ikinci mertebeden yar1 lineer denklemlerin genel

sekilleri sirasiyla asagidaki gibidir:

P(x,y,z)z,+ Q(x,y,2)z, = R(x,y,2), (2.3)

A(x, Yy, Z, Zx,zy)zxx+ B(x, Yy, Z, zx'zy)zXy »
+C(x, Yy, Z, zxvzy)zyy +D(x, Y, Z, zxyzy) =0. 4

Bagimsiz degiskenlerin ikiden fazla olmasi halinde (2.3) ve (2.4)’e benzer
sekilde yari-lineer denklemler yazabiliriz.

Her lineer denklem ayni1 zamanda yari-lineerdir, fakat yari-lineer bir denklem

lineer olmayabilir.

2,2, + X2 2, = sin(y),
2, + 2( 2%, +2 ) — 6xz’sin(y) =0, z,+ 2( 2%, +2 ) — 6xz’sin(y) =0,

denklemleri yari-lineer denklemlerdir.

2.2.6 Tamim Bir kismi tiirevli diferansiyel denklem yari-lineer ve denklemde
goriilen en yiiksek mertebeden tiirevlerin katsayilari yalnizca bagimsiz degiskenlerin
fonksiyonlar1 bigiminde ise bu denkleme hemen-hemen lineer kismi diferansiyel

denklem denir.

Iki bagimsiz ve bir bagimli degiskene sahip ikinci mertebeden hemen-hemen

lineer kismi diferansiyel denklemin genel sekli

A(X,Y)Zo+ B(X,Y)z,+ C(X,y)Z, + D(x, Y,2,2,,2 ) =0, (2.5)

1 Exr Sy



formundadir.

Diger taraftan ii¢ bagimsiz, bir bagimli degiskene sahip ikinci basamaktan
genel bir yari-lineer denklem (2.5) ‘e benzer sekilde yazilabilir.

2 2 2
xalﬁ +taL2J +U3(&j =t+1,
ot oy OX

(X, Y,t bagimsiz; U bagimli degisken)
3xU, + 4xyU,, +5x2°U,, +22U, - 4U ,+ UU, — U, +xye’ =0,
(X, ¥,z bagimsiz; U bagimli degisken)

denklemleri hemen-hemen lineerdir.



3. HOMOTOPi PERTURBASYON SUMUDU DONUSUM
METODU

3.1  Homotopi Pertiirbasyon Metodu

Bu boliimde, lineer veya lineer olmayan diferansiyel denklemlerin analitik
veya yaklasik ¢oziimlerinin elde edilebilmesi igin homotopi pertiirbasyon metodu
tanitilacaktir [1,2].

Bu metodun temelini agiklayabilmek i¢in asagidaki lineer olmayan

diferansiyel denklemi ele alalim.
A(u)-f(r)=0,req. (3.1)
Belirtilen denklem i¢in sinir kosulu
B(u,0u/on)=0, reT, (3.2)
seklindedir. A genel diferansiyel operatorii, B sinir operatorii, f (r) bilinen analitik
fonksiyon ve T" ise Q ya bagimli sinirdir.

Genel olarak A diferansiyel operatorii L ve N gibi iki pargaya ayrilabilecek
sekilde yazilabilir ki burada L lineer N ise lineer olmayan operatordiir. (3.1)

denklemi agagidaki gibi diizenlenir ise:
L(u)+N(u)-f(r)=0. (3.3)
Buna gore homotopi olusturulur.
v(r,p):Qx[01] >R,
olmak iizere,

H (v, p)=(1-p)[L(v)-L(up) ]+ p[ A(v)-f(r)]=0, req, (3.4)



dir. Burada pe [0,1] bir parametre ve u, ise (3.1) denkleminin baslangi¢ kosuludur.

O halde
H (v, p) = L(v) =L ()= pL(v)+ pL(Up) + PA(v) - pf (r) =
=L(v)=L ()= p[L(v)-L(up) - A(v)+ f (r)]=0
= L(v) =L (U)+ PL ()= P[L(v) - A(v)+ f ()] =0,

olur. (3.1) ‘den

A(u)-(r)=0,
elde edilir. Boylece
L(v)—L(u,)+ pL(uy)—p[L(v)]=0, (3.5)
elde edilir. Buradan (3.3) esitliginden
L(u)=N(u)= f (r)=0= L(u)=-N (u)+ £ (r), 36

denklemi yazilabilir. Elde edilen (3.6) denklemi (3.5) denkleminde yerine yazilirsa
L(v)—L(up)+ pL(uy)—p[-N(v)+ f (r)]=0,
elde edilir. Boylece (3.4) denklemi

H (v, p)=L(v)—L(uy)+ pL(uy)+p[N(v)-f(r)]=0, (3.7)

seklinde yeniden yazilabilir. Burada pe[O,l] , U, baslangic kosulu ve

v(r, p):Qx[0,1] > R dir. Bdylece (3.4) ve (3.7) denklemlerinden
H(v,0)=L(v)-L(u,)=0, (3.8)

H(v,1)= A(v)- f (r)=0, (3.9)
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dir. Burada p =0 oldugunda (3.4) denklemi basit bir lineer diferansiyel denklem

haline gelir; p =1 oldugunda ise ele aldigimiz orijinal lineer olmayan diferansiyel

denklem elde edilir. Yani p ’nin 0’dan 1’e degisim islemi L(v)—L(u,)=0 lineer

diferansiyel denklemini, A(v)—f(r)=0 lineer olmayan diferansiyel denklemine

doniistiiriir. Homotopi pertiirbasyon metodu geregince, p olduk¢a kiiciik bir

parametre olmak tizere (3.4) ve (3.7) denklemlerinin ¢dziimii p ’nin kuvvet serisi

seklinde yazilabilir
V=Vy+ PV, + PV, + PV =D Py,
n=0

buradan denklem p parametresinin kuvvetlerine gore diizenlenirse

v, =— ()’

v )W _ f'(w) [f(VO)T
Tt (y) . 20 (W)l F(v) )
V. = — f "( 0)V1V2 _ f '"(VO)V13
TRy, 3y

11

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)



(3.10) serisinin V,,v, VeV, bilesenleri elde edilir. Elde edilen (3.15)-(3.17)

denklemleri, (3.10) denkleminde p =1 alinirsa (3.1) denkleminin ¢6ziimii:
u= Ipirﬂ(v0 PV, + PV, PV ) SV VY, Y = DV (3.18)

seklinde elde edilir.

3.2 He Polinomlari

Homotopi Pertiirbasyon metoduna gore (3.3) denklemdeki lineer olmayan

terimler asagida belirtilen formda yazilir.

=ip‘Hi:H0+le+ PPH, +-- . (3.19)

i=0

Yukarida yer alan denklemdeki H, ‘ler He polinomu olarak adlandirilir ve

asagida yer alan formiil ile hesaplanir [18].

10"
H (U,U ,---,Un U , n=012,---, 3.20
n( 0 1 n|8p |: (;p ]:|p_0 ( )

Lineer olmayan terimlerin Sumudu ve ters Sumudu donisiimleri

hesaplanirken He polinomlarindan faydalanir.

Ornegin S[UU, | {Zp H,( } olarak hesaplanir. H,(U) ‘nun birkag

bilesenini yazmak istersek:

Ho (U)=UU,,. (3.21)

H, (U)=U,, +UU,,, (3.22)
H,(U)=UU,, +UU,, +UU,., (3.23)
Hy(U)=UU,, +UU,, +UU, +UU,,, (3.24)
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He polinomlart Homotopi pertiirbasyon metodunun Sumudu doéntisiimlerine

uygulanmasi asamasinda kullanilacaktir.

3.3 Sumudu Déniisiim Metodu

Bir f(t) fonksiyonun Sumudu Déniisiim metodu Watugala tarafindan 1993

yilinda asagidaki gibi tanimlamistir [5].

Bir A fonksiyonlar kiimesi
1 .
A=1f(t):3M,7,,7,>0,/f () < Me7,te(-1)' x[0,0) ¢,

biciminde tanimlanmak iizere

o0

S[f(t)]=F(u)=[e"f(ut)dt, ue(-z,7,), (3.25)
S[f (t)]= F(u):TGj VE (), (3.26)

seklinde tanimlanmaktadir. (3.25) esitligi verilen diferansiyel denklemlere

uygulanarak F (u) Sumudu doniisiimii elde edilir. Ters Sumudu doniistimii ise

asagidaki sekilde tanimlanir;

(=L ] eF (1)5 (3.27)

27 S)s

—ioo

Formiilde belirtilen integral hesabi bazi1 fonksiyonlar i¢in oldukca gii¢ ve
zaman alic1 olabilir. Bu sebepten, ters Laplace doniisiimlerinde oldugu gibi ters
Sumudu doniisimlerinde de sik karsilasilan fonksiyonlarin Sumudu doniisiim
tablolar1 hazirlanmistir [11,15,16]. Verilen bir diferansiyel denklemin ¢oziimiin

arastirilmasinda ilk olarak denklemin Sumudu doniisiimii alinarak cebirsel bir

13



denkleme indirgenir, sonrasinda ise bu denklemden bagimhi degisken cekilerek ters

Sumudu doéntisiimii uygulandiginda ¢6ziim elde edilmis olur.

Bu tezde kullanilan ve literatiirdeki bir¢cok calismada da siklikla karsilasilan

baz1 fonksiyonlarin Sumudu doniisiimleri asagidaki teoremlerle ifade edilebilir.

3.3.1Teorem f(t),g(t) fonksiyonlarinmn Sumudu déniisiimii,

S[af (t)+bg(t)]=aS[ f(t)]+b[g(t)].abeR,
seklinde lineerlik 6zelligine sahiptir [15].

Ispat:

S[af (t)+bg(t Ie [ af (ut)+bg (ut)]dt = I [e’ta.f(ut)+e"b.g(ut)]dt
:I[e‘ta.f (ut) |t +]:[e“b.g (ut) |t
=aT[etf(ut)]dt+bj e'g(ut) |dt

=aS[ f(t)]+bS[g(t)]. O

3.3.2 Teorem U (x,t) fonksiyonunun birinci mertebeden tiirevinin Sumudu

doniigtimii,

s [a U@EX’t)} = ui[s [U(xt)]-U(x0)]

ozelligine sahiptir [15].
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p—o

Ciim| (260U (x )] + [ Leru (xt)et
K (x| +[deru )]

:_%[s[u (xt)]-U(x0)] .

3.3.3 Teorem U (x,t) fonksiyonunun ikinci mertebeden tiirevinin Sumudu

doniigtimii,

S{M}—%{ [U(x,t)]-U(x,0)- M},

ot? ot
ozelligine sahiptir [15].

Ispat:

oU(xt)| 1 y .
S{ " } = U—[S [U (X,t)} -U (X,O)} =g(x,t) oldugunu biliyoruz. Buradan

S{azu (x,t)} _ S{a g(x,t)}

atZ

—%[S[g(x,t)]—g(x,o)}
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[
1

0

- T%e:g (x,t)dt—g (X’O)}

_ %[s U (x4)]-U (x0)]-2 g,o)}

[

1 au (x,0)
= S[U(x,t)]—U(x,O)—uT},

kolaylikla elde edilir. O

3.3.4 Teorem G(u), f(t) fonksiyonunun Sumudu déniisiimii olmak iizere

tf (t) fonksiyonunun Sumudu déniisimii

S[tf (t)]=uw,

du

olur [15].

3.3.5 Teorem G(u), f(t) fonksiyonunun Sumudu doniigiimii, G, (u) da

G (u) fonksiyonununu ’ya gdre k. mertebeden tiirevi olsun. t" f (t) fonksiyonunun

Sumudu doniisimii

s[t"F (1)]=u"Y a0 G, (u),
k=0
olur. Burada,
a=nl, a =1, a =nln,a’,=n" ve k=2,3,..,n-2,
i¢in a; =a;; +(n+k)a; " dir [15].

Bu tezde kullanilan baz1 fonksiyonlarin Sumudu doniistimleri Tablo 3.1 'de

verilmistir.
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Tablo 3.1: Bazi fonksiyonlarin Sumudu doéniisiimleri.

f(t) G(u)=Ss(f(t))

1 1
t u
tn—l
,h=12,. n-1
(n—1)! y
n-1
——.,n O n-1
rn) .
1
at
¢ l1-au
sin(at) u
a 1+a’u?
1
cos(at
(at) 1+ a’u?

3.4  Homotopi Pertiirbasyon Sumudu Déniisiim Metodu

Homotopi Pertiirbasyon Sumudu doniisiim metodu ile lineer olmayan kismi
diferansiyel denklemlerin yaklasik ve kesin ¢oziimleri elde edilir. Asagida genel

formda ifade edilen lineer olmayan kismi diferansiyel denklemi baslangi¢ kosullar
ile ele alalim [18].

DU (x,t)+RU (x,t)+NU (x,t)=g(x,t), (3.28)
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U(x,0)=h(x), U,(x,0)=f(x). (3.29)

2
Burada D ikinci mertebeden lineer diferansiyel operatér[D:%] , R

mertebesi D ‘den kiigiik lineer diferansiyel operator, N genel lineer olmayan

operatdr, g (X,t) ise bir kaynak terimdir.
(3.28) denkleminin her iki tarafinin Sumudu déntisiimii alinir ise,
S[ DU (x,t) |+S[RU (x,t)]+S[NU (x,t)|=S[ g(x.t)], (3.30)
denklemi elde edilir. Buradan Sumudu doniisiim yontemi 6zelliklerinden,

S[U(xt)]-U(x0) U (xt)

u’ u (3.31)
+S[RU (x,t)+NU (x,t)]=S[g(x1)],

s[U(xt)]-h(x) f(x)

" y (3.32)
+S[RU (x,t)+NU (x,t)]=S[g(xt)],

S[U(xt)]-h(x)—uf (x)

+U?S[RU (x,t)+NU (x,t)]=u’S[ g (xt)], (3.33)

S[U (xt)]=h(x)+uf (x) (3.34)
—UZS[RU (x,t)+ NU (x,t)]+u28[g(x,t)] -
elde edilir.

Buradan (3.28) diferansiyel denkleminin U (x,t) ¢dziimiinii elde edebilmek

icin her iki tarafin ters Sumudu doniistimii uygulanir ise,.
U(xt)=G(xt)-S™[u’S[RU(xt)+NU(xt)]],  (3.35)
G(xt)= S‘l[h(x)+uf (x)+u’s[g (xt)ﬂ
olmak tizere elde edilir.
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(3.35) denklemde lineer olmayan terimlerin ters Sumudu doniisiimlerinin

kolaylikla alinabilmesi i¢in Homotopi pertiirbasyon metodu uygulanir. Bu amagla

U(x,t)=2p”Un(x,t), (3.36)

acilimi ve
Nu(x,t)zioann(u ), (337)
H, (Ug,U,,...U, ) = % aap”n {N (ZO: p‘uiﬂpo , n=012.., (3.38)

He polinomlar1 ele alnir. (3.36) ve (3.37) esitliklerini (3.35) denkleminde yerine

yazarsak,

3 P, (x.8)=G(xt)- p[S{UZS {Ri p'U, (x,t)+3 p"H, (U )m (3.39)

n=0 n=0 n=0

esitligi elde edilir. Burada U (x,t) ¢dziimiiniin elde edilisinde Sumudu déniisiimii,

Homotopi pertiirbasyon metodu ve He polinomlar1 Kullanilmustir.

(3.39) denkleminin her iki tarafindaki p ’nin esit dereceli kuvvetleri birbirine

Ozdeslenir ise;
p° U, (x,t)=G(xt),
p':U, (x,t)= —S‘l[uzs [RU, (x,t)+H, (U )ﬂ
p*:U, (xt)=-S"[u’S[RU, (x,t)+H,(U)]], (3.40)

p :Us(x,t):—S‘l[uzs[Ruz(x,t)+ H, (U )ﬂ
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esitlikleri kolaylikla elde edilir.
Boylece ele alman diferansiyel denklemin U (x,t) ¢oziimii (3.40)

esitliklerinin (3.36) esitliginde yerine yazilmasi ve p —1 i¢in limitinin alinmasi ile

o0

U (xt)=lim3 p'U, (x.) (3.41)

=Uy (X,t)+U, (X, t)+U, (X,t) +U (X, 1)+,

formunda elde edilmis olur.
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4, HOMOTOPi PERTURBASYON SUMUDU DONUSUM
METODUNUN UYGULAMALARI

Bu boliimde literatiirde yer alan lineer veya lineer olmayan bazi kismu
diferansiyel denklemlerin Homotopi Pertiirbasyon Sumudu doniisiim metodu ile

¢Oziimleri arastirilacaktir.

4.1 Ist Tipi Denklem Modeline Homotopi Pertiirbasyon Sumudu
Doniisiim Metodunun Uygulanmasi
Is1 tipi homojen ve lineer olmayan kismi diferansiyel denklem,

U, =%XZUXX, (4.1)

formunda,
O<x<1 t>0,U (O,t) =0, U (l,t) =¢' siir kosullar1 ve U (X,O) = x* baslangic
kosulu ile verilmis olsun [21].

Tablo 3.1 ‘deki bilgiler kullanilarak (4.1) denklemin her iki tarafina Sumudu

dontisiimii uygulanir ise

S[UJ=S[%X2UXX}, (4.2)

s[u(x,t)u—U(x,O)] :SEXZUXX} (4.3)

elde edilir. Buradan (4.3) denkleminden S[U (x,t)] terimi ¢ekildiginde,
2 1 2,
S[U(x.t)]=x +u8{§x UXX}, (4.4)
esitligi goriiliir.
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Ele alinan kismi diferansiyel denklemin U (x,t) ¢6ziimiiniin elde edilebilmesi

i¢in (4.4) esitliginin her iki tarafina ters Sumudu doniisiimii uygulanirsa,
2 -1 1 2,
U(x,t)=x*+S {USI:EX Uxxﬂ, (4.5)

elde edilir. (4.5) denkleminin sag tarafindaki ters Sumudu doniisiimiiniin alinabilmesi

icin Homotopi Pertiirbasyon metodu, (3.36)-(3.38) esitlikleri dikkate alinarak,

p”Un(x,t):x2+pS‘1{uS{i p”Hn(U(x,t))ﬂ, (4.6)

n=0

[

H, (U, U,,...U, )= 1 J {N(Z p‘ﬂp_o, (4.7)

“ntept | \E )]
n=0,12,.. icin
i p'U, (x,t)=x> +% px°Sus[U,]]. (4.8)
n=0
yazilabilir. Buradan,
1 0°
Ozaa_po((uo)xx):(uo)xx’ (49)
16
H, zﬂa_pl((uf’ + pUl)xx)p:O =(U,),_, (4.10)
1 0°
H2 :aa—pz((uoﬁ' pUl+ pZUZ)XX)p:OZ(Uz)XX, (411)
18°
T (TRE TRE TR BT W e

elde edilir. Boylece (4.6)-(4.8) denklemleri ve (4.9)-(4.12) He polinomlar1 yardimi

ile,
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p=0icin Uy(x,t)=x%

.. 1 ) )
p=1icin Ul(xlt)ZZt(EX jzx t,
p=2icin U, (x.t)=1x[ 2L |= Ly

2 T

2
p=3icin Us(x,t)=%x2 [%j=§x2t2,

terimleri elde edilir. Boylece (4.1) Is1 tipi denkleminin yaklasik seri ¢6ziimii

2 3

U (x,t):IpiLan_l: p"U, :UO+U1+U2+...:x2+x2t+x2%+x2%+... ,

formunda elde edilir. Bu seri ¢6ziimiin kapali formu ise

U(xt)=x%",

dir.

(a) Analitik ¢oziim. (b) n=4i¢in yaklasik ¢oziim.

Sekil 4.1: Is1 tipi denklem modelinin U (X,t) analitik ¢6ziimii ve Homotopi

Pertiirbasyon Sumudu doniisiim metodu ile elde edilen yaklasik ¢oziimii
(n=4).
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Sekil 4.2: Is1 tipi denklem modelinin analitik ¢oziimii ile N =41i¢in yaklasik ¢oziimii
arasindaki farkin grafiksel gosterimi.

4.2  Dispersive Denklemine Homotopi Pertiirbasyon Sumudu

Doniisiim Metodunun Uygulanmasi

Dispersive kismi diferansiyel denklemini,
U, +U,, =0, (4.13)
formunda ve U, (X, 0) =CO0S (7Z'X) baslangi¢ kosulu ile ele alalim [22].

Denklemin her iki tarafina Tablo 3.1 yardimi ile Sumudu doniisiimii metodu

uygulanir ise,

S[UJ+S[U..]=0,

S[U]-U,

S{U..[=0,
u + [ xxx]

S[U]-cos(7zx)+uS[U,,]=0, (4.14)

elde edilir. Buradan (4.14) denkleminden S[U (x,t)] terimi gekilip, her iki tarafin

ters Sumudu doniisiimii alinir ise,

U (x,t) =cos(zx)-S™*[uS[U,,]]. (4.15)
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¢oziimi elde edilir. (4.15) denkleminin sag tarafindaki ters Sumudu doniistimiiniin
alinabilmesi i¢in Homotopi Pertiirbasyon metodunu ve (3.36)-(3.38) esitliklerini
dikkate alirsak,

i p"U, =cos(zx)— pS‘{uS [i p" (Un)mﬂ, (4.16)

n=0 n=0

Uy +pU, + p°U, + pU, +--- = cos(zx)
_ ps-l[uS [(Ug), + 0 (U)o, + 7 (U,) , +0°(Us),., +ﬂ

esitligi bulunur. (4.16) esitliginin her iki tarafi dikkate alinarak p parametresinin

kuvvetlerine gore diizenlenirse,

Sp——

p iU, =S [us[(Uy),,, ]],
S[(Uo),,.]=sin(ex),
57 [us*sin(ex)] =°sin (1) [u] = 3" sin (),
U, =—tz’sin(zx),

p*:U, == [us[(u,),, ]].

(U,),, =tz°cos(xx),

2
st [uzn6 cos(;:x)] = %72’6 cos(7zx),

2

U, :—%72'6 cos(xx),

p*:U, = —Sfl[us [(Uz)wﬂ
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2
(Uz)xxx - _%ﬂ-g Sin(ﬂ'X),

S [(UZ)W] =—u’z"sin(7x),

3
s [—Usﬂ'g sin (7Z'X):| = %ng sin(zx),

.
U3=€7z sin(zx),

terimleri elde edilir. Boylece (4.13) Dispersive denkleminin yaklasik ¢oziimii
U(xt)= Ipumz; p'U, =U,+U, +U, +U, +...
3% o1 1 642 1 943 i
=COS(7TX)—7Z'tS|n(7Z'X)—§7Z't cos(nx)+g7zt sin(7zx)+---,

formunda elde edilebilir. Bu seri ¢oziim dikkate alindiginda analitik ¢6ziim kapali

formda
U(xt)= COS(7ZX+7T3t),

elde edilir.
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(@) Analitik ¢6ziim. (b) n=4ig¢in yaklasik ¢6ziim.

Sekil 4.3: Dispersive denkleminin U (x,t) analitik ¢oziimii ve Homotopi

Pertiirbasyon Sumudu doniisiim metodu ile elde edilen yaklasik ¢ozimii
(n=4).

Sekil 4.4: Dispersive denkleminin analitik ¢oziimii ile n=4igin yaklasik ¢oziimii
arasindaki farkin grafiksel gosterimi.
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4.3  Korteweg-de Vries K(2,2) Diferansiyel Denklemine Homotopi
Pertiirbasyon Sumudu Doniisiim Metodunun Uygulanmasi
K(2,2) diferansiyel denklemini,
U, +U?), +U?,, =0 (4.17)
formunda ve U (X,0) = x baslangi¢ kosulu ile ele alalim [23].

Denklemin her iki tarafina Tablo 3.1 yardimi ile Sumudu doniisiimii metodu
uygulanir ise,

S[U,1+S[U*),]+S[(U?),,]=0

S[U]-U(x0) |

. 5[(07),]+s[(v7),, =0
s[U (xt)]=x-us[(u?) ]-us[(u?) ] (4.18)

elde edilir. Buradan (4.18) denkleminden S[U (x,t)] terimi gekilip, her iki tarafin

ters Sumudu doniistimii alinir ise,

U (xt)=x-8"|us[(u?) ]]-s|us[(u?), ]| (4.19)

¢ozliimii elde edilir. (4.19) denkleminin sag tarafindaki lineer olmayan terimlerin ters
Sumudu doniisiimlerinin alinabilmesi i¢cin Homotopi Pertiirbasyon metodunu, He

polinomlarimi ve (3.36)-(3.38) esitliklerini dikkate alirsak,

g p'U, (x,t)=x~— pS’l[uS [(U Z)XH— pS’l[uS [(U Z)XXXH

Birinci lineer olmayan Ikinci lineer olmayan
terim terim

(4.20)

esitligi elde edilir. (4.20) denkleminde yer alan birinci lineer olmayan terim igin:
psl[u.S > p"H, (V) }
L n=0 _

10

H == N U
"ot | (Zp j
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N(U)=(u?).
esitliklerinden;

10"
n =

nlop"

H,, denklemi elde edilir.

Benzer sekilde ikinci lineer olmayan terim i¢in:

pS! [uS [(u? )ﬂ

i¢in,

17
2 nigp"

H,, denklemi elde edilir.

[(U0 +pU, + pU, + pU, +---+ p”Un)

2} a2

X

[(u0 £ pU,+ pU, + pU, 4ot p"un);} (4.22)
p

=0

Burada (4.21) ve (4.22) esitlikleri dikkate alindiginda H, ‘lerin hesab:

(Hm 10 [(u T+ UL+ pU, + pU, +--+ p'U, )} ]igin:
p=0

|8p
Hy,:2U U,
H,: 2(U0xU1 +U0U1X)
Hy,:2(UU,+U U, +U U, )

Hy; :2(Up U, +U U, +ULU, +U U, )

(th 10 [(U +pU, + pU, + pU,+---+p'U, ) } Jiqin:
x| g

n'ap
H,, :6U U, +2UU

0xx Oxxx
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H21 . 2(UOxxxUl +3UOXXU1X +3UO><U1xx +U0U1xxx)
H22 : 2(lexxul +3lexulx +U0xxxU2 +w0xxU2x +&J0xu2xx +UOU2xxx)
H . UOxxxU3 + 3UOxxU3x +3UOXU3XX +UOU3xxx +lexxU2 +3U1xxU2x
“ +3leU2xx +U1U2xxx

esitlikleri bulunur.

(4,20)-(4,22) denklemleri goz oniinde alinarak p parametresinin kuvvetlerine

gore diizenlenirse,
p°:U, =x

pt:U, =-S5 [us [ZUOUOX]] ~-gt [us [6Uo Uy + 2UOUOXXX]]

U, =-S"[us[2x]]=-S"[u2x]=-2xt
p?:U, =-S7[uS[H,]]-S*[uS[H,]]
U, =—S*[uS[-4xt—4xt] |

=-S5 [ us[-8xt] ]

:8XS’l[u2]

p*:U, =-S*[uS[H,]]-S*[uS[H,]]

=-s*| us[24xt” |

=-—24xS™ [u2u2]

= —48xS‘1(u3)
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_ —48xt®
T

= —8xt°

p*:U, =87 [uS[H,;]]-5 7 [US[H,]]
=5 | us[-64xt°] |
=64xS ™[ ubu’ |
=384xS ™ (u*)

_ 384xt*
4

=16xt*

terimleri elde edilir. Boylece (4.17) K(2,2) diferansiyel denkleminin yaklasik

¢ozumu,
U(xt)= Ipiiqz p'U, =U,+U, +U, +U, +U, +---

t? t t
=X—2Xt+8Xx——48Xx—+384xXx—+---
21 3! 41

= x(1—2t+4t2 —8t® +16t* —---)

formunda elde edilebilir. Bu seri ¢6ziim dikkate alindiginda analitik ¢6ziim kapali

formda

X

Y (X’t):1+2t

elde edilir.
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(a) Analitik ¢oziim. (b) n=D5igin yaklasik ¢dziim.

Sekil 4.5: Korteweg-de Vries (kdv) K(2,2) Diferansiyel denkleminin U (x,t) analitik

¢oziimii ve Homotopi Pertiirbasyon Sumudu doéniisiim metodu ile elde
edilen yaklasik ¢oztiimii (n=5).

Sekil 4.6: Korteweg-de Vries (kdv) K(2,2) Diferansiyel denkleminin analitik ¢6ziimii
ile n=5ig¢in yaklasik ¢6ziimii arasindaki farkin grafiksel gosterimi.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu c¢aligmada lineer ve lineer olmayan diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiine
alternatif bir metot olan Sumudu doniisiim metodu ve Ozellikleri verildi. Sumudu
doniisiim metodu ile lineer ve lineer olmayan, belirli baslangi¢ ve sinir kosullariyla
birlikte verilen adi ve kismi diferansiyel denklemlerin analitik veya yaklasik
¢oziimleri elde edilebilir. Sumudu doniisiim metodu, baslangi¢ kosullariyla birlikte
verilmis olan diferansiyel denklemlerin analitik ¢6ziimlerini elde etmek igin
karmasik hesaplamalara gerek kalmadan kullanilabilmektedir. Metod uygulanirken
karsilasilan lineer olmayan terimlerin ters Sumudu doniisiimlerinin alinabilmesi igin
He polinomlar1 ve homotopi pertiirbasyon metodu kullanilmistir. Homotopi
pertiirbasyon metodu ile sumudu doniisim metodunun birlestirilerek birlikte
kullanilmast diger metotlara kiyasla kolay ve hizli bir sekilde analitik ¢6ziim
vermesi bakimimdan 6nemli bir yere sahiptir. Bu metot sayesinde ele alinan adi veya
kismi diferansiyel denklemlerin eger mevcut ise analitik ¢oziimlerinin t =0 anindaki
Maclaurin seri ac¢ilimlar1 elde edilmis olur. Sekil 4.2, Sekil 4.4 ve Sekil 4.6 da
goriildiigii gibi kismi diferansiyel denklemlerin analitik ¢oziimleri ile yaklasik
¢Oztiimleri arasindaki fark t=0 degerinin komsulugunda sifira ¢ok yakin iken bu
komsulugun disinda farklilasmalar gozlenmektedir. Tabi ki yaklasik ¢oziimdeki
terim sayist artirildikga yakinsama daha net goriilmektedir. Bu sebepten dolayi
homotopi pertiirbasyon sumudu doniisim metodu, uygulamali matematik, fizik ve
miihendislik alanlarindaki problemlerin ¢oziimlerini elde etmek Ve yapisin1 anlamak

icin oldukca elverisli bir yontemdir.
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