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OZET

SABIT NOKTA TEOREMLERI VE CESITLi UYGULAMALARI
DOKTORA TEZi
NIiHAL TAS
BALIKESIR UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

(TEZ DANISMANI: PROF. DR. NiIHAL YILMAZ OZGUR)
BALIKESIR, EKIM - 2017

Bu tezde, S — metrik uzaylar Gzerinde yeni sabit nokta teoremleri elde
edilmistir. Elde edilen bu teoremler sayesinde iyi bilinen Rhoades, Nemytskii —
Edelstein ve Ciric daralma kosullar1 genellestirilmistir. Ayrica S — metrik uzay
kavramindan yararlanilarak normlu uzaylarin bir genellemesi olarak S —normiu
uzay kavrami tanitilmis ve gesitli Ozellikleri incelenmistir. S — metrik uzaylar
tizerinde sabit nokta teorisinin kompleks degerli S— metrik uzaylara ve
diferansiyel denklemlere uygulamasi verilmistir. Son olarak S —metrik uzaylarda
sabit nokta teorisi farkli bir bakis agisiyla sabit ¢ember teorisine
genellestirilmistir.

Bu tez alt1 boliimden olugmaktadir.

Birinci bolim giris bolimiidiir.

Ikinci boliimde, calisma boyunca kullanilacak temel tanim ve teoremler
verilmistir.

Uclincti bolimde, S — metrik uzaylarda klasik Rhoades kosulu ¢esitli
sekillerde genellestirilmis, aralarindaki iliskiler incelenmis ve bu kosullar
saglayan fonksiyonlarin sabit nokta teoremleri elde edilmistir.

Dérdiincii boliimde, yeni bir genellestirilmis uzay olarak S —normlu uzay
kavrami tanitilmis, g¢esitli 6zellikleri incelenmis ve bir sabit nokta teoremi elde
edilmistir.

Besinci bolimde, kompleks degerli S —metrik uzaylar Uzerinde Rhoades
kosulunun bir uygulamasi verilmistir. Ayrica S — metrik uzaylar igin “Picard
Teoremi” tanimlanarak diferansiyel denklemler i¢in Banach sabit nokta teorisinin
bir uygulamasi bulunmustur.

Altinc1 boliimde, S — metrik uzaylarda sabit ¢ember kavrami tanitilarak,
verilen bir fonksiyonun sabit ¢emberinin var olabilmesi i¢in gerekli kosullar
arastirllmistir.  Elde edilen sabit ¢ember teoremleri igin teklik kosullari
incelenmistir.

ANAHTAR KELIMELER: S - metrik, S— norm, Rhoades, Nemytskii —
Edelstein, Ciric, sabit nokta, kompleks degerli S —metrik, sabit cember.



ABSTRACT

FIXED POINT THEOREMS AND THEIR VARIOUS APPLICATIONS
PH.D THESIS
NIiHAL TAS
BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE

MATHEMATICS
(SUPERVISOR: PROF. DR. NTHAL YILMAZ OZGUR)
BALIKESIR, OCTOBER 2017

In this thesis, new fixed point theorems are obtained on S — metric spaces.
The well-known Rhoades, Nemytskii — Edelstein and Ciric contractive conditions
are generalized by means of the obtained theorems. Also using the notion of an
S — metric space, the notion of an S— normed space is introduced as a
generalization of normed spaces and various properties of S —normed spaces are
investigated. Some applications of the fixed point theory on S — metric spaces are
given to complex valued S —metric spaces and differential equations. Finally, the
fixed point theory is generalized to fixed circle theory on S —metric spaces as a
different direction of generalization.

This thesis consists of six chapters.

The first chapter is the introduction.

In the second chapter, basic definitions and theorems which will be used
throughout the study are given.

In the third chapter, the classical Rhoades condition is generalized on S —
metric spaces in various forms. Relationships among these new conditions are
investigated and some fixed point theorems of self — mappings satisfying these
conditions are obtained on S — metric spaces.

In the fourth chapter, the notion of an S —normed space is introduced as a
new generalized space. Various properties of S —normed spaces are investigated
and a fixed point theorem is obtained.

In the fifth chapter, an application of generalized Rhoades conditions is
given on complex valued S —metric spaces. Also an application of the Banach
fixed point theory is obtained by defining “Picard Theorem” for differential
equations on S — metric spaces.

In the sixth chapter, the notion of fixed circle is introduced on S —metric
spaces and the necessary conditions are investigated for the existence of a fixed
circle of a given self — mapping. The uniqueness conditions are also examined for
the obtained fixed circle theorems.

KEYWORDS: S —metric, S—normed, Rhoades, Nemytskii — Edelstein, Ciric,
fixed point, complex valued S —metric, fixed circle.
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ONSOZ

Bu ¢alismada, S — metrik uzaylar tizerinde ¢esitli sabit nokta teoremleri
elde edilerek literatirde 1iyi bilinen baz1 klasik sabit nokta sonuglar
genellestirilmistir. Sabit nokta teorisi geometrik bir yorumla sabit g¢ember
teorisine taginmistir. Elde edilen sonuglar verilen drneklerle desteklenmistir.
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tesekkiirler sunarim.

Son olarak, doktora egitimim boyunca maddi desteginden dolay1 “2211-E
Dogrudan Yurt I¢i Doktora Burs Programi” na kayith bursiyer oldugum
TUBITAK — BIDEB e saygilarimla tesekkiirii bir borg bilirim.

Vi



1. GIRIS

“Sabit Nokta Teorisi” bircok bilimsel ¢alismada adindan ¢ok s0z ettiren
onemli bir arastirma konusu olmustur. Ozellikle bu teorinin, matematigin kompleks
analiz, diferansiyel denklemler, integral denklemler gibi ¢esitli calisma alanlarinda
ve miihendisligin yapay sinir aglar1 gibi 6nemli arastirma konularinda uygulamalari
mevcuttur.

Stefan Banach zamanindan beri sabit nokta teorisi farkli bakis agilariyla
calisiimaya devam edilmektedir. ilk olarak, bu teori 1922 yilinda daralma fonksiyonu
kavrami kullanilarak tam metrik uzaylar iizerinde elde edilen “Banach Daralma
Prensibi” ile baslamigtir [1]. Daha sonra farkli metotlar kullanilarak bu prensip
genellestirilmistir. Bu metotlardan bir tanesi kullanilan daralma kosulunun
degistirilmesidir. Bu tarz ¢alisma Orneklerine [2-6] numarali kaynaklardan
ulasilabilir. Ornegin, 1977 yilinda Rhoades c¢esitli daralma fonksiyonlarinin
tanimlarin1 vererek aralarindaki iliskiyi incelemis ve bu daralma fonksiyonlari
yardimiyla bazi sabit nokta teoremleri elde etmistir [5]. Bu amag i¢in kullanilan bir
bagka metot da kullanilan metrik uzayin genellestirilmesidir. Bu sebeple cesitli
genellestirilmis metrik uzaylar {izerinde yapilan sabit nokta c¢alismalari [7-16]
numarali kaynaklarda verilmistir. Ornegin, 2012 yilinda Sedghi ve arkadaslari
tarafindan {i¢ boyutlu tanim kiimesi ilizerinde S— metrik uzay kavrami metrik
uzaylarin bir genellemesi olarak tanitilmistir [10]. Son zamanlarda ise bilinen sabit
nokta teoremlerine farkli bir bakis acis1 kazandirilarak sabit gember teoremleri elde
edilmis ve bir fonksiyonunun sabit c¢emberinin varlik ve teklik kosullari
arastirllmustir [17]. Ornegin, 2017 yilinda Ozgiir ve Tas herhangi bir metrik uzay
lizerinde sabit cember kavramini tanitip, Caristi tarafindan [18] numarali kaynakta
verilen sabit nokta teoremindeki

d(x,Tx) < p(x) —@(Tx)
esitsizligini kullanarak sabit cember teoremleri elde etmislerdir [17].

Bu ¢alismada metrik uzaylarin 6nemli genellestirilmelerinden biri olan S —
metrik uzaylar lizerinde topolojik kavramlarin da kullanilmasiyla yeni sabit nokta
teoremleri elde edilmistir. S — metrik uzay kavrami yardimiyla S — normlu uzay
kavrami verilip baz1 6zellikleri incelenmistir. S —metrik uzaylar Uzerinde sabit nokta
teorisinin birer uygulamasi olarak kompleks degerli S— metrik uzaylara ve
diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerine birer uygulama elde edilmistir. Son olarak
S — metrik uzaylar lzerinde sabit nokta teorisi farkli bir yorumla sabit ¢ember
teorisine genellestirilmistir.



Bu calisma, giris boliimiiyle beraber alt1 ana boliimden olusmaktadir. Giris
bolumiinde sabit nokta teoremlerinin hangi metotlarla g¢alisildigina dair kisaca
deginilmis ve literatiir yardimiyla da c¢aligmalar Orneklendirilmistir. Ayrica
caligmanin igerigi ile ilgili baz1 bilgiler verilmistir.

Calismanin ikinci boluminde, g¢alisma boyunca kullanilacak bazi temel
kavramlara yer verilmistir. Ozellikle metrik uzaylar, S —metrik uzaylar ve kompleks
degerli S — metrik uzaylar lizerinde calisilmig bazi tanim ve teoremler iizerinde
durulmustur.

Calismanin tgiincli boliimiinde, metrik uzaylar iizerinde tanimlanmis olan
(R25) Rhoades kosulu dikkate alinarak S —metrik uzaylar tizerinde bu kosul (S25)

kosuluna genellestirilmis ve (S25) kosulunun da (S50), (S75), (S100) ve (S125)

gibi farkli genellemeleri elde edilmistir. Daha sonra topolojik kavramlardan da
yararlanarak (S25) kosulunu ve genellestirmelerini saglayan bir fonksiyonun sabit
noktasinin var olabilmesi i¢in ¢esitli sartlar arastirilmistir. Bu sayede metrik uzaylar
tizerinde iyi bilinen Rhoades kosulunun yani sira Nemytskii — Edelstein ve Ciric
sabit nokta sonuglar1 da genellestirilmistir.

Calismanin dordiincii boliimiinde, S — metrik uzay kavrami kullanilarak yeni
bir uzay olarak S— normlu uzay kavrami tamtilmistir. Bu uzayin bazi temel
Ozellikleri incelenerek, S — metrik uzay ile arasindaki iliski verilmistir. Ayrica
normlu uzaylar iizerinde tanimli olan (NR25) Rhoades kosulu da bu uzayda (NS25)
kosuluna genellestirilmistir. Bu genellestirilmis kosul kullanilarak S — normlu
uzaylar tizerinde yeni bir sabit nokta teoremi elde edilmistir.

Calismanin besinci bolimiinde, ilk olarak kompleks degerli S — metrik
uzaylar tizerinde Rhoades kosulunun bir uygulamasi elde edilmistir. Bu uygulama
sayesinde klasik Nemytskii — Edelstein ve Ciric sabit nokta sonuglar1 bir kez daha
farkli bir bakis acisiyla genellestirilmistir. Daha sonra S —metrik uzaylar Gzerinde
Picard Teoremi tanimlanarak S — metrik uzay tizerinde tanimli olan Banach sabit
nokta teoreminin diferansiyel denklemlere bir uygulamasi elde edilmistir.

Calismanin son bolimiinde ise S — metrik uzaylarda sabit nokta teorisine
geometrik bir yorum yapilarak bu teori sabit gember teorisine genellestirilmistir. Bir
fonksiyonun sabit ¢gemberinin var olabilmesi i¢in gerekli kosullar arastirilmis ve sabit
cemberin tekligi uygun kosullar altinda incelenmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde diger boliimlerde kullanilacak olan temel tanimlar ve teoremler
verilecektir.

2.1  Metrik Uzaylar ve Bazi Sabit Nokta Teoremleri

2.1.1 Tamm. X bostan farkli bir kiime olsun. d : X x X — [O,oo) fonksiyonu
her x,y € X igin

(M1) d(x,y)=0<=x=Yy,
(M2) d(x,y)=d(y,x) (simetri),
(M3) d(x,y)<d(x,z)+d(z,y) (liggen esitsizligi)

sartlarim sagliyorsa d fonksiyonuna X kimesi (zerinde bir metrik ve (X,d)
ikilisine de bir metrik uzay denir [19-20].

2.1.2 Tammm. (X,d) bir metrik uzay, xe X ve {x,} bu uzayda bir dizi

olsun. Eger verilen her & >0 sayisina karsilik n>n, seklindeki her bir n dogal

sayis1 i¢in

d(x,,x)<e

olacak sekilde bir n, e N sayis1 var ise {Xn} dizisine yakinsaktir denir. Ayrica X

noktasina da bu dizinin limiti denir [20].

2.1.3 Tamm. (X,d) bir metrik uzay ve {x,} bu uzayda bir dizi olsun.

Verilen her ¢ >0 sayisina karsilik her n,m>n, igin
d(x,, X,)<é&

olacak sekilde bir ny e N sayisi var ise {X,} dizisine bir Cauchy dizisi denir [20].



2.1.4 Tammm. (X,d) bir metrik uzay olsun. X uzayindaki her bir Cauchy

dizisi yakinsak ise (X,d) metrik uzayina tam metrik uzay denir [20].

2.1.5 Tammm. X bos olmayan bir kiime ve T : X — X bir fonksiyon olsun.
Tx=X

esitligini saglayan X € X noktasina T fonksiyonunun bir sabit noktasi denir [20-21].

2.1.6 Tamm. (X,d) bir metrik uzay ve T:X — X bir fonksiyon olsun.
Eger her x,y e X i¢in

d(Tx,Ty) <ad(X,Yy)

olacak sekilde 0< a <1 sabiti var ise T fonksiyonuna bir daralma veya biziilme
fonksiyonu denir [1, 22].

2.1.7 Teorem. (X,d) bir tam metrik uzay ve T:X — X bir daralma
fonksiyonu olsun. O zaman

1) T fonksiyonunun bir ve yalniz bir sabit X € X noktas1 vardir,

2) Herhangi bir x, € X noktas1 i¢in {T"x,} iterasyon dizisi T fonksiyonunun
bu sabit noktasina yakinsar [1, 22].

2.1.8 Teorem. (X,d) kompakt bir metrik uzay ve T:X — X her
X,y e X (x=y) icin

d(Tx,Ty) <d(x,y)

kosulunu saglayan bir fonksiyon olsun. O zaman T fonksiyonunun bir tek sabit
noktas1 vardir [23-24].

2.1.9 Tammm. (X,d) bir metrik uzay ve T : X — X bir fonksiyon olsun. T

fonksiyonunun bir hemen hemen — daralma olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul bir
g<1lve x,ye X igin



d(Tx, Ty) < gmax{d(x,y),d(x,7x),d(y,Ty),d(x,Ty),d(y,Tx)}

olmasidir [3].

2.1.10 Teorem. (X,d) bir tam metrik uzay ve T:X — X bir fonksiyon
olsun. Eger her x € X i¢in

d(x,Tx) < p(x) — (TX)

olacak sekilde bir alttan yar1 siirekli ¢@: X —>[O,oo) fonksiyonu var ise T

fonksiyonunun bir sabit noktas1 vardir [18].

[5] numarali kaynakta, Rhoades c¢esitli daralma fonksiyonlarmin
karsilagtirmasini yaparak yeni sabit nokta teoremleri elde etmistir.

2.1.11 Tamm. (X,d) bir tam metrik uzay ve T:X — X bir fonksiyon
olsun.

(R25) Herhangi x,y e X,x =y icin
d(Tx, Ty) < max{d(x, y),d(x,Tx),d(y,Ty),d(x,Ty),d(y,Tx)}
dir.
(R50) Herhangi x,y e X,x =y i¢in
d(TPx,TPy)<max{d(x,y),d(x,T°x),d(y,T°y),d(x,T°y),d(y,T"x)}
olacak sekilde bir p pozitif tamsayist vardir.
(R75) Herhangi x,y e X,x =y i¢in
d(TPx,T%) <max{d(x,y),d(x,T"x),d(y,T),d(x,T%),d(y,T’x)}
olacak sekilde bir p,q pozitif tamsayilar1 vardir.

(R100) x € X verilsin. Her y e X, x#y ic¢in



d (T P¥x, TP®y) < max {d(x, y),d(x,T"9x),d(y, T p(X)y),}

d (X,T p(x) Y), d (y1-|- p(X)X)
olacak sekilde bir p(x) pozitif tamsayist vardir.

(R125) Herhangi verilen x,y e X,x#y i¢in

d(TPe%, T P09 y) < max {d(x, Y),d(xTP%), d(y, TP y),}

d (X,T p(x.y) y)’ d (y,T p(x,y)x)
olacak sekilde bir p(x,y) pozitif tamsayisi vardir [5, 25].

Eger bir T fonksiyonu (R25) kosulunu sagliyorsa T fonksiyonuna bir
Rhoades fonksiyonu denir.

2.1.12 Tamm. (X,d) bir tam metrik uzay ve T:X — X bir fonksiyon
olsun. Eger herhangi X e X ve T'’x#T/x, 0<i< j<n-1 kosulunu saglayan pozitif

N>2 tamsayisi igin

d(T"x,T'x) < En_ax{d(l"'x, x)}i=12,..,n-1
<j<n

esitsizligi saglanmiyorsa T fonksiyonuna bir C — fonksiyon denir [26].

2.1.13 Sonug. Her Rhoades fonksiyonu bir C — fonksiyondur, fakat tersi her
zaman dogru degildir [26].

2.1.14 Sonug. (X,d) bir tam metrik uzay ve T:X — X bir Rhoades

fonksiyonu olsun. O zaman T fonksiyonunun X de bir sabit noktaya sahip olmasi
icin gerekli ve yeterli kosul

T"%=T"x, m>n=>0

olacak sekilde m,n tamsayilar1 ve bir X € X noktasinin var olmasidir [26].



2.1.15 Tammm. (X,d) bir tam metrik uzay ve T:X — X bir fonksiyon
olsun. Eger herhangi xe X ve T'x#T'x, 0<i< j<n-1 kosulunu saglayan pozitif

N> 2 tamsayisli i¢in
d(T"x, T'x) <max{d (T "x,T%):0<p<q<n},i=12,..,n-1

esitsizligi saglaniyorsa T fonksiyonuna bir L — fonksiyon denir [27].

2.1.16 Tammm. (X,d) bir metrik uzay, T : X — X bir fonksiyon ve xe X

olsun. T"x=x olacak sekilde bir pozitif n tamsayis1 varsa X noktasma T

fonksiyonunun bir periyodik noktasi denir. T"x =X esitligini saglayan en kiigiik
pozitif n tamsayisina da X noktasinin periyodik indeksi denir [25].

2.2 Normlu Uzaylar ve Baz1 Temel Kavramlar

2.2.1 Tammm. X bir reel vektor uzayr olsun. ||||X — R reel degerli

fonksiyonu

(N1) Her xe X icin |x|>0 dir.

(N2) Her xe X i¢in |x|=0 < x=0 du.
(N3) Her 2R ve xe X icin |Ax]|=|2||x|,
(N4) Her x,y e X igin |x+y||<|x]+||y]

sartlarimi saghyorsa ||| fonksiyonuna X (izerinde bir norm ve (X,|) ikilisine de bir

normlu uzay denir [28].

Her normlu uzay bir metrik uzaydir. Gergekten, her X,y € X igin

d(x,y) =[x~y 1)
seklinde tanimlanan d fonksiyonu X kimesi Gizerinde bir metriktir.

(2.1) esitliginde tanimli olan metrige norm tarafindan tiretilen metrik denir.



(X,||||) normlu uzayinda Cauchy dizisi taniminda “d(x,,x,) <& ” yerine

“ ||Xn - Xm” <¢&” yazilir.

Eger (X,||||) normlu uzayindaki her Cauchy dizisi yakinsak ise X normlu

uzayina Banach uzayi denir.

Her metrik bir norm tarafindan iiretilemez. Ornegin, ayrik metrik bir norm
tarafindan tretilemeyen bir metriktir.

Bir X normlu uzay1 {izerinde bir norm tarafindan {iretilen metrik her
X,Y,Z,a€ X ve A sabiti i¢in asagidaki kosullar1 saglar [28]:

a) d(x+a,y+a)=d(xy),

b) d(Ax,Ay)=d(x,Yy).

Tersine olarak eger X vektdr uzayr lizerindeki bir d metrigi (a) ve (b)
kosullarin1 sagliyorsa o zaman

[x|=d(x.0,

fonksiyonu X {izerinde bir norm tanimlar. Bu norm tarafindan d metrigi Uretilir.
Gergekten, (a) sikkindan

d(x—y,0)=d(x-y,y-y)=d(x,y)=[x-y]|

oldugu elde edilir.

2.2.2 Tamm. X bir reel vektér uzayr olsun. ||.,.,.||:X><X><X —> R reel

degerli fonksiyonu
(NG1) ||x,y,z|>0 ve |x,y,z|=0 < x=y=2=0,
(NG2) |x,y,z|, X, y,Z nin permiitasyonlar: altinda sabit,
(NG3) Her AeR ve x,y,ze X igin [Ax Ay, Az|=|4||x y. 7],
(NG4) Her x,y,z,x"y",z'e X igin
[x+x,y+yLz+z| <%y z|+|x,y 2],

(NG5) Her x,y,z e X icin [|x, v,z >|x+y,0,z]



sartlarm1 sagliyorsa |.,.,|| fonksiyonuna X tzerinde bir G- norm ve (X,|....)

ikilisine de G — normlu uzay denir [29].

2.2.3 Yardime1 Teorem. X bir Banach uzay: olsun. O zaman X kiimesinin
yansiyan olmasi igin gerekli ve yeterli kosul X kimesinin bostan farkli, sinirli,
kapal1 ve konveks alt kiimelerinin herhangi azalan {K_} dizisi i¢in

ﬁKn;tQ

n=1

olmasidir [30].

2.2.4 Tanim. (X,””) bir Banach uzay1 ve T:X — X bir fonksiyon olsun.
(NR25) daralma kosulu

(NR25) Herhangi x,y e X,x# Y icin
[Tx=Ty| < max {x =[x =T [y =Tyl [x =[]y =7}

seklinde tanimlhidir [31].

X bir Banach uzay1 ve A kiimesi X uzayimin konveks bir alt kiimesi olsun.
O0(A) >0 ozelligine sahip A kiimesinin her siirli ve konveks alt kiimesi en az bir

capsal olmayan noktaya sahip ise 0 zaman A kiimesine normal yapiya sahiptir denir
[31].

2.2.5 Teorem. X bir yansiyan Banach uzayr ve A, X kimesinin bostan
farkli, kapali, sinirli, konveks ve normal yapiya sahip bir alt kiimesi olsun. Eger
T:A—> A, (NR25) kosulunu saglayan siirekli bir fonksiyon ise o zaman T
fonksiyonunun A alt kiimesinde bir tek sabit noktasi vardir [31].

2.3  S—Metrik Uzaylar

23.1 Tanmm. X bostan farkli bir kiime olsun. S:X x X x X —[0,)
fonksiyonu her x,y,z,ae X igin



(S1) S(x,y,2)=0=x=y=2,
(S2) S(x,y,z) <S(x,x,a)+S(y,y,a)+S(z,z,a)

sartlarin1 sagliyorsa S fonksiyonuna X kimesi Uzerinde bir S— metrik denir.
(X,S) ikilisine de S — metrik uzay denir [10].

2.3.20rnek. X =R olsun. Her x,y,zeR icin
S(x,y,2)=|x—z|+|y-z|

seklinde tanimli S: X x X x X —[0,) fonksiyonu R (zerinde bir S — metriktir.
Bu S —metrige alisilmis S — metrik denir [11].

2.3.3 Tamm. (X,S) bir S —metrik uzay olsun ve {x,} = X bu uzayda bir
dizi olsun.

1) X kimesindeki bir {x } dizisinin X noktasina yakinsamasi i¢in
gerekli ve yeterli kosul n—o iken S(x,,X,,X)—>0 olmasidir. Yani herhangi

verilen ¢ >0 sayisi ve her n>n, igin
S(x,,X,,X)<¢&

olacak sekilde bir n, e N vardir ve limx, = x ile gosterilir.

n—o0
2) Herhangi verilen & >0 sayis1 ve her n,m >n; i¢in
S(X, X, Xy) <&

olacak sekilde bir n, e N varsa X kimesindeki {x } dizisine bir Cauchy dizisi
denir.

3) (X,S) S—metrik uzayindaki her Cauchy dizisi yakinsak ise (X,S)

S — metrik uzayina tamdir denir [10].

2.3.4 Tanim. (X,S) bir S —metrik uzay ve Ac X olsun. Her x,y e A igin
S(x,Xx,y) <r olacak sekilde bir r >0 sayis1 varsa A kiimesine S — sinirli denir [10].
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2.3.5 Yardimecr Teorem. (X,S) bir S— metrik uzay olsun. O zaman her
X,y e X ic¢in

S(X, X, ¥)=S(Y,Y,X)

esitligi saglanir [10].

2.3.6 Yardimc1 Teorem. (X,S) bir S —metrik uzay olsun. Eger x, — X ve
y, =y ise S(X,, X, Y,) = S(x,X,y) dir [10].

2.3.7 Sonug. T: X - Y, X S—metrik uzayindan Y S —metrik uzaymna bir
fonksiyon olsun. T fonksiyonunun x e X noktasinda siirekli olmasi igin gerekli ve
yeterli kosul X, — X oldugunda TX, — TX olmasidir [11].

2.3.8 Tanmm. (X,S) bir S— metrik uzay olsun. r>0 reel sayis1 ve bir
xe X igin Bg(X,r) acik yuvari ve Bg[x,r] kapali yuvari, sirastyla

Bs(x,r)={ye X :S(y,y,x)<r}
ve
Bs[x,r1={y e X :S(y,y,x)<r}

seklinde tanimlidir [10].

X kiimesi tizerinde tanimli bir d metrigi ve bir S S — metrigi arasindaki
iliski asagidaki yardimci teoremde verilmistir.

2.3.9 Yardimacr Teorem. (X,d) bir metrik uzay olsun. Asagidaki 6zellikler

saglanir:

1) Her x,y,ze X igin S, (x,y,z) =d(x,z)+d(y,z) seklinde tanimlanan
S, i X x X xX —[0,00) fonksiyonu X kiimesi tizerinde bir S —metriktir.
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2) (X,d) metrik uzaymda X, — X olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul

(X,S4) S—metrik uzayinda x, — X olmasidir.

3) {x,} dizisinin (X,d) metrik uzayinda bir Cauchy dizisi olmasi i¢in
gerekli ve yeterli kosul {x } dizisinin (X,S,;) S —metrik uzayinda bir Cauchy dizisi

olmasidir.

4) (X,d) metrik uzaymin tam olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul

(X,S,) S—metrik uzaymin tam olmasidir [32].

S, metrigine d metrigi tarafindan tiretilen S —metrik ad1 verilir.

Her d metrigi icin S # S, olacak sekilde bir S —metrik mevcuttur.

2.3.10 Ornek. X =R olsun ve S:XxXxX —[0,00) fonksiyonu her
X,¥,ZeR igin

S(X,y,2)=|x—z|+|x+z-2y|

seklinde tanimlansin. Bu durumda (X,R) ikilisi bir S —metrik uzaydir ve S =S,
olacak sekilde higbir d metrigi yoktur. Tersine olarak, her X,y,z e R igin

S(x,y,2)=d(x,2)+d(y,2)

olacak sekilde bir d metriginin var oldugunu kabul edelim. Bu durumda her
X,¥,ZeR igin

S(x,x,2)=2d(x,2)=2|x-z| = d(x,z) =|x-z|
ve

S(y,y,2)=2d(y,2)=2|y-z| = d(y,2) =|y-z]
elde edilir. Buradan

| x—z|+|x+z-2y|=|x-z|+|y-7]

celiskisi elde edilir. O halde S = S, dir [33].
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Her S — metrik yardimiyla bir d metrigi elde edilemez. Fakat [34] de
asagidaki 6nerme verilmistir.

2.3.11 Onerme. (X,S) bir S— metrik uzay olsun. Her x,y e X icgin X
kumesi Gzerindeki her S — metrik X kiimesi Uzerinde bir dg metrigi tanimlar [34]:

ds (X, ¥) =S(X, X, ¥) +S(Y, ¥, X) .

Ancak Onerme 2.3.11 de verilen d, fonksiyonu her zaman bir metrik

tanimlamadig1 kolayca goriilebilir. Cunkii X kiimesinin her elemani igin ii¢gen
esitsizligi her zaman saglanmayabilir. Eger S — metrik bir d metrigi tarafindan
uretilebiliyorsa o zaman bu S —metrik X kimesi lzerinde bir dy metrigi tanimlar

ve dg(x,y)=4d(x,y) elde edilir. Fakat S— metrik bir metrik tarafindan
uretilemiyorsa d; fonksiyonu metrik olabilir de olmayabilir de. Eger d fonksiyonu

bir metrik ise dg metrigine S —metrik tarafindan iiretilen metrik denir [33].

2312 Ornek. X ={1,2,3} ve S:XxXxX —[0,00) fonksiyonu her
X,¥,Ze€ X igin

S(1,4,2)=S(2,2,1) =5,
S(2,2,3)=5(3,3,2)=5(1,1,3)=S(3,31) =2,
x=y=zise S(x,y,2)=0,
diger durumlarda ise S(x,y,z) =1

seklinde tanimli olsun. Bu durumda S fonksiyonu herhangi bir metrik tarafindan
tretilemeyen bir S —metriktir ve (X,S) ikilisi bir S —metrik uzaydir. Fakat Onerme

2.3.11 de tanmimlanan d; fonksiyonu bir metrik degildir. Gergekten, x=1,y=2,2=3
icin

ds(1,2) =10 £ d (1,3)+d (3,2) =8

elde edilir, yani liggen esitsizligi saglanmaz [33].
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2.3.13 Ornek. X =R ve S: X x X x X —[0,00) fonksiyonu Ornek 2.3.10 da
tanimlanan S — metrik olsun. Bu S — metrik bir metrik tarafindan {iretilemez fakat
her x,y e R igin dg(X,Y) :4| X— y| oldugundan bir metrik iiretir. O halde (R,ds)
ikilisi bir metrik uzaydir [33].

S — metrik uzaylar iizerinde bir¢ok sabit nokta teoremi ¢alisilmistir. Ornegin,
tam S — metrik uzaylar (Gzerinde iyi bilinen Banach daralma prensibinin bir
genellemesi asagidaki sekilde elde edilmistir.

2.3.14 Tanmm. (X,S) bir S— metrik uzay ve T:X — X bir fonksiyon
olsun. Her x,y e X igin

S(TX, Tx, Ty) < LS(X, X, y)

olacak sekilde bir L € [0,1) sabiti var ise 0 zaman T fonksiyonuna bir daralma denir
[10].

2.3.15 Teorem. (X,S) bir tam S — metrik uzay ve T:X — X fonksiyonu
bir daralma olsun. O zaman T fonksiyonunun bir tek x, € X sabit noktas1 vardir.
Ayrica her x e X igin

n

ne —n 2L
S(T X, T x,xo)é1 I_S(Tx,Tx,x)

olmak Uzere

limT"x=x,

n—oo

dur [10].

Son zamanlarda S — metrik uzaylar iizerinde c¢esitli daralma fonksiyonlari
tanimlanarak yeni sabit nokta teoremleri elde edilmis ve klasik Banach daralma
prensibi genellestirilmistir.

14



2.3.16 Teorem. (X,S) kompakt bir S— metrik uzay ve T:X — X , her
X,y € X (x=#y) icin
S(TX, Tx,Ty) < S(X, X, y)

kosulunu saglayan bir fonksiyon olsun. Bu durumda T fonksiyonunun bir tek sabit
noktasi1 vardir [10].

2.3.17 Tanmim. (X,S) bir S— metrik uzay, T,F: X — X iki fonksiyon ve
Ac X, Xe X olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler gegerlidir:

1) O(A) =sup{S(x,x,y):x,y e A}.

2) O; ¢ (x,n) ={Tx, TFX, TF?X,..., TF"x}.

3) O; ¢ (X,00) ={Tx, TFX, TF?X,..., TF"X,..}.

4) Eger T birim fonksiyonsa O (x,n) =0 (x,n) ve
O¢ (X,90) = O; - (X,00) olur [32].

2.3.18 Sonug. (X,S) bir S— metrik uzay ve T : X — X, asagidaki kosullar

saglayan bir fonksiyon olsun:
1) Her x e X icin {T"x} formundaki her Cauchy dizisi yakinsaktir;
2) Herhangi x,y e X igin

S(Tx.Tx,Ty) < hmax{s(x’ X, ), S(TX, Tx, ), S(TX, TX, y),}

S(Ty, Ty, x),S(Ty, Ty, y)
olacak sekilde bir h [0,1) vardr.
Bu durumda asagidaki ifadeler elde edilir:
1) Heri,j<n, neN ve xe X igin §(T'x,T'x,T'x) <hs[O; (x,n)] dir;
2) Her xe X igin 5[OT(x,oo)]§ﬁS(l'x,Tx, x) dir;
3) T nin bir tek x, sabit noktas1 vardir;

4) limT"x = x, dir [32].

n—oo
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2.3.19 Sonug. (X,S) bir tam S— metrik uzay, T : X — X bir fonksiyon,

baz1 he [0%) ve herhangi x,y e X igin

S(Tx,Tx, Ty) < hmax {S(x, X,Y), S(TX,Tx, X), S(TX,TX, y),}

S(Ty, Ty, x),S(Ty, Ty, y)

olsun. O zaman T fonksiyonun X kiimesinde bir tek sabit noktas1 vardir. Ayrica T
fonksiyonu bu sabit noktada sureklidir [11].

2.4  Kompleks Degerli S — Metrik Uzaylar

C kompleks sayilarin kiimesi ve z,z,eC olsun. C kompleks sayilar

kiimesi (izerinde < kismi siralama bagintisi asagidaki sekilde tanimlidir:

7z, 32, & Re(z))<Re(z,), Im(z) £Im(z,)

ve
2z, <7, & Re(z;)<Re(z,), Im(z) <Im(z,).
Asagidaki kosullardan birinin saglanmas: durumunda z, < z, yazilacaktir:
(1) Re(z,) =Re(z,) ve Im(z,) <Im(z,),
(2) Re(z,) <Re(z,) ve Im(z,)=1Im(z,),
(3) Re(z,) =Re(z,) ve Im(z,) =1Im(z,).
Ayrica
0323z =|z|<|z]
ve

2,32,,2,<17,=>17 <1

olduguna dikkat edilmelidir.

2.4.1 Tamm. X bogtan farkli bir kiime olsun. S;:XxXxX —>C
fonksiyonu her x,y,z,ae X igin
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(CS1) 0= S.(x,Y,2),
(CS2) S.(x,y,z)=0 ancak ve ancak x=y =12,
(CS3) S.(x,¥,2) = Sc(X,x,8)+Sc(y,y,a)+S.(z,2,a)

sartlarini sagliyorsa S. fonksiyonuna X kimesi (izerinde kompleks degerli bir S —
metrik ve (X,S.) ikilisine de kompleks degerli bir S —metrik uzay denir [35].

2.4.2 Tamm. (X,S.) kompleks degerli bir S —metrik uzay ve {x,} = X bu
uzayda bir dizi olsun. O zaman

1) X kumesindeki {x } dizisinin X noktasina yakinsamasi i¢in gerekli

ve yeterli kosul herhangi verilen 0 < ¢ sayisi ve her n>n, i¢in
Sc(X,, %, X) < ¢

olacak sekilde bir n, e N dogal sayisinin var olmasidir. Bu durum limx, =x ile

n—o

gosterilir.

2) Verilen herhangi 0 < & sayis1 ve her n,m>n, icin
Sc (X, X, X)) < &
olacak sekilde bir n, e N varsa {x.} dizisine bir Cauchy dizisi denir.

3) (X,S.) kompleks degerli S— metrik uzayindaki her Cauchy dizisi
yakinsak ise (X,S.) kompleks degerli S —metrik uzayina tamdir denir [35].

2.4.3 Yardimer Teorem. (X,S.) kompleks degerli bir S —metrik uzay ve
{x,} X klmesinde bir dizi olsun. {Xx,} dizisinin X noktasina yakinsamasi i¢in

gerekli ve yeterli kosul n — oo igin | Sc (X, X, X) | — 0 olmasidir [35].

2.4.4 Yardimer Teorem. (X,S.) kompleks degerli bir S —metrik uzay ve
{x,} X kumesinde bir dizi olsun. {x } dizisinin bir Cauchy dizisi olmasi i¢in gerekli

ve yeterli kosul n — oo igin | Sc (X, X0 Xeim) | — 0 olmasidir [35].
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2.4.5 Yardimer Teorem. (X,S.) kompleks degerli bir S —metrik uzay ise
her x,y e X igin

Sc (X, %, y)=Sc(y,¥,X)

elde edilir [35].

2.4.6 Tanmm. < kismi siralama bagintis1 i¢in “max” fonksiyonu asagidaki
sekilde tanimlidir:

1) max{z,z,}=2,< 7, 3 z,.
(2) z, 3 max{z,,z,} = z, 3z, veya z, 3 z,.

(3) max{z,2,}=12, & 7, 3 z, veya|z|<|z,]| [36].

24.7 Yardimal Teorem. z,7,,Z,,...€ C olmak Ulzere < kismi siralama

bagintis1 C tizerinde tanimli olsun. O zaman asagidaki ifadeler saglanir:

(1) Eger z; S max{z,,2,} ve z, 3 z, ise z, 3 z, dir,
(2) Eger z, S max{z,,2,,2,} ve max{z,,z,} 3 z, ise z, 3 z, dir,
(3) Eger z, S max{z,,2,,2,,7} ve max{z,,2,,z;} 3 z, ise z, 3 z, dir.

Bu durum tiimevarimla genellenebilir [36].

2.5  Metrik Uzaylarda Baz1 Sabit Cember Teoremleri
2.5.1 Tamm. (X,d) bir metrik uzay, C, . ={xe X :d(x,,x)=r} bir cember

ve T:X — X bir fonksiyon olsun. Her xeC, . icin Tx=x oluyorsa C,
cemberine T fonksiyonunun bir sabit gemberi denir [17].
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2.5.2 Teorem. (X,d) bir metrik uzay, C, = X Uzerinde bir cember ve her

xe X i¢in ¢: X —[0,0) fonksiyonu
P() =d(x,%,) (2.1)
seklinde tanimli olsun. Her xeC,  icin

(C1) d(x,Tx) < o(x) —(Tx)
ve
(C2) d(Tx,x)) =T

kosullarin1 ~ saglayan bir T:X — X fonksiyonu varsa C, —~ cemberi T

fonksiyonunun bir sabit cemberidir [17].

2.5.3 Teorem. (X,d) bir metrik uzay, C, .= X Uzerinde bir cember ve her
xe X igin ¢:X —[0,00) fonksiyonu (2.1) esitligindeki gibi tammli olsun. Her
xeC, , icin

(C1)" d(x,TX) < o(X) +@(Tx) —2r
ve
(C2)" d(Tx,x,) <r

kosullarin1 ~ saglayan bir T:X — X fonksiyonu varsa C, ~ cemberi T

fonksiyonunun bir sabit cemberidir [17].

2.5.4 Teorem. (X,d) bir metrik uzay, C, . X Uzerinde bir cember ve her
xe X igin ¢: X —>[0,oo) fonksiyonu (2.1) esitligindeki gibi tanimli olsun. Her
xeC, . vebir he[0,1) igin

(CD)™ d(xTX) < p(x) - o(TX)
ve

(C2)” hd(x, TX)+d(Tx,%,) >

kosullarin1 ~ saglayan bir T:X — X fonksiyonu varsa C, ~ cemberi T

fonksiyonunun bir sabit cemberidir [17].
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2.5.5 Teorem. (X,d) bir metrik uzay, C, .= X Uzerinde bir cember ve her

r

xe X icin ¢:X —[0,00) fonksiyonu (2.1) esitligindeki gibi tammli olsun. Her

xeC, , icin

(CL)™ d(x,TX) < o(X) + @(Tx) —2r
ve

(C2)™" d(x,Tx)+d(Tx, x,) <r

kosullarin1 ~ saglayan bir T:X — X fonksiyonu varsa C, ~ cemberi T
fonksiyonunun bir sabit cemberidir [37].

I, : X —> X fonksiyonu her ae X i¢in I, (a) =a seklinde tanimli 6zdeslik

dontistimidiir.

2.5.6 Teorem. (X,d) bir metrik uzay, C,_, X Uzerinde bir ¢cember ve her

xe X i¢in ¢: X —>[0,oo) fonksiyonu (2.1) esitligindeki gibi tanimli olsun. Her
xe X vebir h>1ig¢in T: X — X fonksiyonu

@(X) = (TX)
(19) d(x,Tx)sf

kosulunu saglhyorsa T =1, dir ve C, =~ cemberi T fonksiyonunun bir sabit
cemberidir [17].
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3.S — METRIK UZAYLARDA BAZI SABIiT NOKTA
TEOREMLERI

Bu bolumde, metrik uzaylar tizerinde iyi bilinen (R25) Rhoades daralma
fonksiyonu S — metrik uzaylara (S25) kosulu olarak genellestirilmistir. (S25) in
bazi genel formlar1 tanimlanarak aralarindaki iliskiler incelenmistir. Ornekler
verilerek tanimlarin ve aralarindaki iligkilerin daha iyi anlagilmasi saglanmistir.
Tanimlanan daralma fonksiyonlar1 kullanilarak yeni sabit nokta teoremleri elde
edilmistir. Elde edilen sabit nokta teoremleri yardimiyla klasik Nemytskii — Edelstein
ve Ciric sabit nokta sonuglart genellestirilmistir. Ayrica (S25) kosulunun bir

uygulamasi incelenmistir.

3.1 Rhoades Daralma Fonksiyonunun S — Metrik Uzaylar Uzerinde

Genellestirilmeleri

Bu bolimde S- metrik uzaylarda (R25) Rhoades fonksiyonunun
genellemesi olan (S25) daralma fonksiyonu tanimlanacaktir. Ayrica Cg — fonksiyon
ve L;— fonksiyon kavramlar1 tanimlanarak (S25) daralma fonksiyonuyla
aralarindaki iliski incelenecektir. (S25) daralma fonksiyonundan yararlanarak
(S50), (S75), (S100) ve (S125) gibi yeni daralma fonksiyonlar1 tanimlanacaktir.

Tanimlanan tiim daralma fonksiyonlarinin aralarindaki iliskiler arastirilacaktir.

3.1.1 Tammm. (X,S) bir S —metrik uzay ve T : X — X bir fonksiyon olsun.
(S25) kosulu asagidaki gibi tanimlidir:

(S25) Herhangi x,y e X, x=y i¢in

S(TX, T, Ty) < max{S(X, X, y), S(Tx,Tx, x), S(Ty, Ty, y),
S(Ty, Ty, x),S(Tx,Tx, y)}

dir [38].
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Ik olarak (R25) ve (S25) daralma fonksiyonlar arasindaki iliski asagidaki

Oonermelerde incelenmistir.

3.1.2 Onerme. (X,d) bir tam metrik uzay, (X,S,) bu metrik tarafindan elde

edilen S— metrik uzay ve T:X — X bir fonksiyon olsun. Eger T fonksiyonu
(R25) kosulunu saghyorsa (S25) kosulunu da saglar [33].

Ispat: T fonksiyonu (R25) kosulunu saglasin. Bu durumda Yardimci
Teorem 2.3.5 kullanilarak

S, (Tx, Tx, Ty) = d (Tx, Ty) +d (Tx, Ty) = 2d (Tx, Ty)
<2max{d(x,y),d(x,Tx),d(y, Ty),d(x, Ty),d(y, Tx)}

=max{2d(x, y), 2d(x,Tx), 2d (y, Ty), 2d (x, Ty), 2d (y, Tx)}

=max{S, (X, X, ¥), Sy (X, X, TX), S (¥, ¥, TY), Sy (X, X, Ty), S4 (¥, ¥, Tx)}
=max{S, (X, X, y), S, (Tx, Tx, x), S, (Ty, Ty, ), Sy (Ty, Ty, X), S, (Tx, TX, y)}

esitsizligi elde edilir. Sonug olarak T fonksiyonu (S25) kosulunu saglar. O

3.1.3 Onerme. (X,S) bir tam S— metrik uzay, (X,ds) bu S— metrik

tarafindan elde edilen metrik uzay ve T:X — X bir fonksiyon olsun. Eger T
fonksiyonu (S25) kosulunu sagliyorsa (R25) kosulunu da saglar [33].

Ispat. T fonksiyonu (S25) kosulunu saglasm. Bu durumda Yardimci
Teorem 2.3.5 kullanilarak

ds (Tx, Ty) = S(TX, Tx, Ty) + S(Ty, Ty, Tx)

= S(TX,TX, Ty) + S(TX, Tx, Ty) = 25 (Tx, T, Ty)

<2max{S(x,x, y), S(Tx,Tx, x),S(Ty, Ty, y),S(Ty, Ty, x), S(Tx, Tx, y)}
=max{25(x, X, ¥),25(Tx, Tx,x), 25 (Ty, Ty, y), 2S(Ty, Ty, x), 2S(TX, Tx, y)}
= max{d; (x, y),ds (x, Tx),ds (y, Ty), ds (x, Ty),ds (y, TX)}

esitsizligi elde edilir. Sonug olarak T fonksiyonu (R25) kosulunu saglar. o
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3.1.4 Tanmmm. (X,S) bir S —metrik uzay ve T : X — X bir fonksiyon olsun.
X € X olmak Uzere ve

T'x=Tix, 0<i<j<n-1 (3.1)
kosulunu saglayan her n>2 tamsayisi i¢in

S(T"X,T"x,T'x) < Enax{S(T"x,T"x, x)}, i=12,...,n-1,... (3.2)
<j<n

esitsizligi gergekleniyorsa T fonksiyonuna bir C; — fonksiyon denir [38].

3.1.5 Tammm. (X,S) bir S —metrik uzay ve T : X — X bir fonksiyon olsun.
X € X olmak tzere ve (3.1) kosulunu saglayan her n> 2 tamsayisi i¢in

S(T™,T"X,T'x) < max {S(T°x,T°x,T%)}, i=12,...,n—1,... (3.3)

0<p<qg<n

esitsizligi gergekleniyorsa T fonksiyonuna bir Ly — fonksiyon denir [38].

3.1.6 Onerme. (X,S) bir S— metrik uzay ve T:X — X bir fonksiyon
olsun. T fonksiyonu (S25) kosulunu sagliyorsa bu durumda T fonksiyonu bir C —
fonksiyondur [38].

Ispat. Ispati yapmak icin timevarim yontemi kullanilacaktir. X e X,
T:X > X, (S25) kosulunu saglayan bir fonksiyon ve n>2, (3.1) kosulunu
saglayan bir tamsay1 olsun. n=2 i¢in (S25) kosulundan

S(T2X,T2x,Tx) < max{S(Tx,Tx, x), S(T *x, T 2x,Tx), S(Tx, TX, X),
S(TX, Tx,Tx), S(T X, T?x, X)}

(3.4)
ve
S(T2x,T?x,Tx) < max{S(Tx, Tx, X), S(T*x, T?x, X)}
esitsizlikleri elde edilir.
Bu durumda (3.2) kosulu saglanmis olur.

n=k-1, k>3 i¢in (3.2) kosulunun saglandigini kabul edelim.

a = max{S(T'x,T'x,x)}

1<j<k-1
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olsun. Simdi n=k , k>2 i¢in (3.2) kosulunun saglandigini gosterelim. (S25)

kosulu ve tlimevarim hipotezi kullanilarak

STX, T% T*™%) < max{S(T*x, T*x, T*2x), S(T*x, T*x, T**x),
ST, TH%, T%X), ST, T, T*X), S(T*X, T*x, T*?x)}

ve
S(T*X, T*%, T*'%) < max{a, S(T*x, T*x, T**x)}
esitsizlikleri elde edilir. Ayrica bu son esitsizlik kullanilarak
ST X, T*X, T*'x) < max{e, S(T*X, T*x, T*"™x)}, i=1,2,...,.k -1
esitsizligi elde edilir. i =k -1 i¢in
S(T*X, T X, Tx) < max{e, S(T*X, T*x, X)} = Ejagf{S(Tkx,Tkx, x)}
ve

S(T %, T*x,T'x) < gna>k({S(T"x,T"x,x)}, i=12,...,k-1
<j<

esitsizlikleri elde edilir. Boylece T fonksiyonu (3.2) kosulunu saglar. Sonug¢ olarak
T fonksiyonu bir C; — fonksiyondur. o

Asagidaki ornekten de goriilebilecegi gibi Onerme 3.1.6 nin tersi her zaman
dogru olmak zorunda degildir.

3.1.7 Ornek. R reel sayilar kiimesi olsun ve R {izerinde alisilmis S —
metrigi goz oniine alalim. Bu durumda her x,y,z € R igin

S(x,y,2)=|x-z|+|y-z|

dir. T: X — X fonksiyonunu her x e X igin

x , xe[0,]]
Tx=<x—-4 , x=6,10
1 , X=2

seklinde tanimlayalim. Bu durumda X =[0,1]u{2,6,10} kiimesinin bir S — metrik

uzay oldugu kolayca gosterilebilir. x :%, y= % €[0,1] icin
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111) 1

S(TX, TX,Ty) =S| =, == |==,
(T Tx.Ty) [2 2 3) 3
111) 1

S X, X, :S it R Rl Rl
(xx.) (2 2 3) 3

S(Tx,Tx,X) =S(x,%,X) =0,

S(Ty,Ty,y)=S(y,y,y) =0,
lj_l
|2 _31

i

S(TX, Tx, Ty) :%< max{l,O,O,1 l}— L

33’3/ 3

S(Ty, Ty, x) = S(

Wk

Wl

11
S(Tx, Tx,y)=S| =,—,
( y) (2 >

Wl

ve bu degerler yardimiyla

elde edilir. Bu ise bir geligkidir. Bu durumda T fonksiyonu (S25) kosulunu
saglamaz.

Simdi T fonksiyonunun bir C,— fonksiyon oldugunu gosterelim.

x €{2,6,10} i¢in asagidaki durumlar1 dikkate almaliyiz:
Durum 1. x=2 ve n=2 i¢in

S(T22,T22,T2)=0<max{S(T?2,T22,2),S(T2,T2,2)}=2

esitsizligi elde edilir. Benzer sekilde n>2 i¢in de (3.2) kosulunun saglandig
kolayca gorulebilir.

Durum 2. x=6 ve ne{2,3} i¢gin

S(T%6,T°6,76) =2 <max{S(T*6,T?6,6),S(T6,T6,6)}=10
ve

max{S(T°%6,T%6,76),S(T>6,T%6,T?6)}=2<
max{S(T>6,T°6,6),S(T?6,T26,6),S(T6,T6,6)}=10

esitsizlikleri elde edilir. Benzer sekilde n>3 icin de (3.2) kosulunun saglandig
goraldr,

Durum 3. x=10 ve ne{2,3,4} icin
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S(T210,T210,T10) =8 < max{S (T 10, T 210,10), S(T10,T10,10)} = 16,

max{S (T >10,T°10,T10),S(T>10,T°10,T?10)}=10<
max{S(T°10,T°10,10), S(T *10,7%10,10), S(T10,710,10)} =18

ve

max{S (T *10,T*10,T10), S(T*10,T*10,T 210), S(T *10,T*10,T°10)} =10 <
max{S (T *10,T*10,10), S (T *10,T *10,10), S(T 210, T°10,10), S(T10,T10,10)} =18

esitsizlikleri elde edilir. Benzer sekilde n>4 i¢in de (3.2) kosulunun saglandig
goraldr,

x€[0,1] alindiginda da (3.2) kosulunun saglandigi kolayca goriilebilir.
Boylece T bir Cg — fonksiyondur [38].

3.1.8 Onerme. (X,S) bir S— metrik uzay ve T:X — X bir fonksiyon
olsun. C,; — fonksiyon ve L, — fonksiyon kavramlari1 denktir [38].

Ispat. T bir L, — fonksiyon ve xe X olsun. (3.1) kosulunu saglayan bir

n> 2 tamsayisini dikkate alalim. Bu durumda 2 <k <n igin

min{S(T'x,T'x,T'x):0<i< j<k-1}>0

elde edilir.
a, :1r£1i13>_<1{8(T”x,T”x,T‘x)}
ve
B, = rjr_gg({S(Tix,Tix, X)}
olsun.

Yardimcr Teorem 2.3.5, (3.3) ve (3.4) kosullar1 kullanilarak 1=1,2,...,n-1
icin

S(T"X,T"X,T'x) < max {S(T°x,T"x, Tx)}

0<p<g<n
ve

a, =max{S(T"x, T"x,T'x):1<i<n-1}
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<max{e,, B, max{S(T°x, T°x,T'x):1< p<q<n-1}}
=max{s,, max{S(T°x, T°x,T):1<p<q<n-1}}
=max{e, ,, B, max{S(T °x,T"x,T*x):1< p<q<n-2}}
<max{B,, 5, ., max{S(T°x,T°x,T*x):1< p<q<n-2}}
=max{g,, max{S(T "x,T"x,T):1< p<q<n-2}}

<en

<max{s,, max{S(T°x, T°x,Tx):1< p<q<2}}
=max{s,,S(Tx,Tx, T?x)}

=max{f,,S(T*x,T°x,Tx)}

< max{B,,max{S(Tx,Tx, x), S(T°x, Tx, X)}} = 3,

esitsizlikleri elde edilir. Boylece T fonksiyonu (3.2) kosulunu saglar. Sonug¢ olarak
T bir C — fonksiyondur.

Tersine olarak T bir C,— fonksiyon ve xe X olsun. (3.1) kosulunu
saglayan bir n>2 tamsayisint dikkate alalim. Simdi T fonksiyonunun bir L -

fonksiyon oldugunu gdsterelim. (3.2) kosulu kullanilarak
S(T"X,T"x, T'X) < Enax{S(T X, Tix,x)}, i=12,...,n-1
<j<n
esitsizligi elde edilir.

1<j<n ise 0<j-1<n-1 dir. 0<j-1<qg<n olacak sekilde bir g
secelim. j—1=0icin 1<g<n ve

S(T"X, T"x, T'X) < max{S (T *x,Tx, X)}
<qg<n

esitsizligi elde edilir. Eger j—1= p olarak alinirsa bu durumda

ST, T"x,T'x) < max {S(T, T, T°x)}= max {S(T°x,T°x,Tx)}

0<p<qg<n 0<p<q<n

olur. Boylece T fonksiyonu bir L, — fonksiyondur. Sonug olarak C, — fonksiyon ve

L — fonksiyon kavramlari denktir. O
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Asagidaki tanimda S — metrik uzaylarda cap kavrami verilmistir.

3.1.9 Tammm. (X,S) bir S—metrik uzay ve A, X kiimesinin bostan farkli
bir alt kiimesi olsun.

diam{A}=sup{S(x, X, y): X,y € A}

kiimesine A kiimesinin ¢ap1 denir. Eger A kimesi S— sinirhh ise o zaman
dian{A} < o yazilir [38].

3.1.10 Tamm. (X,S) bir S— metrik uzay, T:X — X bir fonksiyon,
U, ={T"x:neN}, diam{U,} < ve diam{U }<oo olsun. Herhangi x,y € X, x#y
icin

(S25a) S(Tx,Tx,Ty) <diam{U, LU }

dir [38].

3.1.11 Onerme. (X,S) bir S— metrik uzay ve T:X — X bir fonksiyon
olsun. Eger T fonksiyonu (S25) kosulunu sagliyorsa (S25a) kosulunu da saglar
[38].

Ispat. T fonksiyonu (S25) kosulunu saglasin. Bu durumda Tanimm 3.1.1 ve
Tanim 3.1.9 dan

S(TX, T, Ty) < max{S(X, X, y), S(Tx,Tx, x), S(Ty, Ty, y),
S(Ty, Ty, x),S(Tx,Tx, y)}

<diam{U, VU }

esitsizligi elde edilir. Sonug olarak T fonksiyonu (S25a) kosulunu saglar. o

Asagidaki 6rnekten de goriilebilecegi gibi Onerme 3.1.11 in tersi her zaman
dogru degildir.

3.1.12 Ornek. S:XxXxX —>[O,oo) fonksiyonu R reel sayilar kiimesi
tizerinde aligilmig S — metrik, T fonksiyonu her x € (0,1) igin
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Tx =X

seklinde tamimli olsun. S, : X x X x X —[0,)

S(x.y,2)

5,00,y,2) ==

olsun. S; fonksiyonunun R reel sayilar kiimesi iizerinde bir S— metrik oldugu

kolayca gosterilebilir. x = % y= % €(0,1) icin

111 1

S, (Tx,Tx,Ty)=S,| —,—,— |=—,
! ) 1(2 2 4} 4
111 1

S X, X, =S T [T
(X%, Y) 1(2 > 4j 2

S,(Tx, Tx, X) = S, (x, x,x) =0,

S,(Ty,Ty,y)=S,(y,y,y) =0,

111 1
S T 1T 1X :S _1_1_ :_l
Ty, Ty, X) 1(4 4 2} 1

ve bu degerler kullanilarak

S,(Tx,Tx, Ty) :1< max{i,o,o,i,i} :i
4 4 4°4) 4

elde edilir. Bu ise bir ¢eligkidir. O zaman T fonksiyonu (S25) kosulunu saglamaz.

sup{(0,1)}=1 oldugundan T fonksiyonunun (S25a) kosulunu sagladigi
kolaylikla goriliir [38].

(R25) Rhoades fonksiyonunun (R50) , (R75), (R100) ve (R125) gibi

genellestirilmis formlar1 [25] nolu kaynakta ¢alisilmistir. Biz de S — metrik uzaylar
icin (R50) — (R125) formlarini genellestirecegiz.

3.1.13 Tammm. (X,S) bir S— metrik uzay ve T:X — X bir fonksiyon
olsun.
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(S50) Herhangi x,y e X, x# y noktalari igin

S(TPx, TPx,TPy) <max{S(x,x,y),S(T"x,T°x,x),S(T"y,T"y,y),
S(TPy, TPy, x),S(T°X,TPx, y)}

olacak sekilde bir p pozitif tamsayis1 vardir.

(S75) Herhangi x,y € X, x# y noktalar1 i¢in

S(TPx,TPx, T) <max{S(x, X, y),S(T "X, T°x,x),S(Ty,T%y,y),
STy, Ty, %), S(T°X,Tx y)}

olacak sekilde p, g pozitif tamsayilar1 vardir.

(S100) xe X verilsin. Her y e X, x# y noktasi i¢in

S(T PWx, T PXx, T PXy) < max{S(x, X, y), S(T P¥x, T P¥x, x),
S(T ”(X’y,T p(X)y1 y),S(T p(X)y1T D(X)y, x),S(T p(X)X,T p(X)X, )}

olacak sekilde bir p(x) pozitif tamsayisi vardir.

(S125) Herhangi x,y e X, x # y noktalari igin

S(T p(X,y)X’T p(xyy)X’T p(x,y) y) < max{S(x, X, Y), S(T p(xyy)X'T p(xyy)xl X),
S(T p(X,y)y,T p(x,y)y, Y), S(T p(xvy)y;]- p(xvy)y’ X), S(T p(x,y)X,T p(x,y)xl y)}

olacak sekilde bir p(X,y) pozitif tamsayist vardir [33].

seklinde tanimlanir.

3.1.14 Sonug. (X,d) bir tam metrik uzay, (X,S,) bu metrik tarafindan elde

edilen S— metrik uzay ve T:X — X bir fonksiyon olsun. Eger T fonksiyonu
(R50) (sirasiyla (R75) , (R100) ve (R125) ) kosulunu sagliyorsa o zaman T

fonksiyonu (S50) (sirasiyla (S75), (S100) ve (S125)) kosulunu da saglar [33].

3.1.15 Sonug. (X,S) bir tam S— metrik uzay, (X,ds) bu S— metrik

tarafindan elde edilen metrik uzay ve T:X — X bir fonksiyon olsun. Eger T
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fonksiyonu (S50) (sirasiyla (S75) , (S100) ve (S125) ) kosulunu sagliyorsa o
zaman T fonksiyonu (R50) (sirasiyla (R75), (R100) ve (R125) ) kosulunu da
saglar [33].

3.1.16 Onerme. (X,S) bir S— metrik uzay ve T:X — X bir fonksiyon
olsun. Tanim 3.1.13 ten agagidaki iligkiler elde edilir [33]:

(S25) = (S50) = (S75)
ve

(S50) = (S100) = (S125) .

Ispat. T fonksiyonu (S25) kosulunu saglasm. Bu durumda herhangi
X,y € X, X# Yy noktalar1 i¢in

S(TX,Tx, Ty) < max{S(X, X, y), S(Tx,Tx, x), S(Ty, Ty, y),
S(Ty, Ty, x), S(TX, TX, y)}

olur. Eger p=1 alinirsa (S50) kosulunun saglandigi agiktir. Sonu¢ olarak T
fonksiyonu (S50) kosulunu saglar.

T fonksiyonu (S50) kosulunu saglasin. Bu durumda herhangi X,y e X,
X # Yy noktalar1 i¢in

S(TPXTPX,TPy) <max{S(x,x,y),S(T X, T"xx),S(Ty,T"y,y),
S(TPy, TPy, x),S(T"X, T, y)}
olacak sekilde bir p pozitif tamsayis1 vardir. Eger p=q almirsa (S75) kosulunun

saglandig1 agiktir. Sonug¢ olarak T fonksiyonu (S75) kosulunu saglar. Ayrica
p = p(x) icin T fonksiyonu (S100) kosulunu saglar.

T fonksiyonu (S100) kosulunu saglasin ve herhangi xe X verilsin.
Herhangi bir y € X, x# y noktas1 i¢in

S(T PP, TP, TPXy) < max{S(x, x, y), S(T P¥x,T P¥x, x),
S(T D(X)y,T P(X)y’ y),S(T D(X)y,T D(X)y’ x), S(T p(X)X,T p(X)X’ )}

olacak sekilde bir p(x) pozitif tamsayis1 vardir. Eger p = p(x) = p(x,y) alinrsa bu
durumda (S125) kosulu saglanir. Sonu¢ olarak T fonksiyonu (S125) kosulunu

saglar. O
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Asagidaki 6rneklerden goriildiigii gibi, Onerme 3.1.16 daki iliskilerin tersi her
zaman dogru olmak zorunda degildir.

3.1.17 Ornek. Asagida tanimlanan fonksiyon R reel sayilar kiimesi (izerinde
alisitlmis S — metrikten farkli bir S — metrik tanimlar:

Her x,y,ze R igin
S(X,Y,2)=|x—=z|+|x+z-2y|

dir. T :[0,1] —[0,1] fonksiyonu

0 , XE[O,l],x;«sl

Tx = 1 4
1, X=—
4

seklinde tanimli olsun. ([0,1],S)

ikilisinin bir S — metrik uzay oldugu kolayca
goralebilir.

x—l y—i icin
2' 7 4

S(Tx, Tx, Ty) =5(0,0,1) = 2,

111) 1
X, X, S|=,= ===,
S )= (224) 2

S(TX,Tx, X) = S(0,0, ):

1) 3
S(Ty, T S|11,=|==
Ty, Ty,y) = [ 4j >

S(Ty, Ty, x) = S(l,l,%) 1

1 1
S T S| 0,0,— —
(T, Tx, y) = ( 4j :

ve bu degerler yardimiyla

1,.3.1 3
S(Tx, Tx,Ty)=2<maxs—=,1,=,1, =+ ==
(T TX,TY) {2 : } :
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elde edilir. Bu ise bir ¢eligkidir. O zaman T fonksiyonun (S25) kosulunu saglamaz.
Ancak her x,ye X (x#y) ve p>2 icin T fonksiyonunun (S50) kosulunu
sagladig1 kolayca goriilebilir [33].

3.1.18 Ornek. [39] numarali kaynakta sayfa 105 de verilen 6rnekte tanimli
olan T fonksiyonunu (bkz. Sekil 3.1) ve alisilmis S — metrigi diisiinelim. Eger her

n igin x:(£+1,0j, y:(i,oj secilirse T fonksiyonunun (S50) kosulunu
n n

saglamadigi kolayca goriilebilir. Herhangi xe X noktast i¢in (S100) kosulu
saglanacak sekilde bir p(X) pozitif tamsayisi segilebilir. Sonu¢ olarak T
fonksiyonunun (S100) kosulunu sagladig: elde edilir [33].

(-1,1) 0, 1)

LD b ©.1) hd)— 1)
O B T T S N T Gy T (!

.&—/—’__r-’::_:’?::jﬁ»o —

L] - =t — it =t — At — 8 = ameenr—ar— ol |

T S —

- =" —a o — 8" > L)
/f—l,c') (=40(=%0) 0,0 (& 0)3,0 (1,0)

Sekil 3.1: Ornek 3.1.18 de tanimli olan T fonksiyonu.

3.1.19 Ornek. R reel sayilar kiimesi iizerinde tanimli olan ve Ornek 3.1.17
de verilen S —metrigi dikkate alalim. T :{0,1,2} —{0,1,2} fonksiyonunu

sz{xﬂ . xe{0,1}
1, x=2

seklinde tanimlayalim. ({0,1, 2},8) ikilisinin bir S — metrik uzay oldugu kolayca
gordlebilir.

x=1ve y=2 secelim. p=1igin
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S(TX,Tx, Ty) =5(2,2,1) = 2,

S(x,x,y)=S(1,12) =2,
S(Tx,Tx,x)=S(2,2,1) = 2,
STy, Ty,y)=S(1.12)=2,
S(Ty, Ty,x)=S(2,2,2) =0,
S(Tx,Tx,y)=S(@,1,1) =0

ve bu degerler kullanilarak
S(Tx,Tx,Ty) =2 <max{2,2,2,0,0}=2

esitsizligi elde edilir. Bu ise bir ¢eliskidir. Bu durumda T fonksiyonu (S50)

kosulunu saglamaz.
p=2 icin
S(T?x,T°x,T?y)=S(1L1,2) =2,
S(x,x,y)=S(1,12) =2,
S(T?x,T?x,X)=S(1,1,1) =0,
S(T*y.T?y,y)=5(2,2,2) =0,
S(T%y,T?y,x)=S(1,1,2) =2,
S(T°x,T?X,y)=5(2,2,1) =2
ve bu degerler kullanilarak
S(T?x,T?x,T%y) =2 <max{2,0,0,2,2} =2

esitsizligi elde edilir. Bu ise bir ¢eliskidir. Bu durumda T fonksiyonu (S50)

kosulunu saglamaz.

Benzer sekilde p >3 icin de (S50) kosulunun saglanmadigi goriiliir. Sonug
olarak her p icin T fonksiyonunun (S50) kosulunu saglamadig: elde edilir.

T fonksiyonunun p=1ve q=2 i¢in (S75) kosulunu sagladig: agiktir.
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3.1.20 Ornek. Ornek 3.1.17 de tanimli olan S — metrik ile birlikte tanimlanan
R S —metrik uzaym dikkate alalim. T :[0,1] U{3} — [0,1] W{3} fonksiyonunu

Ix XE[O,l],Xil,Xii
2 3
1 1
— , X=—
Tx = 3 i
3 X==
3
l , x=3
2

seklinde tanimlayalim. ([0,1] W{3},S) ikilisinin bir S —metrik uzay oldugu kolayca
goralebilir. x e X =[0,1]u{3} alalim. Herhangi bir ye X, x#y icin T fonksiyonu
(S100) kosulunu saglayacak sekilde bir p(x) pozitif tamsayisi olmadigindan
(S100) kosulu saglanmaz. Fakat herhangi X,y e X, X# Yy noktalart i¢in (S125)
kosulu saglanacak sekilde bir p(X,y) pozitif tamsayisinin var oldugu agiktir. Sonug
olarak T fonksiyonu (S125) kosulunu saglar [33].

3.1.21 Uyari.. Onerme 3.1.7, Ornek 3.1.18 ve Ornek 3.1.19 dan (S75) ve
(S100) kosullarinin birbirinden bagimsiz oldugu elde edilir [33].

3.2  S—Metrik Uzaylarda Baz1 Sabit Nokta Teoremleri

Bu bolimde S-— metrik uzaylarda bazi sabit nokta teoremleri elde
edilecektir. Bu sabit nokta teoremlerini elde etmek icin S — metrik uzaylarda C —

fonksiyon, L — fonksiyon, kompaktlik, cap, yigilma noktasi ve periyodik nokta

kavramlarindan yararlanilacaktir. Elde edilen sabit nokta teoremlerinin c¢esitli
daralma fonksiyonlar1 kullanilarak bazi sonuglar1 arastirilacaktir.

3.2.1 Teorem. (X,S) bir S—metrik uzay ve T : X — X bir C; — fonksiyon

olsun. Bu durumda T fonksiyonunun X kiimesinde bir sabit noktaya sahip olmasi
icin gerekli ve yeterli kosul

TPx=T% (3.5)
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kosulunu saglayan p ve q, p>(0=0 tamsayilarinin ve Xe X noktasinin var

olmasidir. Eger (3.5) kosulu saglaniyorsa T X, T fonksiyonunun bir sabit noktasidir
[38].

Ispat. x, € X, T nin bir sabit noktasi olsun. p=1, =0 i¢in (3.5) kosulu

saglanir.

Tersine,
TPx=T%

esitligini saglayan p ve q, p> =0 tamsayilari ve X € X noktasinin var oldugunu
kabul edelim.

p, T*x=TP"x (k>q) olacak sekildeki en kii¢iik tamsayr olsun. Eger

T%% =y, n=p-—q alinirsa
Ty=T"TIX=TP " Ix=TPx=T%=y
elde edilirve n, T"y =y (n>1) olacak sekildeki en kii¢iik tamsayidir.

Simdi y nin T fonksiyonunun bir sabit noktasi oldugunu gosterelim. Bunun
icin y nin T fonksiyonunun bir sabit noktas1 olmadigin1 kabul edelim. Bu durumda
n>2ve 0<i< j<n-1igin

Ty=Tly
olur. T fonksiyonu bir C; — fonksiyon oldugundan
STy, T'y,y)=S(T'y,T'y,T"y) =S(T"y,T"y,T'y)
<max{S(T'y,T'y,y)}
<j<n
=lmaxl{S(ij,ij, V}i=12...,n-1
<j<n-

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlikten

max{S(T'y,T'y, y)} < max{S(T'y, Ty, y)}

1<i<n-1
olur. Bu ise bir ¢eliskidir.

Sonug olarak T =y, T fonksiyonunun bir sabit noktasidir. o

36



3.2.2 Sonug. T: X — X, (S25) kosulunu saglayan bir fonksiyon olsun. Bu

durumda T fonksiyonunun X kiimesinde bir sabit noktaya sahip olmasi i¢in gerekli
ve yeterli kosul

TPx=T9%

kosulunu saglayan p ve q, p>(0=0 tamsayilarinin ve Xe X noktasinin var

olmasidir. Eger (3.5) kosulu saglaniyorsa T %X, T fonksiyonunun bir sabit noktasidir
[38].

3.2.3 Teorem. (X,S) bir S —metrik uzay ve T: X — X bir Ly — fonksiyon

olsun. Bu durumda T fonksiyonunun X kiimesinde bir sabit noktaya sahip olmasi
icin gerekli ve yeterli kosul (3.5) kosulunu saglayan p ve q, p>q=>0
tamsayilarinin ve X € X noktasinin var olmasidir. Eger (3.5) kosulu saglaniyorsa
T9%, T fonksiyonunun bir sabit noktasidir [38].

Ispat. Onerme 3.1.8 ve Teorem 3.2.1 den agiktir. O

Simdi periyodik indeks kavrami S — metrik uzaylara genellestirilerek yeni
sabit nokta teoremleri elde edilecektir.

3.2.4. Tanmm. (X,S) bir S— metrik uzay, T:X — X bir fonksiyon ve
x e X olsun.

T"x=x (3.6)

olacak sekilde bir pozitif n tamsayisi varsa x noktasina T fonksiyonunun bir
periyodik noktasi denir. (3.6) kosulunu saglayan en kiigiik pozitif n tamsayisina da
X noktasinin periyodik indeksi denir [38].

3.2.5 Teorem. (X,S) bir S—metrik uzay ve T : X — X bir L — fonksiyon

olsun. Bu durumda T fonksiyonunun X kiimesinde bir sabit noktaya sahip olmasi
igin gerekli ve yeterli kosul T fonksiyonunun X kiimesinde bir periyodik noktaya
sahip olmasidir [38].

Ispat. x,, T fonksiyonunun bir sabit noktasi olsun. n=1 igin (3.6)
kosulunun saglandigr agiktir. Boylece T fonksiyonu X de bir x, periyodik

noktasina sahiptir.

37



Tersine, X, € X noktasinin T fonksiyonunun bir periyodik noktas1 oldugunu,
yani
T"%, =X,

olacak sekilde bir n pozitif tamsayisinin var oldugunu kabul edelim.

Simdi X, in T fonksiyonunun bir sabit noktasi oldugunu gosterelim. Bunun
icin X, n T fonksiyonunun bir sabit noktas: olmadigin1 kabul edelim. Bu durumda

n>2ve 0<i< j<n-1igin
T'x, 2T7x,
olur. T fonksiyonu bir Ly — fonksiyon oldugundan

S(T"X,, T"%y, T'%,) < max {S(T %, T°x,, T%)} i=12,...,n-1

0<p<g<n
esitsizligi elde edilir. g =n igin
1maxl{S(T‘XO,T‘XO,T”XO)}< ‘max {S(T PXo, T "%, T"X,)}
<i<n- <p<n-

olur. Bu ise bir ¢eliskidir.

Sonug olarak x,, T fonksiyonunun bir sabit noktasidir. o

3.2.6 Sonug. (X,S) bir S— metrik uzay ve T:X — X, (525) kosulunu

saglayan bir fonksiyon olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler birbirine denktir:
(1) T fonksiyonu X de bir sabit noktaya sahiptir,

(2) T fonksiyonu X de bir periyodik noktaya sahiptir,

(3) TPx=T% kosulunu saglayan p ve q, p>(Qq>0 tamsayilar1 ve x e X
noktasi vardir.

Eger (3) kosulu saglaniyorsa T, T fonksiyonunun bir sabit noktasidir.

(X,S) bir S—metrik uzay olsun. Eger X deki her dizi yakinsak bir alt
diziye sahipse X kimesine kompakt kiime denir.

Kompakt S — metrik uzaylar i¢in asagidaki teorem verilecektir.
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3.2.7 Teorem. (X,S) bir kompakt S — metrik uzay ve T: X — X (S25a)

kosulunu saglayan siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda T fonksiyonunun bir tek
sabit noktas1 vardir [38].

Ispat. T siirekli bir fonksiyon ve X kompakt oldugundan TX Y olacak
sekilde X in bir kompakt Y alt kiimesi vardir. Bu durumda TY cY dir ve
A:ﬂT”Y , T fonksiyonu tarafindan kendi {izerine resmedilen X in bostan farkli

n=1

kompakt bir alt kimesidir.

Simdi A kumesinin T fonksiyonunun tek sabit noktasindan olusan tek
noktali bir kiime oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki A kiimesi tek noktadan
olusmasin. O zaman diam{A}>0 dir. A kompakt alt kiime oldugundan

S(x, x,y) =diam{A}

olacak sekilde X,y e A noktalar1 vardir. Ayrica T fonksiyonu A kiumesini kendi
lizerine resmettiginden Tx'= X, Ty'=Y olacak sekilde x',y'e A noktalar1 vardir. T
fonksiyonu (S25a) kosulunu sagladigindan

diam{A}=S(x,x,y) =S(Tx',Tx", Ty") < diam{ A}
olur. Bu ise bir ¢eliskidir.

Sonug olarak T fonksiyonunun bir tek sabit noktasi vardir. O

3.2.8 Sonug. (X,S) bir kompakt S— metrik uzay ve T: X — X (525)

kosulunu saglayan siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda T fonksiyonunun bir tek
sabit noktas1 vardir [38].

Teorem 3.2.7 nin bir sonucu olarak, bir kompakt S —metrik uzay lzerinde
strekli T fonksiyonlar1 igin Nemytskii — Edelstein teoreminin iki yeni genellemesi
verilebilir. Eger T fonksiyonu Teorem 2.3.16 daki esitsizligi sagliyorsa o zaman

(S25) kosulunu da saglar. Gergekten, her X,y € X (x# y) icin

S(TX, Tx, Ty) < S(x, X, Y)
<max{S(x, X, y),S(Tx,Tx, x), S(Ty, Ty, y), S(Ty, Ty, x), S(Tx, Tx, y)}

elde edilir. Boylece asagidaki sonuglari ifade edebiliriz:

(1) Sonug 3.2.8, Teorem 2.3.16 nin bir genellemesidir.
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(2) Onerme 3.1.11 den Teorem 3.2.7 nin Teorem 2.3.16 nin bir baska
genellemesi oldugu elde edilir.

Simdi (S25) ve (S25a) kosullarimi saglayan fakat Teorem 2.3.16 daki

esitsizligi saglamayan bir fonksiyon 6rnegi verilecektir.

3.2.9 Ornek. Alsilmis S — metrik ile birlikte X =[0,1] S - metrik uzayin

dikkate alalim. T : X — X fonksiyonunu her x € X i¢in

x+l , Xe{o,lj
2 2
1 , Xe[l,l}
2

seklinde tanimlayalim. T fonksiyonu ([0,1] : S) kompakt S —metrik uzayi iizerinde

TX =

stirekli bir fonksiyondur. x,y e{o,%j icin

ST, TX, Ty) =2|x—y|[<S(X, X, ¥) =2|x-y|

elde edilir. Bu durumda Teorem 2.3.16 daki esitsizlik saglanmaz. T fonksiyonunun
(S25) ve (S25a) kosullarmi sagladigi kolaylikla goriilebilir. Sonug olarak, T

fonksiyonunun [0,1] kiimesi Gzerinde bir tek x =1 sabit noktast vardir [38].

Simdi S — metrik uzaylar i¢in y1§1lma noktasi tanimini verelim.

3.2.10 Tammm. (X,S) bir S—metrik uzay ve Ac X olsun. Her r >0 icin
Bs(x,n)—{x}H)nA=D
ise xe X noktasina A kiimesinin bir yigilma noktas1 denir [38].

3.2.11 Teorem. (X,S) bir S —metrik uzay ve Ac X olsun. Bu durumda x
noktasinin A kiimesinin bir y181lma noktasi olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul i # |

icin x #x; ve IlimS(x,x,x)=0 olacak sekilde x eX (i=12,...,n,..)

n—oo

noktalarinin var olmasidir [38].
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Ispat. Her i=j icin x=x; ve limS(x,x,x)=0 olacak sekilde

X, e X (1=12,...,n,...) noktalarinin var oldugunu kabul edelim. Bu durumda {x_}
dizisi A—{x} klmesinde x noktasina yakinsar. Boylece r>0 ve nx>n, igin
X, € Bs(x,r) olacak sekilde n, e N vardir. Buradan (Bg(X,r)—{x})"A=< olur.

Sonug olarak x noktast A kiimesinin bir y1gilma noktasidir.
Tersine, x noktas1 A kiimesinin bir y18ilma noktasi olsun. X, € Bg(x,1) ve

X, # X olacak sekilde bir X, € A segelim. Simdi X, € B (X,%j Ve X, #X, X, #X

olacak sekilde bir X, € A secelim. Bu sekilde devam edersek X, € BS(X,EJ ve
n

X, # X, X, =X, X, #X,, ..., X, #X, 4, ... olacak sekilde bir x, € A segebiliriz. Bu

durumda limS(x,, X,,X) =0 olacak sekilde A kiimesinin farkli elemanlarini igeren

{x,} dizisi elde edilir. o

3.2.12 Teorem. (X,S) bir S— metrik uzay, T:X — X surekli bir C, —
fonksiyon ve x, {T"x}., dizisi bir X, yigilma noktasma sahip olacak sekilde X

kimesinde bir nokta olsun. O zaman T"x, (n=0,1,2,... ) noktalar1 {T"x}
dizisinin y1gilma noktalaridir [38].

Ispat. x,, {T"x}7, dizisinin bir yigilma noktasi olsun. Bu durumda X,

noktasina yakinsayan bir {T" x} alt dizisi vardir, yani,

lim S(T"x,T"x,%,)=0

nj—

olur. Simdi T"X, (n=0,1,2,...) noktalarmm {T"x}, , dizisinin yigilma noktalar:
oldugunu gosterelim. T fonksiyonu X kumesi Uzerinde bir C,— fonksiyon

oldugundan

im S(T"x,T%X, T"%,) < lim{S(T"x, T"x,%,)}=0

n; —>oo

olur. Sonug¢ olarak her bir n=0,1,2,... icin T"x, , {T"x},, dizisinin yi8ilma

noktalaridir. o

3.2.13 Teorem. (X,S) bir tam S— metrik uzay, T:X — X slrekli bir

C, — fonksiyon ve x, {T"x},_, dizisi bir x,yigilma noktasina sahip olacak sekilde
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X kimesinde bir nokta olsun. Bu durumda T fonksiyonunun {T"x,} ", dizisinde

bir sabit noktaya sahip olmas1 i¢in gerekli ve yeterli kosul asagidaki ifadelerden
birinin saglanmasidir:

(1) {T"x},_, yakinsak bir dizidir.

(2) z, {T"x,},_, dizisinin bir elamani1 olmak Uzere T%z =z olacak sekilde
pozitif bir q tamsayis1 vardir [38].

Ispat. {T"x,}={x} ise bu durumda {T"x} dizisinin yakinsak oldugu agiktir
ve (1) kosulu saglanmir. {T"x }={x,} ve ze{T"x,}, T fonksiyonunun bir sabit
noktast olsun. z , {T"x} dizisinin bir yigilma noktast oldugundan z noktasina

yakinsayan bir {T "x} alt dizisi vardir. Boylece Teorem 3.2.12 den

lim S(T"X,T"x,z) = lim S(T"x,T"x,T"z)

elde edilir. O zaman T"z = z olur ve bdylece (2) kosulu saglanir.

Tersine olarak (1) kosulu saglanirsa {T"x,}={x,} ve X, bir sabit noktadir.

Eger (2) kosulu saglanirsa o zaman Teorem 3.2.1 den T fonksiyonunun bir sabit
noktasi vardir. O

3.2.14 Sonug. (X,S) bir S— metrik uzay, T:X — X surekli bir Lg—
fonksiyon (ya da T fonksiyonu (S25) kosulunu saglasin) ve x, {T"x},_, dizisi bir
X, y181lma noktasina sahip olacak sekilde X kiimesinde bir nokta olsun. Bu durumda

T fonksiyonunun {T"x,}~, dizisinde bir sabit noktaya sahip olmasi i¢in gerekli ve

yeterli kosul asagidaki ifadelerden birinin saglanmasidir:
(1) {T"x},_, yakinsak bir dizidir.

(2) z, {T"x,}._, da bir nokta olmak lzere T% =z olacak sekilde pozitif bir
g tamsayisi vardir [38].

(S25) daralma fonksiyonunun genellestirmeleri i¢in asagidaki sabit nokta

teoremleri elde edilmistir.
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3.2.15 Teorem. (X,S) bir S—metrik uzay ve T: X — X (S125) kosulunu

saglayan bir fonksiyon olsun. Eger T fonksiyonunun bir sabit noktas1 varsa tektir
[33].

Ispat. x,ye X, x#Yy olacak sekilde T fonksiyonunun iki sabit noktasi
olsun. (S125) kosulu ve Yardimer Teorem 2.3.5 kullanilirsa,

S(TPx, TPx,TPy) <max{S(x,x,y),S(T°x,T"x,x),S(T°y,TPy,y),
STy, TPy, x), S(TPx,T"x, y)}
=max{S(x,X%,Y),0,0,S(y,V,x),S(x,x,y)}

=S(x,X,Y)

olacak sekilde bir p = p(x,y) pozitif tamsayisinin var oldugu ag¢iktir. Bu durumda,

TPx=x ve T’y =y oldugundan
S(TPX,TPX,TPy)=S(x,X,¥)<S(X,X,Y)

oldugu elde edilir. Bu ise bir geliskidir. Sonu¢ olarak X =Yy dir, yani sabit nokta

tektir. O

3.2.16 Sonug. (X,S) bir S— metrik uzay ve T: X — X (S25) (sirastyla
(S50) ve (S100)) kosulunu saglayan bir fonksiyon olsun. Eger T fonksiyonunun bir
sabit noktasi1 varsa tektir [33].

Ispat. Onerme 3.1.16 dan ispat kolaylikla goriiliir. o

3.2.17 Sonug. (X,S) bir S— metrik uzay ve T:X —> X (S75) kosulunu

saglayan bir fonksiyon olsun. Eger T fonksiyonunun bir sabit noktasi varsa tektir
[33].

Ispat. (S75) kosulunun tanimi kullanilarak Teorem 3.2.15 iin ispatinda

kullanilan yonteme benzer sekilde ispat goriiliir. O

3.2.18 Teorem. (X,S) bir S— metrik uzay, T: X — X (S125) kosulunu
saglayan bir fonksiyon, X € X ve X noktast m periyodik indeksli T fonksiyonunun
bir periyodik noktasi olsun. Bu durumda T fonksiyonunun {T"x} (n>0) dizisinde
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bir sabit noktasinin var olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul herhangi
T, T2xe{T"x} (n>0), T"x =T ™x noktalari i¢in

TPIDT™) (Thy) =Ty ve TPTT™) (Thy) =T x

olacak sekilde T™x, T™x e{T"x} noktalarinin var olmasidir. Bu durumda X noktasi
T fonksiyonunun X kiimesindeki tek sabit noktasidir [33].

Ispat. x noktasinin periyodik indeksi m oldugundan

{I"F={x,Tx,...,T"'x}
olur. x#Tx ise

SHT"XP) = max I{S(T"X,Tkx,T'x)}:S(T“lx,T”lx,T”ZX)

0<k,l<m-1,k=
olacak sekilde T™"x, T"x e{T"x}, T"x = T™x vardir. Hipotezden
T PO (T ) =T™x ve TP T™(Thx) =T ™ x

olacak sekilde T™X,T™xe{T"x} vardir. T"x=T"™x oldugundan T™x=T™x dir
Boylece

OHT"x}) =S(T™"x, T"x,T™X)
= ST PIEXT™ (T ox), T P00 (T ), T P60 (T e x))
<max{S(T™x,T™x,T™x),S(T"x,T"x,T"x),S(T"x,T"™x,T"™x),
ST, T™X,T™x),S(T"x, T"x,T™x)}
<s({T"x})

elde edilir. Bu bir ¢eligkidir. Boylece x =Tx olur. Teorem 3.2.15 ten x tektir.

Teoremin tersinin ispati agiktir. O

3.2.19 Sonug. (X,S) bir S— metrik uzay, T:X — X (S100) kosulunu
saglayan bir fonksiyon ve Xe X, T fonksiyonunun periyodik noktasi olsun.
Asagidaki kosullar denktir:

(1) T fonksiyonunun {T"x} (n>0) dizisinde bir tek sabit noktas1 vardir.
(2) p(T™x) pozitif tamsay1 olmak tizere herhangi T"x e{T"x} (n>0) i¢in
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TPT™(Tx) =T "x
olacak sekilde T"x e{T"x} (n>0) vardir.

Bu durumda x noktasi T fonksiyonunun bir tek sabit noktasidir [33].

3.2.20 Sonug. (X,S) bir S— metrik uzay, T:X —> X (S75) kosulunu

saglayan bir fonksiyon ve X € X, T fonksiyonunun periyodik noktasi olsun. p ve q

pozitif tamsayilar olmak tizere herhangi T"X, T"xe{T"x} (n>0), T"x=T™x igin
TP(TMex)=T"x ve T(T™x)=T"x

olacak sekilde T™x, T™xe{T"x} varsa x noktast T fonksiyonunun bir tek sabit
noktasidir [33].

3.2.21 Sonug. (X,S) bir S— metrik uzay ve T:X — X (S50) kosulunu
saglayan bir fonksiyon olsun. Asagidaki kosullar denktir:

(1) T fonksiyonunun X kiimesinde bir sabit noktas1 vardir.
(2) T fonksiyonunun X kiimesinde bir periyodik noktasi vardir.

Bu durumda x noktas1 T fonksiyonunun bir tek sabit noktasidir [33].

Bir sonraki teoremde (S75) kosulunu saglayan T : X — X fonksiyonu igin
sabit noktanin varligini1 garanti edecek bazi kosullari elde edilmistir.

3.2.22 Teorem. (X,S) bir S— metrik uzay, T: X — X (S75) kosulunu
saglayan bir fonksiyon, x e X, m periyodik indeksli T fonksiyonunun periyodik

noktasi ve p, ( pozitif tamsayilar olsun. Asagidaki kosullar saglansin:

(1) p=pm+p,, g=gm+q,, 0<p,,q,<m ve p, 0, negatif olmayan

tamsayilardir.
(2) 2| p,—q, |=m dir.

Bu durumda x noktast T fonksiyonunun X kumesindeki bir tek sabit
noktasidir [33].
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Ispat. x noktasmin T fonksiyonunun bir tek sabit noktasi oldugunu
gosterelim. Kabul edelim ki x noktas1 T fonksiyonunun sabit noktasi olmasin.

A={T"}={xTx,T°%,....T"x,.. }

olsun. x noktasinin periyodik indeksi m oldugundan
A={T"xF={x,Tx,T°x,...,T" %}

olur ve A kiimesinin elemanlari birbirinden farklidir. Bu yiizden 0<i< j<m ve

S(A)= max Isa'kxj'kx,'r'x)=5('rix,'rix,1'ix)

0<k,I<m-1,k=

olacak sekilde i, j vardir.

p, >q, olsun. Ayrica negatif olmayan n tamsayisi i¢cin T"(A)=A dir.
Boylece

T'x=T"(T"x) ve T!x=T%*(T"™x) 3.7)
olacak sekilde T™x, T™x e A vardir. Benzer sekilde
T'x=T%(T"™x) ve TIx=T"(T"x) (3.8)
olacak sekilde T™x, T™x e Avardr.
n, #n,, N, #n, durumlarindan en az birinin dogru oldugunu ispatlayalim.
n, =n, olsun.
0<i, j, p,, 0y, N, N, N3, N, <M
oldugundan ve (3.7), (3.8) den
p,+n, =am+i, 0g,+n,=bm+ j (3.9
g, +N,=cm+i, p,+n,=dm+ j (3.10)
olacak sekilde a, b, ¢, d €{0,1} vardur.

n,=n, ise p,>q, oldugundan am+i>bm+ j elde edilir. i < j oldugundan
a=1, b=0 olur. (3.9) dan

(p,—d,)+(j—1)=m (3.11)

dir. (3.10) esitlikleri ve n, =n, oldugu kullanilarak
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(p,—0,)=(d-c)m+(j—i) (3.12)
elde edilir.

0<p,—-q,<m-1 0<j—i<m oldugundan (3.12) esitligi kullanilarak
d —c =0 olur. Boylece p,—q, = j—i oldugu goriiliir.

(3.11) esitliginden
2( P, — qz) =m

olur. Bu bir g¢eliskidir. Boylece n #n, olmaldir. T"x=T%x dir. T»x=T"x,

T%x =T oldugu kullanilarak
S(A) =ST'%T'%,Tx)=S(TP(T"x), T (T"x),T*(T"x))
= S(TP(T™), TP (T, T4(T"x))
<max{S(T"x, T"x, T"x),S(T"(T"x),T (T ™x),T"x),
S(THT ™x), TYT™x),T™x),S(TY(T"™x),TT ™x),T"x),
S(TP(T™x), TP(T™x), T™x)}
<6(A)
esitsizligi elde edilir. Bu bir geliskidir. Sonug olarak x =Tx dir.

Benzer sekilde n, =n, ise n, #n, oldugu goriilir ve bdylece x=Tx olur.
Sonug 3.2.17 den x noktas1t T fonksiyonunun bir tek sabit noktasidir. o

3.3  Rhoades Daralma Fonksiyonunun Bir Uygulamasi

Bu bélimde Sonug 2.3.19 daki daralma fonksiyonu asagidaki gibi (Q25)
olarak adlandirilarak yeni sabit nokta teoremleri elde edilmistir.

Herhangi x,y e X igin
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S(Tx, Tx, Ty) < hmax{S(x, x,y), S(Tx,Tx,x), S(Ty, Ty, y)

(Q25) S(Ty, Ty, x),S(Tx,Tx, y)}

olacak sekilde h e {0,%} sayis1 vardir.

3.3.1 Tammm: (X,S) bir S —metrik uzay ve T: X — X bir fonksiyon olsun.
X, S — metrik uzaymin T, — yoOrlingesel tam olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul bir

xe X i¢in {x,Tx,...,T"x,...} dizisindeki her Cauchy dizisinin X de yakinsak
olmasidir [33].

3.3.2 Teorem: (X,S), T, — yortngesel tam ve T: X — X (Q25) kosulunu

saglayan bir fonksiyon olsun. T fonksiyonunun X de bir tek sabit noktasi vardir
[33].

Ispat. Sonug 2.3.18 den agiktr.

Simdi S— metrik uzaylardaki (Q25) daralma fonksiyonunun tanimini
asagidaki sekilde genisletelim:

he{o,%] olmak Uzere herhangi Xx,ye X, bazi sabit p ve q pozitif
tamsayilari i¢in

S(TPx,TPx, Ty) <hmax{S(T"x,T"x,T*y),S(T""x,T"x,T"?x),

(Q25a)
S(T*y,T*y,T?y):0<r,r,<pve0<q,0q,<q}

dir.

3.3.3 Teorem: (X,S) bir tam S— metrik uzay ve T:X — X, (Q25a)

kosulunu saglayan siirekli bir fonksiyon olsun. T fonksiyonunun X de bir tek sabit
noktasi vardir [33].
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Ispat. Genelligi bozmadan h e[%%) alabiliriz. Bu durumda (Q25a) kosulu

saglanir ve

h ™ >1 olur. p>q olsun.

xe X olsun ve {T"x:n=12,..} dizisinin S— smirlh olmadigin1 kabul
edelim. Aciktir ki
{ST"x,T"x,T):n=12,...}

dizisi S — smurl degildir. Boylece

S(T"X, T"x, T) > I h2h max{S(T'x,T'x,T%):0<i< p}

olacak sekilde bir n tamsayisi vardir.

m, n tamsayilarin en kiicligii olsun.

h ™ >1 oldugundan m> p>q olur.

Boylece

S(T™X,T"X,T%) > I h2h max{S(T'x,T'x,T%):0<i< p}

> max{S(T"x,T"x,T):0<r, <m} (3.13)
olur. (3.13) esitsizligi kullanilarak
(1-2h)S(T™x,T"x,T%) > hmax{S(T'x,T'x,Tx):0<i < p}
>hmax{S(T'x, T'x, T") - S(T"x,T%x,T%):0<i<pve0<r <m}
> hmax{S(T'x,T'x, T ) -S(T"x, T"x,T%):0<i<pve 0<r <m}
ve boylece
ST™X,T™X, TX) > hmax{S(T'x,T'x,T"x):0<i<pve0<r<m} (3.14)
elde edilir.
Simdi
ST™X,T™X, T%) >hmax{S(T'x,T'x,TXx):0<i,r, <m} (3.15)
oldugunu ispatlayalim. Tersine

ST™X,T™x, T%) <hmax{S(T'x, T'x,T"x):0<i,r, <m}
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olmasi durumunda (3.14) esitsizlikleri kullanilarak
ST™X,T™X, T%) <hmax{S(T'x,T'x,T"X): p<i,r, <m} (3.16)
elde edilir.

(Q25a) kosulu kullanilarak (3.14) esitsizliginden 0<i< p olmak (zere
S(T'x,T'x,T"%x) formundaki terimler ¢ikarilabildiginden k =1,2,... igin

S(T™X,T"X,T) <h*max{S(T'x,T'x,T"x): p<i,r, <m}
yazilabilir.

k — o0 icin S(T™x,T"x,T9) =0 elde edilir. Bu da kabuliimiiz ile ¢elisir. Bu
yiizden (3.15) esitsizligi elde edilir. Fakat (Q25a) kosulu kullanilarak

ST, T, TIX) <hmax{S(T"x,T"x,T*x),S(T"x, T"x,T2x),
S(Txx,T*X,T2X):m-p<r,r,<mve0<s,s, <q}
<hmax{S(T"x,T"x,T*x):0<r,s, <m}

elde edilir. Bu (3.15) esitsizliginden dolay1 geliskidir. Bu durumda {T"x:n=1,2,..}
dizisi S — simnirl olmalidir.

N =sup{S(T"x,T"x,T>x):r,s, =0,1,2,.. }<o olsun. Herhangi &>0 icin
h"N <& olacak sekilde M secelim. m,n>M max{p,q} icin M defa (Q25a)
kosulu kullanilarak

ST, T"x,T"X)<h"N <&

elde edilir. Boylece {T"x:n=1,2,...} dizisi tam (X,S) S-— metrik uzaymnda bir
Cauchy dizisidir. T fonksiyonunun siirekliliginden Tx, =X, ve boylece X, , T
fonksiyonunun bir sabit noktasidir. X, mm T fonksiyonunun tek sabit noktas: oldugu

kolayca goriiliir. o
q=1 (ya da p=1) icin (Q25a) daralma fonksiyonundan (Q25) daralma
fonksiyonunun bir genellemesi elde edildi.

he {O%) olmak tizere herhangi x,y e X, bazi sabit p pozitif tamsayisi i¢in
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S(TPx, TP Ty) <hmax{S(T"x,T"x,T*y), S(T"“x,T"x,T"?x),

(Q25b)
S(Ty,Ty,y):0<r,r,<pves=0,1}

dir.

Asagidaki teoremde (Q25b) kosulunu saglayan T : X — X fonksiyonunun
stirekli olmak zorunda olmadigini elde edildi.

3.3.4 Teorem. (X,S) bir tam S— metrik uzay ve T:X — X (Q25b)

kosulunu saglayan bir fonksiyon olsun. T fonksiyonunun X de bir tek sabit noktasi
vardir [33].

Ispat. Xxe X olsun. Teorem 3.3.3 {in ispatinda goriildiigii gibi
{T"x:n=12,..} dizisi X tam S— metrik uzayinda bir Cauchy dizisidir. Boylece
dizinin X de bir x, limiti vardir. n> p igin

S(T",T"X,Tx,) <hmax{S(T "X, T"x,T°%,), S(T "X, T"x,T"%Xx),
S(TXy, TXy, %) :nN=p<r,r,<nves=01}
oldugu elde edilir. Yardimec1 Teorem 2.3.5 ten n — oo igin
S(Xy %o TXy) = S(TXy, TXy, %) < hmax{S(T °x,,T°%,, %,) :s=0,1}
=hS(Tx,, TX,, %)

olur. h<1 oldugundan Tx, = X, elde edilir. ©

3.3.5 Sonug. (X,S) birtam S—metrik uzayve T: X — X (Q25) kosulunu

saglayan bir fonksiyon olsun. T fonksiyonunun X de bir tek sabit noktasi vardir
[33].

3.3.6 Uyar.. Teorem 3.3.3 te p,q=2 olmasi gerektiginde T fonksiyonu

siirekli olmalidir. Fakat asagidaki ornek T : X — X fonksiyonunun siirekli olmadigi
durumlarda Teorem 3.3.3 (in her zaman dogru olmadigin1 géstermektedir.
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3.3.7 Ornek. Ornek 3.1.17 de tanimli olan S — metrik ile birlikte R S -
metrik uzayin dikkate alalm. T :[0,1] — [0,1] fonksiyonu

seklinde tanimli olsun. ([0,1],S) bir tam S — metrik uzaydir. Ayrica T fonksiyonu
stirekli degildir. Herhangi X,y € X i¢in

S(TPx,TPx,T%) :%S(T P, TP, T y)

- 1. .
elde edilir ve bdylece h:Z ile T fonksiyonu (Q25a) kosulunu saglar. Fakat T

fonksiyonunun sabit noktasi yoktur [33].

Asagidaki teorem kompakt S — metrik uzaylar Gzerinde T fonksiyonunun
hangi kosullar altinda sabit noktasinin var oldugunu gostermektedir.

3.3.8 Teorem. (X,S) bir kompakt S — metrik uzay ve T : X — X herhangi
X,y € X icgin

STPXTPX,TY) <max{S(T"x, T "x,T*y),S(T"x,T"x,T"?x),
STy, T*y,T?y):0<r,r,<pve0<s,s,<q} (3.17)

kosulunu saglayan siirekli bir fonksiyon olsun. Burada (3.17) esitsizliginin sag tarafi
pozitiftir. Bu durumda T fonksiyonunun X de bir tek sabit noktasi vardir [33].

Ispat. T fonksiyonu (Q25a) kosulunu saglasin. Teorem 3.3.3 ten T
fonksiyonunun X de bir tek sabit noktasi vardir.

T fonksiyonu (Q25a) kosulunu saglamasm. {h.:n=1,2,..}, 1 e yakinsayan
sayilarin monoton azalan bir dizisi ise n=1,2,... igin

S(TPx,, TP, T, )>h max{S(T"x,,T"x,,T*y ), S(T"X,,T"x,,T%2X.),
STy, Ty, , T2y ):0<r,r,<pve0<s,s, <q}

olacak sekilde X de {x ,:n=12,..} ve {y,:n=12,..} dizileri vardir. X in
kompaktligi nedeniyle sirasiyla x ve Yy ye yakinsayan {X } ve {y,} dizilerinin
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{x, 'k=12,..} ve {y, :k=12,..} alt dizileri vardir. T fonksiyonu sirekli

oldugundan kK — o icin
S(TPX,TPx,Th) > max{S(T"x T, T%y), S(T"x,Tx,T?x),
S(T>y, Ty, T2y):0<r,r,<pve0<s,s,<q}

elde edilir.r TXx=x=Yy degilse bu bir ¢eliskidir. Bu durumda x noktast T

fonksiyonunun bir tek sabit noktasidir. o

3.3.9 Sonug. (X,S) bir kompakt S— metrik uzay ve T: X — X (525)
kosulunu saglayan siirekli bir fonksiyon olsun. Burada (S25) kosulunun sag tarafi
pozitiftir. Bu durumda T fonksiyonunun X de bir tek sabit noktas1 vardir [33].

3.3.10 Uyar1. Sonug 3.2.8, Sonug¢ 2.3.19 un bir genellemesidir. Sonug 2.3.19
da verilen esitsizlik (Q25) olarak adlandirilmustir ve bir kompakt S — metrik uzay
tizerinde siirekli fonksiyonlar i¢in Sonu¢ 2.3.19 un bir bagka genellemesi elde
edilmistir. Ayrica bu genelleme Sonug 3.2.8 ile cakismaktadir. Eger Ornek 3.2.9 da
tanimlanan fonksiyon dikkate alinirsa bu fonksiyonun Sonug 2.3.19 daki esitsizligi
saglamadig1 kolaylikla goriilebilir [38].
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4, S — NORMLU UZAYLAR VE RHOADES DARALMA
FONKSiYONUNUN BiR GENELLEMESI

Bu boliimde normlu uzaylarin bir genellemesi olarak S— normlu uzaylar
tanimlandi ve bazi temel ozellikleri incelendi. S— normlu uzaylarda Rhoades

daralma fonksiyonu ifade edilerek yeni bir sabit nokta teoremi elde edildi.

41 S-Normlu Uzaylar

Bu bolimde S — normlu uzay kavrami tanimlanip bu yeni uzayin bazi temel
ozellikleri arastirildi. Ayrica S — metrik ve S —norm (S — norm ve norm) arasindaki
iligki incelendi.

4.1.1 Tanmmm. X bir reel vektor uzayir olsun. ||,,|| XxXxX >R reel

degerli fonksiyonu
(NS1) | x,y,z [ =0 ve | x,y,z |=0 ancak ve ancak x=y=2=0,
(NS2) Her 2€R ve x,y,ze X igin | Ax, Ay, Az |=| A||x.y.z |,
(NS3) Her x,y,z,x'y",z2'e X igin
[x+x,y+y,z+z"|<[|oxz" |+] 0y, x" |+ 0.z y" |

sartlarmi sagliyorsa || .,.,. | fonksiyonuna X kiimesi iizerinde bir S— norm ve

(X|| ||) ikilisine de S — normlu uzay denir.
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4.1.2 Ornek. X =R ve ||.,.,.|: XxX xX - R fonksiyonu her x,y,z e X
icin
[xy.z|=|x|+|y|+z]

seklinde taniml1 olsun. (X,” N ||) bir S — normlu uzaydir.

Gergekten || X, y,z | =] x |+| y |+| z | fonksiyonunun (NS1), (NS2) ve (NS3)

kosullarini sagladigini gosterelim.

(NS1) Fonksiyonun tanmimindan her X,Y,Ze€ X icin || X, Y,Z ||20 oldugu
agiktir. Eger || X, Y,Z ||=| X |+| y |+| z |=0 ise X=y=2z=0 oldugu elde edilir.

Tersine x=y=2=0 ise | X,y,z | =0 oldugu agiktr.
(NS2) x,y,ze X ve AR olsun.
| Ax, Ay, Az |=| Ax |[+] Ay |+| Az |
=| 2 [[x[+[ 2]y [+ 2 ]| z]

=[2[(x |+[y[+]2])

|2z
esitligi elde edilir.
(NS3) x,y,2,x,y",z'€ X olsun.
[x+x,y+y,z+z" |=|x+x"[+|y+y" |+|z+2"|

=[xy |y [z |+ 2]
=[ofe]x|+[z"[+[Of+]y [+]x' [+[0]+[z[+]y"]
<[oxzt[+]o.y.x [+] 0.2y ]

esitsizligi elde edilir.

Sonug olarak || X, Y,z ||=|x |+|y|+|z]| fonksiyonu (NSZ1), (NS2), (NS3)

kosullarini saglar ve bdylece (X || e ||) bir S — normlu uzaydir.

55



Asagidaki 6nermede her S —normun bir S — metrik tirettigi goriilmektedir.

4.1.3 Onerme. (X, .,...|) bir S - normlu uzay olsun.

S(x,y,2)=||x=y,y-z,2-x | (4.1)

seklinde tamimli S: X x X x X —[0,0) fonksiyonu X uzerinde bir S— metrik

tanimlar.

Ispat. (NS1) kosulu kullanilarak (S1) kosulunun saglandigi kolaylikla
goraldr. (S2) kosulunun da saglandigimi gosterelim. (NS3) kosulu yardimiyla her
X,y,z,ae X igin

S(x,y.2)=|x-y,y-z,z-x||
=|x-a+a-y,y-a+a-z,z-a+a-x|
<| 0,x-a,a-x|+|0,y—-a,a-y|+]|0z-aa-z|
=S(x,x,a)+S(y,y,a)+S(z,z,a)
esitsizligi elde edilir.

S fonksiyonu bir S — metriktir ve (X,S) ikilisi bir S — metrik uzaydir. o

(4.1) esitligindeki S — metrige S — norm tarafindan iiretilen S — metrik denir
ve SH-H ile gosterilir.

4.1.4 Sonug. Her S — normlu uzay bir S — metrik uzaydir.

415 Ornek. X bostan farkli bir kiime, (X,d) bir metrik uzay ve
S: X xXxX —[0,0) fonksiyonu her X,y,z e X i¢in [10] numarali: kaynakta

S(xy,z)=d(x,y)+d(x,2) +d(y,2)
seklinde tanimlanan fonksiyon olsun. S fonksiyonu X {zerinde bir S — metriktir.

X =R olsun. R iizerindeki alisilmis metrigi diisiinelim. Her X,y,z € R igin
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S(x,y.2)=|x-y |+|x-z |+|y-z]|

S — metrigi elde edilir. Onerme 4.1.3 ten bu S — metrik Ornek 4.1.2 de tanimlanan
S — norm tarafindan tiretilir. Gergekten her X, Y,z € X igin

S(x,y.2)=|x-y,y-z,z=x|=|x=y [+|y-z |+] 2= x|
=[x=y |+|x=z [+|y—z |=d(x,y) +d(x,z) +d(y,2)

bulunur.

4.1.6 Yardima1r Teorem. Bir X S— normlu uzay: lizerinde bir S — norm
tarafindan indirgenen S — metrik, her X,y,z,a€ X ve her A sabiti i¢in asagidaki

kosullar1 saglar.

(1) S(x+a,y+a,z+a)=S(x,y,2) .
(2) S(Ax, Ay, A7) =| 2 |S(x,Y,7).

Ispat.

(1) Onerme 4.1.3 ten

S(x+a,y+a,z+a)=|x+a-y-a,y+a-z-a,z+a-x-a |
=|x=y,y-z2-x]
=S(x,Y,2)
oldugu elde edilir.

(2) Onerme 4.1.3 ve (NS2) kosulundan

S(AX, Ay, A7) =|| AX= Ay, Ay —A2,A7—AX |
=[ A(x=y). A(y-2), A(z—x) |
=[A[x-y.y-z2-x]
= 2 [S(x,y,2)

esitligi bulunur. o

Asagidaki ornekte goriildiigii gibi her S— metrik bir S— norm tarafindan
uretilemez.
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417 Ornek. X bostan farkli bir kime ve S:XxXxX —[0,00)
fonksiyonu her x,y,z € X igin

1 , diger durumlar

S(x,y,z):{O X=y=2

seklinde tanimli olsun. S fonksiyonu X (zerinde bir S — metriktir. Bu S —metrige
ayrik S —metrik ve (X,S) ikilisine de ayrik S — metrik uzay denir.

Simdi bu S — metrigin bir S —norm tarafindan iiretilemedigini ispatlayalim.
Tersine bu S — metrik bir S —norm tarafindan tiretilsin. Her X,y,z e X igin

S(x,y,2)=|x-y,y-z,z-x||
esitligi saglanir.
Eger X=Y#2 ve | 4 |#0,1 secersek
S(Ax, Ay, A7) =] 0,A(y-2),A(z-X) | =1
£ A[S(xy.2)=[2]|0y-zz2-X| =| 2|

elde edilir. Bu ise (NS2) kosulu ile ¢elisir. Sonug¢ olarak ayrik S —metrik bir S —
norm tarafindan tiretilemez.

Asagidaki yardimcei teorem ilerleyen boliimlerde kullanilacaktir.

4.1.8 Yardimar Teorem. (X[ ....[) bir S— normlu uzay olsun. Her

X,y € X icin

| 0.x=y,y=x|=] 0 y-xx-y]|

dir.
Ispat. (NS3) kosulundan
| 0.x=y,y=x[<][0,0,0[+]0.0,0]+]0y-xx-y]
=[0y=xx-y] (42)
ve
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[0.y=xx=y][<]0.0,0]+]0,00]+]0x-yy-x]
=l ox-y,y-x]| (4.3)
esitsizlikleri elde edilir. (4.2) ve (4.3) esitsizlikleri kullanilarak
[ox=y.y=x]=]0.y-xx-y|

esitligi bulunur. o

Asagidaki onermede her normun bir S —norm trettigi goriilmektedir.

41.9 Onerme. (X,|.|[) bir normlu uzay ve ||.,...[:XxXxX >R

fonksiyonu her X,y,z e X igin
[xy.z =[x+l ]+]z] (4.4)

seklinde tanimli olsun. O zaman (X,” o ||) bir S —normlu uzaydir. Bu S —norm

fonksiyonuna, || : || normu tarafindan tiretilen S —norm denir.

Ispat. || X, Y, ||=|| X ||+|| y ||+|| z || seklinde tanimli fonksiyonun (NS1),
(NS2) ve (NS3) kosullarini sagladigini gosterelim.

(NS1) [xy.z[|20 ve |xy,z]|=0 < x=y=2=0 oldugu normun

tanimindan agiktir.

(NS2) AR ve Xx,y,ze X olsun.
| Ax 2y, 2z | =] x| +] 2y [ +] 22 |
=| 2 {x[+[ Ay [+ 212 ]
=[ 2 [(x J+ly I+l z ) =[ 2 1% y.2]
esitligi elde edilir.
(NS3) x,y,z,x",y",z'e X olsun. O zaman

[x+x,y+yLz+z" |=|x+x"|+|y+y" |+]|z+2"|

59



<+l T+l [+hy I+l z [+] 2"
=[of+lxf+lz [+ of+hy [+lx [+[of+]z]+[v"]
“Joxz [+ oyx [+]0.zy |

esitsizligi elde edilir.

Sonug olarak, | X, Y,z [|=] x |+|y |+]|z | fonksiyonu (NS1), (NS2), (NS3)

kosullarini saglar ve (X,” ey ||) bir S —normlu uzaydir. o

Ormegin, Ornek 4.1.2 de tanimlanan S — norm alisilmis norm tarafindan
tiretilmistir.

Asagidaki Ornekte de goriildiigii gibi herhangi bir norm tarafindan
uretilemeyen S —norm 6rnekleri mevcuttur.

4110 Ornek. X bostan farkli bir kiime ve |...[:XxXxX >R
fonksiyonu her x,y,z e X igin

% y.z||=|x-2y-2z |+|y-2x-2z |+| z-2y-2x|

seklinde tanimli olsun. | .,... | fonksiyonu X tzerinde bir S—normdur fakat bir

norm tarafindan uretilemez.

Ik olarak (NS1), (NS2) ve (NS3) kosullarinin saglandigini gosterelim.

(NS1) Her x,y,ze X icin |x,y,z|20 ve [xy,z|=0 < x=y=2=0

oldugu tanimdan agiktir.

(NS2) Her AR ve Xx,y,z€ X igin

| A%, Ay, A7 ||=| Ax=24y =24z |+| Ay —2Ax =247 |+| Az—2Ay - 22X |
=| 2 |(|x-2y-2z |+|y-2x-2z |+| z-2y-2x)
|2 ke

esitligi elde edilir.
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(NS3) x,y,z,x",y",z'e X olsun.
Ix+x,y+y,z+z" |=|x+x'-2y-2y'-2z-22" |+|y+y'-2x-2x'-22 -2z
+z+2'-2y-2y'-2x-2x" |
<| 2x+22" |[+|x=2z2" |[+|z'-2x |+] 2y +2x" |[+|y—2x" |+ x'-2y |
+ 2z+2y" |+|z-2y" |+]y-2z ]|
=[oxz"[+]o.y.x" [|+[0.z,y" |

bulunur.

Sonug  olarak | xy.z |=|x-2y-2z |+|y-2x-2z |+|z-2y-2x |

fonksiyonu X (zerinde bir S —normdur.

Simdi bu S— normun herhangi bir norm tarafindan {iretilemedigini
gosterelim. Tersine, bu S —normun bir norm tarafindan tiretildigini kabul edelim. Bu
durumda tanimdan her X,y,z € X igin

[xy.z |=]x[+]y[+]z]
olur ve
[ %00 =] x| =|x |+ 2x [+| 2x [=5] x|,
[ %0 =2] x |=]x |+ x[+] 4x |=6] x|,

esitlikleri elde edilir. Boylece || X |=5|x | ve || x |=3| x| olur. Bu bir geliskidir.

Boylece bu S —norm bir norm tarafindan tiretilemez.

Her S —normun bir norm iirettigi asagidaki dnermede ispatlanmustir.

4.1.11 Onerme. X bostan farkli bir kiime, (X|| - []) bir S —normlu uzay

ve |.|: X > R fonksiyonu her x e X igin

[x=10x0]+]0.0.x]
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seklinde tanimli olsun. Bu durumda | x| fonksiyonu X uzerinde bir normdur ve

(X.]|- ) bir normlu uzaydir. Bu norma | ;.| S—normu tarafindan iiretilen norm

denir.

Ispat. (NS1) ve (NS2) kosullari kullanildiginda (N1), (N2) ve (N3)
kosullarinin saglandig1 agiktir.

Simdi (N4) kosulunun saglandigin1 gosterelim.

(N4) X,y € X olsun. (NS3) kosulundan

| x+y [=] 0. x+y,0 |+]| 0,0,x+y |[=] 0,x+y,0 |+]| 0,0,y +x |
<[ 0.0,0]+[0.x0[+[0.0,y[+]0,0.x]+]0,0.0+]0.y.0]
=[xf+ly]

esitsizligi elde edilir. Sonug olarak | X =] 0,x,0 [+] 0,0,x || fonksiyonu X

tizerinde bir normdur ve (X, | . |) bir normlu uzaydir. o

G —normlu uzay ve S —normlu uzay arasindaki iligski asagidaki 6nermede
verilmistir.

4.1.12 Onerme. Her G —normlu uzay bir S —normlu uzaydir.

Ispat. (NG1) ve (NG2) kosullar1 kullanilarak (NS1) ve (NS2) kosullarinin
saglandig1 goriiliir. Sadece (NS3) kosulunun saglandigini gorelim.

(NS3) X,Y,2,X',y",z'e X olsun. (NG2) ve (NG4) kosullar1 kullanilarak
[x+x,y+y,z+2" |=] (x+0)+x,0+(y+y), 2+ |

<[ x+0,0,0+z" |+ x\,y+y'z =] 0,0+x,0+2" |+ X" y+y"z |
<[000]+]oxz" [+]x\y.0[+]oy\z]

<foxz [ +] 0. y.x" [ +]o.z y" |

esitsizligi elde edilir. Sonug olarak (NS3) kosulu saglanir. o
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Asagidaki ornekte goriildiigii gibi Onerme 4.1.12 nin tersi her zaman dogru
degildir.

4.1.13 Ornek. X =R ve X izerindeki S—norm Ornek 4.1.10 daki gibi
tanimli olsun. Eger X=1, y=5 ve z=0 almmrsa (NG5) kosulu saglanmaz.
Gercekten,

|xyz|=|x-2y-2z|+|y-2x-2z|+|z-2y-2x|=23
2| x+y.0z||=|x+y-2z|+| 2x+2y+2z|+| 2-2y-2x|=30

esitsizligi elde edilir. Boylece bu S —norm R zerinde bir G —norm degildir.

S —normlu uzaylarda agik yuvar ve kapali yuvar tanimlar1 agsagidaki gibidir.

4.1.14 Tanim. (X e ||) bir S— normlu uzay olsun. Verilen x,,a,,a, € X

noktalar1 ve >0 reel sayist igin B, (X, 1) agik yuvar ve B, [, r] kapali yuvar

sirastyla agsagidaki sekilde tanimlidir:

B, (X.")={yeX:|y-x,y-a,y-a,|<r}

ve
B,*[% r1={yeX:|y-x,y-a,y-a,|<r} .
4.1.15 Ornek. X =R? iizerindeki alisilmis norm tarafindan iiretilen
(X ,|| . ||) S —normlu uzayini diigiinelim. R? deki acik yuvar

B," 00,1 ={y e R*:[ y =, |+ y-a | +[ y - | <1}

dir. Bu agik yuvar bir 3 — elipstir. Eger y=(¥,.Y,) , % =(11), a,=(0,0),

a, =(-1-1) ve r=5 alinirsa

B, (X, 1) = {y e R? :\/(yl —1)2 +(¥, —1)° +4y2 +y,2 +\/( Yo +1) +(y, +1) < 5}
acik yuvari elde edilir (bkz. Sekil 4.1).
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Sekil 4.1: Ornek 4.1.15 te elde edilen agik yuvar.

Bir sonraki 6rnekte bir norm tarafindan iiretilemeyen S —normun agik yuvari
incelenmistir.

4.1.16 Ornek. X =R” ve |.,.,.[|: X x X x X > R fonksiyonu Omek 4.1.10
daki gibi tamimli olsun. Her X=(X,%,), Y=(¥,.¥,), 2=(2.2,) € R? igin

Ix.y.z|=|x=2y-2z|+|y-2x-2z |+| z-2y—2x|

:\/(xl—Zyl—Zzl)2 +(x, -2y, —222)2 +\/(y1—2x1—221)2 +(y, —2X, —222)2

+\/(zl—2yl—2x1)2+(zz—2y2—2x2)2
elde edilir. (R?,] ...,. ) bir S — normlu uzaydir. R deki agik yuvar
Ball*’Z(xO,r):{ye]R2 y-%. y-a,y—a,|< r}
dir. Eger Y=(¥..Y,), % =(11), 8 =(0,0), a, =(-1,-1) ve r =20 alinirsa

y eR?:(3y, +3) +(3y, +3) +9y +9y,’

+J(3-3y,) +(3-3y,)" <20

Balaz (XO’ r) =

acik yuvarini elde edilir (bkz. Sekil 4.2).
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Sekil 4.2: Ornek 4.1.16 da elde edilen acik yuvar.

4.1.17 Tamm. (X,| ..., |) bir S—normlu uzay olsun.

(1) X deki {Xn} dizisinin x noktasina yakinsamasi i¢in gerekli ve yeterli
kosul

!iﬁrro1o||0,xn—x,x—xn |=0

olmasidir. Yani herhangi verilen £€>0 ve her n>n; igin ||0,Xn—X,X—Xn||<8

olacak sekilde n, € N vardur.

(2) Herhangi verilen e>0 ve her n,m,l>n, icin

| %, = Xns X =X, % =X, | <& olacak sekilde bir n, e N varsa X deki {x,} dizisine

bir Cauchy dizisi denir. Yani

n!fmw” Xp = X X = X X — X, ”:O

dir.

3 (X,” o ||) S — normlu uzayindaki her Cauchy dizisi yakinsak ise

(X . ||) S —normlu uzayina tamdir denir.

(4) Tam S —normlu uzayina bir S — Banach uzayi denir.

4.1.18 Onerme. Bir S— normlu uzaydaki her yakimsak dizi bir Cauchy
dizisidir.

ispat. X deki {x,} dizisi x e yakmnsasin. Her &>0 sayis1 ve her n>n,
icin
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10, %, —x,x =X, ||<§

olacak sekilde bir n, e N vardir. Simdi her € >0 sayis1 ve her n,m,I >n, i¢gin
%) = Xs X =X % =X, | < &
olacak sekilde n, € N nin var oldugunu gosterelim. (NS3) kosulunu kullanarak
%0 = Xs X = X0 X =X | = [ X = X4 X=X, X =X+ X=X, % =X+ X=X, |
<[10,%, =X, X=X, [+ 0, % =%, X=X, [|[+]| 0% =%, X=X |

& & ¢
<—+—+—=¢
3 3 3

esitsizligi elde edilir. Sonug olarak {Xn} dizisi bir Cauchy dizisidir. o

Asagidaki drnekten goriildiigii gibi Onerme 4.1.18 in tersi her zaman dogru
degildir.

4119 Ornek. X=(01)cR ve [...[:XxXxX >R fonksiyonu X

. . ) 1
lizerindeki alisilmis norm tarafindan iretilen S— norm olsun. Eger {Xn} :{—}
n

dizisi diistiniiliirse bu dizi bir Cauchy dizisidir, fakat yakinsak degildir. Gergekten,
X0y X X € X 1GIN

n’‘m?

. . 1 11 111
lim ”Xn—Xm,Xm—XI,XI—Xn ”: lim T T T Ty T
n,m,l—o nml->elln m | I n
. 1 1 1 1] (1 1
= lim ||===|+|==Z|+|Z==]|=0
n,m,l—ow n m m | | n

bulunur. O halde {x,} dizisi bir Cauchy dizisidir. Ayrica

0t 00-1
n n

lim]| 0, x, =X, x =X, | =lim =0

n—oo n—oo

oldugundan {X,} dizisi 0 noktasina yakinsar, fakat 0 ¢ X dir. Sonug olarak {X,}
dizisi X {iizerinde yakinsak degildir.
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4.2  S—Normlu Uzaylarda Bir Sabit Nokta Teoremi

Bu bolimde S- normlu uzaylarda Rhoades daralma fonksiyonu
tamimlanmistir ve bu daralma fonksiyonu kullanilarak bir sabit nokta teoremi
ispatlanmigtir. Bunun icin de gerekli olan bazi tanim ve 6nermeler verilmistir.

421 Tamm. (X,|...[) bir S— normlu uzay ve Ac X olsun. A

kiimesinin kapanisi A seklinde gosterilir ve x noktasina yakinsayan A kimesinde

bir {Xn} dizisi var olacak sekildeki x noktalarinin kiimesi olarak tanimlanir. Eger

A=A ise A kiimesine bir kapal1 kiime denir.

4.2.2 Tamim. (X,|| . ||) bir S—normlu uzay ve Ac X olsun. Eger her

X,yeA igin || O,X—y,y—x||<r olacak sekilde r>0 sayis1 varsa A kiimesine

siirlidir denir.

423 Tamm. (X,|...[) bir S— normlu uzay ve Ac X olsun. A

kilimesinin S —cap1
5 (A) =sup{| 0,x—y,y—x||:x,y € A}

seklinde tanimlidir. Eger A kiimesi siirliysa 6°(A) <o yazilir.

4.2.4 Tamm. X bir S —Banach uzayr, Ac X ve Ue X olsun.
(1) Verilen ue X e gore A kiimesinin S — yarigap1
r°(A) =sup{|O,u—x,x—u:xe A}
seklinde tanimlidir.
(2) A kimesinin S — Chebyshev yarigapi
r*(A)=inf{r*(A):ue A}

seklinde tanimlidir.
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(3) A kimesinin S — Chebyshev merkezi
C*(A)={ueA:r (A =r’(A)

seklinde tanimlidir.

Tanim 4.2.3 ve Tanim 4.2.4 ten asagidaki esitsizlik elde edilir.

rP(A)<r°(A)<o°(A).

4.2.5 Tanmmm. Eger r,°(A) =0°(A) ise U< A noktasina S — ¢apsal denir. Eger

r,°(A) <5°(A) ise u noktasma S — capsal olmayan denir.

4.2.6 Tamm. X S - Banach uzaymin bir konveks A alt kimesinin S —
normal yapiya sahip olmasi i¢in gerekli kosul 6°(A) >0 olmak lizere A kiimesinin

her S —smirli ve konveks alt kiimesinin en az bir S —¢apsal olmayan bir noktaya
sahip olmasidir.

4.2.7 Onerme. X yansiyan bir S —Banach uzayl, A=@ ve Ac X olsun.
Eger A, X kiimesinin kapali ve konveks bir alt kiimesi ise C*(A) kiimesi de bostan
farkli, kapali ve konvekstir.

Ispat. C°(A) kiimesinin tanimindan ispat kolayca goriiliir. o

Bir S— Banach uzayinda (NS25) Rhoades daralma fonksiyonu asagidaki

sekilde tanimlidir.

4.2.8 Tamm. (X, .,...|) bir S—Banach uzay ve T: X — X bir fonksiyon
olsun. (NS25) kosulu asagidaki gibi tanimlidir:

(NS25) Her x,y € X, X# Y noktalar1 i¢in
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0, Tx-Ty, Ty —=Tx || < max
” ” {” 0,Ty—x,x=Ty|,| 0. Tx—y,y-Tx|

dir.

4.2.9 Yardimca Teorem. (X,” . ||) bir S— Banach uzay olsun. Bu
durumda X kiimesinin yansiyan olmasi igin gerekli ve yeterli kosul X kumesinin
bostan farkli, sinirli, kapali ve konveks alt kiimelerinin herhangi bir azalan {Kn}

dizisi icin
K, =2
n=1

olmasidir.

Ispat. Metrik uzaylardaki ispat mantig1 ile kolayca goriiliir. o

Asagidaki teoremde (NSZS) Rhoades daralma fonksiyonu igin bir sabit
nokta sonucu elde edilmistir.

Bir A kumesinin konveks ortiisiiniin herhangi bir eleman1 her i=1,2,...,n

icin Zai =1, a; 20 ve X, € A olacak sekilde Z:aixi formundadir ve A kilimesinin
i=1 i=1

konveks ortiisii conv(A) ile gosterilir.

4.2.10 Teorem. (X|| ||) yanstyan bir S — Banach uzay ve A kiimesi S —
normal yapiya sahip X kiimesinin bostan farkli, kapali, sinirlt ve konveks alt kiimesi
olsun. Eger T : A— A fonksiyonu (NS 25) kosulunu saglayan siirekli bir fonksiyon

ise T fonksiyonunun A kiimesinde bir tek sabit noktasi vardir.

Ispat. ilk olarak sabit noktanin varligi gosterelim. 9%, A kiimesinin bostan
farkli, kapali ve konveks alt kiimelerinin bir ailesi olsun. Ayrica F € 91 ise TF c F

oldugunu kabul edelim. A€M oldugundan 9N ailesi bostan farklidir. 9T ailesini
kapsama bagintisina gore kismi siral1 bir kiime olarak diisiinebiliriz, yani F, c F, ise

F, <F, yazabiliriz.
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M ailesinde S={F:FeMiel} alt kimelerinin bir azalan agm

tanimlarsak, yansima Ozelliginden bu S aginin bostan farkli bir kesisime sahip
oldugu agiktir. Clnki X kiimesinin bostan farkli, kapali, sinirli ve konveks alt

kiimelerinin azalan bir agidir. F; = ﬂ F. ise bu durumda F, e 9t dir ve S aginin bir
iel

alt siniridir.

Zorn Yardimci Teoremi’nden yararlanarak S agi 90 ailesinde herhangi bir
azalan ag olmak tizere 9 ailesinde bir minimal F elemani vardir ve tek
elemanlhidir. &6°(F)=& olsun. F kiimesi bogstan farkli, kapali ve konveks

oldugundan C*(F) kimesi de F kiimesinin bostan farkli, kapali ve konveks bir alt
kiimesidir.

r’'(F)<s6°(F)
ve
O (C(F)<ri(F)< o (F)
oldugundan C*(F) kimesi F kimesinin bir 6z alt kiimesidir.

(Fm)meN her mEN |(;|n

F,=C°(F) ve F,,, =conv(F, uTFm)

m

seklinde tanimli F kumesinin alt kiimelerinin artan bir dizisi olsun. F, kimelerinin

S —caplan1 6,° =5°(F,) ile gosterilsin. Bu durumda
0;<r’(F)
oldugunu gosterelim.

Tiimevarim yontemi kullanilarak

() k=1 igin
52 =5°(F) = 5°(C*(F) < r*(F)

ve
(2) Her k=1,...,m icin 8,° <r*(F) ise bu durumda o,,,," <r°(F)
oldugu elde edilir. Burada

§m+1s = §S(Fm+1) = 55 (Conv(Fm UTFm)) = §S(Fm UTFm)
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dir. S —¢ap tanimindan herhangi & >0 sayisiigin F_ UTF_ kiimesinde
Ot —€ <[ 0, X"=y" y' =X <6,

olacak sekilde X' ve y' noktalar1 vardir. X' ve Yy' noktalar1 i¢in asagidaki iig
durumu dikkate alalim:

(1) x,y'eF, yada
(2) x'eF, ve y'eTF, yada
(3) x,y'eTF,.

X' ve y' noktalar1 asagidaki sekilde tekrar tanimlansin.

(1) x,y e F, olacak sekilde X'=X ve y'=Yy,
(2) x,y e F_ olacak sekilde X'=X ve y'=Ty,

m

(3) x,y e F, olacak sekilde X'=Tx ve y'=Ty.
Her bir durum igin 8,,.,;° —¢ <r*(F) oldugunu gdsterelim.
Durum 1. &, kiimesinin tanimindan ve tiimevarim hipotezinden
S’ —€ <0, x=y,y =X <8,  <r*(F)
ve
Oy —€<I*(F)
oldugu elde edilir.
Durum 2. x,y e F, icin
Ot —€ <[ 0, x=Ty, Ty —x|

elde edilir. Bu durumda F, dizisinin tamimindan X,y e conv(F,, UTF, ) olur ve

D> =1, ;>0 olmak lizere x=) a;x Ve herhangi i€l icin x eF, , UTF, ,

iel iel

olacak sekilde sonlu bir | indis kiimesi vardir. | kimesi I =1, U1, olmak (zere
iel, ise x,€F,, ve iel, ise x,eTF,; olacak sekilde iki ayrik alt kiimeye
ayrilabilir. x. € F,, olmak Gizere x. noktas1 Tx. olarak yeniden tanimlanirsa

X:Z(zixi +Zo¢iTxi

iel; iel,
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elde edilir. Bu nokta ||0, X=Ty, Ty —x || de yerine yazilirsa

0. x=Ty, Ty =x[[< > e 0. =Ty, Ty—x [+ X [0.Tx Ty, Ty-Tx | (45)

iely icl;

bulunur. ||0,TXi =Ty, Ty =Tx || ifadesine (NS25) kosulu uygulanirsa

10, % =y, y = [,]|0, % = Tx., Tx, = x|,
|0, Tx, =Ty, Ty =Tx; | <max< [0,y =Ty, Ty—y |,[0. x, =Ty, Ty = x, |, (4.6)
[0, Tx =y, y=Tx |

elde edilir. x, e F,, Tx,,y € F,, oldugundan
10, x =y, y=x | <r(F),
10, =Tx, Tx, = || < r°(F),
10.T% -y, y=Tx [ <r(F)
olur ve (4.6) esitsizliginde yerine yazilirsa
10, Tx Ty, Ty -Tx, | < max{rS(F),” 0,y-Ty, Ty—y|,]0.x -Ty, Ty —x, ||}
elde edilir. 1, indis kiimesi 1, =1, U 1,2 U1, olmak lizere
1 ={iel, |0, Tx =Ty, Ty-Tx | <r*(F)},
1,2 ={iel, |0, T =Ty, Ty=Tx | <] 0.% - Ty, Ty—x [},
1P ={iel, |0, T =Ty, Ty-Tx | <] 0,y - Ty, Ty—y ||

olacak sekilde ii¢ ayrik alt kiimeye boliinebilir. Bu durumda (4.5) esitsizligi
kullanilarak

[0 x=Ty,Ty-x|< > a[0x-Ty,Ty—x |+ air*(F)

. 2 P
ielyul, iel,

+ Zai |0, y-Ty, Ty-vy|

iel,

(4.7)

elde edilir. 1, 1, ve 1, indis kiimeleri asagidaki sekilde yeniden tanimlansin:

T 2 g1 T _ 13
L=Lul? L= vel, =12,
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Bu durumda 1, N1, =@ olmak tzere | =1, U1, Ul, elde edilir. j=k ve > o, =1

iel

ise (4.7) esitsizligi kullanilarak

10 x=Ty, Ty=x <D a0, =Ty, Ty—x ||+ > er*(F)
iel; iel,
- ’ (4.8)
+2 0,0 y-Ty,Ty-y|

iely

elde edilir. Zai+ﬁb+80=1 olmak (zere AxFZOfi ve Bozzai ise (4.8)

iel; i€l, icly

esitsizliginden yararlanarak

|0 x=Ty, Ty—x[ <> e[ 0,% =Ty, Ty—x |+ Ar*(F)+By[ 0,y-Ty,Ty-y| (4.9
iely
elde edilir. Her bir i l,, % € F,, =conv(F, , UTF, ;) ve herhangi bir j e J; icin

x'eF, ,UTF. ,, >0, > B =1ve x, =Y B’ olacak sekilde sonlu bir J,

i<, i<,

indis kiimesi vardir.

X = Zﬂijxij + Z ﬂijxij

jeat j3
ve 31N 1.2 =@ olacak sekilde J, = J.'UJ 2 olsun. Her i €, icin

[0.x =Ty, Ty—x < 3 A’ 0% =Ty Ty—x/|

ied;

+ 3 Ao -y, Ty-Tx | (4.10)
jedi?
elde edilir. | 0,Tx’ —Ty,Ty—Tx| ifadesine (NS25) kosulu uygulanirsa
Jorxt .y’ [ oTw-x/n -1 |
” 0,Tx) Ty, Ty —Tx/ ” < max || 0,y-Ty,Ty—y ”” 0,Tx/ —y,y—Tx/] ” (4.11)

|| 0,x) —Ty, Ty —x/ ||

elde edilir. x' e F_, ve y € F, oldugundan

m

|0 =y, y=x|<re(F),

” 0.Tx' =%, %’ =T/ ”S r'(F),
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|| 0,Tx)—y,y—Tx/ ||s r*(F)
bulunur. (4.11) esitsizliginden yararlanilarak
[0.Tx) ~Ty, Ty —Tx! | < max{r*(F),] 0.y =Ty, Ty -y .| 0. =Ty, Ty x|
elde edilir. J.2 indis kiimesi, J* N3, =& ve
37 ={ied®: o Ty, Ty-Tx! | <r(F)},
3% ={je ] om Ty, Ty-Tx! | <[ 0.y -Ty.Ty-y]},
37 ={ied?: o) =Ty, Ty-Tx! | <[o.x! =Ty, Ty— x|}

olmak iizere J* =J* U J% UJi23 seklinde yazilsin. Bu durumda (4.10) esitsizligi
kullanilarak

Jox-Ty.Ty=x[< 3 Aox -Ty.Ty-x[+ 3 Ar'(F)

jedtua® jedd

+2., B 0y-Ty,Ty-y|

jed??

(4.12)

elde edilir. J'=J'ud* , J,,=J% ve J;=J7% olsun. Bu durumda (4.12)

esitsizligi kullanilarak

[ox ~TyTy=x < XA o.x! Ty, Ty x|+ 2 Ar*(F)
R e (4.13)
+3 B0y-Ty.Ty-y|

<%

elde edilir. ) A'+A+B =1 olmak Uzere A=Y B ve B =Y B’ ise (4.13)
% oot i3
esitsizliginden yararlanilarak
[0.% =Ty, Ty=x < > B[ 0.x) =Ty, Ty—x! |+ Ar*(F)
i<l (4.14)
+B[ 0, y-Ty, Ty-y]|

elde edilir. (4.9) esitsizligi ve (4.14) esitsizliginde |0, % —Ty, Ty =X | kullanilarak
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[0.x-Ty,Ty-x[< Y Y g0 ~Ty, Ty—x/ |

{Zamﬁ + Ao}rs(F)J{ZaiBi + BO}” 0,y-Ty, Ty-y||

elde edilir. A =) A ve B, =) B olsun. Bu durumda

iel iely

[0 x=Ty,Ty-x| <> e > B[ 0.x =Ty, Ty-x! |
e (4.15)

+[A+A]r(F)+[B,+B,][ 0, y-Ty, Ty-y|

elde edilir. Burada

Dy B+Y aA+A+Y B +B,=1

iely  jeJ; iel; iel,

dir. K :U(U j] olsun ve & ile sabitler gosterilsin. (i, j) ikilisine gore her k
ieE jeJli
icin xJ, x, ile gosterilsin. (4.15) esitsizligi kullanilarak Z§k +A+A+B+B,=1

keK

ve x, € F, , olmak Uzere

|0,x=Ty, Ty—x| < ng 10, —Ty, Ty—x, ||
keK

+[A+A]r(F)+[B,+B,][0,y-Ty, Ty—y|

m-1
elde edilir. Her bir x, i¢in bu isleme devam edilirse Zyp+Z(A+Bi):1 ve
peP i=0

x, € F, =C*(F) olmak lzere

|0, x=Ty, Ty-x| <> 7, || 0,x, —Ty, Ty —x, ||
eP
. (4.16)
+> AP (F)+> B0, y-Ty Ty-vy|
k=0 k=0

elde edilir. Boylece ||0,xp—Ty,Ty—xp ”SFS(F) olur ve (4.16) esitsizliginden

yararlanilarak

m-1 m-1
|0, x=Ty, Ty-x|< D B0, y-Ty, Ty—y ||+[z 7, +ZARJrS(F) (4.17)
k=0 0

peP k=l
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elde edilir.  Simdi || 0,y—Ty,Ty—y|| ifadesi  tekrar dikkate alinsin.
y econv(F, , UTF, ;) oldugundan her iel icin > o =1, y eF, ,UTF , ve

iel

a, 20 olmak uzere y =Z:0(i y;, yazilabilir. I, N1, = olacak sekilde | =1, Ul,

iel
olsun. Eger iel, ise y,eF,, ve iel, ise y,eTF, , olur. y, =Ty, olsun. Bu

durumda y, € F, , olmak iizere Y=Y ay;+ > o;Ty; yazlabilir. [0,y-Ty, Ty—y|

iel; iel,

ifadesinde yerine yazilirsa

[0y =Ty, Ty =y <X a0y =Ty Ty -y |+ e[ 0Ty, Ty, Ty-Ty, | (4.18)

iel, iel,

elde edilir. (NS25) kosulu kullanilarak

10,y =y, y =Y [ 0,y =Ty, Ty = ¥ |
10, Ty, =Ty, Ty =Ty, | <max3 |0,y =Ty, Ty-y|.[ 0.y, =Ty, Ty -y, |, (4.19)
10Ty, =y, y =Ty |

bulunur. y, e F, ,, y € F, oldugundan
10, yi =,y =y [<re(F),
10,y =Ty, Ty, —y; | < ¥ (F),
0Ty —y,y =Ty, | <r*(F)
olur ve (4.19) esitsizligi kullanilarak
10, Ty, - Ty, Ty-Ty; | < max{rS(F),” 0,y-Ty, Ty—y|.|0.y; Ty, Ty—y; ||}
elde edilir. 1, indis kiimesi
1) ={iel,:]|0,Ty, - Ty, Ty-Ty, | <r*(F)},
1,2={iel,:]|0, Ty, -Ty, Ty-Ty, | <[ 0,y Ty, Ty-y|},
1,2 ={iel,:|0.Ty, =Ty, Ty =Ty, | <[ 0.y, =Ty, Ty -y, ||}

ve IL,=1'Ul>UL}® olacak sekilde yeniden tanimlansin. Bu durumda (4.18)

esitsizligi kullanilarak
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10, y=Ty,Ty=y|< > a0y, -Ty.Ty-vy; |+ > ar’(F)
iel,ul, iel,t

(4.20)
+ zz a0, y-Ty,Ty-y||

iel,

elde edilir. D o; =1 ise bu durumda

T2
iel,

10, y=Ty,Ty—y | <||0.Ty, Ty, Ty =Ty, | <[ 0.y -Ty, Ty -y |

elde edilir. Bu ise bir ¢eligskidir. O halde Zai <1 olmalidir ve (4.20) esitsizligi

ielzz
kullanilarak
o. .
1 + 1 — 1
iellzulze‘l_zai ieZ|2:1 1- Zai
ielz2 ie|22
olmak lzere

10, y-Ty,Ty-y|< > % 10,y =Ty, Ty—y; [+ D Y r(F) (420

iclul, 1- Z G el 1- Z a;

iel,? iel,?

elde edilir. I=1,Ul°, =1} ve B=—o olsun. (4.21) esitsizligi
1- Z o
ielz2
kullanilarak
[0,y =Ty, Ty—y <D B[ 0.y, ~Ty. Ty—-y, |+ D Br(F) (4.22)
el iel,

elde edilir. A=) B ise (422) ecsitsizligi kullamlarak Y B +A =1 ve

iel, iel;

y, e F, ,=conv(F, ,UTF, ,) olmak lzere

|0, y=Ty, Ty—y| <D B 0.y, =Ty, Ty -y, ||+ Ar(F) (4.23)

iel;

elde edilir. Her ie 1, igin y/' eF, , ve Y #’ =1 olacak sckilde

jedtug?
Yi = z }/ijyij + Z 7/ijTyij
jed?t jed?

yazilabilir. Bu durumda
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[0,y =Ty, Ty =y, [< X 7|0y Ty, Ty-v/ |
jedt

. . ) 4.24
o3 oty STy Ty Ty (424
jed?

elde edilir. (NS25) kosulu kullanilarak

” 0 yij R4 y_yij ”’” O’Tyij - yij’ yij _TYij ||’
| 0.7y =Ty, Ty Ty | < max{ |0,y =Ty, Ty—y|,| 0Ty -y, y =Ty |,
[o.y) -Ty.Ty-y/ |

bulunur. y,' € F,,, Ty €F,, ve y e F, oldugundan
|0y =y y-vi|<r(F),
[0ty -yl oy =Ty (P,

|0y -y, y=Ty} | <re(F)

ve
0.1y =Ty Ty =Ty} | < max{r*(F).[ 0,y =Ty, Ty—y [ 0. v/ =Ty, Ty - yi* |}
elde edilir. J° indis kiimesi
3% ={ied?: oy ~Ty,Ty-Ty! | <Oy =Ty, Ty-y! |}

37 ={ie 3] oTy) -1y, Ty-Ty! | <r*(F)},

32 ={jea: oy Ty, Ty-Ty) | <[ 0.y -Ty.Ty-y|}

ve J2=J20UJ%*UJ% olacak sekilde ayrik kiimelerin birlesimi olarak yeniden
yazilsin. Bu durumda (4.24) esitsizligi kullanilarak
” 0,y, =Ty, Ty-y; ”S Z 7ij ”0’ Yij _Ty’Ty_Yij ||+ Z 7ijrs(F)
jed2

jedtua

| (4.25)
+ > 70y =Ty, Ty-y|

jey®

elde edilir. indis kiimeleri J,'=J'0J2, J2=J3%, J° =J% olacak sekilde yeniden
isimlendirilsin. O halde (4.25) esitsizliginden
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[0,y =Ty Ty=y < X w0y -Ty.Ty=y' [+ 3 n'r'(F)
jedit jeu?

+ > 7 0,y-Ty, Ty—y|

jed?
elde edilir. Bu durumda (4.23) esitsizliginden yararlanilarak

” 0, y_Ty’Ty_y”SZﬂi Z?ﬁj ” 0, yij —Ty,Ty—yij ||+

i€|1 jEJi

(4.26)
+> 8 Zji" |0, y—Ty,Ty—yll{Zﬂi Do+ Ag}rs(F)

iel; jed; iel; jed;?

elde edilir. D_8 > 7' =1ise |0, y-Ty, Ty—y|<||0,y-Ty, Ty—y| celiskisi elde

il jed®
edilir. Budurumda Y B, Y 7’ <1 olur ve (4.26) esitsizliginden
il jeJ?
DI DI D IFAET.
ieh eyt L eh jedf 1
1-YB> 7 1-2 B>
icl,  jed? ich  jedy?

olmak Uzere

ZﬂiZ?ﬁj

oy =Ty -yl sl ow Ty Ty-w/|

i€|1 jE‘]i3

: (4.27)
Zﬂl z A
iel; jeJ.2 s
+ ' —r°(F)
1_Zﬂi Z 7’
el jejla
Zﬂu Z 7ij + A
elde edilir. A = b e — ve K= j | olsun. Bu durumda her bir
1_Zﬂi Z%J -ul ,—9;
iely jEJi3
Zﬂ. z 7ij
(i, j) ikilisine gore k e K icin ¢, yazilirsa ¢, LI L Y Ayrica ;' igin
1-2. 827

Y, yazilip ve (4.27) esitsizligi kullanilirsa ng +A+A =1vey eF, , olmak

m-2
keK
Uzere

10,y =Ty, Ty =y <> 6 [0y ~Ty. Ty =y, [ +(A +A)r(F)
keK
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m-1
elde edilir. Bu isleme devam edilirse y, € F, ve lep + Z A =1 olmak lizere

peP k=0
m-1
[0,y-Ty,Ty-y <> 4,]0.y, - Ty.Ty-y, [+ > Ars(F)
peP k=0

yazilabilir. Bu durumda |0, y, =Ty, Ty -y, | <r*(F) olurve

IIO,V—TV,TV—VIIS(Z%+ZlAkjrS(F)=rS(F)

peP k=0

m-1 m-1
elde edilir. (4.17) esitsizligi kullanilarak ) B, + >y, +>_ A =1 olmak iizere
k=0

k=0 peP

||O,x—Ty,Ty—X||£[mZ__:Bk+Zyp+ZAkJrS(F)

bp ko
elde edilir. Sonug olarak | 0,x—Ty, Ty —x | < r*(F) olur ve boylece
O’ —€ <[ 0,x=Ty, Ty—x| < r*(F)
elde edilir.
Durum 3. x,y e F, i¢in
10, x=y, y=x|,[ 0. Tx=x,x=Tx|,
Opt” —€ <[ 0, Tx=Ty, Ty =Tx || < max1 |0,y -Ty, Ty -y .| 0.x =Ty, Ty —x|,
10.Tx—y,y-Tx|
olur ve Durum 2 de yapilan tiim islemler tekrar edilirse
Ot —€ <0, TX=Ty, Ty =Tx || < r*(F)
elde edilir.

Bu U¢ durumda da 6,,," —¢ <r°(F) elde edilir. Eger & sifira yaklagirsa bu

durumda &, ,,° <r*(F) olur.

m+1

F* = U F olsun. C°(F)# < oldugundan F” kiimesi de bostan farklidir.

neN

F. < F.,, olduguna 0°(F”) = I!E?O5S(Fk) <r*(F) elde edilir. F < F olduguna gére

F* < F olurve 6°(F*)<r*(F) bulunur.
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F kimesinin S— normal yapi o6zelligi kullanilarak r*(F)<d°(F) ve
0°(F*)<o°(F) elde edilir. Bu durumda F” kiimesi F kimesinin bir 6z alt kiimesi

olmalidir. Ayrica F” kiimesi konvekstir ve TF* < F” dir.

M =convF” = F* olsun. M kiimesinin capt F” kiimesinin ¢api ile aynidir.
Bu durumda o°(M)<r*’(F)<o°(F) olur ve M kimesi F kiimesinin kapall,
bostan farkli ve konveks 6z alt kiimesidir. T fonksiyonu siirekli oldugundan M
kimesi T — invaryanttir ve TM =TF* c TF* < F” =M olur. Bu durumda M e M
ve M c F elde edilir. Bu ise F kiimesinin minimal olmasi ile gelisir ve 6°(F) =0

olmalidir. Sonug¢ olarak F kiimesinin tek noktast vardir ve bu nokta T
fonksiyonunun sabit noktasidir. O

4.3 S — Normlu Uzaylarda Bazi Karsilastirmalar

Bu bolimde (S25) ve (NS25) (sirasiyla (NR25) ve (NS25) ) arasindaki

iligskiler incelenecektir.

Ik olarak (S25) ve (NS25) arasindaki iliski asagidaki dnermede verilmistir.

43.1 Onerme. (X[ ||) bir S— Banach uzay, (X,S;) bu S— norm

tarafindan elde edilen S —metrik uzay ve T : X — X bir fonksiyon olsun. Eger T
fonksiyonu (NS25) kosulunu sagliyorsa (S25) kosulunu da saglar.

Ispat. T fonksiyonu (NS25) kosulunu saglasin. Bu durumda
ST TXTY) = Tx=Tx, Tx=Ty, Ty =Tx || =[| 0, Tx =Ty, Ty ~Tx |

{” 0,x—Y,y—x|.] 0. Tx=x,x=Tx|,]| 0. Ty -y, y =Ty ||}
< max
10, Ty —x,x=Ty|[,| 0.Tx—y,y-Tx||

= max {S), (., y), S, (T, T, X), (T, Ty, ¥), 5, (TY. Ty, ). S, (T, Tx, y)|
elde edilir. Sonug olarak T fonksiyonu (S25) kosulunu saglar. o
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Asagidaki o6nermede (NR25) ve (NS25) kosullar1 arasindaki iliski
verilmistir.

4.3.2 Onerme. (X,||. ) bir Banach uzay, (X,| ... |) bu norm tarafindan

elde edilen S— normlu uzay ve T : X — X bir fonksiyon olsun. Eger T fonksiyonu
(NR25) kosulunu saglarsa (NS25) kosulunu da saglar.

Ispat. T fonksiyonu (NR25) kosulunu saglasin. Bu durumda
|0, Tx=Ty, Ty =Tx| =] O+ Tx=Ty [+ Ty -Tx||=2|| Tx-Ty||
<2max{][x=y L[ x=Tx|L [ y =Ty ||| x=Ty [l y=Tx [}

<max {2] x—y|. 2 x=Tx|. 2] y=Ty|. 2| x-Ty],2] y-Tx}

=max{||x_y”+“ y=x || x=Tx|+]| Tx=x]|.| y—Ty||+||Ty—y||}
| x=Ty |+ Ty=x|,] y=T|+] Tx-y]|

_ max{” 0,x—=y,y—x|,[]0,Tx=x,x=Tx|.,||[0, Ty -y, y-Ty ||}
Jo.Ty-xx-Ty | Jo.Te-y,y-Tx]

elde edilir. Sonug olarak T fonksiyonu (NS25) kosulunu saglar. o

X kiimesi bir norm tarafindan tiretilen S —norm ile birlikte bir S —normlu
uzay oldugunda Teorem 2.2.5 ve Teorem 4.2.10 cakisir. Fakat hi¢gbir norm tarafindan

uretilemeyen S —norm 6rnekleri mevcut oldugu igin Teorem 4.2.10, Teorem 2.2.5 in
bir genellemesidir.
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5.S - METRIK UZAYLARDA SABIT NOKTA TEORISININ
BAZI UYGULAMALARI

Bu bolimde S-— metrik wuzaylarda bazi genellestirilmis daralma
fonksiyonlarmin kompleks degerli S — metrik uzaylara bir uygulamas: verilmistir.
Ayrica S — metrik uzaylarda Picard Teoremi tamimlanarak herhangi bir metrik
tarafindan iiretilemeyen bir S —metrik i¢in yaklasik olarak hata analizi yapmanin bir
uygulamasi verilmistir.

5.1 Kompleks Degerli Fonksiyonlar Teorisine Bir Uygulama

Bu boliimde kompleks degerli S — metrik uzaylarda Rhoades daralma kosulu,
Nemytskii — Edelstein daralma kosulu ve Ciric daralma kosulu kullanilarak bazi yeni
genellestirilmis sabit nokta teoremleri elde edilmistir.

Kompleks degerli S — metrik uzaylarda Rhoades kosulu asagidaki sekilde
tanimlidir.

5.1.1 Tanmm. (X,S.) kompleks degerli bir S —metrik uzay ve T: X — X
bir fonksiyon olsun. Her x,y € X (x #y) i¢in

(CS25) S.(Tx,Tx,Ty) < max{
° Sc (TY, Ty, ), Sc (Tx, T, ¥)

Sc (X, X, ¥), S¢ (TX, Tx, X), S (Ty, Ty, y),}
dir.

Asagidaki tanimlarda kompleks degerli bir S — metrik uzay Uzerinde cap
kavrami tanimlanmis ve (CS25) kosulunun bir genellemesi elde edilmistir.
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5.1.2 Tamm. (X,S.) kompleks degerli bir S— metrik uzay ve A, X
kiimesinin bostan farkli bir alt kiimesi olsun. A kilimesinin ¢ap1

diam{A} =sup{| S (x,.x,y) |: X,y € A}

seklinde tammlidir. Eger A kiimesi sinurli bir kiime ise diam{A} < oo yazilir.

5.1.3 Tanmm. (X,S.) kompleks degerli bir S —metrik uzay, T: X — X bir
fonksiyon, U, ={T"x:neN} , diam{U,} <o ve diam{U, }<o olsun. Her

X,y e X (Xx=Y) icgin
(CS25a) | S, (Tx, Tx, Ty) | < diam{U, LU }

dir.
(CS25) ve (CS25a) kosullari arasindaki iliski asagidaki 6nermede verilmistir.

5.1.4 Onerme. (X,S.) kompleks degerli bir S —metrik uzay ve T: X — X

bir fonksiyon olsun. T fonksiyonu (CS25) kosulunu sagliyorsa (CS25a) kosulunu da
saglar.

Ispat. T fonksiyonu (CS25) kosulunu saglasin. Tanim geregince

Se (%X, ¥), Se (T, TX, ), Sc (TY, Ty, ),
SC(Tx,Tx,Ty)<max{ ¢ (%%, ), 8¢ (TX, Tx, X), S¢ (Ty yy)}:a

Sc(TY, Ty, %), S¢ (TX, TX, y)
ve buradan

|Sc(l'x,Tx,Ty)|<|oz|<diam{UX qu}

elde edilir. O halde (CS25a) kosulu saglanir. o

Onerme 5.1.4 {in tersinin her zaman dogru olmadig1 asagidaki Ornekten

gorulmektedir.
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5.1.5 Ornek. X =(0,1) kiimesi, her x,y,ze X igin

_Eak (| y_ _92 i
Sc (X, y,2) =5e" (| x—z|+| x+2 y|),ke{0,2}

seklinde tamimli kompleks degerli S — metrik ile kompleks degerli bir S — metrik
uzay olsun. Her xe X i¢in T : X — X fonksiyonu

X XE(O,l),X;t%,X?&—

Tx = 1 ; x:i

3 2

1 1

- X=—

2 3
. 1 1 -
seklinde taniml1 olsun. X = 7 y= 3 e X i¢in

eik eik
Sc (M TXTy) === Sc (X, x,y) ==,
Sc(Tx,Tx,x)=0, Sc(Ty,Ty,y) =0,

ik ik

e e
Sc(Fy,Ty,X)=7, Sc (Tx, Tx, y)=7

ve

eik eik eik eik
S TX,TX,T =— < Mmax _!O!O’_1_
c( y) > > 5

elde edilir. Buradan

ik

1 |e 1
|SC(Tx,Tx,Ty)|=E< >

celiskisi elde edilir. O halde T fonksiyonu (CS25) kosulunu saglamaz. Fakat
sup X =1 oldugundan T fonksiyonu (CS25a) kosulunu saglar.

(X,S;) kompleks degerli bir S —metrik uzay olsun. X kimesindeki her dizi

yakinsak bir alt diziye sahipse X uzayma kompakt kompleks degerli S — metrik
uzay denir.
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(X,S.) ve (Y,S:) kompleks degerli iki S —metrik uzay ve T:X —Y bir
fonksiyon olsun. T fonksiyonunun x e X noktasinda siirekli olmasi igin gerekli ve
yeterli kosul X, — X oldugunda TX, — TX olmasidir.

Asagidaki teoremde, kompakt kompleks degerli bir S —metrik uzay uzerinde
(CS25a) kosulunu saglayan bir fonksiyon i¢in bir sabit nokta sonucu elde edilmistir.

5.1.6 Teorem. (X,S.) kompakt kompleks degerli bir S — metrik uzay ve

T:X—>X , (CS25a) kosulunu saglayan siirekli bir fonksiyon olsun. T
fonksiyonunun bir tek sabit noktasi vardir.

Ispat. T fonksiyonu siirekli ve X kompakt oldugundan TX cY olacak
sekilde X kimesinin kompakt bir Y alt kiimesi vardir. TY Y elde edilir ve

Z= ﬂT”Y , X kiimesinin bostan farkli kompakt bir alt kiimesidir. Z klmesinin, T

n=1
fonksiyonunun bir tek sabit noktas1 olan X, noktasindan olusan tek elemanli bir
kiime oldugunu gosterelim. Z kimesi tek elemanli olmasin. Bu durumda
diam{Z}>0 dir. Z kompakt bir alt kiime oldugundan, |S. (X X,Y)|=diam{Z}

olacak sekilde X,y e Z noktalar1 vardir. Ayrica T fonksiyonu Z kumesini kendi

lizerine resmettiginden Tx, =X ve Ty,=y olacak sekilde X,,y, €Z noktalar
vardir. (CS25a) kosulundan

diam{Z} =] Sc (X, X, ¥) | =] Sc (TXy, TX,, TY,) | < diam{Z}

celiskisi elde edilir. O halde T fonksiyonunun bir tek sabit noktasi vardir. o

Onerme 5.1.4 kullanilarak asagidaki sonug elde edilir.

5.1.7 Sonug. (X,S.) kompakt kompleks degerli bir S— metrik uzay ve

T:X—>X , (CS25) kosulunu saglayan siirekli bir fonksiyon olsun. T
fonksiyonunun bir tek sabit noktasi vardir.

Asagidaki onermeden kompleks degerli S — metrik fonksiyonunun surekli
oldugu goriilmektedir.
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5.1.8 Onerme. (X,S.) kompleks degerli bir S —metrik uzay ve {x,},{y,}
iki dizi olsun. {x,} — x ve {y,} >y ise S¢ (X, X, ¥,) = Sc (X, %, y) dir.

Ispat. {x,} — x ve {y,} >y olsun. Her n>n,,n, icin

Sx,,<—veS Yo, <—
C(nn) 4 (ynyn) 4

olacak sckilde n,,n, €N sayilar vardir. n,=max{n,n,} olarak alinirsa (CS3)

kosulu ve Yardimc1 Teorem 2.4.5 kullanilarak
Sc (X, %, Ya) = 2S. (X, X, X)+2Sc (Y, Vs Y) +Sc (X, X, Y) < £+ S (X, X, Y)
ve dolayisiyla
Sc (X X ¥a) = Sc (X, X, y) < ¢ (5.1)
elde edilir. Ayrica
Sc (X, X, Y) = 25 (%, X, X,)+2S: (Y, ¥, ¥,) +Sc (X, X, V) < €+ Sc (X, X, ¥,)
ve boylece
Sc (X, X, ¥)=Sc (X, X, Y,) < & (5.2)
elde edilir. (5.1) ve (5.2) esitsizlikleri kullanilarak
|Sc (X, X Yo) = Sc (X, X, Y) | < &

yani, S¢(X,,X,,Y,) = Sc(X,X,y) elde edilir. Sonu¢ olarak, kompleks degerli S —
metrik fonksiyonu sireklidir. o

Kompleks degerli S — metrik uzay zerinde Nemytskii — Edelstein kosulu
asagidaki sekilde verilmistir.

5.1.9 Tanmm. (X,S.) kompleks degerli bir S —metrik uzay ve T: X — X
bir fonksiyon olsun. Her x,y e X (X #y) i¢in

(CSN-E) S, (Tx,Tx,Ty) < Sc (X, X,Y)

dir.
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Asagidaki onermede (CS25) kosulu ile (CSN-E) kosulu arasindaki iligki
incelenmistir.

5.1.10 Onerme. (X,S.) kompleks degerli bir S— metrik uzay ve

T:X — X bir fonksiyon olsun. Eger T fonksiyonu (CSN-E) kosulunu sagliyorsa
(CS25) kosulunu da saglar.

Ispat. Tamim 5.1.1 ve Tanim 5.1.9 kullamlarak ispat kolayca goriiliir. o

Onerme 5.1.4 ve Onerme 5.1.10 dan asagidaki sonug elde edilir.

5.1.11 Sonug. (X,S.) kompleks degerli bir S —metrik uzay ve T: X — X

bir fonksiyon olsun. Eger T fonksiyonu (CSN-E) kosulunu sagliyorsa (CS25a)
kosulunu da saglar.

Onerme 5.1.10 ve Sonug 5.1.11 in tersi her zaman dogru olmak zorunda
degildir.

5.1.12 Ornek. X :[O,l] , Ornek 5.1.5 te tammlanan kompleks degerli S —

metrik ile beraber kompleks degerli bir S— metrik uzay olsun. Her xe X icin
T:X — X fonksiyonu

seklinde tanimlansin. X = %, y= % e X igin

5, 5,
S. (TX, Tx, Ty) =—e™, S.(x, X, y) =—e*
ol V) =71 (X y)=—
ve boylece

5 . 5 .
S.(TX,Tx, Ty) =—e* < S_(x,x,Vy)=—¢e*
c( y) o1 (XX, y) o1
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elde edilir. Buradan
5 5
Sc(MX,TX,TY) [=—=<|S. (X, X, ¥) |=—
| Sc( N|=7<[Sctux )=

celiskisi elde edilir. O halde T fonksiyonu (CSN-E) kosulunu saglamaz. Fakat T
fonksiyonu (CS25) ve (CS25a) kosullarini saglar.

Asagidaki teoremde kompakt kompleks degerli bir S —metrik uzay uzerinde
klasik Nemytskii — Edelstein sabit nokta teoreminin bir genellemesi elde edilmistir.

5.1.13 Teorem. (X,S.) kompakt kompleks degerli bir S — metrik uzay ve
T:X — X, (CSN-E) kosulunu saglayan bir fonksiyon olsun. T fonksiyonunun bir

tek sabit noktas1 vardir.

ispat. y:X —>[01) fonksiyonunu  w(X)=|Sc(X,x,TX)| seklinde
tanimlayalim. (X,S.) kompakt kompleks degerli bir S —metrik uzay oldugundan y

fonksiyonu minimum degerini alir. Yani, her x € X i¢in
| Sc (X, %0, %) | <[ S (X, %, TX) |

olacak sekilde bir X, € X vardir. X, noktasinin T fonksiyonunun bir sabit noktasi
oldugunu gosterelim. X, noktas1 T fonksiyonunun bir sabit noktasi olmasin, yani

Tx, # X, olsun. (CSN-E) kosulu kullanilarak
Sc(TXy, TX, TTXy) < Sc(Xy, X, TX,)
ve

| S (T, X0, TTX, ) |<| Sc (o, %6, TX,) |
elde edilir. Bu ise tim |S.(x,x,TX)| degerleri arasmda |Sc(X,, %, TX,)| 1
minimalligi ile ¢elisir. Boylece X, noktas1 T fonksiyonunun bir sabit noktasidir. X,

noktasinin tek oldugunu gosterelim. y,, T fonksiyonunun baska bir sabit noktasi

olsun, yani, Ty, =y, ve x, # Y, olsun. (CSN-E) kosulu kullanilarak
SC (XO’ XO’ yO) = SC (TXO’TX()’TyO) < SC(XO’ XO’ yO)
ve

|SC(X0'X0'y0)|<| SC(XO’XO'yO)|
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celiskisi elde edilir. O halde x, =y, dir, yani X, noktast T fonksiyonunun bir tek

sabit noktasidir. o

5.1.14 Uyari. Kompakt kompleks degerli bir S — metrik uzay tzerinde surekli
fonksiyonlar i¢in asagidaki sonuclar ¢ikarilabilir.

(1) Sonug 5.1.7, Teorem 5.1.13 (in bir genellemesidir.

(2) Onerme 5.1.4 ten Teorem 5.1.6 nmin Teorem 5.1.13 (in bir baska
genellemesi oldugu elde edilir.

(3) Omek 5.1.12 dikkate almirsa (CS25) ve (CS25a) kosullarimi
saglandigindan x =1 noktas1 T fonksiyonunun bir tek sabit noktasidir.

(4) Teorem 5.1.13 te S, fonksiyonu S, : X x X x X —>[0,oo) olarak alinirsa
Teorem 2.3.16 elde edilir.

Son olarak kompleks degerli bir S — metrik uzay tizerinde Ciric kosulunun bir
genellemesi asagidaki sekilde tanimlanmustir.

5.1.15 Tamm. (X,S.) kompleks degerli bir S —metrik uzay ve T: X — X

bir fonksiyon olsun. Her x,y € X ve bazi h e{o,%) icin

(CSC) Sc(Tx,Tx,Ty) hmax{SC(X’X' ¥): Sc (T, X), S¢ (Ty. Ty, y),}

Sc(Ty, Ty, ), Sc (TX, TX, y)

dir.
Asagidaki 6nermede (CS25) ve (CSC) kosullari arasindaki iliski verilmistir.

5.1.16 Onerme. (X,S.) kompleks degerli bir S— metrik uzay ve

T: X — X bir fonksiyon olsun. T fonksiyonu (CSC) kosulunu sagliyorsa (CS25)
kosulunu da saglar.

Ispat. Tanim 5.1.1 ve Tanim 5.1.15 ten ispat kolayca elde edilir. o
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Onerme 5.1.4 ve Onerme 5.1.16 kullanilarak asagidaki sonug elde edilir.

5.1.17 Sonug. (X,S.) kompleks degerli bir S —metrik uzay ve T: X — X

bir fonksiyon olsun. T fonksiyonu (CSC) kosulunu sagliyorsa (CS25a) kosulunu da
saglar.

Ornek 5.1.12 de tamimlanan T fonksiyonu dikkate almirsa o zaman T
fonksiyonu (CS25) ve (CS25a) kosullarini saglar fakat (CSC) kosulunu saglamaz.

Tam kompleks degerli bir S — metrik uzay tzerinde Ciric sabit nokta teoremi
asagidaki gibi genellenmistir.

5.1.18 Teorem. (X,S.) tam kompleks degerli bir S— metrik uzay ve

T:X — X,(CSC) kosulunu saglayan bir fonksiyon olsun. T fonksiyonunun bir tek
sabit noktas1 vardir.

Ispat. x, € X ve {x,} dizisi Tx, = n=0,12,... seklinde taniml olsun.

n+l’
Her n icin x, # X, oldugunu kabul edelim. (CSC) kosulu ve Yardimci Teorem
2.4.5 kullanilarak

SC (Xn’ Xn ! Xn+l) = SC (Txn—lfTXn—l’TXn)

5 hma { C(Xn -1 nl' n) S (X Xn 1) S (Xn+1’ n+1? n)}
S ( n+1? n+l’ nl) S (Xn1 n’Xn)

_hmaX{S (Xn -1 nl’ n) S (Xn+1’ n+1? n) S (Xn+17 n+1? nl)}
=ha

ve

|SC(Xn’ Xn+1)|<h|a|<2h|S (Xn+1’ n+1? n)|+h|S (Xn ' nl’Xn)|

elde edilir. Buradan

h
| SC (Xn’ Xy Xn+l) | < m| SC (Xn—l’ Xp-1 Xn) | (53)
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olur. a= olsun. 3h<1 oldugundan a<1 olur. 0sh<% oldugundan

1-2h
1-2h #0 dir. Timevarim yontemi ve (5.3) esitsizligi kullanilarak

| SC (Xn’ Xn’ Xn+1) | < an | SC (XO’ XO' Xl) | (54)
elde edilir. {x,} dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu gosterelim. Her n,meN,
n<m i¢in (5.4) esitsizligi ve (CS3) kosulu kullanilarak

a

|SC(Xn’Xn’Xm)|S _a|SC(XO'XO’X1)|

1

elde edilir. n,m—>o0 iken |Sc(x, X,,X,)|—0 olur Boylece {x,} bir Cauchy
dizisidir. Tamlik hipotezinden {Xn} — X olacak sekilde x € X noktas1 vardir. Simdi

bu x noktasinin T fonksiyonunun bir sabit noktasi oldugunu gosterelim. Tersine
olarak, x noktast T fonksiyonunun bir sabit noktasi olmasin, yani TX = X olsun.
(CSC) kosulu kullanilarak

Sc (Xn ' Xn ' X) = SC (TXn—l’TXn—l’TX)

< h max {SC (Xn—l’ anlv X)1 SC (Xn’ Xn , anl)’ SC (TX,TX, X),}

Sc (TX,TX, X, 1), Se (X, X, X)
ve n— oo igin
Sc (X, %, Tx) = S (Tx, TX, X)
elde edilir. Buradan Yardimci Teorem 2.4.5 kullanilarak
| S (Tx, Tx, X) | < h| S¢ (T, TX, X) |

bulunur. Bu ise Tx=x olmasin1 saglar, yani x noktast T fonksiyonunun bir sabit
noktasidir. Simdi x noktasinin T fonksiyonunun bir tek sabit noktasi oldugunu
gosterelim. Tersine olarak, y noktast x =y olacak sekilde T fonksiyonunun baska

bir sabit noktasi olsun. (CSC) kosulu kullanilarak

Se (6% 1) =S (X TXTy) = hmax{SC(X'X' V):Se (%%, %),Sc (Y., y),}

Sc (Y, Y, X), Sc (X, X, Y)

ve Yardimei Teorem 2.4.5 den

|Sc (6%, ) [ <] Sc (X, %, ) |
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elde edilir. he{o,%) oldugundan x=y olur. Sonu¢ olarak, x noktast T

fonksiyonunun bir tek sabit noktasidir. o

5.1.19 Uyari. Kompakt kompleks degerli bir S —metrik uzay utzerinde surekli
fonksiyonlar i¢in agagidaki sonuglar ¢ikarilabilir:

(1) Sonug 5.1.7, Teorem 5.1.18 in bir genellemesidir.

(2) Onerme 5.1.4 ten Teorem 5.1.6 nin Teorem 5.1.18 in bir baska
genellemesi oldugu elde edilir.

(3) Teorem 5.1.18 de S. fonksiyonu S; : X x X x X —>[O,oo) olarak alinirsa
Sonug 2.3.19 elde edilir.

5.2  Diferansiyel Denklem Teorisine Bir Uygulama

Bu bolimde S, — uzay kavrami verilerek bu uzayin tamlik 6zellikleri

incelenmistir. Bu uzay kullanilarak klasik Picard Teoremi’nin bir genellemesi elde
edilmistir. Ayrica herhangi bir metrik tarafindan tiretilemeyen S— metrik igin
yaklasik ¢oziim yapilarak hata analiz uygulamasi verilmistir.

a>0,b>0eR olsun ve R? {izerinde

D={(xYy):]x=%|<a|y-y,|<b}

kiimesi tanimlansin. | herhangi bir aralik olmak ilizere xe | ve | iizerinde taniml
bir y fonksiyonu igin y'(x) = f(x, y(x)) olacak sekilde (x,y(x))e D ve y(X,) =Y,

kosullar1 saglaniyorsa y':%: f (x, y(x)) olmak lzere y fonksiyonuna
X

y'=1(xY¥),y(X%) =Y, (5.5)

baslangi¢c deger probleminin bir ¢dziimii denir. Yukarida verilen baslangi¢ deger
problemi, | iizerinde asagidaki sekilde tanimli integral denkleme denktir:
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Y0 =Y+ [ f(ty®)dt. (5.6)

Her xe | icin (X,y(x)) e D ve

Y0) = Yo+ [, F(to(D)dt (5.7)

kosullarin1 saglayan y fonksiyonu (5.6) nin bir ¢6ziimii olarak diisiiniilebilir. (5.7)
esitliginden y fonksiyonu siireklidir. Ayrica y fonksiyonunun (5.5) te verilen
baslangic deger probleminin bir ¢dziimii olmast i¢in gerekli ve yeterli kosul y
fonksiyonunun (5.6) da verilen integral denklemin bir ¢ézliimiiniin olmasidir [40].

521 §S_ - Uzaylar ve Tamhk

F=R yada F=C ve C[a,b]={f |f :[a,b] — F stirekli birfonksiyon}
olsun. Her f,geCJ[a,b] icin

d.(f.g)= stlp]lf(x)—g(x)l

xela,b

seklinde tammli d, :C[a,b]xC[a,b]—[0,0) fonksiyonu C[a,b] kiimesi tzerinde

bir metriktir ve (C[a,b],d,, ) ikilisi bir metrik uzaydur.

Bu bolimde S, — uzay kavrami verilerek ve bu uzayin tamlik o6zellikleri
incelenecektir. Bunun igin ilk olarak d, metrigi tarafindan elde edilen S— metrigi
dikkate alalim.

Her f,g,heCla,b] icin
S.(f.g,h)=d,(f,h)+d.(g,h) = Sl[JFg)]|f(X)—h(X)|+ Sl[JI%]|9(X)—h(X)|

seklinde tammli S, :C[a,b]xC[a,b]xC[a,b] —>[0,%) fonksiyonu C[a,b] kiimesi

Uzerinde bir S — metriktir ve (C[a,b],S, ) ikilisi bir S — metrik uzaydur.
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5.2.1.1 Onerme. (C[a,b],s, ) ikilisi bir tam S — metrik uzaydr.

Ispat. Yardimci Teorem 2.3.9 kullanilarak ispat kolayca goriiliir. o

5.2.1.2 Tamm. (X,S) bir S— metrik uzay ve Y kimesi X kimesinin
bostan farkli bir alt kiimesi olsun. S, :Y xY xY —[0,) fonksiyonu her x,y,zeY
icin
S, (X, y,2)=S(X,Y,2)

seklinde tamimli olsun. Bu durumda S, bir S— metriktir ve bu S— metrik
indirgenmis S — metrik olarak adlandirilir. (Y,S,) ikilisine de (X,S) S— metrik

uzayinin alt S — metrik uzay1 denir.

5.2.1.3 Tamm. (X,S) bir S— metrik uzay ve Ac X olsun. A; c A ise A

kiimesine kapalidir denir.

5.2.1.4 Onerme. (X,S) bir tam S— metrik uzay olsun. Y kimesi (X,S)

S — metrik uzayinda kapali ise bu durumda (Y,S,) ikilisi tamdir.

Ispat. Tamlik ve kapalilik tanimlarindan ispat kolayca goriiliir. o

5.2.1.5 Onerme. X :{f|f :[a.b] —[c,d] strekli birfonksiyon} olsun. Bu

durumda (X,S,) ikilisi bir tam S — metrik uzaydur.

Ispat. Onerme 5.2.1.4 kullamlarak X < C[a,b] ve (C[a,b],Sw) ikilisi tam

S— metrik uzay oldugundan sadece X kiimesinin kapali oldugunu gostermek

yeterlidir. f eC[a,b] ve f fonksiyonu X kiimesinin bir y1gilma noktasi olsun. Bu

durumda {f,} > f olacak sekilde X kiimesinde {f,} dizisi vardir. Her X €[a,b]
icin

I£,00— £ (9| <8, (f,, T, )
ve

lim ,(x) = f ()
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elde edilir. Her xe[a,b] igin ¢< f (x)<d oldugundan c< f(x)<d olur. Sonug

olarak f € X elde edilir. o

5.2.2 Picard Teoremi

Bu bolimde “Picard Teoremi” nin S— metrik uzaylara bir genellemesi
verilecektir.

5.2.2.1 Teorem. a>0, b>0 olsun ve f fonksiyonu
D={(x,y):[x=%]|<a, |[y—y,|<b}
tizerinde her (X, Y,).(X. Y,) € D igin

SCSARICSARICS AN IAA! (5.8)

kosulunu saglayan siirekli bir fonksiyon olsun. Burada M >0 dir ve S fonksiyonu
D iizerinde tanimlh ahsilmis S — metriktir. Bu durumda bir r>0 igin

X &[X, =1, % +r] oldugunda
y'(x) =T (% y(x) vey(x) =Y, (5.9)

olacak sekilde [Xo—r,Xo+l’] tizerinde tanimli bir tek Yy fonksiyonu vardir, yani

y(X,) =Y, baslangi¢ kosulu altinda

dy _
o f (% y(x))

birinci dereceden diferansiyel denklemin [x0 -, %, +r] uzerinde bir tek ¢ ¢ozimi

vardir.

Ispat. f fonksiyonu D kiimesi iizerinde siirekli oldugundan her bir

(x,y)eD igin

|f(x,y)|<k
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olacak sekilde bir kK >0 sayis1 vardir, yani f fonksiyonu siirhdir. f fonksiyonu

D kiimesi iizerinde siirli ve siirekli oldugundan

K =sup{|f(x,y)|:(x,y)eD} (5.10)

: b . : N
sayist vardir. r=min {a,z} ve S fonksiyonu alisilmis S — metrik olmak Uizere

X ={yeC[x—rX +r]:xe[x —rx+r] icin S(y(x),y(x),y,) <b}

olsun. Bu durumda Onerme 5.2.1.5 ten (X,S,) ikilisi tam S — metrik uzaydir. r
sayisinin tanimindan S(X, X, X,) <r ve ye X i¢in (X,y(x)) € D oldugu kolayca
goraldr. T fonksiyonu

Ty(x) =Y, +J‘; f (&, y(t))dt, S(x,x,%)<r

seklinde tanimli olsun. Bu durumda y fonksiyonunun (5.9) kosulunu saglamasi igin
gerekli ve yeterli kosul Ty =Yy olmasidir. r sayisinin tanimi ve (5.10) esitligi
kullanilirsa S(X,X,%,) <r ise T : X — X bir fonksiyon ve Ty € X olmak tzere

S (Ty(x),Ty(x), ¥5) = 2[Ty(x) — Y| <2

j f(t, y()dt < zj;|f(t, y(t)|dt

< 2K |X=%o| = KS(X, X, %,) < Kr <b

elde edilir. Bir p tamsayisi igin T" fonksiyonunun bir daralma doniisiimii oldugunu
gosterelim. Bu durumda

V00 =Ty, (0) = [ [ (6 @)= £y, ()]t

elde edilir. x, <x olsun. Bu durumda
S (T, 00, TY.00, Ty, () = 2[Ty, () =Ty, (0] < 2] |ty (0) — F (v, O]t

<2M J.X);|y1(t)_ yz(t)|dt < Msm(yl’ Yir yz)J.X); dt=M (X_XO)Soo(yl’ Yis yz)

elde edilir. Ty, ve Ty, fonksiyonlari i¢in bu yontem tekrarlanirsa

S(TH0 00 T2, (0. T?y,00) = 2[T21,00 =Ty, (0] <2 f (. TY ()~ f (. Ty, )]t
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<M [ 20Ty, 0~ Ty, 0]t <M 'S (Ty, (0. Ty, (0, Ty, () et
=M [ M(t-%,)S, (Yo, ¥;. ¥, )t =w8w(yp Yir )

elde edilir. Benzer diisiince ile herhangi bir n igin

. . . M™(x=x,)"
S(TWMLT00.T',00) < -5 (3, )
M"[x—x|" Ma)"
S¥Sw(yl'yl'y2)S%Sm(yl'yl'yZ)

elde edilir. Yardimer Teorem 2.3.5 kullanilarak X< X, i¢in de bu esitsizligin

_(Ma)" Ma)® : :

saglandig1 goriliir. Ilm(—|)=0 oldugundan %<1 olacak sekilde bir p
n—oo n_ p_

tamsayisi vardir. Bu durumda TP fonksiyonu bir daralma doniisiimiidiir. Sonug

olarak T nin bir tek ¢6ziimii vardir. o

5.2.2.2 Uyarn.

(1) Teorem 5.2.2.1 in ispatt ayrica, 0<r<min{ﬁ,a,%} olmak uzere

(BS [yO(X),kr],Sm) tam S— metrik uzay1 iizerinde Banach daralma prensibi
kullanilarak da yapilabilir.

(2) Bir metrik tarafindan iiretilemeyen S — metrik Ornekleri mevcut
oldugundan Teorem 5.2.2.1 de secilen D bdlgesine gore herhangi bir S— metrik
kullanilabilir. Bu durumda Teorem 5.2.2.1 klasik Picard Teoremi’nde igerilemeyen
durumlarda onem kazanir. Ciinkii herhangi bir D bélgesinde ve herhangi bir S —

metrik (6zellikle herhangi bir metrik tarafindan iiretilemeyen ya da herhangi bir
metrigi tiretmeyen) kullanilarak calismak gerekebilir.

Asagidaki teoremde dikey serit iizerinde Picard Teoremi’nin yeni bir
genellemesi verilmistir.

5.2.2.3 Teorem. | bir kapali aralik ve f fonksiyonu

D:{(x,y):XeI}
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izerinde stirekli bir fonksiyon olsun. Herhangi (X, ¥;).(X,Y,) € D igin

S(F(x¥) fF(xy) F(6Y,))<MS (Y, Yy Y,)
olacak sekilde bir M >0 sayis1 varsa bu durumda (X,, Y,)€ D, x el igin

y'(x) = f(x y(x) ve y(x)=1Y,

olacak sekilde | Uzerinde bir tek y fonksiyonu vardir, yani y(X,) =Y, baslangi¢

kosulu altinda

dy
o f (% y(x))

birinci dereceden diferansiyel denkleminin | Uzerinde bir tek ¢ ¢6ziimii vardir.

Ispat. Teorem 5.2.2.1 in ispatinda kullanilan yonteme benzer sekilde ispat
kolayca goriiliir. O

Picard Teoremi vektor degerli fonksiyonlar kullanilarak genellestirilebilir.
Birinci dereceden bir diferansiyel denklem sistemi asagidaki gibidir:

u'(x) = f(x,u(x),v(x),...), u(@)=u,

v'(x) = g(x,u(x),v(x),...), v(a)=v

dir. Bu durumda
u(x)
y(x) =| v(x)
ve
u'(x) f (X, u(x),v(x))

y'() = vi(x) |=| g(x,u(x),v(x)) | = F(x y(x))

yazilabilir.
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5.2.2.4 Teorem. F fonksiyonu x Uzerinde surekli bir vektor fonksiyonu ve
(5.8) esitsizligi X=X, , Y=Y, noktalarm iceren D Dbolgesinde Yy Uzerinde

saglanirsa bu durumda y(X,) =Y, baslangi¢ kosulu altinda
y'(x) = F(x, y(x))

adi diferansiyel denkleminin y, tzerinde bir tek y(X) ¢6ziimii vardir ve bu ¢6zim

stirekli olarak y, abaghdir.

Ispat. Baslangig kosulu ile birlikte adi diferansiyel denklem
YO) =Y+ | F(t,y(D)adt
denklemine denktir. Picard iterasyonunu

YO(X) = Yo

V(0 =Yo+ [ Fltyo)et,

V,00= Yo+ [ F(t.y,0)ct

Vo)=Y + [ F(t,y, (D)at
seklinde tanimlayalim.
D={(xy):xe(X—-ax+a),ye(y,~b,y,+b)}

bolgesini dikkate alalm. r<a olmak iizere Xe&(X, —r,X,+r) olsun ve F

fonksiyonu (5.8) esitsizligini saglasin. Ilk olarak tiimevarim yontemiyle

kM "S (X, X, %)™
(n+1)!

S (Yo (X, ¥on (0, ¥, (X)) < (5.11)

esitsizliginin saglandigim gosterelim. N=0 ise || bir vektorin normu, S

fonksiyonu alisilmis S — metrik ve k= sup  F(t,y,) olmak tizere

te[x)—rXp+r]

S (100109, 96(0) =2 %00~ Y| =| [ F(t yo)et
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<2k| [ dt |= 2k | x—x, | = kS (X, X,
“XO ‘ | X=X, [=kS(X, X, %)
elde edilir. n—1 icin (5.11) esitsizliginin saglandigini kabul edelim. Bu durumda

S (yn+1(x)! yn+1(x)! yn(x)) = 2| yn+1(x) -Y, (X) | = 2‘ _L:[F(t’ Yo (t)) -F (t’ yn—l(t))]dt‘

<2f |F Y, 0) = F (& You () [dt <2M [ |y, (0 -y, 10|t

n-1 n n n+1
kM "S(t,t, %,) dt < kM"S(x, X, X,)
n! (n+1)!

<M[S (3,0, ¥, 0.y, ) dt <M [

0 n

kM
Ide edilir.
elde edilir nZ:(;(nJrl)!

S(X,X,%,)"" serisi yakinsaktir. Bu durumda

35 (Y2 (9. Yoa (), 2 ()

n=0

serisinin yakinsakligi elde edilir. Boylece
lim y, () = Y5 + 2 (Y () = ¥ (X))
n=0

dizisi y(X) vektor fonksiyonuna yakinsar. Ayrica

n+1

KM ™| x = X, |

S (yn+1(X)1 yn+1(X)’ yn (X)) = 2| y”+1(x) a yn (X) | = 2n+ M (n +1)|

ve

M n+l| X — X, |n+1
(n+1)!

N-1 k 0
21 Y00~ 1y € 32|y, -y, 09| €2 3 27
n=0 n=N

:Liznﬂ Mn+lS(X,X,X0)n+l SL,\/lNJrlaNﬂ Via
M = (n+1)! M (N +1)!

elde edilir. Sonug olarak yakinsama x Uzerinde diizgundir ve strekli fonksiyonlarin
diizgiin yakinsaklig streklidir.

Simdi Y(X) vektor fonksiyonunun bir ¢6ziim oldugunu gosterelim. y, dizisi
y ye diizgiin yakinsadigindan vy, dizisinin y ye yaklastigin1 kabul edelim. Bu
durumda
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I F @y, F o

<[ [ Fty, @)~ F 6 y()|de

sj: M|y, ) - y(t)|dt<Me|x—x,|<Mea
elde edilir.
Voa ()= Yo+ [, F(L Y, 0)dt

esitliginde n — oo i¢in limit alinirsa y vektor fonksiyonunun

y(x) =y + [} F(t,y®)dt

adi diferansiyel denkleminin bir ¢6ziimii oldugu elde edilir.

Simdi Yy vektor fonksiyonunun tek oldugunu gosterelim.

u() =y, + [ F(ty(D)adt

bir bagka ¢0zim olsun. y ve u vektér fonksiyonlari siirekli oldugundan
[X, =T, % +r] iizerinde smrlidir, yani her X €[X,—F, %, +r] igin | y(X)—u(x) |< K

elde edilir. Bu durumda

(Y (. ¥00.u00) =2| y(x)~u(9 | =2| [ [F (. y(0) - F ()]t
szj: M| y(t) - u(t) |dt < 2MK | x—X, |,

(Y (. ¥00.u00) =2| y(x)~u(9 | =2| [ [F (. y(0) - F ()]t

| X=X |2
2

<2[ M|y®-u(®)|dt<2*[ M*K|t—x, |<2*M?K
Xo Xo
ve bu yonteme devam edilirse n — oo igin

| X=X, [
25l 50

S(Y(¥), y(x),u(x)) <2"KM"

elde edilir. Bu durumda [x0 -, X, + r] aralig1 Gzerinde y(Xx) =u(x) bulunur.

Simdi y vektor fonksiyonunun surekli olarak y, a baglh oldugunu

g6sterelim. y vektor fonksiyonu y(x,) =Y, baslangi¢ kosulu altinda adi diferansiyel
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denklemin bir tek ¢ozumui ve u vektor fonksiyonu da u(x,)=Y,+J baslangic
kosulu altinda bir tek ¢6ziimii olsun. Bu durumda

Y0 =Y, + [ F(t,y(®)adt
ve
u(x) =y, +5+sz F(t,u(t))dt
esitlikleri saglanir.

| y(x)—u(x)]| s|5|+j;| F(t, y(t)) - F(tu())|dt
s|5|+|\/|j;| y(t)-u(t)|dt (5.12)

elde edilir. y ve u vektor fonksiyonlar: siirekli oldugundan (XO - X+ l’) Uzerinde

| y(X)—u(x) |< K elde edilir. (5.12) esitsizligi kullanilarak
| y()—u(x) |<| 8|+ MK| x=x, |

bulunur. Tiimevarim yontemi kullanilarak

2
y(x)—u(x)|<| 5 || 1+ M | x =X +M2M+...+Mn|x—xo|
| <[] 1+M]x=x,]|
2! n!
n+l
+KM“+1|X_X0| |5 [eMP!
(n+1)!

ve
S(y(x), y(x),u(x)) - 2| 5|e"* !
elde edilir. 6 > 0 iken u(x) > y(x) olur.

Tum vy, (x) lerin (y0 —b,y, + b) araliginda oldugunu gosterelim.

K'=sup{F(x,y):(x,y) e D}

} olsun. XG(XO—r,x0+r) icin n {izerinden tiimevarim

. . b
olmak Uizere r =min a,F

uygulanirsa
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Yo (X) =Y, E(yo—b, yo+b),
| Vo () = Yo |:“X:F(t,yn(t))dt‘£ M| X%, |<Mr<b

ve buradan Y,.;(X) €(Y, —b, Y, +b) elde edilir. o

u
5.2.25 Teorem. y=| V| de her F(x,y) bileseni (5.8) esitsizligini saglarsa,

yani
S(R(X Y1), F (% Y1) B (X, Y,)) S M (S Uy, Uy, Uy) + S (v, V) +-+2)
ise bu durumda F vektor fonksiyonu y de (5.8) esitsizligini saglar.

Ispat. Herhangi pozitif a,,...,a, reel sayilari igin

8 8
bll<a,+-+a, <Jn|
a a

n n

esitsizligi saglanir. Bu durumda M = Jn Z M, olmak lizere
S(F(x Y1) F( Y1), F(X ¥,)) = 2| F(x, ;) - F(x,¥,) [< 2D | R (X, 1) - R (X, ¥,) |
= ZS(Fi(X’ Y1)’ Fi(x’ yl)’ Fi(X1 yz)) = Z Mi(S(uliul’u2)+ S(Vlvvl’vz)"‘"‘)

<SMS(Y., Y1) Y,)

elde edilir. o

5.2.2.6 Ornek.
u'(x) =u(x)—xv(x), u(0)=1
v'(X) =u(x) +v(x)*, v(0)=0

denklem sisteminin X =0 civarinda bir aralikta bir tek ¢6ziimii oldugunu gosterelim.
Bu sistem,
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F(x,u,v):(l:;\);/j

olmak lzere y'(x) = F(X, y(x)) olarak yazilabilir. F fonksiyonunun x Uzerinde her
yerde siirekli oldugu kolayca goriilebilir. F fonksiyonunun bilesenleri dikkate
alinirsa | X | <M; olmak Uizere

S (U, — XV, Uy, — XV, Uy — XV,) = 2| (u, —xv; ) —(u, —xv2)|s 2(Ju,—u, [+] x| v, = v, |)
2, 20— £ (M, 1) 20 2y, |
=(M, +1)[S(u;,u;,u,) + S (v, v, V,)]
ve [V, |,|v, |< M, olmak tzere
S(u, + V7, U, + V7 U, +V5) :2|(ul+vf)—(u2 +v§)| = 2|(u1—u2)+(v12 —v22)|
<2(|uy—uy [+ v, =V, || v+, |)s 2(| Uy —U, |+|v, -V, |(|vl|+|v2|))
<(2M, +1)[ 2|u, —u, [+ 2]V, =V, []=(2M, +1)[S (U, Uy, U,) + S (v, v, V)]

elde edilir.  Teorem 5225  kullamlarak (-11)x(-11)  bolgesinde
M =2 (M, +2M, +1) olmak zere
S(FOG YL F O Y1), F (X 2)) SMS (Y ¥, Y2)

elde edilir. Sonug olarak Teorem 5.2.2.4 ten 0 civarinda bir tek ¢oziim vardir.

5.2.3 Yaklasik Coziime Bir Uygulama

Bu béliimde herhangi bir metrik tarafindan iiretilemeyen S — metrik igin
yaklasik olarak n. iterasyonun hata analizi igin bir 6rnek verilecektir.

X =R ve S:XxXxX —[0,0) fonksiyonu Ornek 2.3.10 daki gibi tanimli
bir S — metrik olsun. Yani her X,y,zZ€R igin

S(X,Y,2)=|x—z|+|x+z-2y| (5.13)
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seklinde tanimhdir ve (X,S) ikilisi bir S— metrik uzaydir. Teorem 2.3.15 deki

esitsizlik kullanilarak iterasyon dizileri igin

n

S(X,, X, X) SlzLL S(X, %, %) (5.14)

elde edilir. (5.14) esitsizligi yaklasik olarak n. iterasyonun hata analizinde
kullanilabilir. Bu kullanimin nasil oldugunu gérmek i¢in asagidaki 6rnek verilecektir.

. - - 1
5.2.3.1 Ornek. Picard iterasyonunu kullanarak y(O):§ baslangi¢ kosulu

altinda

dy 2
—=2x-3
dx y

diferansiyel denkleminin yaklagik ¢dziimiinii bulalim. f (X, y)=2x-3y?* fonksiyonu

1] 1
<_
3 3}

Teorem 5.2.2.1 in kosullarini saglar.

y__

D={(X,y)1|X|SL

olsun. Bu durumda f fonksiyonu D (zerinde tanimlidir ve siireklidir. (5.8)

esitsizligi saglanir. Gergekten alisilmis S — metrigin yerine (5.13) de tanimlanan
S — metrigi alirsak

S(F (% Yo £ 06 YL, T 06 Y,)) = 2] £06¥) = £ (x, ,) | = 2] 2x—3y? —2x+3y? |
4
=61 =¥ [=3] i+ v2 IS0 i ¥2) <3S (31, ¥ ¥2) =48 (v o o)

elde edilir. | f (X, y)|31 oldugundan f fonksiyonu D iizerinde sinirhidir. M =4

111 1 -
oldugundan r <min {Z,l, g} =2 elde edilir. L =Mr <1 alinirsa 2. iterasyon igin

2

S (9200, :00, y00) < 25

S (¥Y1(%), ¥1(%), ¥, (X))

elde edilir. Simdi y,(X) i bulalim.
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.. 1
elde edilir. r =§ olsun. Bu durumda

oo 24

4
ve ng elde edilir.

16
75

X
X2 —=
3

S, (Y1(%), ¥1(X), Yo (X)) =2 Sulpl

el -,
55

(xz —%4%)—%‘ =2 su
{54)

ve

512
S, (%), ¥, (%), y(x)) < o =1.36

elde edilir. Ugiincii ve dérdiincii iterasyonlarm hata analizi asagidaki gibidir:

2048
1875

=1.09

S, (¥5(x), y3(x), y(x)) <

ve

8192

=0.87.
9375

S, (¥4 (%), ¥4 (%), y(x)) <

Sonug olarak n =3 icin hata n. iterasyonda azalir.
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6.S — METRIK UZAYLARDA BAZI SABIT CEMBER
TEOREMLERI

Bu bdéliimde yeni S — metrik uzay 6érnekleri elde edilerek bu uzaylarda baz
¢ember Ornekleri verilmistir. Bir (X,S) S— metrik uzaymn bir T:X — X

fonksiyonunun sabit cemberi kavrami tanimlanarak S — metrik uzaylar tizerinde sabit
cember teoremlerinin varlik ve teklik kosullar1 arastirilmistir. Ayrica elde edilen
sonuglarin kosullarin1 saglayan 6rnekler verilmis ve geometrik yorum yapilmistir.

6.1 S —Metrik Uzaylarda Baz1 Cember Ornekleri

Bu bélimde yeni S — metrik uzay ornekleri verilerek bazi ¢gember ornekleri
incelenmistir.

S — metrik uzaylarda ¢ember kavrami asagidaki gibidir.

6.1.1 Tanmm. (X,S) bir S— metrik uzay ve x, € X, re(0,00) olsun. x,
merkezli, r yarigcapli gember

Ce ., ={xeX:S(x,x%)=r}

seklinde tanimlidir.

6.12 Ornek. X =R® ve S :XxXxX —>[0,0) fonksiyonu her
x:(xl,xz,x3),y:(y1,yz,y3),z:(21,22,23)ER3 icin

S,(x, y,Z)=Zs:(| X — |+| Yi— % |)
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seklinde tanimli olsun. Bu durumda S, fonksiyonu R*® tizerinde bir S —metriktir ve

(R®,S,) ikilisi de bir S —metrik uzaydir.
X, =0=1(0,0,0) ve r =10 segilirse bu durumda
Coip = {X € R*:S,(x, %,0) =10} = {x e R*:| %, | +| X, |+| , | =5}

cemberi elde edilir (bkz. Sekil 6.1).

Sekil 6.1: Ornek 6.1.2 de elde edilen gember.

6.1.3 Ornek. X =R’ ve S,:XxXxX —>[0,00) fonksiyonu her

X= (le X2 X3)1 y= (y11 Yo y3)1 L= (211 Zy, 23) eR’ icin
3
S, (v, 2)=> (| %~z |+| % +z-2y,])
i=1

seklinde tammli olsun. Bu durumda S, fonksiyonu R® tizerinde herhangi bir metrik

tarafindan iretilemeyen bir S — metriktir ve (R3,Sz) ikilisi de bir S— metrik

uzaydir.

6.14 Ornek. X =R* ve S,:XxXxX —[0,0) fonksiyonu her

X=(%,%), Y=Y Y,),2=(2,2,) € R? igin

S (Xl_zl)z 2 (X1+Zl_2y1)2 2
J(%,Y,2) = T+4(X2_22) + #+4(x2+22—2y2)
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seklinde tanimli olsun. Bu durumda S, fonksiyonu R* Gzerinde bir S — metriktir ve
(R?,S,) ikilisi de bir S —metrik uzaydir. Ayrica bu S —metrik herhangi bir metrik

tarafindan tretilemeyen bir S — metriktir.
X, =0=(0,0) ve r =2 segilirse bu durumda

2

Col Z{XERZ :Sa(X,X,O)IZ}:{XERZZ %+4x22 :1}

cemberi elde edilir (bkz. Sekil 6.2).

Sekil 6.2: Ornek 6.1.4 te elde edilen gember.

6.1.5 Ornek. X =R® ve S,:XxXxX —>[0,00) fonksiyonu her
X= (%, %, %), Y = (Y, Yau ¥a), 2= (2, 2,, ;) € R¥ ligin

S,(x,y,z)=max{|x -z |+| v, -z |:i1e{12,3}}

seklinde tanimh olsun. Bu durumda S, fonksiyonu R*® tizerinde bir S —metriktir ve

(R®,S,) ikilisi de bir S —metrik uzaydir.
X, =0=(0,0,0) ve r =10 secilirse bu durumda
Coio ={XER3:84(x,x,0)=10}={XGR3:max{| X, |\ %, [.] %, |}=5}

cemberi elde edilir (bkz. Sekil 6.3).
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Sekil 6.3: Ornek 6.1.5 te elde edilen gember.

Sy : X x X x X —[0,0)

6.1.6 Ornek. X =R3> wve

X= (%%, %), Y = (Y, Yau ¥a) 2= (2, 2,, ;) € R¥ ligin
3
SS(X, Y, z) = Z<| p% _ gl
i=1

Z

+|eyi—e

fonksiyonu

seklinde tanimli olsun. Bu durumda S, fonksiyonu R® (izerinde bir S —metriktir ve

(R®,S,) ikilisi de bir S —metrik uzaydr.

X, =0=1(0,0,0) ve r =8 secilirse bu durumda

Co Z{XGRS135(X.X,0)=8}={X6R3:|eX1—1|+|eX2 ~1|+|e® —1|=4}

cemberi elde edilir (bkz. Sekil 6.4).

e

el
B

T ‘ 5
‘\“! =4 7 "
“ o

e

‘*\“ 5
e

o

g

S S

oS

=

S
e
B

ST

=Rs

s
o
T

=

S

=

Ei
iy

ey
"=

=

s

Sekil 6.4: Ornek 6.1.6 da elde edilen gember.
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6.2  Baz Sabit Cember Teoremleri

Asagidaki tanimda S — metrik uzaylar Uzerinde sabit ¢ember kavrami
verilmigtir.

6.2.1 Tamm. (X,S) bir S— metrik uzay, C; , ={xe X :S(x,x,%)=r} X
Uzerinde herhangi bir cember ve T : X — X bir fonksiyon olsun. Her XECfo‘r icin

Tx=x oluyorsa bu durumda sto,r cemberine T fonksiyonunun bir sabit ¢cemberi
denir.

6.2.1 Sabit Cemberlerin Varhg

(X,S) bir S— metrik uzay olsun. Bu bolimde T:X — X seklindeki

fonksiyonlarin sabit cemberlerinin var olabilmesi i¢in gerekli kosullar arastirilacaktir.

6.2.1.1 Teorem. (X,S) bir S —metrik uzay, sto,r X Uzerinde herhangi bir

cember olsun. Her x e X igin ¢: X —[0,) fonksiyonu
@(X) = S(X, X, X;) (6.1)
seklinde tanimlansin. Eger her X € CXS0 L icin
S(X, X, TX) < (X)) + @(Tx) —2r (6.2)
ve
SO X, TX)+S(TX, TX, X,) < (6.3)

kosullarin1 saglayan bir T : X — X fonksiyonu varsa bu durumda CXSO . cemberi T
fonksiyonunun bir sabit cemberidir.

Ispat. x eCXSO’r ve X #Tx olsun. Bu durumda ¢ fonksiyonunun tanimi, (6.2),

(6.3) kosullari, Yardimci1 Teorem 2.3.5 ve tliggen esitsizligi kullanilarak
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S(X, X, TX) < @(X)+@(Tx) —2r = S(X, X, X,) + S(TX,TX, X,) — 2r
< S(X, X, TX) +S(X, X, TX) + S(TX, TX, X,) + S(TX, TX, X,) — 2r
=25(X, X, TX)+2S(TX, TX,X,) —2r <2r-2r =0

ve S(Xx,X,Tx) =0 elde edilir. Bu ise bir geliskidir. Sonug olarak Tx = X olmalidir ve

sto,r cemberi T fonksiyonunun bir sabit cemberidir. O

6.2.1.2 Uyarn.

(1) (6.2) kosulu XeCXSO’r noktasi i¢in TX noktasinin sto,r cemberinin iginde
bulunmadigin1 garantiler. Benzer sekilde (6.3) kosulu da XeCXSO’r noktas1 i¢in TX
noktasinin sto,r cemberinin disinda bulunmadigini garantiler. Bu durumda her
xeCy , igin TxeC;  dirve T(C? )= C;, elde edilir.

(2) Bir S— metrik herhangi bir d metrigi tarafindan tiretiliyorsa Teorem
6.2.1.1 karsilik gelen metrik uzay iizerinde de kullanilabilir.

Simdi bazi sabit cember 6rnekleri verilecektir.

6.2.1.3 Ornek. X =R ve S: X xX xX —[0,0) fonksiyonu alisilmis S —
metrik olsun. COSY2 cemberi dikkate alinsin ve T, : R — R fonksiyonu x e R igin

Tyl X xe{-11} ise
' 10 ; diger durumlarda

seklinde tanimli olsun. Bu durumda T, fonksiyonu (6.2) ve (6.3) kosullarini saglar.

Boylece C,, cemberi T, fonksiyonunun bir sabit gemberidir.

Dikkat edilirse C; cemberi T, fonksiyonunun bir diger sabit gemberidir.

=11
2

Boylece verilen bir fonksiyon icin sabit cember tek degildir.

Diger yandan R (zerinde d aligtlmis metrigini disiiniirsek C,, ={-2,2}

cemberi elde edilir ve C,, ¢cemberi T, fonksiyonunun bir sabit gemberi degildir.
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6.2.1.4 Ornek. X =R?* ve S:XxXxX —[0,0) fonksiyonu her
X=X, %),y =(¥,¥,),2=(2,2,) e R? icin

S(x,y,z):iﬂ X =z, |+ % +2, -2y, |)

seklinde tamiml1 olsun. Bu durumda S fonksiyonu R? iizerinde herhangi bir metrik
tarafindan tiretilemeyen bir S — metriktir ve (R2 , S) ikilisi de bir S — metrik uzaydir.

Cs, ¢emberi dikkate alinsin ve T, : R* — R? fonksiyonu x € R? igin

Cox x e C,, ise
? (1,0) ; diger durumlarda

seklinde tanimli olsun. Bu durumda T, fonksiyonu (6.2) ve (6.3) kosullarini saglar.

Boylece C(il cemberi T, fonksiyonunun bir sabit gcemberidir (bkz. Sekil 6.5).

Sekil 6.5: Ornek 6.2.1.4 te kullanilan fonksiyonun sabit cemberi.

Asagidaki ornekte (6.2) kosulunu saglayan fakat (6.3) kosulunu saglamayan
bir fonksiyon 6rnegi verilecektir.

6.2.1.5 Ornek. X =R ve (X,S) Ornek 2.3.10 daki gibi tanimli S — metrik

uzay olsun. C&B cemberi dikkate alinsi ve T,:R — R fonksiyonu x e R i¢in
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7 3.
-_— X=—— ise
2 2
7 3.
- X=— ise
2 2
7 ; diger durumlarda

seklinde taniml1 olsun. Bu durumda T, fonksiyonu (6.2) kosulunu saglar fakat (6.3)
kosulunu saglamaz. T, fonksiyonunun C(i ; ¢emberini sabit birakmadig:r kolayca

goralebilir.

Asagidaki ornekte (6.3) kosulunu saglayan fakat (6.2) kosulunu saglamayan
bir fonksiyon 6rnegi verilecektir.

6.2.1.6 Ornek. (X,S) bir S— metrik uzay, sto,r X Uzerinde herhangi bir
cember ve T,: X — X fonksiyonu her xe X igin T,x =X, seklinde tanimli olsun.
Bu durumda T, fonksiyonu (6.3) kosulunu saglar fakat (6.2) kosulunu saglamaz. T,

fonksiyonunun CfO . ¢emberini sabit birakmadig1 agiktir.

6.2.1.7 Teorem. (X,S) bir S— metrik uzay, C° = X (izerinde herhangi bir

Xo.,T

cember ve ¢: X —[0,00) fonksiyonu da (6.1) deki gibi tanimli olsun. Eger her
xeC; . vebir he[0,1) igin

S(x, X, TX) < p(x) —@(Tx) (6.4)
ve

hS(X, X, TX)+S(TX,TX,X,) > r (6.5)

kosullarin1 saglayan bir T : X — X fonksiyonu varsa bu durumda Cfo . cemberi T
fonksiyonunun bir sabit cemberidir.

S
Xo.F

Ispat. xeC®> ve x#Tx olsun. ¢ fonksiyonunun tanimi, (6.4) ve (6.5)

kosullar1 kullanilarak
S(X, %, TX) < @(X) —@(TX) = S(X, X, X,) = S(TX, TX, X,) = r —S(TX, TX, X,)
<hS(X, X, TX) + S(TX, TX, X,) — S(TX, TX, X,) = hS(X, X, TX)
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elde edilir. h€[0,1) oldugundan bu ise bir ¢eliskidir. Bu durumda Tx = x olmalidir

ve Cfo,r cemberi T fonksiyonunun bir sabit ¢emberidir. O

6.2.1.8 Uyan.

(1) (6.4) kosulu x e Cf()‘r noktasi i¢in TX noktasinin Cf’o . ¢emberinin disinda
bulunmadigini garantiler. Bu durumda Tx noktasi sto,r cemberinin ya tzerindedir ya

da icindedir.

(2) Bir S— metrik herhangi bir d metrigi tarafindan tiretiliyorsa Teorem
6.2.1.7 karsilik gelen metrik uzay tizerinde de kullanilabilir.

6.2.1.9 Ornek. X =R ve S: X xX x X —[0,0) fonksiyonu alisilmis S —

metrik olsun. sz cemberi dikkate almsm ve T, : R — R fonksiyonu x € R igin

e -1 ; x=0 ise
Tx=92x-2 ; X=2ise
3 ; diger durumlarda

seklinde tanimli olsun Bu durumda T, fonksiyonu (6.4) ve (6.5) kosullarini saglar.

Boylece C;’, gemberi T, fonksiyonunun bir sabit gemberidir.

Diger yandan R Gzerinde d aligilmis metrigini diisiiniirsek C,, = {—1, 3} dir
ve C,, ¢emberi T, fonksiyonunun bir sabit gemberi degildir. Fakat C,, ¢cemberi, T;

fonksiyonunun bir sabit cemberidir.

6.2.1.10 Ornek. X =R? ve S:XxXxX —[0,0) fonksiyonu her
X= (X, %), Y= (Y, Y,),2=(2,2,) e R? igin

S(x, y,z):i( e’ —e" |+

el +ef — 2 |)

seklinde taniml1 olsun. Bu durumda S fonksiyonu R? iizerinde herhangi bir metrik
tarafindan iiretilemeyen bir S — metriktir ve (R2 , S) ikilisi de bir S — metrik uzaydir.

C,, cemberi dikkate alinsin ve T, :R*> — R? fonksiyonu x € R? icin
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Teo) X xeC,, ise
° (In2,0) ; diger durumlarda

seklinde tanimli olsun. Bu durumda T, fonksiyonu (6.4) ve (6.5) kosullarini saglar.

Boylece COS’2 cemberi T, fonksiyonunun bir sabit cemberidir (bkz. Sekil 6.6).

Is

N

-4

Sekil 6.6: Ornek 6.2.1.10 da kullamlan fonksiyonun sabit cemberi.

Asagidaki ornekte (6.4) kosulunu saglayan fakat (6.5) kosulunu saglamayan
bir fonksiyon 6rnegi verilmistir.

6.2.1.11 Ornek. (X,S) bir S —metrik uzay, sto,r X Uzerinde herhangi bir
cember ve T, : X — X fonksiyonu her xe X i¢in T,x =X, seklinde tanimli olsun.
Bu durumda T, fonksiyonu (6.4) kosulunu saglar fakat (6.5) kosulunu saglamaz. T,

fonksiyonunun Cfmr cemberini sabit birakmadigi kolayca gortilebilir.

Asagidaki ornekte (6.5) kosulunu saglayan fakat (6.4) kosulunu saglamayan
bir fonksiyon 6rnegi verilmistir.

6.2.1.12 Ornek. X =R ve (X,S) Ornek 2.3.10 daki gibi tamiml1 S — metrik
uzay olsun. C(il cemberi dikkate almsm ve T,:R —> R fonksiyonu xeR igin
Tex =1 seklinde tanimli olsun. Bu durumda T, fonksiyonu (6.5) kosulunu saglar

fakat (6.4) kosulunu saglamaz. T, fonksiyonunun CQS’1 ¢emberini sabit birakmadigi
kolayca gorulebilir.
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I, : X —> X fonksiyonu, her xe X igin I, (x)=x seklinde tanimli birim

fonksiyon olsun. Birim fonksiyon sirasiyla (6.2), (6.3), (6.4) ve (6.5) kosullarini
saglar. Simdi Teorem 6.2.1.1 ve Teorem 6.2.1.7 de 1, fonksiyonunun dahil olmadig:

kosullar arastirilacaktir.

6.2.1.13 Teorem. (X,S) bir S— metrik uzay, C> . X (zerinde herhangi bir

cember, T : X — X bir fonksiyon ve ¢: X —[0,0) fonksiyonu da (6.1) deki gibi
tanimli olsun. T fonksiyonunun her x e X ve bir h> 2 icin

(1) S(x,x,Tx)SM

kosulunu saglamas: icin gerekli ve yeterli kosul T =1, olmasidir.

Ispat. xe X ve x=Tx olsun. Bu durumda ¢ fonksiyonunun tanimi, (l)

esitsizligi, Yardimci Teorem 2.3.5 ve tiggen esitsizligi kullanilarak
hS(x, X, TX) < @(X) —@(TX) = S(X, X, X,) = S(TX, TX, X,)
<25(X, X, TX) + S(TX, TX, X,) = S(TX, TX, X,) = 2S(X, X, TX)

ve (h—2)S(x,x,Tx) <0 elde edilir. h>2 oldugundan x =Tx elde edilir. Her x e X
icin x=Tx oldugundan T =1, olur. Tersine, T =1, birim fonksiyonunun (I;)

kosulunu sagladigi agiktir. o

6.2.1.14 Uyar.

(1) Dikkat edilirse Teorem 6.2.1.13 iin tersi de dogrudur. Teorem 6.2.1.1
(Teorem 6.2.1.7) deki T : X — X fonksiyonu Teorem 6.2.1.13 deki (I) esitsizligini

saglamadigi durumda T fonksiyonu birim fonksiyon olamaz.

(2) Bir S—metrik herhangi bir d metrigi tarafindan iretiliyor yada bir d

metrigi iiretiyorsa bu durumda Teorem 6.2.1.13 karsilik gelen metrik uzay tlizerinde
de kullanilabilir.
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6.2.2 Sabit Cemberlerin Tekligi

Bu bolumde, elde edilen varlik teoremlerindeki sabit ¢emberlerin tekligi
arastirilacaktir.

S
Xo.T

- - . - - s
(X,S) bir S— metrik uzay olsun. X uzerinde herhangi C,  ve C/

cemberleri i¢in bu ¢emberleri sabit birakan en az bir T : X — X fonksiyonu vardir.
Gergekten, @, ¢, : X —[0,00) fonksiyonlar1 her xe X igin ¢, (X)=S(X,X,X,) Vve

@, (X) =S(X,x,%) seklinde tanimli olsun. « , S(a,a,%,)#r ve S(a,a,X)#p
olacak sekilde bir sabit olmak iizere her x € X i¢in T : X — X fonksiyonu

. S S
Tx— x ; xeC; uC
a ; diger durumlar

seklinde tanimli ise T fonksiyonunun sirastyla ¢,, @, fonksiyonlar1 ve C® , C®

Xp.F ' TXLp
cemberleri icin Teorem 6.2.1.1 deki (6.2) ve (6.3) (sirastyla Teorem 6.2.1.7 deki
(6.4) ve (6.5)) kosullarim1 sagladigi agiktir. Boylece T fonksiyonu C° = ve stl »

X1
cemberlerinin ikisini de sabit birakir. Benzer sekilde sabit ¢gemberlerin sayisi pozitif
bir n tamsayisina genisletilebilir.

Asagidaki 6rnekte iki sabit cemberi olan bir fonksiyon 6rnegi verilecektir.

6.2.2.1 Ornek. X =R ve (X,S) Ornek 2.3.10 daki gibi taniml1 S — metrik
uzay olsun. C;,, C;, cemberleri dikkate alinsm ve T,:R —R fonksiyonu her
xeR ve a eR igin

x ; xe{-2,-112} ise
ToX = ]
a ; diger durumlarda

seklinde taniml1 olsun. Bu durumda T, fonksiyonu C;, ve C;, ¢emberleri icin (6.2)

ve (6.3) kosullarini saglar. Bdylece C;, ve C;, cemberleri T, fonksiyonunun sabit

cemberleridir.
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Simdi Teorem 6.2.1.1 icin sabit ¢emberlerin tekligini veren bir kosul
verilecektir.

6.2.2.2 Teorem. (X,S) bir S— metrik uzay ve sto,r X Uzerinde herhangi

bir gember olsun. T : X — X fonksiyonu Teorem 6.2.1.1 de verilen (6.2) ve (6.3)
kosullarmi saglasin. Eger T fonksiyonu her xeC’ ye X\C?  igin (825)

Xg,F ! X, F

esitsizligini sagliyorsa bu durumda CXS0 . gcemberi T fonksiyonunun tek sabit

cemberidir.

Ispat. CXS0 . ve CXSM cemberleri (6.2) ve (6.3) kosullarin1 saglayan T

fonksiyonunun iki sabit ¢cemberi olsun. XECSOJ ve yethp (x=#y) olsun. (825)

esitsizligi kullanilarak

S(% %, Y), S(TX, Tx,X), S(Ty, Ty, y),

S(X, X, y)=S(Tx,Tx,Ty) < maX{S(Ty,Ty, %).5(Tx,TX, )

} =S(x,X,Y)
elde edilir. Bu ise bir ¢eliskidir. Sonug olarak X =Yy olmalidir ve CXSO . cemberi T

fonksiyonunun tek sabit ¢emberidir. O

Simdi Teorem 6.2.1.7 icin sabit cemberlerin tekligini veren bir kosul
verilecektir.

6.2.2.3 Teorem. (X,S) bir S— metrik uzay, ve sto,r X Uzerinde herhangi

bir gember olsun. T : X — X fonksiyonu Teorem 6.2.1.7 de verilen (6.4) ve (6.5)
kosullarmi saglasm. Eger T fonksiyonu her xeC? , ye X\C; igin (S25a)

Xo.T

esitsizligini sagliyorsa bu durumda sto,r cemberi T fonksiyonunun tek sabit
cemberidir.

Ispat. CXS0 . ve C®  cemberleri (6.4) ve (6.5) kosullarini saglayan T

X.p

fonksiyonunun iki sabit cemberi olsun. XECXSN ve yeCflyp (x#y) olsun. (825a)

esitsizligi kullanilarak

S(X, X, y)=S(Tx,Tx, Ty) < diam{UX qu} =S(x,X,Y)

elde edilir. Bu ise bir ¢eliskidir. Sonug olarak X =Yy olmalidir ve CXSO . cemberi T

fonksiyonunun tek sabit cemberidir. O
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6.2.2.4 Uyar1. Teorem 6.2.2.2 ve Teorem 6.2.2.3 de kullanilan (S25) ve

(S25a) kosullar tek degildir. Ornegin, Teorem 6.2.2.2 de kullamlan (S25) kosulu
Teorem 6.2.2.3 i¢in de kullanilabilir. Benzer sekilde, Teorem 6.2.2.3 de kullanilan
(S25a) kosulu da Teorem 6.2.2.2 i¢in de kullanilabilir.
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7. SONUC VE ONERILER

Bu tez ¢alismasinda, metrik uzaylarin 6nemli bir genellemesi olan S — metrik
uzaylar tizerinde c¢esitli daralma kosullar1 tanimlanarak bilinen daralma kosullarinin
genellemeleri elde edilmistir. Tiim daralma kosullar1 arasindaki iligkiler incelenmis
ve gerekli ters Orneklemeler yapilmistir. Ayrica S— normlu uzay kavrami da
tanitilarak bazi temel Ozellikleri incelenmistir. Elde edilen daralma kosullar
kullanilarak cesitli sabit nokta teoremleri elde edilmistir. Kompleks degerli S —
metrik uzaylar tizerinde Rhoades kosulunun bir uygulamasi ¢alisilmistir. Ayrica S —
metrik uzaylar tizerinde Picard teoremi tanimlanarak diferansiyel denklemler i¢in bir
uygulamasi yapilmistir. Son olarak, S —metrik uzaylarda sabit cember teorisine giris
yapilarak sabit nokta teorisi farkli bir bakis acisiyla genellestirilmistir. Bir
fonksiyonun sabit ¢cemberlerinin var olabilmesi i¢in gerekli kosullar arastirilmis ve

cemberlerin tekligi uygun kosullar altinda incelenmistir.

lleriki calismalar icin elde edilen sonuglarin farkli uzaylar {izerinde

calisilmasi ve yeni genellemelerin elde edilmesi miimkiin goriilmektedir.
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