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OZET

OPTIMiZASYON PROBLEMLER iNiN DURUM DENKLEMLER 11ILE
OPTIMUM DE GERLERININ ARASTIRILMASI

Firat EVIRGEN
Balikesir Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisi,
Matematik Anabilim Dali

(Doktora Tezi / Tez Dansmani: Yrd. Dog. Dr. Necati OZDEMIR)
Balikesir, 2009

Bu calsmanin amaci optimizasyon problemlerinin optimum Ugdterinin
arggtirllmasinda durum denklemleri yakimninin glevselligini géstermektir.

Bu calgma bg bolimden olgmaktadir. Birinci b6limde, optimizasyon
problemlerinin ¢6ziminde 6nemli yere sahip cezakdoyonu ve gradyant aki
yontemlerinin gekimi hakkinda kronolojik bilgiye yer verilrgiir.

Ikinci bolimde, tezin ger bolimlerinde bevurulacak optimizasyon, durum
denklemleri ve kararlilik konulari ile ilgili bazyi bilinen tanim ve teoremler
verilmektedir.

Ucuncli  bolimde, kisitlamasiz  optimizasyon probdgimé durum
denklemleri yaklaami uygulanarak problemlerin optimum ¢oztmlerisardmis ve
kararhlik analizi yapilmgtir. Ayrica bu konu ile ilgili bazi test problemiee yer
verilmistir. Elde edilen sonuclar Quasi-Newton yontemkidasilastirilarak grafik ve
tablolar ile gosterilnstir.

Dordunct  bolim, Uc¢ kisimdan efnaktadir. Ik kisimda kuadratik
programlama problemlerinin ¢ozimlerinde durum demktéri yaklgimi uygulanmg
ve yaklaim teoremleri ortaya konngtur. Ikinci kisimda ise durum denklemleri
yaklasiminin dg@rusal olmayan programlama problemleri tzerindelgtamalara
yer verilmgtir. Son kisimda ise diferansiyellenemeygnceza fonksiyonu icin
dizgun bir ceza fonksiyon tanimlagmive durum denklemleri yalkdani
uygulanmgtir.

Son bélimde, elde edilen sonugclarin bigetéendirmesi yapilngtir.

ANAHTAR SOZCUKLER : Kuadratik Programlama, [@ousal Olmayan
Programlama, Durum Denklemleri, Gradyant skdararlilik.



ABSTRACT

INVESTIGATING OPTIMUM VALUES OF OPTIMIZATION PROBLE MS
WITH STATE SPACE APPROACH

Firat EVIRGEN
Balikesir University, Institute of Science,
Department of Mathematics

( Ph.D. Thesis / Supervisor : Assist. Prof. Dr. Neti OZDEM iR )
Balikesir - Turkey, 2009

The aim of this work is to show feasibility of s#aspace approach for
investigating the optimum solutions of optimizatjmblems.

The work consists of five chapters. In the fchapter, some chronological
information about penalty function and gradientwflanethod, which have an
important role in solution of optimization probleare given.

In the second chapter, some well-known definiti@mzl theorems about
optimization, state space equations and stabilgded later during the thesis are
presented.

In the third chapter, the optimal solutions of g@blems are investigated,
and the stability analysis is done by applying tétate space approach to
unconstrained optimization problems. Furthermsmme test problems concerning
this issue are given. Graphical representatiodganles show obtained solutions by
comparing Quasi-Newton method.

The fourth chapter is consists of three sectioimsthe first section, the state
space approach is applied to the quadratic progmgwnproblems, and
approximation theorems are presented. In the sesection, the investigations over
the nonlinear programming problems with the stptes approach are given. In the

final section, a smooth penalty function is definfest non-smoothl, penalty
function, and state space approach is applied.

In the last chapter, the results that are obtamecbrding to the previous

chapters have been summarized.

KEY WORDS : Quadratik Programming, Nonlinear Programming, &t8pace
Equation, Gradient Flow, Stability.
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1. GIRIS

Dogrusal veya dgrusal olmayan programlama muhendislik, ekonomaris)
yonetim gibi pek ¢ok alanda uygulamalara sahip @uglanlardaki bir cok problem
¢esitli donusimler ile matematiksel olarak modellenebilmektedirOlusturulan
matematiksel modellerin en iyi ¢cozumlerinin gnalmasinda literatiirde bahsedilen
bir cok metot geiitirilmistir. Bu metotlar ile ilgili bilgiler D.P. Bertselsq1], E.K.P.
Chong [2], A.V. Fiacco [3], D.G. Luenberger [4],G5.Nash [5] ve W. Sun [6]
literaturlerinde ayrintili olarak yer almaktadir.

Bu yontemlerden ceza (penalty) fonksiyonlari matdasitlamal dgrusal
veya dgrusal olmayan optimizasyon problemlerinin optimundzigmlerinin
argstirlimasinda siklikla kullanilmaktadir. Ceza mé&totkisitlamali optimizasyon
problemlerinin ¢éztmlerinde belirli 6zelliklere sahfonksiyonlar yardimi ile
kisitlamalarin amag¢ fonksiyonuna ekleyerek kisilarn optimizasyon problemleri
dizisine dongturen bir prosedir izlemektedir. sigsizlik kisitlamalari icin siklikla

kullanilan |, ceza fonksiyonu W.I. Zangwill [7] tarafindan tamammstir. Ayrica

D.D. Morrison [8], A.R. Conn [9] ve C.G. Broydeng1] farkh 6zelliklere sahip
ceza fonksiyonlari olturmulardir. Son zamanlarda ise Z. Meng [12], D.D.
Morrison'un [8] ifade etfii ceza fonksiyonunu gegieterek dgrusal olmayan
optimizasyon problemlerine uygulagtir. Ayrica A.M. Rubinov [13,14], ve X.Q.
Yang [15] d@rusal olmayan Lagrangian adi altinda yeni bir cézaksiyonu

tanimlamglardir.

Ceza fonksiyonlari metodunda tam (exact) olma ydasitlamali
optimizasyon probleminin optimum ¢Ozimunin  kisidsm optimizasyon
problemlerinin bir dizisini dgil de tek bir kisitlamasiz problemin ¢oézimi ile
ulasmak ist&i aragtirmacilarin her zaman ilgisini c¢ekgtir. Bu konuda ilk
calsmalar D.P. Bertsekas [1] tarafindan ortaya agli81P. Han, O.L. Mangasarian
[16] ve G. Di Pillo [17,18] literaturlerinde gedirilmi stir.



Daha sonraki astirmalarda ceza fonksiyonlarinin bir yandan tamlik
Ozelligini kazanirken dier yandan ise diferansiyellenebilme o6zelliklerini
kaybettikleri gOzlenmtir. Bu ise fonksiyonlarin turevini kullanarak aptim
noktalarin argtirilmasini gercekigiren bazi optimizasyon metotlarinin kullanimini
engellemgtir. Bunu Gzerine diferansiyellenemeyen ceza foygkgarinin yerine ayni
Ozellikleri taglyan fakat her yerde turevlenebilen dizggtgmis fonksiyonlar
olusturulmaya bglanmstir. M.C. Pinar ve S.A. Zenios [19,20] tanimladrkl
duzgunlgtiriimis ceza fonksiyonu yardimi ile konveks kisitlamalitimizasyon
problemlerinin optimum noktalarini gtamiglardir. Ayrica, C. Chen [21] sigmoid
fonksiyonunu integre ederek elde ettikleri dizgum fonksiyon yardimi ile

max{ O,t} ceza fonksiyonu i¢in optimizasyon problemleriniakiggik ¢coztmlerini

incelemglerdir.  Son zamanlarda ise X.Q. Yang [22] ve Z-®eng [23]
diferansiyellenemeyen ceza fonksiyonlari icin farkbuzgin yaklgmlar

vermilerdir.

Optimizasyon problemlerinin ¢6zumlerinde ceza ®&wknlari metodu
disinda Gradyant aki(Gradient flow) ve adi diferansiyel denklem (ODtpanli
metotlar da kullaniimaktadir. Optimizasyon problenmin - minimumlarinin
arggtirllmasinda diferansiyel denklem sistemlerininl&nimi ilk olarak K.J. Arrow
[24,25] tarafindan ortaya atilgtw. Farkh uygulamalari ise P.Q Pan [26] ve Ln Ji
[27,28] literaturlerinde yer almaktadir. A.A. Brawj29,30] ise ODE metodunun

klasik ¢6zim yontemlerine gore pozitif yonlerintaya koymuytur.

Gradyant alg yontemi ise Y.G. Evtushenko [31,32] tarafindargrdsal ve
dogrusal olmayan programlama problemleri icin incelegim S. Wang [33] elde
edilen bu sonuglari farkl iterasyon yontemlerilanbrak gektirmistir. N. Andrei
[34] ise bu yaklami kisitlamasiz optimizasyon problemleri icin uiauistir.
Ayrica J. Schroop [35] kisitlamali optimizasyon lgeommlerinin optimumlarini
tanimladg! bir dinamik sistem altinda incelegtir. Optimal kontrol problemlerinin
bir dizisi yardimi ile kisitlamasiz optimizasyonopfemlerinin ¢éztumleri B.S. Goh
[36] tarafindan incelenrtir.



Bu tezde cgtli siniflardaki optimizasyon problemlerinin  optum
¢6zUmlerinin argtirllmasinda durum denklemleri yakieni uygulanmy, elde edilen
cOzumlerin kararlilik analizi yapilstir, [37-39]. Ayrica diferansiyellenemeydn
ceza fonksiyonu igin dizgun bir fonksiyon tanimiaka optimizasyon

problemlerinin ¢6ziminde durum denklemleri yakia ile kullanilarak optimum

noktaya yaklaimi ispatlanmytir, [40].



2. ON BILGILER

Bu bélimde 3. ve 4. bolimlerde yararlangoaz bazi temel kavramlar ele
alinacaktir.

2.1 Optimizasyon

Insanlarin ygamlari boyunca karastiklari sorunlari ¢6zim arayari
zamanla bu c¢o6zimleri modeller Uzerinde arama yakiai dgurmustur.
Matematik ve bilgisayardaki gemeler d¢ dinyanin problemlerini matematiksel
olarak modelleyip, buradan elde edilen ¢6zimlercegle hayata yansitma olagha

vermitir.

Matematiksel modelleme telgii Oncelikle d@rusal ve az sayida
desiskenlerin kullaniimasiyla gamistir. Bir stre sonra dgusallik varsayiminin
her problem icin gecerli olmag@i anlgiimistir. Bu durumda dgrusal olmayan
modellemeye gidilngtir.  Ancak dg@rusal olmayan modellerin kendine 0zgu
¢bzumleri uygulamada birgok sorunu beraberindermatir. Zamanla geftirilen
bazi yontemlerle dgrusal olmayan modellerin hizla ¢6zimlenmegilaams ve bu
optimizasyon teorisini gelirmistir.

Optimizasyon modellerinin  amaci bir problemin eni igdzimunu
matematiksel terimler ile agiklamaktir. Bunun amlgkéari veya etkiyi maksimize
etmek olabilecg gibi zarari veya riski minimize etmekte olabilir.

Genel olarak bir optimizasyon probleminin matekssl modellemesi,

minimum f K (2.1)

kisittamalar h X ¥ 0, i= 1,2,m (2.2)



9,(0<0, j=12..p (2.3)

yukaridaki bicimde ifade edilebilir. Bu formulasyaa x= (X, X,,....x, )} n-boyutlu
bir vektor olmak tzere karar gigkenini, f :R" >R, h=(h,h,,...,h ) R" > R"
ve g=(0,,9,---9,) ‘R"—>RP" de reel dgerli fonksiyonlari ifade etmektedir.

Problem vyapisindaki f fonksiyonu problemin amac¢ fonksiyonuh ve g

fonksiyonlari da sirayla probleminsigik ve esitsizlik kisitlamalari olarak

adlandirilir.

Genellikle literatiirde optimizasyon problemleri netid yapisini olgturan
bilesenlerin bicimine go6re ¢eli siniflara ayrilabilirler. Bu siniflamanin
olusmasinda en 6nemli etkenler, kisitlamalarinin olipadlsl ve fonksiyonlarin
cesididir. Buna go6re (2.2)-(2.3) kisitlamalarina gaholmayan problemler
kisitlamasiz optimizasyon problemleri, aksi takdird kisitlamali optimizasyon
problemleri olarak adlandirilir.

Simdi konu ile ilgili olarak bazi temel tanim ve temlere yer verelim.

2.1.1 Tanim:Bir A simetrik matrisinin pozitif tanimli olmasi igin gk sart

vx =0 vektorl icin x" Ax kuadratik formunun pozitif olmasidir, [4].

Benzer sekilde pozitif yari tanimlilik, negatif ve yari retgf tanimlihk

vx =0 icin X’ Ax>0, <0 ve <0 biciminde sirasiyla tanimlanabilir.

2.1.2 Teorem:Bir A nxn boyutlu simetrik matrisinin pozitif taniml olmasi

icin gerek ve yetegart A matrisinin tim mindrleri pozitif olmahdir, [41].

2.1.3 Teorem: Pozitif tanimh bir matrisin her bir 6zgeri bir pozitif reel
saylya kagihk gelir, [41].



2.1.4 Teorem:Bir A hermit matrisinin pozitif yari tanimli olmasi icgerek
ve yetersart tum Ozdgerlerinin negatif olmamasidir. Yine, pozitif tarimimasi

icin gerek ve yetegart tim 6zdgerlerinin pozitif olmasidir, [41].

2.1.5 Tanim: Bir S kiimesinin konveks olmasi igin gergrt vX,ye S ve

V 0<a<ligin

aX+@Q-a)yeS

olmasidir. Bir bgka deygle x ile y'yi birlestiren her dgru pargasi yineS icinde

kaliyorsaS kumesi konvekstir denir, [42].

2.1.6 Tanim:Bir f fonksiyonunun konveks bi§ kiimesi Uzerinde konveks

olabilmesi i¢in gerekart

flax+(l-a)y)<af (X)+1-a)f (y)

sglanmasidir, [42].

2.1.7 Onerme: f €C! olsun. Buradanf 'nin konveks bir Q kimesinde

konveks olmasi igin gerek ve yetant vx,y € Q igin

F(y)= 00 +VE()(y-x)

olmasidir, [4].

2.1.8 Onerme: f € C? olsun. Buradanf 'nin bir i¢c nokta iceren konveks bir
Q kimesinde konveks olmasi i¢in gerek ve yagtat f 'nin Hesse matrisiF 'nin

Q Uzerinde pozitif yari tanimli olmasidir, [4].



2.1.9 Tanim: f:R" >R, surekli diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve

peR" olsun. Buradarst €(0,1) icin

f (x+p)=f(x)+Vf (x+tp)T P
sgglanir. Dahasif iki kez sirekli ve diferansiyellenebilir isét € (0,1) igin

Vf (x+ p) = Vf (x)+jV2f (x+1tp) pdt

0

ve
f (x p)= £ (X)+VF (x)" p+- P'V2F (x+1p) p

elde edilir, [42].

2.1.10 Tanim: Kisitlamalari sglayan herhangi bir noktaya uygun nokta
(feasible point) denir. BUtiin uygun noktalaringpludusu

S:{XZXE R"h(x)=0,9,(x)<0,i=12,.m j = 1,2,..p}

kiimesine de uygun kiime (feasible set) denir, [2].

2.1.11 Tanim: Bir x* noktasinin f fonksiyonunun mutlak (global)

minimumu olabilmesi igin geregart
vxeR" igin f(x*) < f(X)

olmasidir. Ber VxeR", x= x* icin f(x*) < f(X) ise x* noktasinaf 'nin kesin

mutlak (strict global) minimumu denir, [4].



2.1.12 Tanim:Bir x* noktasininf fonksiyonunun yerel (lokal) minimumu
olabilmesi icin gerelsart Ve >0 olmak tizere|x—x*| <& kosulunu sglayan x

noktalari icin f(x*) < f(X olmasidir. Ber Ve>0, xeR" ve x=Xx* igin

f(x*) < f(X) ise x* noktasinaf 'nin kesin yerel (strict local) minimumu denir, [4]

Mutlak ve yerel minimum tanimlari, bir optimal ¢omin sglanmasinda her
zaman yeterli olmayabilir. Bu nedenle optimal rapktbulmak icin daha pratik
kosullara ihtiyac vardir. izleyen kisimda bu kallarla ilgili bazi temel tanim ve

teoremleri kisitlamasiz ve kisitlamali optimizasywablemleri icin verilecektir.

2.1.1 Kisitlamasiz Optimizasyon

Calismanin bu kismind& =R" alarak kisitlamasiz optimizasyon problemleri

icin uygun ¢O6zim bdlgesini tanimlanacaktir.

2.1.1.1 Tanim: Bir deR", d=#0 vektdérinin xe S noktasinda uygun
(feasible) yon olabilmesi i¢in gerekart, Vo €[0,0,] Ve «,>0 degeri igin

X+ad e S sglanmalidir, [2].

2.1.1.2 Teorem [Birinci Mertebeden GerekSartl: ScR" ve feC!, S
kiimesi tzerinde reel derli bir fonksiyon olsun. Eer x*, f ’nin S Uzerindeki bir
yerel minimumu isex* noktasindaki en az bl uygun yonii igind® Vf (x*) >0

olmahdir, [2].

2.1.1.3 Yardimci Teorem: ScR" ve feC', S kimesi lzerinde reel
deserli bir fonksiyon olsun. Eer x*, f’nin S Uzerindeki bir yerel minimumu ve

S boélgesinin bir i¢ noktasi is¥f (x*) =0 olmalidir, [2].



2.1.1.4 Teorem jkinci Mertebeden Gerek Sart]: ScR" ve feC?, S
kiimesi Uzerinde reel derli bir fonksiyon olsun. x* noktasi, f 'nin S lzerindeki
bir yerel minimumu vex* noktasindaki uygun bir yod olsun. Ber d'Vf (x*) =0

ise H, f ’nin Hesse matrisi olmak tized' H (x*)d >0 olmalidir, [2].

2.1.1.5 Yardimci Teorem: f € C* ve x* noktasiS’nin bir i¢ noktasi olsun.
Eger x* noktasi f fonksiyonunun bir lokal minimumu iseVf(x*) =0 ve

H(x*) >0 olmahdir, [2].

2.1.1.6 Teorem fkinci Mertebeden Yeter Sart]: f C? ve x* noktasl
S’nin bir i¢ noktasi olsun. Farz edilsin Kif (x*) =0 ve H(x*) >0 ise x* noktasi

f fonksiyonunun bir lokal minimumudur, [2].

2.1.1.7 Teorem: f konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda herhangi b
yerel minimumu x* ayni zamandaf 'nin bir mutlak minimumudur. Ber f
diferansiyellenebilir isef 'nin herhangi bir kritik noktasi ayni zamanda biuttak

minimumdur, [42].

2.1.2 Kisitlamal Optimizasyon

Kisitlamali optimizasyonda temel kavramlardan baktif kisitlama

kavramidir. Herhangig(x) <0 ssitsizlik kisitlamasininx uygun noktasinda aktif
olabilmesi icin gerekart g(x) =0 olmasidir. EBer g(x) <0 ise aktif dgildir denir.
Bu tanim gergi optimizasyon problemlerindekin(x) =0 esitlik kisitlamalarinin her

biri herhangi bir uygun noktada daima aktiftir.

Simdi esitlik kisitlamalarina sahip (2.1)-(2.2) optimizasygroblemi igin
gerek ve yeter optimallikartlarini verelim.



2.1.2.1 Teorem: Eger Vh(x*), Vh(x"), ...,Vh (x*) gradyant vektorleri
lineer b&msiz ise h(x*) =0 kisitlamasini gercekleyerx* noktasina dizgin

(regular) bir noktadir denir, [4].

2.1.2.2 Teorem:Esitlik kisitlamasi h(x) =0 ile tanimlananS ytzeyinin bir

x* duzgun noktasindakiget uzayi

M ={y:Vh(x*) y=0}

ile tanimlanir, [4].

2.1.2.3 OnermeBir x* noktasih(x) =0 kisitlamalarinin bir diizgiin noktasi
ve aitlik kisitlamalarina sahip bir optimizasyon proml@in bir yerel ekstremum

(minimum yada maksimum) noktasi olsun. Buradgrn= R" igin
Vh(x*)y=0 ve Vf(x*)y=0
olmahdir, [4].
2.1.2.4 Teorem:Bir x* noktasi gitlik kisitlamalarina sahip optimizasyon
problemlerinin bir yerel ekstremum noktasi ayriaa Ksitlamalarin bir dizgin

noktasi olsun. Bu durumda

Vi (X*) + AVh( %) =0

sazlanacaksekilde bir 1€ R™ dezeri vardir, [4].

Burada h(x*) =0 esitlik kisitlamalari ile birlikte Vf(x*) + AVh(x¥) =0

kosulu birinci mertebeden gerefart olarak adlandirihr. Bu sistex* ve A iceren
genelden+ m desiskenli n+ m dogrusal olmayan denklem sistemindensoilu Bu

sistem kisitlamali optimizasyon problemlerinin ¢guiini elde etmek igin kullanilir.
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Denklemdeki 4 deserine Lagrange sabiti denir ve kisitlamali optimizan

problemine kanlik gelen Lagrange fonksiyonu
[(x,4) = f (x)+ Ah(x)
biciminde tanimlanir.
Esitlik kisitlamali optimizasyon problemleri icin dptallik kosullari,
kisitlamasiz optimizasyon problemleri kismindakisitara benzer olarak elde

edilebilir.

2.1.2.5 Teorem jkinci Mertebeden Gerek Sart]: Bir x* noktasi f
fonksiyonunun h(x)=0 kisitlamasinin altinda bir yerel minimumu ve bu

kisitlamalarin diizgin bir noktasi olsun. Bu duramd

Vi (X*) + AVh( %) =0

olacaksekilde bir 1 R™ dezeri vardir. EBer M ile teget uzayini gosterirsek,

L(x*) = F(%X) + AH( %)

ifadesi, L Lagrange fonksiyonunun,F f(x) fonksiyonunun ve H esitlik

kisitlamalarinin Hesse matrisi olmak (zeM (zerinde pozitif yari taniml

olmahdir, [4].

2.1.2.6 Teorem jkinci Mertebeden Yeter Sart]: Esitlk kisitlamasi
h(x¥) =0 ve 1€ R™ icin

Vi (X*) + AVh( %) =0

kosulunu sglayacaksekilde bir x* noktasi olsun. Ayni zamanda

L(X*) = F(X) + AH( %)
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pozitif tanimh isex* noktasi f fonksiyonunun bir yerel minimumudur, [4].

Esitsizlik kisitlamalarina sahip optimizasyon problermin optimallik
kosullari icinde benzer tanim ve teoremlgag@daki bigcimde ifade edilebilir.

2.1.2.7 Tanim: Bir x* noktasi h(x*) =0 ve g(x*) <0 kisitlamalarini
gercekleyen nokta olsun.J, g,(x*) =0 kosulunu sglayan | indislerinin bir

kimesi olarak alinsinx*’in duzgun (regular) bir nokta olmasi igin gerghrt

Vh(x*) , Vg, (x*) ifadeleril<i<mvejeJ icin lineer bgimsiz olmalidir, [4].

2.1.2.8 Teorem [Karush-Kuhn-Tucker Kasullan]: x* noktasinin (2.1)-
(2.3) optimizasyon probleminin bir minimum noktas kisitlamalar iginde duzgin
bir nokta oldgunu kabul edelim. Bu durumda oylec R™ ve u<RP vektorleri
vardir ki

a) u>0

b) Vf(x*) + AVh(x) +uVg %) =0

c) uvg(x) =0

olmalidir.

2.1.2.9 Teorem: f, g, he C* ve x* kisitlamalarin diizgiin bir noktasi olsun.
Eger x* noktasl (2.1)-(2.3) probleminin bir yerel minimunse 1< R™ ve ucR",

>0 vektorleri igin

Vi (X*) + AV %) + 1V ¥) =0

#vg(xt) =0

kosullari gerceklenir ve

L(X) = F(X) + AH(X) +uQ %)
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G, sitsizlik kisitlamalarinin Hesse matrisi olmak Uzere noktasindaki aktif

kisitlamalarin tget alt uzayinda pozitif yari tanimh olmahdir, [4]

2.1.2.10 Teorem:f, g, he C? olsun. x* noktasi (2.1)-(2.3) probleminin bir

yerel minimumu olmasi igin yetgart, 1 € R™ ve u < R" vektorleri icin
u©=>0
©vg(x9) =0
VI (X*) + AVh(X) + uVg ¥X) =0
ve Hesse matrisi
L(x*) = F(¥) + AH( X) +uQ %)
indis kiimesiJ = {j 19;() =0,u; > 0} olmak Uzere alt uzayi
M '={y:Vh(x*) y=0,Vg,(x) y=0,vj e J}

icin pozitif tanimli olmalidir, [4].

2.1.3 Ceza (Penalty) ve Bariyer Metotlari

Kisitlamali optimizasyon problemlerinin ¢ézimlerndsiklikla kullanilan
yontemlerden biride ceza (penalty) ve bariyer (barmetotlaridir. Ceza ve Bariyer
metotlari kisitlamali optimizasyon problemlerine sidamasiz  optimizasyon

problemleri ile yaklgan bir prosedir uygular. Bu yakie, amag¢ fonksiyonuna
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kisitlamalarin ihlali durumunda yuksek bir maliygtiren bir terimin eklenmesi ile
gerceklgmektedir.

Ceza metotlarinda, (2.1)-(2.3) problemi icin uygedzim bolgesiS’den
butin R" genkletilir, fakat orijinal uygun ¢6zim bolgess'nin disinda yer alan
noktalar icin amag fonksiyonuna yuksek bir maligetiren ceza terimi eklenir. Bu
nedenle bu tarz metotlarasdexterior) ceza metodu denir.

Bariyer metotlarinda ise uygun ¢6zim bolg&snin iginde aldgimiz bir x,
noktasinin amac¢ fonksiyonuna uygufadchiz yuksek oranda ceza il&’nin
sinirlarina d@ru oldukca yaklgmasi sglanir.  Yani uygun ¢6zim bélgesinin
sinirlarinda bir bariyer olgurur. Bu nedenle bu tarz metotlara i¢ (intericeza
metodu denir.

Simdi ceza metotlari hakkinda kisaca bilgi verelim.

Ceza fonksiyonu metodunda temel sdiice, (2.1)-(2.3) kisitlamali
optimizasyon probleminip pozitif bir sabit ve F:R" — R bir fonksiyon olmak

Uzere gagidaki formda kisitlamasiz optimizasyon problemigaigtirmektir,
minimum f & 1 pF & ). (2.4)
BuradaF ceza fonksiyonu vep ceza parametresi olarak adlandirilir.

2.1.3.1 Tanim: Bir F:R"— R fonksiyonun ceza fonksiyonu olarak
adlandirilmasi i¢in geredart,

a) F surekli,

b) Vxe S icin F(x)=0,

c) Vxg S icin F(x)>0

olmahdir, [4].

Ceza fonksiyonu yukaridakgartlari sglayacak sekilde bir ¢ok formda

tanimlanabilir.
Eger uygun ¢6zim bblgeéB:{x: Xe R”,gj(x)s 0,j= 1,2,...p} biciminde

esitsizlik kisitlamalarina sahip ise ceza fonksiyonu
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F(x):Zp:max[O,gj )]

biciminde tanimlanabilir. ger uygun ¢ozim bolgess, g¢,(x)>0,j=1,2,...p

biciminde aitsizlik kisitlarina sahip ise ceza fonksiyonu

F(x):Zp:max[O,—gj (x)]:—zp: mir| 0g; & )

j=1

tanimlanabilir. Ber S:{x: xeR"h(x)=0,i = 1,2,...m} esitlik kisitlarina sahip

ise ceza fonksiyonu
1& 2
F(X)=§Z[h(><)]
i=1
veya daha genel olarak
L y
F(x):;2|h(x)| =1
i=1

olarak tanimlanabilir. Burada cezangirdgl pozitif ceza parametres ile kontrol
edilir.

Burada p ceza parametresinin yeterince biyuk secilmesi) (@rdbleminin
minimumununF ’'nin oldukc¢a kuguk oldgu bir bdlgede olmasini glar. Yani artan
bir p ceza parametresi (2.4) probleminin ¢dzim noktalariS uygun ¢6zim
bblgesine yaklgmasini ve f 'yi minimize etmesini sglar. Sonug¢ olarakp — «

oldugunda ceza probleminin ¢6ziim noktasi kisitlamalinopasyon probleminin bir
¢6zUmine yakinsar.
Genel olarak (2.1)-(2.3) probleminin ceza metoflu gozimi gagidaki

proseduru izlemektedir.
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{p}, herk=1,2,.. icin p >0, p,,>p, ve lim p, — <0 olacak bicimde

bir dizi olarak tanimlayalim. Buradan ceza fonksiy
a(p, x) = f(x)+ pF(x)
yardimi ilevk igin

minimum g (o, X)
ceza probleminirx, ¢ozumleri elde edilir, [4].

2.1.3.2 Onerme:Farz edilsin ki{p,} azalmayan bir dizi, yanivk icin
P, < P, Olsun. Buradan her bk icin

2) d( P Xe1) = A( P %)

b) F(%1) < F(X)

©) (%)= f(x)

d) f(x*)=a(p.x)=Tf(x)
elde edilir, [2].

2.1.3.3 Teorem:Farz edilsin ki S0 i¢cin f(x), g(x), h(x) ve P(x)

fonksiyonlari surekli olsunlar.{xk}lil, (2.4) problemlerinin bir ¢6zim dizisi olsun

ve {x}., dizisi kapall bir kiime icinde bulunsun. Burad4m}  dizisinin

herhangi bir limit noktask , (2.1)-(2.3) probleminin de ¢ézumudur, [43].

Ceza metodu ve Lagrange metodu arasindakidk kolaylikla goruilebilir.
Ornesin ssitlik kisitlamasina sahip (2.1), (2.2) problemiici

(.= 109+ pX- [ (9

16



kuadratik ceza fonksiyonunu ve(p) minimumunu ele alinsin, buradan ceza

fonksiyonunun gradyant vektoru
V.a(p,x(p)) = Vi (x(p)) + D_Zm: h(x(p))Vh (x(p))=0

olmak tzere4 (p) =—ph (X(p)) olarak tanimlarsak

VE((P) ~ 3 A(PIVh (X(p)) =0

elde edilir. Sonu¢ olarak ceza parametrpsh «icin x(p) — x* optimal noktaya
ve A(p) > A*, VI (x*) =VR(¥) 2* kosulu altinda Lagrange carpanina yakigni

kolaylikla gosterebiliriz.

Ceza metodunda ki ggr bir kavramda tam (exact) ceza metodudur. Bu
Ozellige sahip ceza metotlarinda sonlu bir ceza paranmeteeseza probleminin
optimal ¢6zumu, orijinal problemin optimal ¢ézumukersilik getirilir. Yani bu
Ozellige sahip ceza fonksiyonlari ile orijinal problemiptimnal ¢ozimiine ukmak
icin sonsuz boyutlu ceza problemlerinin bir dizisigbzmek gerekli d&ldir.
Bununla birlikte, bir yondensiem boyutunu azaltmasina kar diger yandan da bu
tur fonksiyonlar tirevlenemegide beraberinde getirmektedir. Buda tam (exact)
ceza problemlerinin  ¢6zimlerinde turev tabanli mpasyon metotlarinin
kullanilmasinda hatalara neden olmaktadir.

Tam (exact) ceza fonksiyonlarindan en yaygin kulten1 mutlak dger ceza
fonksiyonudur ve (2.1)-(2.3) problemi igin

F(9= 3 Ih 0o+ Y max] 0g, (]
biciminde tanimlanir.
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2.1.3.4 Teorem:Farz edilsin kix* noktasi (2.1)-(2.3) problemi i¢in ikinci

mertebeden yetearti bir lokal minimum olmak igin $gasin. 4 ve u sabitleri de
probleme kagilik gelen Lagrange carpanlari olsunlar. Buradas max{|/1,| A

i=12,..m,= 1,2,...p} icin x* ayni zamanda mutlak ger ceza fonksiyonu

icinde bir lokal minimumdur, [4].

Ceza metodunda oldu gibi benzer tanim ve teoremleri Bariyer metodu
icinde yapilabilir. EKitsizlik kisitlamasina sahip (2.1), (2.3) probleshe alinsin, bu

problem icin uygun ¢6zim bdlges'S:{x:gj(x)sO, j:1,2,...p} seklinde

tanimlanabilir.

2.1.3.5 Tanim: Bir B:R" — R fonksiyonun bariyer fonksiyonu olarak
adlandiriimasi i¢in gerefart,

a) B surekli,

b) Vxe S igin B(x) >0,

c) x noktasiS’nin sinirlarina yaklgtikca B(X) — « .

Yukaridaki tanimi gergekleyen bir ¢cok bariyer foigk®iu tanimlana bilir.

Bunlardan en 6nemlileri

B(X) = —Zp: L

=1 9;(%)

ters bariyer fonksiyonu ve
p
B(X)=-Y"log(-g; (x))
j=1

logaritma bariyer fonksiyonudur.
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Ceza metoduna benzer hjekilde bariyer metodunda d{tck} her bir

k=12,...icin ¢, >0 ve ¢, > ¢, Ozelliginde bir dizi olmak tzere
1
r(c.x)=f(\)+=B(X)
C

fonksiyonu yardimi ilevk igin

Al

minimum r € X,
bariyer problemininx, ¢oztmleri elde edilir, [4].

2.1.3.6 Teorem:Bariyer metodu ile Uretilen bir{xk} dizisinin herhangi bir

limit noktasi (2.1), (2.3) probleminin de bir ¢ozadiir, [4].

2.2 Durum Denklemleri ve Adi Diferansiyel Denklemle

Bu bolimde modern kontrol teorinin gghiesinde ve kontrol sistemlerinin
matematiksel modellemelerinin yapilmasinda 6neatloynayan durum dgskenleri
ve denklemleri ile dinamik sistemlerin transfer Keiyonlari hakkinda bilgi

verilecektir.
Kompleks dinamik sistemlerin analizinde sikliklalllenilan metotlardan

birisi durum denklemleri analizidir, [44,45].
Genel olarak otonom (zamanla gdgneyen) dinamik sistemler

u(t),u,(t),...,u t¢) r tane qirdi, y,(t),y,t),...y,¢) m tane ¢ikti ve

X (t), %, (t),....x, ¢) n tane durum d&skeni olmak tzere
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% (1) = £ (X Xor oo Xy Uy U5yl
% (1) = ,(Xy Xoree X Uy Uy, .l )

(2.5)
X (1) = f, (X0 X e X, U U, 1)
durum diferansiyel denklemleri ile ve
Y1 (t) = 9y (Xps Xgr o0 X, UL U, 1)
.yz(t)ZQZ(Xli Xoyees X, ;Ul,UZ,...Ur) (2.6)
Yin (1) = G (X Xg, 0%, U Uy 1)
x,(t) w (t)
t t
cikti denklemleri ile ifade edilir. gr x(t) = XZ( )| durum vektoriiu(t) = ”2:( )
X, (t) u, (t)
Q)
t
girdi veya kontrol vektora vey(t) = yzz( ) ciktl vektori ile gosterilirse (2.5)-(2.6)
Yim(t)
denklemi
X(t) = f(x,u) (2.7)
y(t) = g(x,u) (2.8)

ile kullanilabilir.
Sistem dgrusal ise (2.7)-(2.8) durum denklemleA durum, B girdi, C

cikti ve D direkt transmisyon sabit matrisleri olmak tzere

X(t) = AX(t) + Bu(t) (2.9)
y(t) = Cx(t) + Du(t) (2.10)
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ile ifade edilir, [44,45].

h— — %

U, —P. Xy Koy eens X, — " Y.

u, > — > ¥m

Sekil 2.1 Dinamik sistem

(2.9)-(2.10) denklemleri ile ifade edilen dinamsksteminin x(t) ¢6zimu

(2.9) denkleminin her iki tarafinie ™ ile carpiimasi ile goriilebilir.ifade edilmek

istenirse,

e M x(t) —e M Ax(t) = e “Bu(t)

ve

%(e’“x(t)) = e “Bu(t)

oldugu goralir. Bu denklemin her iki tarafinf ile t arasinda integrali alinirsa

t
e “x(z)|_ =[e*Bu(r)dz
0
t
e "x(t) — °x(0) = j e “Bu(r)dr
0

x(t) = e*x(0) + jeA‘”) Bu(r)dr (2.11)

¢6zUmda elde edilir, [46].
Benzer olarak (2.9) denkleminirx(t) c¢ozimu laplace ve ters laplace

yontemleri kullanilarak da bulunabilir.

(2.9) ile gosterilen adi diferansiyel denkleminx(t) ¢c6zUminun varg ve

tekligi ile ilgili teorem gagidaki sekildedir.
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2.2.1 Teorem: f(x;t) fonksiyonu hert>t, icin parcall surekli ve her

xe D c R"igin yerel Lipschitz 6zelffini saslayan bir fonksiyon olsun. W < D

tikiz bir alt kime olsun ve
x=f(xt), x(0)=x

butiin ¢cozumleri tamameW da kalsin. Bu durumda heér=t, icin bir tek ¢6zim

vardir, [47].
Durum diferansiyel denkleminin (2.11) ¢éziimiinde gian e™ stel matrisi
uzun yillardir kontrol muhendisleri tarafindan ayair ilgiyle incelenmgtir. Bu

matrise durum gegi(state transition) matrisi denir v@ t £ ile gosterilir,

2.2.2 Tanim: ®©(t) matrisi gagidaki 6zelliklere sahiptir
a) dl(t)=e™ =D(-t)

b) O(t)D(~7) = eMe ™ = Dd(t—17)

Bu notasyon ile (2.11) ¢6zimi
X(t) = ®(t)x(0) + j@(t —7)Bu(r)dr

ile gosterilir.

2.2.3 Uyari: (2.9) Durum diferansiyel denkleminin direkt ve l&gpe

cozumleri kagilastirildiginda @ (t) = L’l{[sl - A]fl} esitli gi goruldr.

2.2.4 Teorem:Farz edilsin kinxn boyutlu sabit A matrisinin A, 4,,....4,
biciminde n tane farkh 6zdgeri ve bunlara karlik gelen g,e,,...,6, 0zvektorleri

olsun. T=(e,e,,...8 ) ve A=dag(4,4,,...4,) biciminde nxn boyutlu
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matrislerini tanimlayalim.  Burada tekil olmayan bir matris olmak Uzere

A=T AT gosterilir, [48].

2.2.5 Teorem:Bir onceki teoremdeki 6zellikleri giayan A matrisini ele

alalim. Buradan
a) e =TeNT?
b) & = diag(e™,&?,... &/t

elde edilir.
Simdi durum denklemleri ile ifade edilen bir dinamsistemin transfer

fonksiyonunun nasil elde edilegeincelensin. Genel olarak (2.9)-(2.10) durum

denklemleri ile ifade edilen bir dinamik sistemiansfer fonksiyonuY(s), U(Ss)

O]

G(s) = 0

(2.12)

seklinde gdosterilir. (2.9)-(2.10) sistemini(0) = 0 baglangi¢c kaulu altinda Laplace

donGuma ahinirsa

sX(s)— x(0)= AX (s)+ BU (s)
Y 6)CX §)yDU §;

ve sonug olarak

Y(s)=[C(sl ~A) 'B+D |U(s) = G(s) =C(sl ~A) 'B+D

transfer fonksiyonu elde edilir, [44,45].
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2.3 Kararlilk

Bu boélimde herhangi bir dinamik sistemin denge asikin kararlfi ile

ilgili tanim ve teoremlere yer verilecektir.

2.3.1 Denge Noktasi

DcR" bir bolge ve f D — R" yerel Lipschitz 6zelfini saslayan bir

fonksiyon olmak tzere
x=f(x), x(0)=x, (2.13)

otonom (zamanla gg&meyen) sistemini goz onine alalim.f(x,)=0 sartini
sgslayacak bicimde birx, e D varsa x,'ye (2.13) sisteminin denge noktasi (sabit

nokta) denir.

Simdi x, denge noktasinin kararfliile ilgili gerekli tanim ve teoremleri

verelim.

2.3.1.1 Tanim:Her £ > 0 ve en az birx(0) = X, balangi¢ kaulu icin
1% —x[ <o iken|x(t)-x|<e, vt>0
olacaksekilde bir o =6 (¢) >0 bulunabiliyorsax,’'ye kararli denge noktasi denir.

2.3.1.2 Tanim: x, denge noktasi kararli ve en az bi0)=x, balangic

kosulu igin

”Xo - Xe|| <6 iken !m||x(t) _ Xe” ~0
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olacaksekilde bir 6 > 0 varsax,’'ye asimptotik kararli denge noktasi denir.

Ispatlarda kolayllk sg#gamasi acisindan denge noktasi genellikle orijin
noktasinda alinir. Denge noktasinin orijinde ol@adlurumlarda ise bu nokta

orijine Otelenir. Yanix, =0 oldusu durumlardaz=x-x, desisken dongumu
yapilabilir. Buradan

2=x%=f(z+%)=9(2

elde edilir veg(0) = f (0+ X, )= 0 ssitli ginden orijinin denge noktasi olgdu goruldr.

XA XA

(@)
\r

(a)

Sekil 2.2 Kararlilik analizinin geometrik yorumu. (a) Kahatenge noktasi.
(b) Asimptotik kararli denge noktage) Kararsiz denge noktasi.

2.3.2 D@rusal Sistemler igin Kararlihk Ko sulu

Bu bolumde,
x= Ax, X(0)=x, (2.14)
dogrusal sistemi ve bu sistemin(t) = e€"x, ¢cozimi g6z 6niine alinsin. Bu tip

sistemlerde kararhlik analizi genelliklA matrisinin 6zdgerlerinin yerleri ile
karakterize edilir.

2.3.2.1 Tanim:

a) v=0 olmak Uzere Av=Av denklemini sglayan 1< C deserine A

matrisinin 6zdgerleri denir.
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b) A1 Ozdeserlerini Av=Av denkleminde yerine yazarak bufiumuz v
deserine A matrisinin 6zvektorleri denir.

C) v 6zvektori
(A-21)v#0, (A= A1) v#0,.., (A-41)""v= 0,(A-21)"v= ( m>1

Ozelligini sgliyorsa v’ye A matrisinin m dereceden geneflgriimis 6zvektori

denir.

2.3.2.2 Teorem:z(A), A matrisinin 6zdgerlerinin kiimesi olmak tzere her

Aex(A) icin Re(d)<wo olsun. Bu durumda 'ye basli 6yle bir M >0 vardir Ki
|e¥] < me™, t=o0.

Ispat: x, A matrisininm dereceden genefirilmis 6zvektdrii olmak tizere

eAtX — eiute(Afiul )tX —g

elde edilir. Hers >0 igin herhangi birt anindat“e® sinirh oldgundan
|6 < Me® X |cos((ImA X }+i sin((Im2 ) )™ ] < Me™ ||
goraldr.
2.3.2.3 TeoremHer 1 z(A) icin Re(d )< Qise orijin asimptotik kararhdir.

Ispat: Her 1€ 7(A) icin Re(1)< 0 olsun. Bu durumda hef € 7(A) icin
Oyle bir » <0 vardir kiRe(1 )< dir ve 2.3.2.2 Teorem geiie
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e[ <me”, t=0

yazilabilir. Verilen bir & >0 igin §:ﬁ segilirse ||x,| <& igin HeAthHSM”Xo”

<M6 =¢ bulunur. Yani orijin noktasi kararl bir dengektasidir. Simdi bir >0

segilirse|x,| <7 igin He“xOH < Me™ || x| < Mne™ elde edilir ve limit alinirsa

lim HeAtXOH =0

t—oow
bulunur. Dolayisiyla orijin asimptotik kararl denge noktasidir, [49].

2.3.2.4 Tanim:Tum 6zdgerleri icin Re(1 )< O sgslayan A matrisine kararh

matris veya Hurwitz matrisi denir, [47].

2.3.3 Sinirli Girdi-Sinirh Cikti Kararlili g1

2.3.3.1 Tanim:Her t > 0 igin |u(t)[| <u,, <o olacaksekilde biru, >0 sabiti

varsau’ya sinirh girdi denir.

2.3.3.2 Tanim:Sinirh her bir girdi i¢in sinirl giktilar verenrisisteme sinirli
girdi-sinirh ¢ikti kararlidir veya sadece girdkti kararhdir denir. Bu kararlilik
tanimi sifir-durum cevabi igin tanimlanir veslaagic aninda duran bir sistem igi

uygulanir.

Girdi-¢ikti kararhlkta sistemin c¢iktisi da ghrlendirildiginden bu tip
kararlliga dg (external) kararlilik denir.

2.3.3.3 Teorem:(2.9)-(2.10) dgrusal sisteminin transfer fonksiyonunun tim
kutuplari sol yari diizlemde ise sistem sinirli-ggohirh ¢ikti kararlidir denir.
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Ispat: x= Ax+Bu, y=Cx+ Du dogrusal sisteminin transfer fonksiyonu

G(s)=C(sl —-A)'B+D

seklindedir. Transfer fonksiyonundal —A)*l:M yazarak elde edilen
det(sl — A)
1
G(s)=————C| &(sl —A)|B+D 2.15
9= Gegia —a) CLK(S - A) B (@15)

esitli ginden G(s) transfer fonksiyonunun her bir kutbunugsl —A)’nin  bir
Ozdeserine kasilik geldigi gorultr. Dolayisiyla ger A matrisinin her bir 6zdgeri
negatif dizlemde ise sistem sinirli girdi-sinmktckararlidir. Dger yandan (2.15)
esitli gindeki mumkin bazi sadglaeler ylziindenA matrisinin her bir 6zdgeri
transfer fonksiyonunun bir kutbuna kdik gelmez. Yani A matrisinin
Ozdeserlerinden bazilari gayari dizlemde olsa bile sistem kararli olabil&Q].

2.3.3.4 Teorem: (2.9)-(2.10) dgrusal sistemi minimal gerceklarmeye
sahip ise bu dgrusal sistem icin sinirli-girdi-sinirli ¢ikti katdwg denge noktasinda
asimptotik kararlilik kgulunu sglar, [51].

Genel olarak dgrusal veya dgrusal olmayan zamanla gigmeyen
sistemlerin denge noktalarindaki kararllik analizlLyapunov kararlilik teorisi ile

olmaktadir. Simdi bazi tanim ve teoremlere yer verelim.
2.3.4 D@rusal Olmayan Sistemler icin Lyapunov Kararllik Teorisi
Dogrusal olmayan sistemlerin Lyapunov kararlilik anaii direkt ve direkt
olmayan yontemler olarak ikiye ayirabiliriz, [52].

(2.13) denklemi ile belirgimiz dogrusal olmayan sistemi ele alalimx=0

orijin noktasiD boélgesi icinde yer alsin ve bu sistemin bir dengktasi olsun.
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Ortalama dger teoreminden,z, X ile orijini birlestiren dgru pargasi

uzerindeki bir nokta olmak lzere
of.
f(x)=f(0)+—(z)x
(x) = 1,(0) ~ (z)

elde edilir. Yukaridaki gtlik D bdlgesi icinde yer alarx ile orijini birlestiren

dogru parcasi tzerindeki hete D icin salanir. Ayrica f (0) =0 oldusundan
of, of. of, of,
f(X)=—(z)x=—(0)x+| —(z)-—(0) | x
(%) ax(Z) ax( ) {ax@) ax( )}
yazilir. A:a—fi(O) ve g (X) :{i(;)—i(O)}x ile ifade edilirse
OX OX OX

f(X) = Ax+g(x)

elde edilir. Buradag, (x)'in

X

o . o
s l<| -2

lo®]
X

—0

ozelligini saslayan bir fonksiyon ve;i surekliliginden |x| - 0 igin
X

oldugu goralar.

Sonug olarak, dgrusal olmayan (2.13) sistemine orijin noktasinigiki bir

komsulugunda
x=Ax, A= a ()]
OX

olmak Uzere orijin noktasinda lineagtiellmi s sistem ile yaklgabiliriz.
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2.3.4.1 Teorem: x=0 orijin noktas! dgrusal olmaya (2.13) sisteminin bir

denge noktasi veD orijin noktansin bir kogulugu olsun. A:%(x) olmak
X x=0

uzere

a) A matrisinin tum 6zogerleri igin ReA < 0 ise orijin noktasi asimptotik

kararhdir.

b) A matrisinin bir veya birden fazla 6zgkrleri igcin ReA > 0 ise orijin

noktasi kararsizdir denir, [47].
Bu teoreme Lyapunov’un birinci metodu veya direkhayan metodu denir.

Yeniden (2.13) otonom sistemini ele alalim®e= R" bdlgesinin orijinin bir
komsulugu oldusunu varsayalim. V:D — R tanimh surekli diferansiyellenebilen
bir fonksiyon olsun. V 'nin (2.13) sisteminin yoringeleri boyunca tureyaadaki

sekilde verilir:

V(x) =(gradv, f):i%fi (x).

Sistemin ydriingeleri boyunca turevi sistemin denkhe bghdir. ¢(t,X,)

sistemint =0 anindakix, balangi¢ kauluna kasilik gelen ¢ozimui ise

V(%) =%V(<o(t,xo))

=0

seklindedir. Dolay|S|yIager\'/(x) negatif iseV , (2.13) sisteminin ¢6zUmu boyunca

azalacaktir.
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2.3.4.2 Teorem: x=0 orijin noktas! (2.13) sistemi icin bir denge noktas
olsun ve D c R" bolgesi noktasini kapsasiny : D — R tanimli strekli diferan-

siyellenebilen bir fonksiyon olmak tzergee

V(0)=0 ve xe D-{0} icin V(x)>0 (2.16)

herxe D icin V(x) <0 (2.17)

ise verilen sistenx = 0 noktasinda kararlidir denir. Ayrica

herxe D -{0} igin V(x) <0 (2.18)
ise sistemx = 0 noktasinda asimptotik kararhdir.

Ispat: Verilen bir & > 0 icin bir r € (0,] segilsin ki
B ={xeR":|x|<r}cD.

a= wi:pV(x) olarak alalim. (2.16) dag >0 dir. < (0,) olsun ve

Q, ={xe B :V(x)< g} olsun.
Q,'nin ve B ’'nin icinde olmadgl kabul edilsin. Bu durumda bipe Q, noktasi
vardir ki bu noktaB, 'nin sinirindadir. Bu noktads((p) >« > £ olur fakat buttin
xeR" noktalari icinV(x)< g dir. Bu bir cekkidir, dolayisiyla Q, kesinlikle
B, 'nin icindedir. t=0 noktasindaQ, kumesinde bdayan her yoriinge her>0
anlarinda<), 'da kalir. Bu durumda, (2.17) 6zgjini kullanarak aagidaki gibi ifade

edilebilir:

V(X)) < 0=V (xt))<V X (0)< B, Vt >0.
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Q, tikiz (kompakt) bir kiime oldiundan €, — R" tanimi gergi kapali ve B, ile
sinirli oldigunda) 2.2.1 Teorem'den (2.13) sisteminin tix0) e ), baslangic

kosullari ve hert>0 icgin tek bir ¢c6zimu vardir. V(x) surekli ve V(0)=0

oldugundan 6yle birs > 0 vardir ki
IN|<6=V(X)<p du.
Buradan
B, cQ,cB
dir ve
X(0)e B; = x(0)e Q, = x ) Q, = x¢t)e B
bulunur. Dolayisiyla
|X(0)| <5 =|xt)| <r <&, Vt=0

elde edilir ve bu ifadex=0 denge noktasinin kararlh olunu goésterir. Simdi

(2.18) ifadesinin sgandgini kabul edelim. Asimptotik kararl@i gostermek igin
her « >0 ve t>T icin |[x(t)|<a olacaksekilde bir T >0 in varlgini ve t — oo
icin x(t) > 0 oldusu gdsterilmelidir. Onceki kismin ispatindan, her- 0 icin
O, cB, olacak sekilde bir b>0 oldugu biliniyor. Dolayisiyla t >« icin
V(x(t)) — 0 oldugunu gostermek yeterlidirV (x(t)) monoton azalan ve alttan sifir

noktast ile sinirli oldgundan

t — oo igin V(Xx(t)) > c>0.
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c=0 oldugunu go6stermek icinc>0 oldugunu varsayalim. V(x) surekli

oldusundanB, c Q. olacaksekilde bird >0 vardir. V(x(t)) > c¢>0 limiti her

Sekil 2.32.3.4.2 Teorem’inin ispatinda gecen kiimelerin geipinyorumu

t>0 icin x(t) yoringesinin B, yuvarinin dginda kaldgini gosterir.

—;/:drﬁxv (x) olarak tanimlansin (boyle biy vardir gUnkU\)(x) fonksiyonu

d<|x|<r tkiz kimesi Uzerinde maksimum bir noktaya sabipti (2.18)'den

-y <0. Buradan
V(x(1)) =V(X(0))+IV' (X(z))dz <V (x(0))—t

esitsizliginden sg taraf negatif kalagandanc > 0 varsayimi ile cedir, [47].

Bu teorem Lyapunov ikinci metodu veya direkt metadarak adlandirilir.
Lyapunov kararlihk teoremi, kararhlik, asimptotiararlihk ve kararsizlk ile ilgili
olarak sadece yetaartlari ortaya koymaktadir. Yani bir sistem i¢cia16)-(2.18)
Ozellikleri salayan bir Lyapunov fonksiyonu bulamamplmamiz o sistemin
kararsiz olaca anlamina gelmez. Ters teoremler hakkindakidti@r [47,5.148]

bulunabilir.
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2.3.4.3 Tanim: (2.16)-(2.18) keullarini gercekleyen surekli diferan-

siyellenebilenV (x) fonksiyonuna Lyapunov fonksiyonu deng> 0 i¢in tanimlana

V(X) = c yuzeyine ise Lyapunov yluzeyi denir.

C <C,<C,

Sekil 2.4 Lyapunov fonksiyonunun seviye ylzeyleri

Sekil 2.4’deki Lyapunov yuzeyleri kullanilarak binéeki ispat daha argeur bir hale
gelir. V<0 kosulu herhangi bir yoringeninV(x)=c yilzeyinden geg¢mesi
durumunda bu yoringeninQ, = {XE R":V(X) < c} kimesinin icinde hareket

edecgine ve bir daha kesinlikle ghri cikmayacgina karet eder.V <0 oldusunda
yoruinge bir Lyapunov yuzeyinden daha icte olanlyapunov yuzeyine ilerler.c
azaldginda V(x) =c Lyapunov ylUzeyi orijine dgru buzulir. Bu ise ydringenin

zamanla orijine yakinsagini gosterir, [47].
Lyapunov fonksiyonunun sec¢imi igin sistematik Ikuaral yoktur. Bazi
durumlarda 0Ozellikle mekanik ve elektrik sistenmele enerji fonksiyonlari dial

birer Lyapunov fonksiyonu olarak alinabilir.

Lyapunov Kkararlilikta sistemin ¢iktisi hesaba lka&dgi igin bu tip
kararhliga i¢ (internal) kararhlik denir.
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2.3.5 D@rusal Sistemler i¢in Lyapunov Kararlilik Teorisi

X = Ax, X(0)= 0 dogrusal zamanla dgsmeyen (2.14) sistemi ele alinsiR;,

nxn boyutlu reel simetrik bir matrisf = P" € R"") olmak tizere
V(x) =(x,Px) = X" Px

kuadratik formu ele alindinda. V(x(t)) fonksiyonunun (2.14) sisteminin ¢ézumu

Uizerindeki zamana gore tirevi

% “V(X) = X (O)Px(t) + X () PX(t)

elde edilir. Bu denklemde ifadesi yazilirsa

V(X) = X" AT Px+ X" PAX
=X (ATP+PA) x

oldugu gorulir. Burada-Q = A'P + PA olarak alinirsa
V (X)=—-Xx"Qx

olur. Dikkat edilirseV fonksiyonu (2.14) sistemi i¢in bir Lyapunov fongsnudur.
Ayrica Q matrisinin de tanim gege simetrik bir matris oldgu gorulebilir.
—Q= A"P+ PA denklemine de Lyapunov matris denklemi veya Lyamuaenklemi

denir.
Simdi x= Ax sisteminin veya buna denk olarak matrisinin kararlilg! ile

ilgili teoremleri verelim.
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2.3.5.1 Teorem: A matrisinin tim 6zdgerlerinin negatif reel kisma sahip ise
her pozitif tanimh simetrik matri®Q icin —-Q= AP+ PA Lyapunov denkleminin

tek bir ¢c6zimu vardir ve bu ¢6zim
P=[eM'QeMdt (2.19)
0

biciminde ifade edilir, [50].

2.3.5.2 Teorem:(2.14) dgrusal sisteminin asimptotik kararli olmasi igin
gerek ve yetersart her pozitif tamimli simetrik matri€Q icin —-Q= A"P+PA

Lyapunov denkleminin tek bir pozitif tanimli simétr P matris ¢6zUminin

olmasidir.

Ispat: Verilen sistemin asimptotik kararli olmasi iciA matrisinin tim

Ozdeerleri icin ReA < 0 olmaldir. BoyleceP matrisi i¢in (2.19) denklemini ele

alinabilir. Burada gosterilmesi gerekéh matrisinin pozitif tanimli ve Lyapunov
denklemin tek bir ¢ozimu olg@udur.

Ik olarak (2.19) denklemini Lyapunov denklemindeiye yazar vet —

icin e* — 0 ozelligi kullanilarak
ATP+PA= [ ATe"'QeMdt + [ 'Qe™ Adt
0 0
_ T d ATt At
_ldt(e Qe )dt

— eATt Q eAt

--Q

elde edilir. Bu bize (2.19) denklemi ile gostemileP matrisinin Lyapunov
denkleminin bir ¢6zimu oldwnu verir. Bu ¢Ozumin tek bir ¢6zim ogaunu

gostermek igin
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AR +PA=-Q (2.20)

AP, + P,A=-Q (2.21)

olmak uzere B ve P, ¢ozumlerini ele alinginda, (2.21) denklemini (2.20)

denkleminden c¢ikarilirsa
A" (R-PR)+(P-P,)A=0
bulunur. Ayrica

e'AT (R~ R,)eM +e"! (P,- P,) Ae™ :%e‘“t (P,-P,)e" =0 (2.22)

sglandii gorilebilir. (2.22) denkleminim=0 dan integrali alinirsa

olur. Buda (2.19) ile belirtilenP c¢ozimunin tek oldiunu verir.  Ayrica Q

matrisinin teorem gepe simetrik bir matris olmasi gereginden P matrisi de

simetriktir.

P matrisinin pozitif tanimlig ise sifirdan farkl herxeR" igcin Q

matrisinin pozitif tanimli ve het icin € singiler olmamasindan
X"Px = IxTeATthAtxdt >0
0

ile kolaylikla goruldr.

Tersine Lyapunov denklemini @ayan pozitif tanimh simetrikP ve Q

matrisleri var ise (2.14) dousal sistemi asimptotik kararlidir. Bunu gostdrneék

icin A matrisinin bir 4 0Ozdeerine, Av=Av sartini sglayarak, kagilik gelen
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v 00zvektorini alahm. Buradam™ AT =v" A" olarak yazilabilir. Lyapunov

denkleminin her iki tarafinv” ve v ile kasilikli olarak carparsak
~V"Qu=V"ATPv+V" PAV=(1" +2)V" Pv=2Re(A)V' Pv

elde edilir. P ve Q matrislerinin pozitif tanimligindan Re(ﬂ) < 0 ve dolayisiyla

sistemin asimptotik kararli olgu gorulir, [46].

Yukaridaki teorem, (2.14) @ousal sisteminin kararlginin ayni zamandah
matrisinin kararhlg ile bire bir iliskili oldugundan agagidaki sekilde de ifade
edilebilir.

2.3.5.3 Teorem: A matrisinin kararl bir matris yaniA matrisinin tim

Ozdeserlerinin Re(ﬂ) < O sartini sglamasi icin gerek ve yetegart her pozitif tanimli

simetrik matrisQ icin -Q = A"P+ PA Lyapunov denklemini ggayan bir P pozitif
tanimli simetrik matrisinin olmasidir. Daha# matrisi kararli bir matris iseP

Lyapunov denkleminin tek bir cozimaddr, [47].

Sonu¢ olarak dikkat edilirse gausal zamanla dgsmeyen sistemlerin
kararllik analizinde Lyapunov teoremi gloisal olmayan sistemlerin aksine sistemin
kararhligi ile ilgili olarak hem gerek hem de yetgartlari ortaya koyabilmektedir.
Burada A matrisinin kararl olup olmagini gérmek icin yapilmasi gereken tek
islem herhangi bir pozitif taniml simetrik) matrisi icin Lyapunov denkleminin
yine pozitif tanimh simetrik birP matris ¢6ziUmudnin olup olmagna bakmaktir.

PratikteQ=1 esitliginden yararlanilir.
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3. KISITLAMASIZ OPT iMiZASYON PROBLEMLER 1 ICIN DURUM
DENKLEMLER 1 YAKLA SIMI

Bu Dbolumde kuadratik kisitlamasiz  optimizasyon peollerinin

minimumlarinin argtirilmasinda durum denklemleri yakieni ortaya konulacaktir.

3.1 Ana Sonuglar

Ikinci bolumde genel olarak (2.1) denklemi ile taldgimiz f :R" >R

biciminde tanimlanan kuadratik bir fonksiyon olnisere

minimum f ) (3.1)

xeR"

kisitlamasiz optimizasyon problemi ele alfidda, bu problemin mutlak optimal

¢6zUmindnx* oldugu varsayilsin.

Kisitlamasiz optimizasyon probleminin ¢6zimiu iciNf, f amag

fonksiyonunun gradyant vektori olmak tzere

dx
e VE (x(t))

X(0)=x,

(3.2)

adi diferansiyel denklem sistemi aligchda amag (3.1) ile tanimlaamiz kuadratik
kisitlamasiz optimizasyon probleminin mutlak minmmunu (3.2) ile gostergimiz

diferansiyel denklem sisteminirx(t) ¢6zim yoéringesi boyunca yagdaak elde

etmeye caymaktir.
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Ele alinan problem kuadratik bir yapida dduicin (3.2) diferansiyel

denklem sistemi

X(t) = AX(t) + Bu(t)

3.3
y(t) = Ox(t) (3:3)

matris formunda yazilabilirikinci bolimden de hatirlanabilegiegibi (3.3) denklem

sistemine durum denklemleri adi verilir. Buradé,) sistemin girdisi olmak tzere

L t>0
u(t) =
® {O; t<0

ile tanimlansin. Ayni zamand& nxn boyutlu, B nx1 boyutlu ve C=1_,

matrisler olarak alinginda, (3.3) sisteminin transfer fonksiyonu ise
G(s)=C(s-A)'B
ile gosterilir.

3.1.1 Uyari: (3.3) sisteminde yer ala'®\ matrisinin tum 6zdgerlerinin sol
yada sg yari dizlemde oldiu kabul edilmgtir.

3.1.2 Tanim: (3.3) sisteminde yer alad matrisinin tim Ozdgerleri A ile

gbstermek lizere
(@) ReA(A)<0=>A=A veB=B
(b) ReA(A)> 0=>A=-A veB=-B

ile tanimlayalim.

Yukaridaki tanim ile (3.3) sisteminin her zamanakhrbir sistem olarak

kalmasini garanti altina alinir.
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(3.3) durum denklem sistemink* sistemin denge noktasi olmak Uzere

z=X—x* donUmu altinda orijin noktasinda denge noktasina sahip
z=Az (3.4)
dogrusal homojen diferansiyel denklem sistemine dtimiilebilir.

Simdi (3.3) ve (3.4) sistemlerinin denge noktalarmasandaki ilgkiyi ortaya

koyalim.

3.1.3 Teorem:Bir x* noktasi (3.3) durum denklem sisteminin bir denge
noktasi olsun. x* noktasinin (3.3) sisteminin asimptotik kararli denge noktasi
olmasi i¢in gerek ve yeteart z=x—x* donumu altinda orijin noktasinin (3.4)

sisteminin asimptotik kararh bir denge noktasi asnar.

Ispat: x* noktasinin (3.3) sistemi icin asimptotik kararlr denge noktasi
oldugunu varsayilsin, bu durumda 2.3.1.2 Tanim gese® denge noktasi kararhdir
ve herx(0) = x, balangi¢ kaulu igin

% —x*| <5 iken lim Ix(t) - x*|| =0
olacaksekilde bir 5 > 0 vardir.
z=x—x* donumu asimptotik kararliik taniminda yerine yazdirber

z(0) = z, balangi¢ kaulu igin

Jzg| <5 iken lm]a(0] =0

olacak sekilde bir 6 >0 vardir. Dolayisiylaz=0 noktasi (3.4) sistemi icin

asimptotik kararh bir noktadir.
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Tersine, (3.4) sistemz = 0 noktasinda asimptotik kararl bir noktasina sahip
olsun. Orijin noktasindaki asimptotik kararhlikmimi ve z=x-x* donguimu

kullanilarak benzegekilde ispat edilir[

3.1.4 Teorem: x* noktasinin (3.3) sisteminin i¢in asimptotik karalpir
denge noktasi olmasi icin gerek ve vyetg@rt (3.1) kuadratik kisitlamasiz

optimizasyon probleminin mutlak bir minimumu olnds!

Ispat: x* noktasinin (3.3) dolayisiyla (3.2) sistemi icinnasiotik kararl bir
denge noktasi oldwunu varsayalim. Bu durumda, 2.3.1.2 Tanim geve* denge

noktasi kararl ve hex(0) = x, balangi¢ kaulu icin
% —x*| <5 iken lim Ix(t) - x*|| =0
olacaksekilde bir § > 0 vardir. Bu kabulden

lim||x(t) - x*|| =0 =lim () =x*

t—ow

olarak yazilabileggnden (3.2) ve (3.3) sistemlerinin tanimlari g@rex* noktasi
(3.1) optimizasyon problemi igin bir mutlak minimdaor.

Tersine;x* noktasi (3.1) problemi i¢cin mutlak minimum noktatsun. (3.2)
diferansiyel denklem sistemi yardimiyla (3.3) durdenklem sistemi okturulabilir.
x* noktasinin (3.1) probleminin mutlak minimumu olnmakan dolayr 2.1.1.3
Onerme’de yer alan birinci mertebeden optimafiicti s@lanir. Dolayisiyla x*
noktasi(3.3) durum denklem sisteminin bir denge noktasi@imdi x* noktasinin
(3.3) sistemi icin asimptotik kararl bir denge tadd oldgun gdosterilmelidir.

Bu amacla dgrusal sistemler icin Lyapunov kararlilk teoremiillanilir.
z=x—x* dongumu ile (3.3) sistemi orijin noktasinda denge nektalan (3.4)
sistemine dongitiriilsiin. 3.1.2 Tanim getie A matrisinin tiim dzdgerleri sol yari
dizlemde olaga igin 2.3.5.2 Teorem ve 2.3.5.3 Teorem gei@.4) sistemi orijin
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noktasinda asimptotik kararlidir. Dolayisiyla 38orem gergi x* noktasi (3.1.3)

sistemi igin asimptotik kararlidir.

3.2 Test Problemleri ve Sonuglar

Bu bolimde durum denklemleri yakleni kullanilarak bazi kisitlamasiz
optimizasyon test problemlerinin optimal ¢ézUmlargstirilacaktir. Bu yaklgm
sonucunda MATLAB programi ile elde edilen sonug@uasi-Newton metodu ile

karsilastirilacaktir.

3.2.1 Problem:Asagidaki kuadratik kisitlamasiz optmizasyon probleneil@

alinsin, [5].

minimum (2¢*+ 207+ X"+ XX+ XX~ 8~ B~ A+ F (3.5)

xeR3

Problemin teorik optimal ¢ozimix*, x,*, x,* ) =8, —2,4)T 'dir. (3.3) Durum
denklem modelini elde etmek icin (3.2) denklemiei §.1.2 Tanim'ini ele alalm.

Buradan diferansiyel denklem sistemi

X, -4 -2 0)\(x 8
X |=| -2 -4 -2|| X |+| 6
X, 0 -2 -2){x 4 (3.6)
1 0 0\x
y=|0 1 0] X,
0 0 1){x

bulunur. Dikkat edilirseA matrisinin tim 6zdgerleri sol yari diizlemde oldu igin
kararl bir matristir. Buradan (3.6) sistemi yandlile transfer fonksiyonu
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8s” + 365+ 24
1

10 A 6s’+12- 16
+ + +
4s” + 205+ 32

G(s) =

elde edilir. Transfer fonksiyonunun birim basamgdniti incelendiinde (3.6)
sisteminin denge noktasinin (3.5) probleminin optimbzimuine karlik geldigi
goraldr.

Simdi elde edilen denge noktasinin asimptotik kargnhi incelensin. Bu

amacla (3.6) sistemirz = x— x* donumu ile orijin noktasinda denge noktasi olan

Z -4 -2 0)\(z
Z,|=|-2 -4 -2| ¢z (3.7)
z, 0 -2 -2)\z

sistemine dongiurdlir. Bu dgrusal sistemin kararllik analizi igin Lyapunov

1 00 -4 -2 0
kararlilik teoremi ger& Q=0 1 0|, A=|-2 -4 -2 ve
0 01 0o -2 -2
pll p12 p13
P=|p, P, P,| matrisleri yardimi ile A'P+PA=-Q Lyapunov matris
p31 p32 p33

denklemini ele alingainda, &er bu denklemin bir tekP pozitif tanimli simetrik
matris ¢6zimu oldgu gosterilirse (3.7) sisteminin orijinde asimptatirarh oldgu
soylenebilir.

Lyapunov matris denklemi ile odan sistemin analitik ¢6zUmu yapilirsa

p,=0.212C, p,=p,,=-0.1741, p,=0.303¢ p,=p;;=-0.3671 ve
p,; =0.6171 olmak lzere Lyapunov matris denkleminin bir tBk pozitif tanimli

simetrik matris ¢ozimu olgwnu goérebiliriz. Sonug olarak, 3.1.3 Teorem gene*

noktasi (3.6) dinamik sisteminin asimptotik karé&ih noktasidir.

Asagidaki sekillerde durum denklemleri yaldeni ile elde etg@imiz

¢6zUmlerin Quasi-Newton algoritmasinin ¢6zimlezi kbgilastirilmasi verilmgtir.
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Dikkat edilirse durum denklemleri yaklaninin Quasi-Newton yakjanina gore
daha dizgun bir yoringe izleyerek optimal ¢ozimidagtigi goruldr.

T T T T
3 L
2.5¢F
2 L.
= /’ —O— DurumDenklemleri Yakkami
<' 15 juf --E- Quasi-Newton Method b
,l
Il
4
1 a 7
1
0.5 7
0
[ L [ [ L L
0 2 4 6 8
t (zaman)

10 |
Sekil 3.1 (3.5) Probleminirx, optimum ¢ézimui

T T T
-8l
/ ™
0.5+ 4 .
/ L
/
/
/
/
0

\
\
Y
Y
Y |
\
\
1
A
\
\
0.5 3
s q —©— DurumDenklemleri Yaklami
< \ ==EF- Quasi-Newton Method
1
Ak \
\
\
\
Y
\
\
-1.5F
2 h———ﬂ-"a__
I L I I L L
0 2 4 6 8
t (zaman)

10 |
Sekil 3.2 (3.5) Probleminirk, optimum ¢6zimu
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T T T T
4 L
3.5
3 L
2.5
s —©— DurumDenklemleri Yaklami
/ i
<’ i -=EF- Quasi-Newton Method
14
1.5} / i
7
/
jul
1t )l g
0.5 B
O |
I L I I L L I
0 2 4 6 8 10 12
t (zaman)

Sekil 3.3 (3.5) Probleminirk, optimum ¢6zimu

3.2.2 Problem: Asagidaki kisitlamasiz optimizasyon probleminin® <x <n’

olmak Uzere ele alalhm [2],

minimum (Iznl:(x -y —Zn: )gxilj. (3.8)

Ozel olarak n=6 alrsak (3.8) probleminin analitik optimum ¢6zimi
X* :(6,10,12,12,10,)3T 'dir. Ayni sekilde (3.3) durum denklem modelini elde etmek

icin (3.2) denklemi ve 3.1.2 Tanim’'i g&ig

X1 -2 1 0 0 0 0)\x1
X2 1 -2 1 0 0 O0fx2
. )_(3 _ O 1 -2 1 0 O X3+ (3.9)
x4 0O 0 1 -2 1 0} x4
X5 O 0 O 1 -2 1|x¥5
X6 0O 0 0 O 1 -2{x6§
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x1
X 2
X3
x4
X5
X 6

o O O O O
O r O O O O
P O O O O o

O O O o O Bk
o O O O - -
o O O +r O O

diferansiyel denklem sistemi elde edilirA matrisinin tim 6zdgerleri sol yari

duzlemde oldgu icin sistem kararlidir. Buradan sistemin tran&@ksiyonu

2s° + 225" + 9G* + 168%+ 146+ 42
25° + 24s* + 10&°% + 224%+ 218+ 7
1 25° + 245" + 116° + 238°+ 238+ 8
S®+128° + 5%+ 126+ 126°+ 56+ [12s° + 24s* + 1183+ 2382+ 238+ 84
28° + 245" + 108> + 224%°+ 216+ 7
25" +225* + 9Gs% + 168%+ 148+42

G(s) =

biciminde bulunabilir. Transfer fonksiyonunun birbasamak yaniti inceleigde
(3.9) sisteminin denge noktasinin (3.8) kisitlamasptimizasyon probleminin
analitik cozimune karik geldigi goralur.

Simdi bu denge noktasinin kararlihk analizinin gedestirilmesi igin bir
Onceki problemde oldiu gibi z=x—x* dongumu altinda orijin noktasinda denge

noktasina sahip

2 1 0 0 0 0)z
1 -2 1 0 0 0|z
|01 21 0 0|z
0 0 1 -2 1 0z
0 0 0 1 -2 1|z
0 00 0 1 -2z

sistemini olgturulur. Q=1,, olmak Uzere Lyapunov matris denkleminin analitik

¢6zUmi yapildiinda tek bir P pozitif tanimh simetrik matris ¢6zimu elde edilir
3.1.3 Teorem gepe x* noktasi asimptotik kararli bir noktadir.
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Asagidaki sekillerde de gorulebile@ gibi durum denklemleri yakkami ile
elde edilen ¢6zim yorungeleri bir atim yapmadangdiizbir sekilde optimum

¢6zUmlere ulgmaktadir

K
/ AN
6F |;1 B-E-8-88-840-8-8-83-
]
I
50 1
I
e 4
%o .
° —©— DurumDenklemleri Yaklami
Z o3 --E- Quasi-Newton Method i
=
x

I I L I L I
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
t (zaman)

Sekil 3.4 (3.8) Probleminirx, ve x, optimum ¢ozimleri

10~

—E— DurumDenklereri Yalkiam ||
-=EF- Quasi-Newon Method

X0 Ve x(
(o]

L L L I
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
t (zaman)

Sekil 3.5 (3.8) Probleminirx, ve x, optimum ¢ozumleri
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Y

12} o
i

1

1

10} |
]

]

—O©— Durum Denklemleri Yakkgmi
-=EF- Quasi-Newton Method

I I L I L I
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
t (zaman)

Sekil 3.6 (3.8) Probleminirx, ve x, optimum ¢ozumleri
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4. KISITLAMALI OPT IMiZASYON PROBLEMLER I ICIN DURUM
DENKLEMLER 1 YAKLA SIMI

Bu bolimde kisitlamali optimizasyon problemlerimiptimum sonuglarinin

durum denklemleri yakkami ile argtiriimasinin sonuglari ortaya konulacaktir.

4.1 Kuadratik Programlama Problemleri i¢cin Durum Denklemleri

Yaklasimi

Bu alt bolumde, gtlik kisitlamalarina sahip kuadratik programlama
optimizasyon problemlerinin, kuadratik ceza meté&dlanilarak olgturulan durum
denklemleri ile optimum noktalari agailimistir. Kuadratik programlama
problemlerinin  optimum  sonuglarinin  @mnallmasinda  olgturulan  durum
denklemlerinin karar dgskenlerinin limit noktasi, ileri Euler zaman pargala
metodu [31,32] ve kapali zaman parcajamnetodu [33] yerine dinamik sistemin
transfer fonksiyonu kullaniimaktadir. Ortaya kamukonuglar gostergtir ki durum
denklemleri ile olgturulan dinamik sistemin asimptotik kararli dengektasi ayni
zamanda optimizasyon probleminin de mutlak minimduaru

Ele alinan problem modeli

. 1
minimum f =x"Gx+g'x
K ¥ > g (4.1)

kisitltamalar Ex=d

x karar dgiskeni, G, nxn boyutlu reel, simetrik, pozitif tanimli bir matyis
kisitlamalari ise E, tam satir ranklimxn boyutlu bir matris ved sg taraf
sabitlerini gosteren bir situn matrisi olmak Uzéxde edilsin.

Ikinci bolimde kisitlamali optimizasyon problemlémin ¢ozimlerinin

argstirilmasinda en yaygin olarak kullanilan metotlardairinin ceza (penalti)
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yontemi oldgundan bahsedilrgti, bu yontemde kisitlamali optimizasyon
problemleri amag fonksiyonuna kisitlamalarin ihkdlirumunda ceza uygulayacak
bir fonksiyonun eklenmesi ile kisitlamasiz optinsigan problemlerinin bir dizisine
donigturdlmektedir. Bu kisitlamasiz optimizasyon profllerinin ¢6zim dizisinin
bir limit noktasi ayni zamanda orijinal kisitlamalptimizasyon probleminin de
minimumuna kagilik gelmektedir.

Esitlilik kisitlamalart igin kullanilan ceza fonksiydarindan biri de

#(X) :%”Ex— dl; (4.2)

kuadratik ceza fonksiyonudur. (4.2) ceza fonkswyan kullanarak (4.1) sélik

kisitlamali optimizasyon probleminiyk i¢cin O<p, <p,, ve p,— o~ penalt

parametresi olmak tzere

mi)r(1i£ynumPpk x)=f X)+ po X) (4.3)

kisitlamasiz optimizasyon problemlerinin bir dizmgiminde ifade edebiliriz. Bu alt
bolim boyuncavk igin (4.3) probleminin birx, ¢6zimundn var oldiunu kabul
edecgiz.

(4.1) kisitlamal  optimizasyon probleminin  mutlakminimumunun
argtirlmasinda  (4.3) ceza problemi yardimiyla stwac&gimiz  durum

denklemlerinden yararlanada.

4.1.1 Ana Sonuglar

P, (X) ceza (penaltr) fonksiyonunun gradyant vekt®tiP, (x) olmak tGzere

dx
E—VXPpK (X) (44)
x(0) =%,
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veya matris formunda

Xl(t) ail(p) aiz(p) ah(p) Xl(t) bl(p)

Xz(t) _ a‘21(p) azz(p) a:h(p) Xz(t) " bz(p) U(

X(t) =| t)

1)) (au(p) a,(p) - a,(p))\x 1)) (b,(p)

diferansiyel denklem sistemi ele aligohda, bu sistemp yeterince buylk penalt

parametresi olmak tizere durum denklemleri modelinde

X(t) = A(R)X(t) + B(p)u(t)

y(t) = Cx(t) (45)

. . . 1, t>0
gosterilir.  Problemlerin gszmIerlnde(t):{O (<0 olarak alinacaktir. (4.5)
, <

Durum denkleminde yer alan matrisler bir dncekiipddeki gibi tanimlannglardir.

4.1.1.1 Uyari:Calsmanin bu kismindasagidaki kosullarin sgladigi kabul
edilmigtir.
a) (4.5) Durum denklem sisteminde yer alaA(p) matrisinin tim

O0zdeerlerinin, yaReA < 0 yadaReA > Okosulunu sglamalidir. Eger Re4 = Oise

bu 6zdgerlere kagilik gelen Jordan bfgunun derecesi bir olmalidir.
b) (4.5) Durum denklem sistemi bir minimal gercekileneye sahiptir.

4.1.1.2 Tanim:(4.5) sisteminde yer alaA(p) matrisinin tim 6zdgerleri 1

ile gbstermek Uzere
(@) ReA(A(p))< 0= A(P)=A(pP) veB p kB p
(b) ReA(A(p))= 0= A(p)=-A(P) veB p x-Bp

ile tanimlayalim.
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Yukaridaki tanim ile (4.5) sisteminin her zamamakh bir sistem olmasini

garanti altina alinir.

4.1.1.3 Yardimci Teorem:Eger yeterince buylkp penalti parametresi igin

nxn boyutlu A(p) matrisi kararli isevt >0 igin
|| < ke ™

K ve k pozitif sabitleri var olmalidir.

Yukaridaki yardimci teoremin ispati 2.3.2.2 Teoiem ispatindan
yararlanilarak gosterilebilir.

4.1.1.4 Teorem:Varsayalim ki yeterince buyilk bip ceza parametresi icin
P, (X) ceza fonksiyonu diferansiyellenebilsin. x* noktasinin (4.1) gtlik

kisitlamasina sahip kuadratik programlama problgmi mutlak minimum olmasi
icin gerek ve yetegart x* noktasinin (4.5) durum denklem sisteminin asimbptot

kararl bir denge noktasi olmasidir.

Ispat: Farz edilsin ki x* (4.1) optimizasyon probleminin bir mutlak
minimumu olsun. Konvekslik gege x* minimum noktasi ayni zamanda (4.3)

kisitlamasiz problem dizisinin de yeterince buyiik p, >0 ceza parametresi igin
bir minimum noktasidir. Buradan 2.1.1.3 C)nermeegeWXPpK (x¥) =0 olmahdir.

Bu x*’in (4.4) dinamik sistemi dolayisiyla (4.5) sistemin bir denge noktasi
oldugunu verir. Simdi bu noktanin asimptotik kararli bir denge nckt@ldyu
gosterilsin.

Baslangic kaulu olarak x(t,) = x, ve M >0 icin |Ju(t)] <M olarak alinsin,

(4.5) diferansiyel denklem sisteminin ¢6zimu

t
X(t) = e p)(Ho)X0 +IeA( PEIB( p)u(r)dr

to
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dur. 2.3.1.1 Tanim geteher £ >0 ve en az birx(0) = x, balangi¢ kaulu icin

% —x*| <5 iken|x(t)-x*||<e, vt=>0

olacak sekilde bir 6 =5(g) >0 varlgini gosterelim. Buradan 4.1.1.2 Tanim ve

4.1.1.3 Yardimci Teorem yardimi ile

[x(®) x| =

t

to

A( p)(t-to)

I

Xo = X*|I+

t
[P IB(pu(r) de
to

t
e (Pt) X, _ ePP(tto) ke | AP to) ok _ ‘ n IHGA( P)(t-7)

I

& [l¢ade

< A( p)(t-to)

(e el e e
to

A( p)(t-to) A(p)t to)

<

I~ x| +(Je .

et e e o
to

t
< Ke" |3, — x*[| + Keo ek |+ |+ MK | & ) | j e dz

to

=Ky K e e kg | —e)
<K~ xt] K e+ e |+ MK g |

elde edilir. Eer
5= K (&= [x(K +2) - MKk [B(p)])

olarak alinirsax* denge noktasinin (4.4) sistemi igin kararli bimglke noktasi

oldugu goralar. Ayrica
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t
|| y(t)” —|lceX p)(tfto)x0 + J‘ CerP(t-0) B(p)u(z)dr
to
t
<[lcffle ™l +IcliBemm fle ] dr
to

t
K[| @|x0||ek<t~> M Jek“”dr}

to

= K] [[x et + K [BepM (1-e)
< K|c]{lx[+k*[B(p)M}

oldugundan (4.5) sistemix* denge noktasinda sinirh girdi ve sinirh ¢kt
kararlligina sahiptir. Dolayisiyla 2.3.3.4 Teorem ve vansdgr gergi x* denge
noktasi (4.5) sistemi i¢in asimptotik kararl berdye noktasidir.

Tersine, x* denge noktasi (4.5) sistemi igin asimptotik kardt denge

noktasi olsun. 2.3.1.2 Tanim ggrex* denge noktasi kararl ve en az &(0) = x,

baslangi¢ kgulu igin

% —x*| <5 iken lim Ix(t) - x*|| =0
olacaksekilde bir § > 0 vardir. Buradan

im]) -3} =fim (x9 -3¢

& !m(x(t) - x*)=0

< lim x(t) = x*

t—>o

gorulir.  Buda x* asimptotik karali denge noktasinin (4.1) optimypas

probleminin mutlak minimum noktasi olgunu verir[]

Test problemlerinin minimumlarinin atailmasinda gagidaki algoritma

kullanilabilir.
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Durum Denklemleri Yaklasimi:

1. Basamak:e>0, p, >0 ve k=1 alinsin.
2. Basamak: Kuadratik programlama problemirf?(x) penalti fonksiyonu ile

kisitlamasiz optimizasyon problemine cevir.
3. Basamak: (4.4) Adi diferansiyel denklem sistemini kullanarak (4d)rum
denklem sistemini okiur.

4. Basamak:4.1.1.2Tanim’dan A(p) matrisinin kararhigini kontrol et.

5. Basamak: G(s) transfer fonksiyonunu odgur.

6. Basamak: [c,xt]=stefnumdent] basamak cevabini kullanarak
miQi%jnum P, &) kisitlamasiz optimizasyon problemini®, c¢ozumlerini
elde et

7. Basamak: ||h(x)|<e ise iterasyonu durdur. Aksi takdirde,, =X,

Pe.s = P +100, k=k+1 alarak 2. Basanga git.

4.1.2 Test Problemleri ve Sonuclar

Durum denklemleri yaklami Matlab 7.0 programi kullanilaraksigik
kisitlamasina sahip kuadratik programlama problemie optimum ¢ozimleri elde
edilmistir. Elde edilen ¢oziimler SQP (Sequential Quadratogramming) metodu
ile karsilagtiriimisgtir.

4.1.2.1 Problem: Esitlik kisitlamasina sahip kuadratik programlama

problemini ele alalim [2],

minimum x? — 2 +X,” — X;* + &,

(4.6)
kisittamax, —x,+ X,— 2 0.

Problemin analitik ¢6zumuinden elde edilen minimuoktasi x* =(2.5,-1.5- :I)T.

(4.1) kuadratik ceza fonksiyonu yardimi ile kistisiz optimizasyon problemi
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- 1
minimum P, (&)= x*— 2 +X,"— X"+ 4<3+§ P(X— X+ Xy X

formunda yazilabilir.
4.1.1.2 Tanim ve (4.4) dinamik sistemi kullanikadurum denklem sistemi

ile

% (t) -2-p p —=2p [ %(t) 2p+2

O =| p 2-p 2p [[X%t)|+ -2p
X, (t) —2p  2p  2-4p )\ x(t) 4- 4 @.7)
1 0 0)\x(t)
y=/0 10 Xz([)
0 0 1)\x(t)

ifade edilebilir. Ceza parametreg=1000 olarak alinirsaA(p) matrisinin tim

Ozdeserleri sol yari dizlemde yer alir. (4.7) sistemittensfer fonksiyonu ise

200%* + 18008+ 1999
1

G(s) = — _ ~20005° — 6008 1200
S 1600 + 15996+ 799 .
39965 + 3984 8016

seklindedir. BuradarG(s) transfer fonksiyonunun birim girdi-¢iktisi incetdginde

(4.7) sisteminin denge noktasinin ayni zamandg @tdbleminin mutlak optimumu
oldugu goralur. Aagidaki sekillerde elde edilen sonucglarin SQP metodu ile

karsilastirmalari verilmjtir.  Durum denklemleri yaklami (1,1,), (-1,1,1),
(5,2,-1) ve (2,-3,4 gibi farkli baglangigsartlar icinde optimizasyon probleminin

optimum sonuglarina yakinsagr.
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| | | | | | |
| ] | | | | |
L L L n — L
| M. | | | | |
| | . | | | | |
| | +* | | | |
X I I I +
o] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

t (zaman)

Sekil 4.1 (4.6) Probleminink = (xl,xz,xa)T optimum ¢dzumi

4.1.2.2 Problem:Asagidaki esitlik kisitlamalarina sahip kuadratik

programlama problemini ele alalim [53],

minimum f &)= (% —%,)"+(X+ X~ 2" +(x,~ ¥ +(xs~ }°
kisittama x,+ &,- 4 O

X+X,—- &= 0

X,—% = 0.

(4.8)

(4.8) test probleminin teorik optimum ¢oztimti= (1,1, 1,1,])T 'dir. (4.1) kuadratik

ceza fonksiyonu yardimi ile kisitlamasiz optimizasyroblemi

P, ()= (% — x2)2 +(x,+ x3—2)2 +(X,— 1)2+(x5— 1)2

1 1 1
+2—p(x1+ R, - )HE P(X;+ X, — 25)+—2p(x2—x5)

Buradan (4.8) optimizasyon probleminin durum denkigistemi 4.1.1.2 Tanim ve
(4.4) dinamik sistemi yardimi ile
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X(t) = A(R)X(t) + B(p)u(t)

y(t) = Cx(t)
[ -p-2 -3p+2
-3p+2 -10p-4
A(p)=| O -2
0 0
.0

0
2

_p_2

-P
2p

0

0
-P

_p_2

2p

, B(p) =

(4.9)

ve

C =1, matrisleri olmak tzere gosterilir. Ceza paransetge=1000 olarak alinirsa

A(p) matrisinin 6zdgerleri 0,-2,— 2~ € olmaktadir. Sistemin transfer fonksiyonu

G(s)=C(sl - A)'B+D olmak tizere durum denklemleri yagla sifir bglangic

kosullari altinda uygulandinda (4.9) dinamik sistemininx(t) karar dgiskeni

yoringesinin t — o

icin (4.8) optimizasyon probleminin optimum ¢ozimel

X = (%, Xp Xp X %) =(11,1,1,) yaklastiz gérilmektedir.

| |
- lf}”—,“, : _]
A | |
X 05F----- de----- Looom- -
| |
O I I
0 0.5 1 1.5
t (zaman)
1.5 T T
| |
o — -
‘{n | |
X 05f----- 1 Ittt —
| |
O I I
0 0.5 1 1.5
t (zaman)
1 ‘ T
| |
| |
S 05f -~ S — S 4
| |
| |
| |
O I I
0 0.5 1 1.5
t (zaman)

X,(0)

X, (t)

15

0.5

0.8

0.6

0.4

0.2

f f
| |
| |
l l
A | | -
| |
| |
| |
l l
,,,,,, o]
| |
| |
| |
| |
l l
0 0.5 1 15
t (zaman)
T |
| |
| |
o _
F l l
,,,,,, [
| |
| |
e _
| |
l l
,,,,,, [
| |
l l
0 0.5 1 15
t (zaman)

Sekil 4.2 (4.8) Problemininc= (X, X,, X;,X,,X;) optimum ¢oz{imii
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4.1.2.3 Problem:Dogrusal kuadratik regulatdr probleminin 6zel bir farm

olan gagidaki optimizasyon problemini ele alalim [2],

=

N
minimum le(q&2 +1z?) (4.10)

—ax ,—bz ,i= 1,2,.N

_>< N

kisitlama

Bu problemdex , i. ay sonundaki hesap dengesinizei. ay sonundaki 6demeleri
gostermektedir. Bgangi¢ sarti ve sabitler olarakx, =1000C, q=1, r =300,

a=1.02, b=1 ve penalti parametresi olarak=10° alinsin, N =10 alinirsa (4.2)

kuadratik ceza fonksiyonunu yardimi ile kisitlaraasptimizasyon problemi

10 10
minimum P, (x):%Z(qxinrrziz)Jr—;Z( x—1.0% ,+2)°
i=1 i=1

yazilabilir. Durum denklemleri yakjaninin kullanilabilmesi i¢in 4.1.1.2 Tanim ve

(4.4) dinamik sistemi yardimi ile diferansiyel dék sistemi,

[—q-2.0404p 1.0 0 0
1.02p —q-2.0404 1.0p :
A = 0 B : o |,
: 1.02p -q- 2.0404 1.0p
| 0 0 1.02 -gq-p|
-p 1.02p O - 0 | f-p 0 .- 0 |
0O -p 102p . : 1.02p :
A,=| .. 0 |,A=] 0O ve
1.02p : 0
0 0 -p | | 0 - 0 1.0 -p|
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-r-p O 0

| 0 ' :
A=) 0

0 O -r-p

1.02x 10 p 1.02x 10 p
B, = 0 , By = 0

|

X(t)
Z(t)j

EAA( P) Au(p)

Au(P)  Au(P))(x(®)]
Z(t)

10x 10

boyutlu

kare

matrisler ve

10x 1 boyutlu situn matrisler olmak tzere

B..(p)
B, p)] it

(4.11)

elde edilir. (4.11) sistemine durum denklemlerklggamini sifir bglangic kaullari

altinda uygulanirsa elde edilen optimum c¢Ozimlg@dnl0) orijinal kisitlamali

optimizasyon probleminin analitik optimum c¢ozumterikasgilik geldigi goralur.

Durum denklemleri yaklaminin (4.10) optimizasyon problemi icin elde @itti

¢bzUmler gagidakisekillerde gorulmektedir.

xs(t) ve %(t) xl(t) ve zl(t)

xs(t) ve zs(t)

10000

5000 - - -~ i -
|
.
O T
0 0.5 1 1.5 2
t (zaman)
10000 F === ————= === =
| | |
l l l
5000 77771 fffff } fffff 177777
| | |
|
O T
0 0.5 1 1.5 2
t (zaman)
10000 : :
l l l
| | |
5000 -f- - - - : fffff : fffff :f -- -
| | |
l l l
0
0 0.5 1 1.5 2
t (zaman)

t (zaman)

Sekil 4.3 (4.10) Probleminirx ve z optimum ¢ozumleri
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10000 : . r 10000

[ [ ‘( - -
= | | | | |
= | | | | | |
Ew 5000[ f - - - - R S sor- /- S CT T
— | | | e | | |
=, | | | | | |
= | | | ;‘6000— SRRUEEEE - SRRl
0 = | | |
0 0.5 1 1.5 2 F-4000-f - -- R Lo R
t (zaman) : : :
10000 F==—=—==== 2000 f - - = - - i B
| | | | |
= I | | | | |
e i i i % 05 1 15 2
Z 5000 f === o ] t (zaman)
\60 | | |
x 1 1 1 10000 === ‘
0 b b | |
0 05 1 15 2 ; ; ;
t (zaman) 8000 - /=~ Co T C ]
— | | |
10000 ; ; e | —— e [
| | | o | | |
g [ | | i | | |
- } } } 54000 f - - -1~ - - - - -
2 s000f- - S ] 1 1 1
98 ; ; ; 2000~~~ -~~~ b R
x | | | | | |
| | | | | |
0 : ; ; 0 ‘ ‘ ‘
0 05 1 15 2 0 0.5 1 15 2
t (zaman) t (zaman)
Sekil 4.4 (4.10) Probleminirx ve z optimum ¢ozumleri
Cizelge 4.1 (4.10) Probleminin Optimum Cdzumleri
n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

9844.7| 97254 9641.6 95932 9579.9 9601.7 9658.60.87 9878.8 10043

Z, | 355.34| 316.2| 278.2p 241.25 20517 169.84 135.13.920067.075 33.476

Durum denklemleri yaklamini SQP metodu ile CPU zamani olarak
karsilastirmak istersek, durum denklemleri yajlainin SQP metoduna goére ¢ok
yakin olmakla birlikte daha kisa bir zamanda optimugdzime ulgtig
gorulmektedir.
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Cizelge 4.2 SQP Metodu ve Durum Denklemleri Yaktanin
CPU zamanlarini kdastirilmasi

Problem Durum Denklemleri Y akfai SQP Metodu
4.1.2.1 Problem 0.04 0.07
4.1.2.2 Problem 0.07 0.09
4.1.2.3 Problem 0.34 0.39

4.2 Dgrusal Olmayan Programlama Problemleri icin Durum

Denklemleri Yaklasimi

Bu kisimda genel olarak (2.1), (2.3) denklemleziifade et@imiz esitsizlik
kisitlamalarina sahip d@ousal olmayan optimizasyon problemlerinin optimum
noktalari durum denklemleri yakiani ile aragtirilacaktir. Bir dnceki kisimda oldu
gibi ceza fonksiyonlari kisitlamali optimizasyonoplemlerinin ¢dztimlerinde en
Onemli ¢c6zUm metotlarindan biri olacaktir.

Durum denklemleri yaklaminda kullanacgamiz ceza fonksiyonu Meng’in
[12] nolu referansindan alingw. Bu ceza fonksiyonunda ceza parametresi
kisitlamalar yerine amac fonksiyonuna eklegtimive bu parametrenin secimi
iterasyonlara ganmstir.

Esitsizlik kisitlamalarina sahip @ousal olmayan optimizasyon problemi

f:R" >R ve g:R"—>RP konveks ve ikinci mertebeden diferansiyellenebilen

surekli fonksiyonlar olmak tizere

minimum f (x)

4.12
kisittamag, Kk x 0 i= 1,2,.p (4.12)

ile ifade edilebilir. [12] nolu ¢cadma yardimi ile ceza fonksiyonu idd € R ve

g (x)=max{0g &} ile ifade edilmek tzere

F(x,M)=(f(x)- M)z+§gr(x)2 (4.13)
i=1
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yazilir. Buradan kisitlamasiz optimizasyon problesa

minimum F X M ) (4.14)
xeR"

dur. Meng [12], (4.14) kisitlamasiz optimizasyapnlgeminin optimumunun belirli
bir M e R ceza parametresi altinda (4.12) kisitlamali og@syon probleminin
optimum c¢Oziaminidn keik geldigini gostermgtir.  Ayrica Liu ve Meng [54]
olusturduklari ceza fonksiyonunu neural network sistemadapte ederek giausal
olmayan kisitlamall optimizasyon problemlerinin ga#erini incelemglerdir.

Direkt bir hesaplama ile (4.13) ceza fonksiyonurgnadyant ve Hesse
vektorleri gagidaki gibi bulunabilir,

VEOM)=2(100-M)V, f (9+ 25 (v, ()
VuF(,M)==2(f (x)-M)
Ve F(GM) =2V, f (X)V, f (X)" + 2( f (x)-M)VE f (x)

+2ivxgi IV, 6 ()" + Zzp: g (V5 ().

i=1

(4.14) kisitlamasiz optimizasyon probleminin ¢é#tigin durum denklemleri

yaklasimi V. F(x,M) veV, F(x,M) (4.13) ceza fonksiyonunun gradyant vektorleri

olmak lUzere
dx
—=-V,F(x,M) (4.15a)
dt
Oij—'\t" =V, ,F(x,M) (4.15b)

diferansiyel denklem sistemi ile ifade edilebilir.
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4.2.1 Ana Sonuclar

4.2.1.1 TeoremBir (x*, M*) noktasiM* < f(x) ve F(x*, M*) >0 olmak

Uzere (4.15) durum denklemleri sisteminin bir dengektasi ise x* (4.14)

probleminin bir optimum ¢ézumudur.

Ispat: (x* M*) noktasi (4.15) diferansiyel denklem sisteminin @é@nge

noktasi ise
d(;(t* = -2(106) M)V, (%) 22 6(%) V,0( %) 0 (4.16)
dlli/lt* =2(f()-M~)=0 (4.17)

olmahdir. BuradanV F(x,M)=0 oldusundan 2.1.1.3 Yardimci Teorem g&re

optimallik icin birinci mertebeden gerelgart sglanir. (4.16) ve (4.17)

denklemlerinden
p
> 9 (M)V,9(%) =0 ve f(x*) =M*
i=1

esitlikleri kolaylikla gorulebilir.  (4.13) ceza forgtyonunun Hesse matrisi ve
yukaridaki gitlikler goz 6ntine alingginda V2 F(x,M) >0 elde edilir. Sonug olarak

2.1.1.6 Teorem gege x* noktasinin (4.14) optimizasyon probleminin bir ioptm

noktasi oldgu ispatlanir.]

4.2.1.2 Teorem:Bir x* noktasiM* < f(x) ve F(x*, M) >0 olmak Uzere
(4.14) optimizasyon probleminin bir optimum noktase (x*, M*), (4.15)

sisteminin bir denge noktasidir.

Ispat: Varsayim gerg x* noktasi (4.14) probleminin optimum bir noktasi

oldugundan birinci mertebeden gergkt gergi
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dx*

V. F(xX*, M*) =0 veya o 0

sglanir. Ayni zamanda* noktasinin (4.12) problemi igin bir uygun ¢ozunkias!
olmasindan g;"(x) =max{0,g, (x*)}=0 olmaldir. Buradan (4.13) ceza

fonksiyonunun Hesse vektoru ve varsayimlar gere

dM*:O
dt

oldugu goralarl]

Simdi (4.15) durum denklem sisteminifix*, M*) denge noktasinin ayni

zamanda asimptotik kararli bir denge noktasi @ldgdsterilsin. Bu amagla 2.3.4 alt
bolimunde yer alan Lyapunov kararllik teorising@narlanilacaktir. Sonug olarak

V(X,M)=F(x,M)-F(x*, M*) (4.18)
aday Lyapunov fonksiyonunu ele alinsin.

4.2.1.3 Teorem:(x*, M*) noktasi (4.15) durum denklem sistemi icin bir

denge noktasi is(ax*, M*) noktasi ayni zamanda bu sistem i¢cin asimptotilatar

bir denge noktasidir.

Ispat: Durum denklem sisteminin (4.15) sistemi icin Lyapuno
duyarliliginda asimptotik kararli bir denge noktasi olmasm igapmamiz gereken
2.3.4.2 Teorem gege (4.18) denkleminin bir Lyapunov denklemi ofinu

goOstermektir.
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Varsayim gerg (x* M*) noktasi (4.15) sistemi igin bir denge noktasi ve
x* ‘In (4.14) problemi i¢in bir optimum nokta olmadan dolayiV (x*, M*) =0 ve
(x*, M*) noktasinin delinngibir komsulugundaV (x,M)> 0 dir.

Ayrica V(x,M) fonksiyonunun (x*, M*) noktasinin delinngi bir

komsulugunda zamana gore turevi alipohda,

dv _ovdx oV dM

dt oxdt oM dt
_{a_v a_V} {d_ d_MT

ox oM a dt
_{a_v a_V} {_a_v _a_VT
ox oM OX oM

(55 )

oldugu gorultr. Boylece 2.3.4.2 Teorem’ingartlarini sglayan en az bir Lyapunov

fonksiyonu bulundgundan dolayi (x*, M*) noktasinda (4.15) durum denklem

sistemi asimptotik kararlidir deriir.

4.2.2 Test Problemleri ve Sonuclar

4.2.2.1 Problem: Asagidaki eitsizlik kisitlamasina sahip optimizasyon

problemi ele alinsin [55],

minimum f &)= 0.5¢ +X2 —XX,— K,— X, (4.19)
kisittama g K & +x5—- 25 0.
Problemin analitik ¢ézumix” = (23)" 'dir. Buradan (4.13) denklemi yardimi ile

ceza fonksiyonu ve bu fonksiyona kéik gelen kisitlamasiz optimizasyon problemi

M e R olmak tzere
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minimum F &M )= (f@(%M)ZJr max 09(})2

xeR?

yazilabilir.
Buradan durum denklem sistemine gtsk gelen diferansiyel denklem
sistemi ceza fonksiyonunun gradyant vektorleri yardle

03;1 2(% —%—7)(0.5¢ + X2 = xx,— K=~ K,~M)- 1&, maf 0xd+x’~ 35

dx,
dt
M

dt

:—2(2x2—xl—7)(0.5<f+x§—x1x2— K~ 3(2—M)— A, ma{< 04 + X°,— %\!

=2(0.5¢ +X; — XX, — &~ K,—M)

belirtilir.
Yukaridaki durum denklem sisteminin denge noktasiargtirilmasinda
Euler metodu kullanilirsax (0) =1, x,(0)=-1, M,=-100 penalti parametresi ve
=0.0001 adim uzunlgu olmak Uzere bgangic sartlari altindaSekil 4.5'de
belirtildigi gibi durum denklem sisteminin ¢6zim yoringesifril9) optimizasyon
problemini optimum noktasina yakinsgdgorulur. Benzer bigimde farkli bangi¢
noktalari icinde yakinsaklik gorulir.

4.2.2.2 Problem: Esitsizlik kisitlamasina sahip @ousal olmayan
optimizasyon problemini ele alalim, [53];

minimum f &)= 10¢x, —)" +( Lx,)’
kisittama g x F 0.25x>-x>< 0.

(4.20)

Problemin analitik optimum ¢ozimix' :(ll)T 'dir.  Penalti parametresmM € R

olmak Uzere (4.13) penalti fonksiyonu yardimi ilesitamasiz optimizasyon
problemi

minimum F &M )=(f &)-M) + ma{ Og X )
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biciminde ifade edilebilir. Buradan kisitlamasgimizasyon probleminin optimum

noktasinin argurilmasi igin olgturacagimiz durum denklem sistemi

‘]z‘tl = (800x1(x2 - x12)+ 41— xl))(lo X — x12)2 +(1-x)?-M J +4x max{ 0025- X — x%}

‘3:5:—40 x2—x12)(1o x2—x12)2+(1— X)Z—MJ+4x2 max{ 0025- xf—x%}

2
‘1\:':2(10 x2—x12) +(1—x)2—MJ

seklindedir. Bu diferansiyel denklem sisteminin @& ici Euler yontemi,
baslangi¢ sartlart x (0)=-1, x,(0)=0,M,=-30 ve adim uzunigu Vt=0.00001
olmak Uzere uygulanirsa durum denklem sisteminmmgdenoktasinin ayni zamanda
(4.20) optimizasyon probleminin optimum noktasireaskik geldigi goralar. Sekil

4.6 incelendiinde sistemin ¢ozim yoringesinin izlgdyol gorulir.

Sekil 4.5 (4.19) Probleminirx, ve x, optimum ¢ozimleri

69



1 T 1 T T
; ; ; [ l ‘
I I I
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Sekil 4.6 (4.20) Probleminirx, ve x, optimum ¢ozimleri

4.3 Dagrusal Olmayan Programlama Problemleri ve Duzgunletiriimi s
Ceza Fonksiyonlari i¢cin Durum Denklemleri Yaklasimi

Bu bolimde gtsizlik kisitlamall  d@rusal olmayan optimizasyon
problemlerinin optimum c¢6zumlerinin ataillmasi icin duzgunlgiriimis ceza
fonksiyonunu temel alarak durum denklemleri yakia ile ilgili sonuglar ortaya
konulacaktir.

Daha 6nce 2.3.1 Alt boliumunde belgttniz Gzere, ceza fonksiyonlarinin en
bluylk dezavantajlarindan biri tam (exact) 0ogellisgslanirken fonksiyonun
diferansiyellenebilme 6zeflini kaybetmesidir. Buda tlurev tabanli bazi ¢6zim
metotlarinin problemin optimum gerinin argtirilmasinda hataya dinesine sebep
olmaktadir.

Bu gibi durumlarda belirli noktalarda diferansigglemeyen fonksiyonun
yerine ayni Ozellikleri tayan ve her noktada diferansiyellenebilen bir ygikia
fonksiyonu kullantlir.

Literatirde, Pinar ve Zenios [19], konveks optesipon problemlerinin
¢bzimlerinde kullanilan diizgin olmayan tam cezakdyonlari igin kuadratik
duzgunlgtirme yaklgimi gelstirmiglerdir.  Yine Zenios ve Pinar [20] neural

network yapisinda ifade edilen gtasal olmayan optimizasyon problemleri icin
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duzgunlgtirme yaklgimi uygulamglardir. Ayrica Chen ve Mangasarian [21], Yang
[22] ve Meng [23] duzgunktirme teknikleri ile diferansiyellenebilen fonksiytar
olusturmuglardir.

Genel olarak gtsizlik kisitlamalarina sahip gousal olmayan optimizasyon
problemi xeR" karar dgiskeni, f :R"—>R ve g=(9,0,,..0,) :R">R"

olmak lizere

minimum f &)

4.21
kisittamag, Kk > Oi= 1,2,.m ( )

biciminde tanimlanir. (4.21) kisitlamali optimizasy problemine kathk gelen

kisitlamasiz  minimumigirma problemi ise peR"™ ceza parametresi ve

p(t) =min(0,t) ceza terimi olmak Uzere

F(4p) = £ (- PY. PG, () (4.22)

diferansiyellenemeyen ceza fonksiyonu yardimi ile

minimum F X,p) (4.23)
xeR"

gosterilir. Ayrical <0 olmak tzerep, (t) fonksiyonu

1., 1
t+=EtP—=¢&  t<
25 45 4

1t
pf(t): 5? éﬁtﬁ (
0 t O

tanimlansin. Burada dikkat edilirs%fbr(l) p-(t) = p(t) oldusu gorilebilir. Busekilde

p(t) diferansiyellenemeyen ceza fonksiyonu yerine ayrelliklere sahip p; (t)
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duzgunlgtiriimis ceza fonksiyonu yak§amini kullanabilir. Sonug¢ olarak (4.21)
kisitlamali optimizasyon problemi

F(4p.€)= £ (- PY. P (6,0) (4.22)

duzgunlgtirilmi s penalti fonksiyonu yardimi ile

mini%num F&,pg&) (4.25)
Xe

kisitlamasiz optimizasyon problemi ile ifade ediieb
(4.25) kisitlamasiz optimizasyon probleminin optim noktalarinin

arggtirllmasinda durum denklemleri yakienini kullanmak tzere

dx
A oepe) (4.26)
X(t,) = x(0)

diferansiyel denklem sistemini ele alalim.

4.3.1 Ana Sonuglar

4.3.1.1 TeoremEger x* noktasip ve £ parametreleri altinda (4.26) durum

denklem sisteminin kararli bir denge noktasi is@%% kisitlamasiz optimizasyon

probleminin bir yerel minimum noktasidir.

Ispat: x(t) olarak (4.26) durum denklem sisteminin bir ¢6zuin
gosterelim. (4.26) durum denklem sistemindt denge noktasi kararli oldundan

herhangi bir x(t,) = X(0) baslangi¢c kaulu ve Ve >0 icin 35 >0 vardir kit>t,,

|X(0)— x*| <5 olmak tizerg|x(t) - x*| <& vardir. Buradan,
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PO, p.8) - F(x(0),p.&)= [ TP )y

a
_ o OF dx
ok OX, dt

elde edilir. Bu durumx* noktasinin (4.25) probleminin bir yerel optimunezgéu

oldugunu verir[]

4.3.1.2 Teorem:Eger x* noktasi p ve & parametreleri altinda (4.25)

probleminin bir yerel minimum noktasi iset noktasi (4.26) durum denklem sistemi

icinde kararli bir denge noktasidir.

Ispat: x* noktasi (4.25) probleminin bir yerel optimum c¢oziinldusunda
2.1.1.3 Yardimci Teorem’igartlarinin sglanmasi gerekginden x* tanim gergi
(4.26) durum denklem sisteminin bir denge noktasidiBu denge noktasinin
kararlligi gostermek icin Lyapunov kararhlik teorisini kaflalim. Bunun i¢in

V(X)) =F(x, p,&)-F(x* p.<)

aday Lyapunov fonksiyonu tanimlayalim. Buradafx*) =0 ve xeR"—{x*} icin

V(X)>0 oldusu gorulir. DahasiV(x) fonksiyonunun zamana goére turevi

alindginda
av _ov dx
dt  ox dt
{aF(x, p,é)} {_ oF (X,D,S)T
OX OX
_ _[aF(x, p,é)jz <0
OX B
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bulunur. 2.3.4.2 Teorem geiebelirtilen sartlari sglayan bir Lyapunov fonksiyonu
bulundgundan (4.26) sistemt* denge noktasinda kararlidir.

4.3.1.3 Yardimci Teorem:¥xe R" ve £ <0 igin

%mpé <F(x,p,&)-F(x,p)<0
sglanir.
Ispat: p:(t) ve p(t) fonksiyonlari yardimi ile
1
Zé <p(t)-p.(t)<0
yazilabilir. Buradan benzgekilde
1 .
Zf < p(g (X)) - p:(g(x)) <0, i=12..m

ve
Zme <3 p(g.(9)- 3 (9, (9) <O

elde edilir. (4.22) ve (4.24) fonksiyonlarinin tatari gergi teoremin ispati
tamamlanir.]

4.3.1.4 Teorem:Negatif sayilarin bir dizis{fj } — 0 olmak lzerex; noktasi

(4.25) probleminin bir optimum ¢6zUmu olarak alalimEser x* noktasi {xj}

dizisinin bir ygilma noktasi ise x* noktas! (4.23) probleminin bir optimal

¢ozumaddar.
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Ispat: 4.3.1.3 Yardimci Teorem gegieVj igin
%mpfjsF(x, p.$;)-F(x,p)<0. Buradan her iki tarafinx’e gore

minimumu alinirsa, varsayim ggre

min{émpfj}sxj —mﬂiQQF(x,p)s 0 (4.27)

xR" | 4

esitsizligi elde edilebilir. (4.27)gitsizliginde j - igin {£;} — 0 olmak tizere

{xj }T:l —> minF (X, p)

xeR"

elde edilir. Ayrica varsayim geiie x* noktasmln{xj }wl dizisinin bir ygiima

noktasi olmasindan dolaij }T:l dizisinin bir {xjk} alt dizisi vardir dyle ki

{xjk}—>x*, k— o

olur. Buradan bir dizinin limitinin tekdji teoreminden

minF (X, p)=x*

xeR"
oldugu goralarl]

4.3.1.5 Tanim: Bir x<R" noktasi verilsin. Eer Vi=12,..m igin

0.(X) =& oluyor ise x noktasinaZ -uygun denir.

4.3.1.6 Teorem:Eger x* noktasi (4.23) probleminin v& noktasi da (4.25)

probleminin bir optimum ¢6zimleri ise
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%mpé <F(X,p,&)-F(x*, p) <0

elde edilir.

Ispat: 4.3.1.3 Yardimci Teorem we&, X noktalarinin optimallik keullar

geresi

F(X,p.8)<F(X* p.&) <F (X, p)
esitsizliginden

F(X,p,&)-F(x* p) <0 (4.28)
oldugu goralir. Benzegekilde

F(X,p)=F(x* p)

F(%, p,é)—;llmpé > F(%,p)> F (x* p)
buradan da
F(X, p.&)~F (" p) z%rmf (4.29)

esitsizligi elde edilir. (4.28) ve (4.29%#sizliklerinden sonug goruldirl

4.3.1.7 Teorem: x*, Xnoktalari kagihkh olarak (4.23) ve (4.25)
problemlerinin birer optimum ¢6zumleri olarak atali Eser (4.21) problemi iginx*

uygun veX ¢&-uygun bir ¢6zim noktasi ise

%mpfsf(i)—f(x*)so.
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esitsizligi saglanir.

Ispat: Varsayim gergi (4.21) kisitlamali optimizasyon problemi icim*

uygun bir ¢dzim noktasi oldundan
2. p(g(x)=0
i=1

olmahdir. Benzerekilde X noktasi da¢-uygun bir ¢o6zim noktas! olgdundan

4.3.1.5 Tanim gege
> p.(6.00) = me

bulunur. 4.3.1.6 Teorem ve (4.22), (4.24) cexk$o/onlarinin tanimlari gege
~mpe s(f(i)— 23 pf(gi(i))j—[f(x*) ~p>. MG () j <0

ve buradan da
%mp(f <f(X)-f(x’)<0.

deserlendirmesi elde edilir!

4.3.2 Test Problemleri ve Sonuglar

4.3.2.1 Problem: Matlab programi icerisinde yer alan siteizlik
kisitlamalarina sahip gousal olmayan programlama problemi ele alinsin,
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minimum f &)= expk Q &2+ 7+ AX,+ 2+ )J
kisittama g, X F X +X,-XX,— 1.% 0 (4.30)
g, X FX+Xx,+ 1& O.

Optimizasyon probleminin niimerik gbzﬂmiﬂ*:(—9.5474,1.047;T’d|r. (4.30)
kisitlamali  optimizasyon probleminin p,(t) duzgunlgtirimis ceza terimi

kullanilarak elde edilen ceza fonksiyonu

F(x p.&)=exple ) 4 + 2,7+ KX+ X,+ )-

gl(x)%é(gl(x))z—;llé t<é

}—(gl(x))s F<t<O0 -
8 ¢&? -
0 t> O

gz(x)%«:(gz(x))z—;ll«: t<¢

}—(gz(x))s £t 0
8 ¢&° T
0 t> 0

seklindedir. (4.26) durum denklem sistemi ise

(?j_);l:_exp(xl )( M+ 2"+ KXyt Kyt )'_ eXp(lo Bt )42)+
pvx1 P; (gl ) pvxl P; (92 )

dx ‘
o= SXPe)( 4+ 4+ 9+ pV, P 0, ) PP 0,

diferansiyel denklemleri ile ifade edilebilir. $enin numerik ¢6zima igin Euler

yontemi, balangi¢ sartlari x(0)=0, x,(0)=0, p=10 ve ¢£=-0.0001 ve
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dt =0.0001 basamak uzunfiu altinda uygulanirsa similasyon sonuclari durum

denklem sisteminin denge noktasi§#9.5286,1.048¢ oldugu goraldr.

100 200 300
< t (zaman
N ( )
| 2.5 T T
| |
e R
|
~ 15FA-—--- 4o : fffffff
4 % 1 :
x 1F----- — (i
| |
05f 1 ]
o | |
5 0 100 200 300
xl(t) t (zaman)

Sekil 4.7 (4.30) Probleminirx, ve x, optimum ¢ézimleri

4.3.2.2 Problem: Durum denklemleri yakkamini uygulamak icin test
problemi Schittkowski [53] kayr@andan alinmgtir,

minimum  f &)= 1O(Qx2—x12)2+( }xf)z
kisittama g, X x> +x,°— 0.25% 0.

(4.31)

Problemin optimum (;('jzum[)(*:(l,l)T noktasinda yer almaktadim, (t)

fonksiyonu yardimi ile kisitlamasiz optimizasyoolgemi
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0.09+58 (G0 ~5¢ <&
minimum 1O(Qx2—x12)2+(}x12)2_ é(glé(ﬁ))

0 t> O

biciminde ifade edilebilir. (4.26) diferansiyel mMdem sisteminin tanimi gege

durum denklem sistemi

d
T? = 400%, (X, - %)+ A - x,)+ pV, p. (9,)
a (4.32)
S -200(x, - %)+ v, p. (9,)

yazilabilir. (4.31) diferansiyel denklem sistemirdenge noktasinin atailmasinda

Euler yaklgimini kullanalim. Bgangi¢ kaullari x(0)=-2, x,(0)=2, p=1 ve
£ =-0.0001 ve dt =0.001 basamak uzunfiu alindginda (4.32) durum denklem

sisteminin ¢ézum yc'jrl'jngesin(rl, 1) noktasina yakinsagligoralir.

(0] 10 20 30
< t (zaman
Ny ( )
2.5 T T
| |
2f e AR
| |
~ 15F----- 4= -
= | |
\;N | |
l | = T L |
| |
osf /- A
o | |
(0] 10 20 30
xl(t) t (zaman)

Sekil 4.8 (4.31) Probleminirx, ve x, optimum ¢ézimleri

80



5. SONUGLAR

Bu calgmada elde edilen yeni sonuclar tclncu ve doérdur@iiniderde
bulunmaktadir ve bunlagasidaki gibi 6zetlenebilir.

Ucuincii bolimde, kuadratik kisitlamasiz optimizasgooblemlerinin mutlak
minimumlarinin argtirilmasinda 6zel olarak tanimlanan diferansiyeinkdiem
sistemlerinden okan durum denklemleri yakjami tanitilmgtir. Daha sonra verilen
teoremler ile optimizasyon probleminin mutlak minimunun ayni zamanda bu
problemden tiretilen durum denklem sisteminin dengktasina karlikli olarak
denk geldsi ve bu denge noktasinin ayni zamanda asimptotitarkaoldusu
ispatlanmgtir.  Diger yandan asil sistemin karagihin, denge noktasi orijine
Otelenmg durum denklem sisteminin karargiina b&l oldugu gdsterilmgtir. Elde
edilen ¢cozumler bu amaca yonelik MATLAB komutlaullnilarak Quasi-Newton

Metodu ile kagilastiriimisgtir.

Dordunct bolum g kisimdan ghaaktadir. Ik kisimda, ceza fonksiyonlari
yardimi ile kuadratik programlama problemlerinintiojum ¢6zimlerinin durum
denklem sisteminin asimptotik kararli denge noktadasilik geldigi teoremler ile
verilmistir.  Yine elde edilen ¢ozimler MATLAB komutlari Kanilarak SQP
Metodu ile kagilastiriimistir. ikinci kisimda ise durum denklemleri yaiia!
dogrusal olmayan optimizasyon problemlerine gktilerek ¢ozimlerin denkdi
gOsterilmitir.  Ayrica Lyapunov kararlilik teoremi yardimieildinamik sistemin
denge noktasinin asimptotik kararl diduispatlanmgtir. Daha sonra durum
denklemleri yaklgminin etkinlgi test problemleri ile verilmgtir. Son kisimda,

diferansiyellenmeyen, ceza fonksiyonu icin dizgunk&ilmis bir ceza fonksiyonu

tanimlanarak verilen tanim ve teoremler ile aratdaki iliskiler ortaya konulmstur.
Ayrica bu fonksiyon yardimi ile ogturulan durum denklemleri yalgeminin denge
noktasinin kararli oldiu ve bu noktanin ayni zamanda asil optimizasyon
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probleminin optimum noktasina kark geldigi ispatlanmgtir. Yaklagim sonuclari

MATLAB komutlari kullanilarak test problemleri Gizede incelennstir.
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