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OZET

KENMOTSU MANIFOLDLAR VE BUNLARIN BAZI ALTMANIFOLDLARI
Sibel SULAR

Balikesir Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii,
Matematik Anabilim Dah

(Doktora Tezi / Tez Damsmanmi : Do¢. Dr. Cihan OZGUR)
Balikesir, 2009

Bu calismada Kenmotsu manifoldlari, Kenmotsu manifoldlarmm bazi
altmanifoldlari, Kenmotsu uzay formun yari-umbilik hiperyiizeyleri, invaryant ve
anti-invaryant altmanifoldlar1 ele alinmistir. Ayrica, katli ¢arpim yardimiyla bir
Kaehler manifoldu lizerinde Kenmotsu yapisinin nasil olusturuldugu gosterilmistir.

Bu tez alt1 boliimden olugmaktadir.

Birinci bolim girig bolimiidiir.

Ikinci boliimde, calismanin ileriki bdliimlerinde kullanilan temel tanim ve
kavramlar verilmistir.

Ugiincii bolimde hemen hemen degme metrik manifoldlar ve Kenmotsu
manifoldlarmin tanimi yapilarak kathi ¢arpim yardimiyla bir Kaehler manifoldu
iizerinde Kenmotsu yapisinin nasil olusturuldugu gosterilmistir.

Dérdiincii boliimde bir Kenmotsu manifoldu {izerinde ¢eyrek-simetrik metrik
koneksiyon tanimmi verilerek ¢eyrek-simetrik metrik  koneksiyona  gore
genellestirilmis  rekiirent, ¢ -rekiirent ve Chaki-pseudosimetrik Kenmotsu

manifoldlarmin var olmadig: gosterilmistir. Bu boliim orijinal sonuglar icermektedir.

Besinci bolimde Kenmotsu manifoldlarinin rekiirent ve pseudoparalel
altmanifoldlar1 ile bir Kenmotsu uzay formun yari-umbilik hiperyiizeyleri ele
almarak orijinal sonuglar elde edilmistir.

Son boliimde ise bir Kenmotsu uzay formun invaryant ve anti-invaryant
altmanifoldlar1 tizerinde durularak altmanifoldun ikinci temel formunun boyunun
karesinin Laplas denklemi hesaplanmigtir.  Ayrica bu altmanifoldlar {izerinde
pseudoparalellik ve Ricci-genellestirilmis pseudoparalellik kosullar1 incelenmis olup
baz1 orijinal sonuclar elde edilmis ve bunlara ait bazi dnemli 6rnekler verilmistir.

ANAHTAR KELIMELER : Kenmotsu manifold, Kenmotsu uzay form,
invaryant altmanifold, anti-invaryant altmanifold, yari-umbilik hiperyiizey.
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ABSTRACT
KENMOTSU MANIFOLDS AND THEIR SOME SUBMANIFOLDS
Sibel SULAR
Balikesir University, Institute of Science, Department of Mathematics

(Ph. D. Thesis / Supervisor : Associate Prof. Dr. Cihan OZGUR)
Balikesir-Turkey, 2009

In this thesis, we study on Kenmotsu manifolds and their submanifolds.
We also consider quasi-umbilical hypersurfaces, invariant and anti-invariant
submanifolds of Kenmotsu space forms. Moreover, we constitute a Kenmotsu
structure on Kaehler manifolds by a warped product.

This thesis consists of six chapters.
The first chapter is introduction.

In the second chapter, we give some notions and definitions which will be
used in the next chapters.

In the third chapter, we introduce notions of contact, almost contact metric
and Kenmotsu manifolds and we show that how to constitute a Kenmotsu structure
on Kaehler manifolds by a warped product.

The fourth chapter consists of original results. In this chapter we give the
definition of a quarter-symmetric metric connection on a Kenmotsu manifold and we
prove the non-existence of generalized recurrent, @ -recurrent and

Chaki-pseudosymmetric Kenmotsu manifolds with respect to a quarter-symmetric
metric connection.

In the fifth chapter, we consider recurrent and pseudoparalel submanifolds of
Kenmotsu manifolds and quasi-umbilical hypersurfaces of a Kenmotsu space form.
This chapter also contains some original results.

In the final chapter, we have calculated the Laplace equation of the square of
the length of the second fundamental form of invariant and anti-invariant
submanifolds in a Kenmotsu space form. We also study pseudoparallelity and
Ricci-generalized pseudoparallelity conditions on this type submanifolds and we
prove some original results.

KEY WORDS : Kenmotsu manifold, Kenmotsu space form, invariant
submanifold, anti-invariant submanifold, quasi-umbilical hypersurface.
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ONSOZ

Bu ¢alismada Kenmotsu manifoldlari, Kenmotsu manifoldlarmin iizerinde
ceyrek-simetrik metrik koneksiyonu, Kenmotsu manifoldlarmin altmanifoldlari,
Kenmotsu uzay formun invaryant ve anti-invaryant altmanifoldlar1 ile yari-umbilik
hiperylizeyleri ile ilgili literatiirde yapilmig olan c¢alismalar ayrmtili olarak
incelenmis ve bazi orijinal sonuglar verilmistir.

Calismalarim sirasinda benden destek ve yardimini esirgemeyen, beni her
konuda yiireklendiren tez damismanim saym hocam Dog. Dr. Cihan OZGUR’e
sonsuz tesekkiirlerimi sunarim. Ayrica doktora c¢aligmalarima katkida bulunan
Prof. Dr. Cengizhan MURATHAN a tesekkiir eder, doktora calismalarim boyunca
oneri ve goriislerinden faydalandigim hocalarim sayin Prof. Dr. Kadri ARSLAN ve
Dog. Dr. Nihal YILMAZ OZGUR e tesekkiirii bir borg bilirim.

Doktora yaptigim siire icerisinde emegi gecen Fen Edebiyat Fakiiltesi’nde
gorevli personele tesekkiir ederim.

Calismalarim sirasmda maddi yonden beni destekleyen TUBITAK BiDEB’e
tesekkiirlerimi sunarim.

Ayrica doktora ¢aligmalarim boyunca benden maddi ve manevi desteklerini
esirgemeyen, tesviklerini ve yardimlarmi daima slirdiiren sevgili esim
[lter SULAR’a, annem, babam ve ablama sonsuz tesekkiir eder, sevgilerimi sunarim.

Balikesir, 2009 Sibel SULAR
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1. GIRiS

1969 yilinda S. Tanno [38], otomorfizm gruplar1 maksimum boyuta sahip olan,
baglantili, hemen hemen degme metrik manifoldlar1 {i¢ smifa ayirmistir. Bu durumda
c sabit @ -kesitsel egriligi olmak iizere;

e Eger c>0 ise; Riemann manifoldunun sabit @-kesitsel egriligine sahip bir
homojen Sasakian manifoldu oldugu,

e ¢ =0 ise; Riemann manifoldunun sabit ¢-kesitsel egrilige sahip Kaehler
manifoldu ile bir gemberin yada bir dogrunun ¢arpim manifoldu oldugu,

e c<0ise; Riemann manifoldunun reel eksen ile kompleks diizlemin
katli carpimindan olustugu gosterilmistir.

K. Kenmotsu [22], Tanno’nun bu smiflandirmasinda yer alan {igiincli
durumu tiim geometrik Ozellikleriyle inceleyerek, hemen hemen degme metrik
manifold olan bir Kenmotsu manifoldu ilk kez 1972°de tanimlamuistir.

Kenmotsu manifoldlar1 ve bunlarin altmanifoldlari iizerinde simdiye kadar
birgok Ozellik incelenmistir. Bu Ozelliklerin 6nemli bir kismu G. Pitis’in [33]
“’Geometry of Kenmotsu Manifolds’’ isimli kitabinda bulunabilir.

Bu tez ¢alismasi, Kenmotsu manifoldlar1 ve bunlarin bazi altmanifoldlarinin
geometrisini inceleyerek, bu manifoldlarin belirli egrilik sartlar1 altinda hangi tip
ozelliklere sahip olacagini arastirmay1 hedeflemektedir.

Dordiinci boliimde, ilk kez 1975 yilinda S. Golab [20] tarafindan
tanimlanan ceyrek-simetrik metrik  koneksiyon Kenmotsu manifoldlar1 {lizerinde
incelenmistir. C. Ozgiir [31] tarafindan Levi-Civita koneksiyonuna gore incelenmis
olan genellestirilmis rekiirent Kenmotsu manifoldlar, bu ¢aligmada c¢eyrek-simetrik
metrik koneksiyona gore degerlendirilmistir.

M. Kobayashi [23] bir Kenmotsu manifoldun bir altmanifoldunun paralel
2. temel forma sahip olmasi durumunda, bu altmanifoldun total geodezik oldugunu
gostermistir.  Besinci boliimde ise Kobayashi’nin calismasinda 6nermis oldugu
kosullar genellestirilerek 2. temel formun rekiirent, 2-rekiirent ve genellestirilmis

2-rekiirent olmas1 durumlar1 ile Kenmotsu manifoldun bir altmanifoldunun paralel



3. temel forma sahip olmasi durumlari incelenmistir ve bir Kenmotsu uzay formun
yari-umbilik hiperyiizeyleri iizerinde durulmustur.

Semiparalel immersiyon tanimi ilk kez 1985 yilinda J. Deprez [16] tarafindan
verilmistir. J. Deprez yapmis oldugu calismalarda, Oklid uzayinda semiparalel
hiperyiizeyleri siniflandirmustir.

Pseudoparalel altmanifold tanimi ise semiparalel immersiyon taniminin
genellestirilmesi ile A. C. Asperti, G. A. Lobos ve F. Mercuri [2] tarafindan 1999
yilinda verilmistir. R. Deszcz, L. Verstraclen ve S. Yaprak 4-boyutlu N*(c) uzay
formunun pseudoparalel hiperylizeyleri {iizerinde ¢alismiglardir [18].  Ayrica,

Sasakian uzay formun anti-invaryant (& vektor alani normal), pseudoparalel

altmanifoldlar1 A. Yildiz, C. Murathan, K. Arslan ve R. Ezentas tarafindan
incelenmistir [43].

Diger  taraftan  Ricci-genellestirilmis  pseudoparalel  altmanifoldlar,
C. Murathan, K. Arslan ve R. Ezentas [28] tarafindan tanimlanmis olup Sasakian uzay
formun pseudoparalel ve  Ricci-genellestirilmis  pseudoparalel  invaryant
altmanifoldlar1 C. Murathan ve A. Yildiz tarafindan incelenmistir [44]. Ayrica
C. Ozgiir ve C. Murathan 2-pseudoparalel altmanifoldlar1 tanimlayarak, Sasakian
manifoldlarinin 2-pseudoparalel, invaryant altmanifoldlarini calismiglardir [32].

Yukaridaki ¢aligmalarin dogrultusunda besinci ve altinct boliimlerde sirasiyla
bir Kenmotsu manifoldun bir altmanifoldu ile Kenmotsu uzay formun invaryant ve
anti-invaryant altmanifoldlar1 tizerinde pseudoparalellik ve Ricci-genellestirilmis

pseudoparalellik kosullar1 incelenmis olup bazi orijinal sonuclar elde edilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde diger boliimlerde kullanilacak olan bazi temel tanimlar ve

kavramlar verilecektir.

2.1. Riemann Manifoldlan

Tamm 2.1.1. M n-boyutlu, diferensiyellenebilir (C*) bir manifold olsun.
M {izerindeki C” vektor alanlarinin uzay: x(M) ve M den R ye C” fonksiyonlarin
uzayl C*(M, R) olmak lizere, M lizerinde;
g 1 xM) x x(M) —> C*(M, R)
seklinde tanimlanan pozitif, simetrik ve 2-lineer Riemann metrigi g ile birlikte

M vye bir Riemann manifoldu ad1 verilir ve (M, g) seklinde gosterilir [24].

M manifoldunun herhangi iki p ve q noktas: i¢in; M iizerinde bu noktalar1

birlestiren bir egri bulunabilirse M ye baglantili manifold ad1 verilir [29].

Tanim 2.1.2. M n-boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold ve M {izerindeki

C” vektor alanlarinin uzayi y (M) olmak tizere;
Vi (M) x (M) —==— 3 (M)
X, Y) —> V(X,Y) = VxY
doniisiimii ;
(i) Vx(Y+Z) = VxY + VxZ ; VX, Y,Z ex(M),
(i) Vx:ovZ=1VxZ+gVvZ; VX Y,ZexyM)veVf,geC’(M, R),
(iii) Vx(fY) = ftVxY + X())Y ; VX, Y exM)ve Ve C”(M, R)

ozelliklerini saghyor ise V ya M iizerinde bir Afin Koneksiyon adi verilir [21].



Tanim 2.1.3. (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve V da M iizerinde
tanimlanan bir afin koneksiyonu olmak iizere;

() VxY-VwX =[X,Y]; VX, Y e x(M),
()  Xe(Y,Z) = g(VxY, Z) + oY, VxZ) ; VX, Y, Z e y(M)

sartlarin1 sagladiginda V ya M fizerinde sifir torsiyonlu Riemann Koneksiyon veya

M nin Levi-Civita Koneksiyonu ad1 verilir [21].

Tanim 2.1.4. (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve V da M iizerinde
tanimlanan Levi-Civita koneksiyonu olmak lizere V X, Y, Z € y(M) i¢in;
2e(VY,Z2)=Xg(Y,2)+Yg(Z,X)-Zg(X,Y)
—g(X,[Y,Z]) —g(Y.[X,Z]) + g(Z,[X, Y])

ile tanimlanan ifadeye Kozsul/ formiilii ad1 verilir [30].

Tamm 2.1.5. (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu, V da M iizerindeki
Levi-Civita koneksiyonu olsun.

R:y(M) x x(M) x x(M) = x(M)
R (X, Y)Z = vayz — Vyvxz — V[X’Y]Z 5 X, Y, Z < X(M) (2 1)

ile tanimlanan R fonksiyonu M {izerinde (1, 3)-tipinde bir tensor alanidir ve M nin
Riemann egrilik tensorii olarak adlandirilir.

Ayrica
R(X,Y,Z, W)=gR(X, Y)Z, W)
tensoriine M nin Riemann-Christoffel egrilik tensérii ad1 verilir [29].
Ayrica, X, Y, Z, V ve Wey(M) icin Riemann egrilik tensorii R ;
(@) R(X,Y)Z = -R(Y, X)Z,
(i) RXY)Z+R(Y,Z)X+R(Z X)Y =0,
(i) g(RX,Y)V,W) = —g(RX, Y)W, V),
(iv)  g(RX, Y)V,W) = g(R(V,WX,Y)

ozelliklerine sahiptir [29].



Tanim 2.1.6. M n-boyutlu, diferensiyellenebilir bir manifold ve M iizerinde
(r, s)-tipinde simetrik bir tensor A olsun. Bu durumda, 1<a <b <s reel sayilar1 ve
keyfi bir r degeri i¢in;
Cab : X; (M) - X;—Z (M)

| P S Pq A if-ip
(CabA)j, s _Zg Aj, U R ™ Y
p.q

abilesen  b.bilesen

bi¢iminde tamimlanan C, operatoriine a. ve b. bilesenlere gore A tensoriiniin

metrik kontraksiyonu adi verilir. Boylece kontraksiyon operatort, (r, s)-tipindeki bir

tensori (r-1, s-1)-tipinde bir tensore doniistiirtir [30].

Tamm 2.1.7. (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve {ee,, ..., ¢, }

lokal ortonormal vektor alanlar1 (M) nin bir baz1 olmak tizere;

S: xM) x x(M) - C*(M, R)

X)Y) > S(X,Y) = Zn:g(R(ei,X)Y, e) ; X, Y eyx(M) (2.2)

i=l
seklinde tanimli (0, 2)-tipindeki S tensor alanmna, M lizerinde Ricci egrilik tensorii
adi1 verilir. Ayrica Q Ricci operatorii
g(QX, Y) = S(X, Y)

bi¢giminde tanimlanir [17].

Tamm 2.1.8. (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. peM

noktasindaki TyM tanjant uzaymnin 2-boyutlu alt uzayr Il olmak tizere; V, W e I1
tanjant vektorleri tizerine kurulan paralelkenarm alani;

QV, W) = g(V, V)g(W, W) - g(V, W)’# 0
olmak tizere;

_gR(V, W)W, V)
Q(V,W)

K(V, W)

ifadesine Il nin kesitsel egriligi denir ve K(IT) ile gosterilir [29].



Tanmim 2.1.9. (M, g) n>2 boyutlu bir Riemann manifoldu ve S de M nin
Ricci tensorii olsun. Boylece, M iizerinde bir A : M — R fonksiyonu i¢in;
SX,Y)=2g(X,Y) ; VX, Yeyx(M)

esitligi saglaniyorsa M ye bir Einstein manifold adi verilir [8].

M iizerinde bir birim tanjant vektor alan1 U olmak {izere, A 1-formunu
gX,U) = AKX)
biciminde tanimlayalim. Burada U vektor alanina A 1-formunun tireteci ad1 verilir.
Eger (M, g) n-boyutlu Riemann manifoldunun Ricci tensorii S, V X, Y e y (M) i¢in;
S(X,Y) = ag(X,Y)+bAX)A(Y), a,be C*(M,R)
kosulunu sagliyorsa M ye yari-Einstein manifold adi verilir [7]. Eger b = 0 ise

(M, g) manifoldu bir Einstein manifolda doniistir.

M f{izerinde birim tanjant vektor alanlar1 U ve V olmak iizere, A ve B

1-formlarini
AX) = gX,U) ve B(X) = g(X,V)
biciminde tanimlayalim. Burada U vektor alan1 A 1-formunun, V vektor alani ise B
I-formunun {ireteci olup U ile V birbirlerine dik vektor alanlaridir.
Eger (M, g) n-boyutlu Riemann manifoldunun Ricci tensorii S, V X, Y e y (M) i¢in;
S(X,Y) = ag(X, Y) + bA(X)A(Y) + cB(X)B(Y) (2.3)

, a,b,ceC*(M,R), kosulunu saglhiyorsa M ye genellestirilmis yari-Einstein
manifold ad1 verilir [14]. Eger ¢ = 0ise (M, g) manifoldu yari1-Einstein manifolda

doniisiir.

Tamm 2.1.10. (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve {e, e,, ... , ¢ }

lokal ortonormal vektor alanlar1 y (M) nin bir baz1 olmak iizere;

r= iS(ei,ei) (2.4)
i=1

fonksiyonuna M nin skaler egrilik fonksiyonu ad1 verilir [8].



Tamm 2.1.11. (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. Eger, M nin
kesitsel egrilik fonksiyonu sabit ise M ye sabit egrilikli uzay denir ve M(c) ile
gosterilir [30].

Sonug¢ 2.1.12. (M, g) n-boyutlu ¢ = sabit egrilikli bir Riemann manifoldu
olsun. Bu durumda M nin egrilik tensérii R, VX, Y, Z, We x (M) i¢in;

R(Xa Ya Z: W) = C{g(Y’ Z)g(Xa W) - g(X’ Z)g(Y,W)}
bi¢imindedir [30].

Tamm 2.1.13. Sabit egrilikli, tam, baglantili manifoldlara uzay form adi
verilir ve n-boyutlu bir M uzay formu M(c) ile gosterilir.

Eger;

¢ = 0ise M(c) = E" Oklid uzayz,

c= 1 ise M(c) = S™(r) kiiresi,

I.2

c= L ise M(c) = H"(r) Hiperbolik uzay

I.2

dir [12].

Tanim 2.1.14. (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. M {izerinde
L ve N tensorlerini sirasiyla VX, Y € x (M) i¢in;

2(n-2) rg(X.Y)

ve
g(NX,Y)=L(X,Y)
biciminde tanimlayalim. Boylece V X, Y, Z € x (M) i¢in Weyl konformal egrilik
tensorii ve D tensorii sirasiyla;
CX,Y)Z=R(X,Y)Z+L(Y,20)X-L(X,2)Y
+g(Y,Z)NX -g(X,Z)NY
ve
D(X,Y,Z)=(VL)XY,Z2)-(V,L)XX,Z)

ile tanimlanir [40].



Eger (M, g) manifoldu ilizerinde n>3 icin C=0 ve n=3 i¢cin D=0

oluyorsa M ye diizlemsel konformaldir denir [8].

Tanim 2.1.15. M, n > 2 boyutlu, baglantili bir Riemann manifoldu olsun.
A, M izerinde tanimli (0, 2)-tipinde simetrik bir tensor alani olmak iizere
Aa endomorfizmi VX,Y,Z e x(M) i¢in;
Aa:X(M) x (M) x x(M) = (M)
(XAaY)Z = AY, 2)X - AX, 2)Y (2.5
biciminde tanimlanir. Eger A = g alinirsa (2. 7) denklemi
XA Y)Z = (Y, 2)X - g(X, 2)Y
bi¢imine indirgenir. Bundan sonra (XA.Y) yerine kisaca XAY kullanilacaktir [17].
M Riemann manifoldu iizerinde (0, k)-tipinde (k > 1) bir T tensér alani
ve (0, 2)-tipinde simetrik bir tensor alan1 A verildiginde T nin kovaryant tiirevi VT;

(VT)( Xla X2a---) Xka X) = (VXT)( Xla X2a---) Xk)
k

= Vx (T( X1, X2, X)) = DT (X s VieXison X (2. 6)
i=1

ile, R - T ve Q(A, T) tensorleri de sirast ile;
(R - T)(X1, Xa,..., Xi; X, Y) = -T(R(X, V)X, Xa,..., Xk) —..
—T(X1, Xa,....R(X, Y)X) 2.7)
ve
QA, TY(X1, Xa,..., Xis X, Y) = “T((XAAY) X1, Xa,..., Xk) —..
—T(X1, X2,....,(XAAY)Xk) (2.8)

bigiminde tanimlanir [17].

Tanim 2.1.16. (M, g) n-boyutlu Riemann manifoldu iizerinde (0, k)-tipinden
(k=>1) bir tensor alan1 T nin kovaryant tiirevi VT olsun. Eger T tensor alani,

VX, X, Y,...X, ve Y, ex(M) i¢in ;

(VI)(X, o X X)T(Y, ., Y,
= (VI)(Y,,... Y ; X)T(X,..... X, )

kosulunu saghyorsa T ye rekiirent tensor alani adi verilir [34]. Burada V, M

Riemann manifoldu lizerindeki Levi-Civita koneksiyonudur.



Bu tanima denk olarak bir pe M noktasmin bir W komsulugunda sifirdan
farkli bir rekiirent T tensor alani i¢in, W kiimesi lizerinde
VTI=T®¢ 2.9

esitligi saglanir. Burada¢ 1-formu
¢=d(log|T])

biciminde olup ||T , T tensOr alanmnin normunu gosterir ve ||T||2=g(T,T) ile

hesaplanir [34].

Tanim 2.1.17. (M, g) n-boyutlu Riemann manifoldu iizerinde (0, k)-tipinden
(k=>1) bir tensor alan1 T nin kovaryant tiirevi VT olsun. Eger T tensor alani,

vX,Y,X,,Y,,...X, ve Y, ex(M) i¢in ;

(V2TYX,o X X VT(Y,0Y,)
=(VT)(Y,,.. Y : X, Y)T(X,, ... X,)

kosulunu saghyorsa T ye 2-rekiirent tensor alant adi verilir [34]. Burada V, M
Riemann manifoldu tizerindeki Levi-Civita koneksiyonudur.

Bu tanima denk olarak bir pe M noktasmin bir W komsulugunda sifirdan
farkli bir 2-rekiirent T tensor alan1 icin, W kiimesi iizerinde
VT=T®y (2.10)

esitligi saglanir. Burada v , (0, 2)-tipinde bir tensordiir [34].

Eger T tensor alam1 M iizerinde, VX,Y,X,,Y,,....X, ve Y, e x(M) igin;
(VD)X XX Y) = (VT ® 0)(X s X X, Y)T(Y e, YL )
= ((V’T)( Y, Y; X, Y) = (VT ® 0)(Y,..., Yy s X, Y T(X .0, X )

kosulunu sagliyorsa T ye genellestirilmis 2-rekiirent tensér alani adi verilir [34].

Bu tanima denk olarak bir pe M noktasinin bir W komsulugunda sifirdan
farkli bir genellestirilmis 2-rekiirent T tensor alani i¢in, W kiimesi lizerinde

VT=VI®)+T®y (2. 11)

esitligi saglanir. Burada y (0, 2)-tipinde bir tensér ve ¢ bir 1-formdur [34].



Tamm 2.1.18. (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. M nin R
egrilik tensorii V X, Y, Z, We y (M) igin;
(VLR)Y,Z)W =0 (2.12)

kosulunu sagliyorsa M ye lokal simetriktir denir [6].

Tanim 2.1.19. (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. M iizerinde
bir tanjant U vektdr alanini, o # 0 1-formu yardim ile
gX,U) = a(X)
biciminde tanimlayalim. M nin egrilik tensorii R, V X, Y, Z, We y (M) igin;
(ViR)Y,Z)W = a(X)R(Y,Z)W (2.13)

esitligini sagliyorsa M ye rekiirenttir denir [6].

Tanim 2.1.20. (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. M iizerinde

U ve V tanjant vektor alanlarmi, o ve f#0 1-formlart yardimi ile
gX,U)=a(X) , g(X, V) =p(X)
biciminde tanimlayalim. M nin egrilik tensorii R, VX, Y, Z, We x (M) i¢in;
(VXR)Y, )W = a(X)R(Y, Z)W +B(X)[g(Z, W)Y —g(Y,W)Z] (2. 14)

esitligini sagliyorsa M ye genellestirilmis rekiirenttir denir [12].

Tanimm 2.1.21. (M, g) n >3 boyutlu, flat olmayan bir Riemann manifoldu
olsun. M iizerinde bir tanjant U vektor alanini, o # 0 1-formu yardimi ile
gX,U) = a(X)
biciminde tanimlayalim. Eger M nin egrilik tensoérii R, V X, Y, Z, We (M) igin;
(VLR)Y,Z)W =20(X)R(Y,Z)W + a(Y)R(X, Z)W + o(Z)R(Y, X)W
+o(W)R(Y,2)X+g(R(Y,Z)W,X)U (2.15)

esitligini sagliyorsa M ye Chaki-pseudosimetriktir denir [6].
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2.2. Altmanifoldlar

Tamm 2.2.1. M n-boyutlu bir manifold M (n+d)-boyutlu manifold olsun.
Vp € M noktasi i¢in M iizerinde bir U, M iizerinde bir U komsulugu mevcut ve
U={meU:%_,(m)=..=%X_,(m)=0}
ise M ye M nmn bir altmanifoldu adi verilir. Burada {X,,...,X_,,} koordinat sistemi

U da, {x,,...,x,} de U iizerinde koordinat sistemleridir [30].

Tamm 2.2.2. M ve M sirasi ile n ve (n+d)-boyutlu Riemann manifoldlar1

olmak iizere M, M nn altmanifoldu ve V ve V sirast ile M ve M da kovaryant

tiirevler olsun. Boylece X ve Y, M iizerinde vektor alanlar1 olmak iizere;
h:y(M)x (M) = ¢ (M)
VY =V.Y -h(X,Y) (2. 16)
biciminde Gauss esitligi elde edilir. Burada VY ve h(X,Y), 6XY nin sirastyla

tanjant ve normal bilesenleridir. (2. 16) ile tanimlanan h ya M nin ikinci temel

formu adi verilir. Eger h =0 1se M ye fotal geodeziktir denir [8].

Tamm 2.2.3. M veM srrasi ile n ve (nt+d)-boyutlu Riemann manifoldlar1
olmak iizere M, M nm altmanifoldu olsun. M ye normal bir birim vektor alan1 N
olsun. V4N nin teget ve normal bilesenleri sirastyla —~A X ve ViN olmak iizere;
Az (M) xy (M) —x (M)
doniisiimii 1y1 tanimlidir.
Boylece
V(N=-A X+ViN (2.17)
bigiminde Weingarten esitligi elde edilir. Burada A, ye sekil operatdrii, V* e de
M nin T*M normal demetindeki (normal) koneksiyon ad1 verilir [8].
M nin sekil operatorii A ile ikinci temel form h arasinda;
2(AX,Y)=gh(X,Y),N) (2. 18)

bagntis1 vardir. Burada g, T, M de skaler ¢arpimdir [8].

11



Tanim 2.2.4. (1\7[ , ) Riemann manifoldunun n-boyutlu bir altmanifoldu

(M, g) olsun. M altmanifoldunun ikinci temel formu h nin kovaryant tiirevi V h,
(Vxh)(Y,Z) = Vih(Y,Z)-h(VxY,Z)-h(Y,VxZ) (2.19)
bi¢iminde tanimlanir. h nin kovaryant tiirevi V h ya M nin iigiincii temel formu ad1
verilir [8].
Eger
Vh=0 (2. 20)
ise M ye paralel ikinci temel formlu veya 1-paraleldir denir. Buradaki V' M nin
T M normal demetinde tanimlanan normal konneksiyon olup buna van der Waerden

Bortolotti koneksiyonu denir [8].

Tanim 2.2.5. (1\7[ , g) Riemann manifoldunun n-boyutlu bir altmanifoldu
(M, g) olsun. M nin egrilik tensorii R,VX,Y,Z We vy (M) igin;

R(X,Y)Z=V\VyZ-V\V Z-Vy\Z
R(X,Y,Z,W)=8R(X,Y)Z W)

bi¢iminde tanimlanir. M nin egrilik tensorii R ve M nm egrilik tensori R olmak

iizere, (2. 16) ve (2. 17) denklemleri yardimiyla
R (X,Y,Z, W) = R(X,Y, Z, W) -8 (h(Y, Z), h(X,W) )
+g (h(X, Z), h(Y,W)) (2.21)
elde edilir. Burada (2. 21) ile tanimlanan denkleme Gauss denklemi ad1 verilir [8].

Gauss denkleminin teget ve normal bilesenleri sirasiyla

(R(X,Y)2)" = R(X, Y)Z +A, x2Y —Any,zX (2.22)
ve

(R (X, Y)2)* = (Vxh)(Y,2) - (Vvh)(X, 2) (2.23)
bigiminde olup (2. 23) denklemine Codazzi denklemi ad1 verilir [8]. Burada V, M

iizerinde van der Waerden Bortolotti koneksiyonudur.
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Ayrica 1,€ € y* (M) olmak iizere
RX, Y. =R*X, Y,&) - (A, A, X, Y) (2.24)
bi¢iminde tanimlanan esitlige Ricci denklemi ad1 verilir [12]. Burada

[ALA 1= AA, ~A A, (2.25)

ve R* ise V* normal koneksiyonuna gore Riemann egrilik tensoriidiir.

Tanim 2.2.6. (1\7[ , ) Riemann manifoldunun n-boyutlu bir altmanifoldu
(M, g)olsun. VX, Y,Z We (M) igin R - h;
(R (X, Y)h)(Z, W) = R*(X, Y)h(Z, W) —h(R (X, Y)Z, W)
—h(Z, R (X, Y)W) (2.26)
ile tanimlanir [16].

Eger M nin her noktasinda
R-h=0 (2.27)

ise M ye M nin semiparalel altmanifoldu adi verilir [16].

Tanim 2.2.7. (1\7[ , ) Riemann manifoldunun n-boyutlu bir altmanifoldu

(M, g) olsun. Eger n > 3 i¢in M nin her noktasinda R - h ve Q(g, h) tensérleri lineer
bagimli ise M ye M nmn pseudoparalel altmanifoldu ad1 verilir. Bu durumda M nin
pseudoparalel olmasi i¢in gerek ve yeter sart U={peM : Q(g,h)#0} kiimesi lizerinde;
R-h = LQ(g h) (2.28)

olmasidir. Burada L fonksiyonu, U kiimesi iizerinde iy1 tanimlidir [2].

Tanim 2.2.8. (1\7[ , ) Riemann manifoldunun n-boyutlu bir altmanifoldu
(M, g) olsun. Eger n> 3 i¢in M nin her noktasinda R - h ve Q(S, h) tensorleri lineer

bagiml ise M ye M nmn Ricci-genellestirilmis  pseudoparalel altmanifoldu adi
verilir [28]. Bu durumda M nin Ricci-genellestirilmis pseudoparalel olmasi i¢in
gerek ve yeter sart U={peM : Q(S,h)=0} kiimesi lizerinde;

R-h = LQ(S, h) (2.29)

olmasidir. Burada L fonksiyonu, U kiimesi iizerinde 1yi tanimlidir.
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Ugiincii temel form V h nin kovaryant tiirevi V *h,
(Vh)(Z, W; X, Y)=(V xVyh) (Z, W)
= Vi (Vyh)(Z, W) = (Vyh)(V xZ, W)

—(Vxh)(Z,VyW) = (V ¢ yD)(Z, W) (2.30)
bigiminde tanimlanir [8].
Eger
Vh=0 (2.31)
ise M ye paralel iigiincii temel formlu veya 2-paraleldir denir. Buradan (2. 26) ve

(2. 30) esitlikleri yardimi ile
(VxVyh) (Z, W) = (VyVxh) (Z, W) = (R(X, Y)h)(Z, W)
= R*(X, Y)h(Z, W) - h(R (X, Y)Z, W)
-h(Z, R (X, Y)W) (2.32)
oldugu goriilmektedir [8].

Tanim 2.2.9. (1\7[ , ) Riemann manifoldunun n-boyutlu bir altmanifoldu
(M, g)olsun. VX,Y,Z W, Ue (M) i¢in R-Vh
(R(X,Y)Vh)Z,W,U) =R*(X, Y)(Vh(Z W,U))
—(Vh)(R (X, Y,)Z, W, U)
—(Vh)(Z, R(X,Y,)W, U)
—(Vh)(Z, W, R(X,Y)U) (2.33)
ile tanimlanir [8].

Eger M nin her noktasinda
R:-Vh=0 (2.34)

ise M ye 2-semiparalel altmanifold adi verilir [1].

Tanim 2.2.10. (1\7[ , ) Riemann manifoldunun n-boyutlu bir altmanifoldu
(M, g) olsun. Eger n > 3 i¢in M nin her noktasmda R -Vh ve Q(g, V h) tensérleri

lineer bagimli ise M ye M nin 2-pseudoparalel altmanifoldu ad1 verilir [32].
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Bu durumda M nin 2-pseudoparalel olmasi icin gerek ve yeter sart

U = {peM : Q(g, V h)=0}kiimesi iizerinde;
R-Vh = LQ(g,Vh) (2. 35)

olmasidir. Burada L fonksiyonu, U kiimesi iizerinde 1yi tanimlidir.

Tanim 2.2.11. (1\7[ , ) Riemann manifoldunun n-boyutlu bir altmanifoldu
(M, g) olsun. Eger n > 3 i¢in M nin her noktasmmda R -Vh ve Q(S,V h) tensérleri

lineer bagimli ise M ye M nm Ricci-genellestirilmis 2-pseudoparalel altmanifoldu
adi verilir [32].

Bu durumda M nin Ricci-genellestirilmis 2-pseudoparalel olmasi i¢cin gerek
ve yeter sart U= {peM : Q(g, V h)=0} kiimesi iizerinde;
R-Vh = LQ(S, Vh) (2. 36)

olmasidir. Burada L fonksiyonu, U kiimesi iizerinde 1yi tanimlidir.

Tanim 2.2.12. (1\7[ , ) Riemann manifoldunun n-boyutlu bir altmanifoldu
(M, g) olsun. M iizerindeki bir x € M i¢in TxM nin lokal ortonormal {e ,e,,...,e_}

bazini alalim. M tizerinde
1 n
H=—=>) h(e,e,) (2.37)
n =

bi¢iminde tanimli vektére M nin ortalama egrilik vektérii ad1 verilir [8].
Eger M iizerinde
H=0
esitligi saglaniyorsa M ye minimaldir denir .
Eger M iizerinde
VH=0 (2. 38)

oluyorsa M ye paralel ortalama egriliklidir denir [8].
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Tanim 2.2.13. (1\7[ , g ) nin n-boyutlu bir hiperyiizeyi (M, g) olsun. M nin
ikinci temel tensori ﬁ;

H(X,Y)=ag(X,Y)+bo(X)o(Y) (2. 39)
biciminde ise M ye yari-umbilik hiperyiizey ad1 verilir. Burada ® bir 1-form,
a,be R olup,

h(X,Y)=HX,Y)N ; N eyt (M) (2. 40)
bi¢imindedir [17].
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3. KENMOTSU MANIFOLDLARI

Bu b6liim baslica iki kistmdan olugsmaktadir. Birinci boliimde hemen hemen
degme metrik manifoldlari, ikinci béliimde ise Kenmotsu manifoldlar1 incelenmis
olup katli carpim yardimiyla bir Kaehler manifoldu iizerinde Kenmotsu yapisinin

nasil olusturuldugu gosterilmistir.

3. 1. Hemen hemen Degme Metrik Manifoldlar:

Tanimm 3.1.1. M, (2n+1)-boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold olsun.

¢, (1, 1)-tipinden bir tensor alani, & bir vektdor alani, m M iizerinde bir

diferensiyel 1-form olmak iizere, V X e x (M) i¢in { ¢, &, n} Ucliisti;

lineer

¢ : y(M)——— (M)
n . X(M) dif.bilir Coo(M’ ]R)
n(&) = lve ¢’X = X +n(X)¢& 3.1

kosullarm1 sagliyor ise bu tigliiye bir hemen hemen degme yapi, {M,o,E,n}

dortliisiine de bir hemen hemen degme manifoldu adi verilir [40].

Tanim 3.1.2. M hemen hemen degme manifoldu iizerinde X # & i¢in,

nE =1 ve dn(g,X)=0
olacak bigimde bir tek & € x(M) vektor alani var ise; & ye m-degme yapisinin oz

vektor alani denir [4].
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Ornek 3.1.3. M, 3-boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold olsun. Her
(X, y, z) noktasi civarinda
N = coszdx + sinzdy

diferensiyel 1-formu ile M {izerinde

§= cosziJr sinz—
ox oy

€ vektor alanmi alalim. Buradan
dn =sinzdx Adz+coszdz Ady
olup bir X e x(M) i¢in;
dn(X, &) = (sinzdx A dz+ cos zdz A dy)(X, &)
= (sinzdx Adz)(X,&) + (coszdz A dy)(X, &)
=sin z[dx(X)dz(§) — dx(§)dz(X)]

+cos z[dz(X)dy(S) —dz(&)dy(X)]
. o . 0
=sin zdx(X)dz(cosz—+sinz—)
ox oy
. o . 0
—sin zdx(cos z— +sin z—)dz(X)
ox oy
o . 0
+cos zdz(X)dy(cosz— +sinz—)
ox oy
o . 0
—cos zdz(cos z— +sin z—)dy(X)
ox oy

= —sin zcos de(i)dZ(X) +cos zsinzdz(X)dy(i)
Ox oy

denklemi yardimiyla
dn(X,8)=0

bulunur.
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Diger taraftan

N(€) = (coszdx + sin zdy)(cos zi +sin zi)
Ox oy

= cos’ zdx(i) +coszsin zdx(i)
)4 oy
+coszsin zd (i) +sin” zd (i)
M ox oy
=cos’ z+sin’z
=1

dir. Bdylece m diferensiyel 1-formu i¢in Tanim 3.1.2 deki sartlar1 saglayan bir tek

€ € x(M) vektor alani

£ = cosziJr sinzi
ox oy

dir [25].

Teorem 3.1.4. (2n+1)-boyutlu M hemen hemen degme manifoldu tizerinde,

lineer

X, & € x (M), X# & vektor alanlar1 ve ¢ : y(M) ——— (M) i¢in,

¢s =0
noo = 0
ranke = 2n

esitlikleri saglanir [40].

Tanim 3.1.5. (2n+1)-boyutlu M hemen hemen degme manifoldu iizerinde,
VX, Yey(M)ve € € x (M) igin;
nX) = gX, ¢) (3.2
ve

g(0X, 9Y) = g(X, Y) —n(Xm(Y) (3.3)

kosullarini saglayan bir g metrigi var ise; {o, &, 1, g} dortlisiine bir hemen hemen
degme metrik yapi, {M, ¢, &, n, g} beslisine de bir hemen hemen degme metrik
manifoldu adi verilir [40].
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Teorem 3.1.6. (2n+1)-boyutlu M hemen hemen degme manifoldu lizerinde
VX, Yeyxy(M)igin,

g(0X, 9Y) = g(X, Y) —n(X) n(Y)

olacak sekilde bir g Riemann metrigi daima vardir [40].

Sonu¢ 3.1.7. (2n+1)-boyutlu M hemen hemen degme metrik manifoldu
verilmis olsun. V X, Y € x (M) i¢in,
g(0X,Y) = - gX, 0Y) (3.4

dir. Bu da, ¢ nin g ye gore anti-simetrik bir tensor alan1 oldugunu gosterir [40].

Teorem 3.1.8. (2n+1)-boyutlu M hemen hemen degme manifoldu verilmis
olsun. M fizerinde bir n kontakt yapis1 verildiginde, V X, Y € ¢ (M) i¢in,
¢ 1 (M) —=— 3(M)
gX, 9Y) = dn(X,Y)

olacak sekilde bir {@, &, 1, g} hemen hemen degme metrik yapisi vardir [40].

Tamm 3.1.9. (2n+1)-boyutlu diferensiyellenebilir M manifoldu iizerinde, bir
{p, &, n, g} hemen hemen degme metrik yapisi verilmis olsun. VX, Ye x (M)
i¢in,
(X, Y) = g(X, 9Y)

biciminde tanimli ® doniisiimiine {p, &, m, g} hemen hemen degme metrik
yapisinin temel 2-formu denir [40].

Onerme 3.1.10. M, {o, & 1, g} yapisi ile verilmis (2n+1)-boyutlu bir hemen
hemen degme metrik manifold ve V M iizerindeki Levi-Civita koneksiyonu olsun.
vX,Y,Zey(M) i¢in;

(Vx®@)(Y,Z) = g(Y.(Vx9)Z)
(Vx@)(Y,Z) + (VD)@Y. 0Z) =n(Z)(Vxn)eY —n(Y)(V n)eZ
(VXY =g(Y,V3) = (VxP)(&, ¢Y)
2dn(X,Y) = (V)Y = (Vyn)X

3dD(X,Y,2) = & (V®@)(Y,2)

esitlikleri gecerlidir [4].
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Burada ©®© , X, Y ve Z vektor alanlar1 iizerinden almman devirli toplami
X,Y,Z

gostermektedir.

3. 2. Kenmotsu Manifoldlar

Bu boliimde Kenmotsu manifoldlar: ile ilgili genel kavramlar verilmis olup,

Kenmotsu manifoldu 6rnekleri incelenmistir.

Tanimm 3.2.1. M, {0, & n, g} yapis1 ile verilmis (2n+1)-boyutlu bir hemen
hemen degme metrik manifoldu olsun. Eger M hemen hemen degme metrik
manifoldu iizerinde

dn=0, dO=2nA D

esitlikleri saglaniyorsa, M ye bir hemen hemen Kenmotsu manifold adi1 verilir [33].

Tanmm 3.2.2. M, {o, & n, g} yapist ile verilmis (2n+1)-boyutlu bir hemen
hemen degme metrik manifoldu olsun. Eger M hemen hemen Kenmotsu manifoldu

iizerinde V X, Ye y (M) i¢in;

(Vx0)Y = g(oX, Y)E—n(Y)oX (3.5)

kosulu saglaniyor ise M ye Kenmotsu manifoldu adi verilir [22].

Bir M Kenmotsu manifoldu iizerinde V X, Y € x (M) i¢in;
Vxg = X-n(X) (3.6)

\(

(V)Y = g(X,Y) -n(X) n(Y) (3.7
esitlikleri saglanmaktadir [22].

Bir Kenmotsu manifoldun R egrilik tensoriiniin, (2. 1) denkleminde Z = &
alindiginda
R(X, Y)& = n(X)Y-n(Y)X 3.8)

esitligini sagladig1 goriilmektedir [22].
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Ayrica (3. 8) denkleminden kontraksiyon yardimi ile bir Kenmotsu
manifoldun Ricci tensdriiniin
S(X, &) = ~2m(X) (3.9)

denklemini sagladig1 goriilmektedir [22].

Tanim 3.2.3. M bir Kenmotsu manifoldu olsun. Bdylece peM

noktasindaki T M tanjant uzayinda & vektor alanma dik bir X birim vektor alani
{X,9X} ortonormal olacak bigimde var ise {X, X} diizlemine TM nin ¢ -kesitseli

denir.

Ayrica
KX, 0X) = g(R(X, 9X)9X, X)

biciminde tanimlanan ifadeye M nin ¢ -kesitsel egriligi ad1 verilir [22].

Tanim 3.2.4. (2n+1)-boyutlu M Kenmotsu manifoldunun R egrilik tensorii

vVX,Y,Ze x (M) i¢in;

R(X,Y)Z = @[g(Y, 2)X -g(X,2)Y]

+ D @)Y - n(ym@x

+n(Y)gX, 2)§ —n(X)g(Y, 2)§
+g(X, 92)9Y — g(Y, 0Z)oX + 2g(X, 0Y)0Z] (3.10)

biciminde ise M ye ¢ = sabit ¢-kesitsel egriligine sahip Kenmotsu uzay form adi

verilir [22].
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Uzerlerinde tanimli hemen hemen degme metrik yapiyla birlikte asagidaki

Kenmotsu manifoldu 6rnekleri verilebilir:

Ornek 3.2.5. M, R’ deki (x, y, z) standart koordinatlar iizerinde z 0
olacak bigimde tanimli, 3-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. M iizerindeki her
noktada lineer bagimsiz

0 0
e, =z—, € =z—, € =—2—,
ox oy oz
baz vektorlerini alalim. M {izerindeki g Riemann metrigini

g (dx* +dy” +dz*)

2
V4

ile tamimlayalim. Bu durumda
gle,e;) =g(e,e,) =g(e,,e;) =0
gle,e) =g(e,,e,) =gles,e;) =1
oldugu goriilmektedir.
Diger taraftan ¢ (1, 1)-tipinde tensoér alanini, & vektér alanmi, n 1-formunu
VX ey(M) igin
o(e,) =—¢,, o(e,) =e,, o(e;) =0
ve
g=e;, n(X) = g(X.e;)
biciminde alalim. Buradan ¢ tensor alani ve g metrik tensoriiniin lineerlik
ozelliklerini kullandigimizda VX,Y € x(M) i¢in;
n(e;) =1,
¢*X = -X+n(X)e,
ve
g(eX,0Y) =g(X,Y) -n(Xn(Y)
esitliklerini saglayarak, {@,&,m,g} nin M {izerinde bir hemen hemen degme metrik
yap1 oldugu goriiliir.
Simdi de M {lizerindeki V Levi-Civita koneksiyonunu alalim. Buradan
[e,,e,]=0, le,,e;]=¢,, [e,.e;]=¢,

elde edilir.
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Diger taraftan Kozsul formiilleri yardimiyla M iizerindeki ortonormal {e ,e,,e;}

bazina gore;

¢, C) €5, Ve]e2 =0, € =€,

i =0, Veze2 €5, 68 =6,
ve

V.e =0, Ve, =0, V.e; =0

esitlikleri yardimi ile (3. 6) denkleminin saglandig1 goriilmektedir.
Simdi, a,b,c,a,b ve TeR degerleri icin,
X =ae, +be, +c&, Y =1ae, + be, + ¢
vektor alanlarini alalim. Buradan
o(Y) = o(ae, + be, + &)
=a(e,) + be(e,)
= be, —ae,
olup buradan
(V@)Y =Vx0Y —oVY
= (ba —ab)¢ + Cae, — The,
=2(0X, Y)E-n(Y)oX
elde edilir. Boylece (3. 5) denklemi yardimi ile M hemen hemen metrik

manifoldunun bir Kenmotsu manifoldu oldugu goriiliir [15].

Ornek 3.2.6. R™™" deki (x', x%, ..., ™) standart koordinatlar {izerinde

x' >0 olacak bigimde, iizerindeki g=(x')"I Riemann metrigi ile birlikte

2n+l
2n+1)-boyutlu H***' hiperbolik uzayin1 alalim.
yu p y
H”™' hiperbolik uzay1 iizerindeki her noktada lineer bagimsiz

la 1 6
PRty e, . =

€, =—X €, =—X

il = X ox 2’

9
ox'’

baz vektorlerini tanimlayalim.
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Bu durumda her 1<1,j<2n+1 igin;

g(e;,e;) =0, 1#]
ve
g(e,e) =1
oldugu goriilmektedir.

2n+l1

Diger taraftan H™" {izerindeki ¢ (1, 1)-tipinde tensor alanmni, & vektor alanini, n

I-formunu VX € x(M) ve her 2<i1<n+1 i¢in;
g=e, nX)=g(X.e,),
ve
¢(e) =0, ole)=e,> oe,)=¢
ile tanimlayalim.
Buradan ¢ tens6r alanm1 ile g metrik tensOriiniin lineerlik 6zelliklerini
kullandigimizda VX,Y € x(M) i¢in;
n(e)=1,
"X = -X+n(X)e,
ve
g(eX,0Y) =g(X,Y) -n(Xn(Y)
esitliklerini saglayarak, {@,&,m,g} nin M lizerinde bir hemen hemen degme metrik
yap1 oldugu goriiliir.
Simdi de M {lizerindeki V Levi-Civita koneksiyonunu alalim. Buradan

[e,,e;]=—¢,, 1<i<2n+1
[e;,e;]1=0, 2<i,j<2n+l1

elde edilir.
Diger taraftan Kozsul formiilleri yardimiyla M izerindeki ortonormal

{e;,e,,...,e, .} bazimna gore;
V,e, =0, V,e,=0, V. e;=0,....cee, Ve

€

V,er=¢,, V,e,=-¢,, V e;=0,..... » Ve
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=—c

2n+l

€ =Cnu veze2n+l = e, ¥2n+l eaner S 2041

€2n+1

esitliklerinin saglandig1 goriilmektedir. Buradan

2n+1

X:a]§+2aiei, a,eR
i=2

2n+1

Y=at+) ae, aeR
i=2

vektor alanlar1 i¢in

(VX(P)Y = vx(pY - (vaY

= Z [(aja;—aa)E+a(ae; —ae)]

2<i<j<2n+l1

=g(0X, Y)E-n(Y)oX

elde edilerek (3. 5) denkleminin saglandig1 ve dolayisiyla H*' in , iizerindeki

{p,€,m,g} hemen hemen degme metrik yapistyla birlikte bir Kenmotsu manifoldu

oldugu goriilmektedir [11].

3.2.1. Kath Carpim Uzerindeki Kenmotsu Yapisi

Bu bolimde kathh carpim yardimiyla bir Kaehler manifoldu iizerindeki
Kenmotsu yapisinin nasil olusturuldugu gosterilmis olup bazi 6nemli Ornekler

verilmistir .

Tamm 3.2.1.1. B ve F yari-Riemann manifoldlar1 ve g, ve g, srasiyla

B ve F yari-Riemann manifoldlar1 iizerindeki metrik tensorleri olsun. Bdylece,

Bx F manifoldu, iizerindeki
g=8p T 8f

metrik tensorii ile birlikte bir ¢arpim manifoldu olusturur [3].
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B manifoldu lizerinde C* smifindan, pozitif tanimli bir fonksiyon f olmak
tizere, M = Bx; F manifoldu, BxF manifoldu lizerindeki
g=gy +1’g;

metrik tensorii ile birlikte bir katli ¢arpim manifoldu olusturur [3].

Tanim 3.2.1.2. M bir reel diferensiyellenebilir manifold olsun. Eger her

peM noktasi i¢in J*=-1 olacak bigimde TM tanjant uzaymin bir J

endomorfizmi mevcut ise, M iizerindeki J tensor alanina bir hemen hemen kompleks

vapr adi verilir. Bir J hemen hemen kompleks yapisi ile verilen manifolda bir

hemen hemen kompleks manifold denir [41].

M iizerinde bir hemen hemen degme metrik yapist {p,&,m,g} ile verilsin.
O zaman M xR {izerinde herhangibir vektor alanm
d
X, f—
(X.f-0)
seklinde yazilabilir. Burada X, M manifolduna teget bir vektor alani; t, R nin bir
koordinati ve f %, M xR iizerinde bir C* fonksiyondur.

{p,&,M,g}, M lizerinde bir hemen hemen degme metrik yap1 olsun. Boylece

M xR iizerindeki bir hemen hemen kompleks yap1
IXE$) = (X - () S
dt dt

bi¢iminde tanimlanir. Kolayca J* = -1 oldugu gosterilebilir [41].

Tamm 3.2.1.3. M diferensiyellenebilir bir manifold olmak {izere, M iizerinde
(1, 1)-tipinde bir tensor alani F olsun. VX,Y € x(M) i¢in,

N, (X,Y)=F[X,Y]+[FX,FY]-FFX,Y]-FX,FY]

seklinde tanimli N, tensor alanina F tensor alanmnin Nijenhuis torsiyon tensorii adi

verilir.
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F =] olarak alinirsa,
N, (X, Y) = PIX,Y]+[IX,IY]-J[IX, Y]-J[X,JY]
=X, Y]+[IXJY]-JIX,Y]-J[X,]Y]

esitligi yazilir [41].

Tanim 3.2.1.4. (M, J), bir hemen hemen kompleks manifold olsun. Eger, M
tzerinde N, =0 ise M ye bir kompleks manifold denir [41].

Tanmm 3.2.1.5. (M, J), bir hemen hemen kompleks manifold olsun.
M iizerinde VX,Y € x(M) i¢in;
g(JX,JY)=g(X,Y)
seklinde verilen g Riemann metrigine Hermityan metrigi ad1 verilir [41].
Hermityan metrigi ile verilen bir hemen hemen kompleks manifold bir semen
hemen Hermityan manifold olarak adlandirilir. Ayrica, Hermityan metrigi ile verilen

kompleks manifolda Hermityan manifold ad1 verilir [41].

Tanim 3.2.1.6. (M, J, g) bir Hermityan manifold olsun. Eger M iizerinde
V]=0
oluyorsa, M ye bir Kaehler manifoldu ad1 verilir [41].

Teorem 3.2.1.7. M, iizerindeki (J, G) kompleks yapis1 ile birlikte bir Kaehler

manifold ve fde
f:R>R, f(t)=ce' c>0
bi¢iminde tanimli C* sinifindan bir fonksiyon olsun.
Rx. M kath ¢arpim manifoldu tizerindeki {g,&,m} yapismi her (t,x)eRxM ve
X eyx(RxM) igin

(b0 _d X) = g(X
ux) = 0 fz(t)GX > é_a’ T]( )_g( a&)

biciminde tanimlayalim. Burada G4, x € M noktasindaki G metrigine karsilik gelen

matrisi gostermektedir.
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Ayrica, Rx. M fizerindeki ¢ tensor alanmi her (t,x) e RxM i¢in

0 0
(p(t,x) - 0 (~p([,x)

Bony = (€°)T (7).

ile tamimlayalim. Burada,

bi¢imindedir.
Boylece {o,g,E,m} yapisi, bir hemen hemen degme metrik manifold ve Rx, M kath
carpim manifoldu da her X,Y € x(RxM) i¢in (3. 5) esitligi ile birlikte bir Kenmotsu

manifoldu olur. Burada V, Rx; M iizerindeki Levi-Civita koneksiyonudur [22].

Teorem 3.2.1.8. M, ve M, iizerlerindeki {o,,g,} ve {9,,&,,n,,8,} yapilari

ile birlikte siras1 ile hemen hemen Hermitian manifold ve hemen hemen degme

metrik manifold olsunlar. M, xM, carpim manifoldunun, iizerindeki {@,g,&,n}

hemen hemen degme metrik yapi ile bir Kenmotsu manifoldu olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul, M, ve M, manifoldlarinin sirasiyla Kaehler ve Kenmotsu manifoldu

olmalaridir [39].

Tamm 3.2.1.9. CP" kompleks projektif uzay iizerindeki homojen koordinat
sistemi {z’,Z',...,z"} olsun. CP" iizerinde her j i¢in z' # 0 olacak bigimde, U ; agik

kiimelerini alalim. U i kiimesi tizerinde
th =2k i, k=0,1,...,n

bigiminde {t?,...,tji,...,t';} lokal koordinat sistemini tanimlayalim. Bu durumda t, t

koordinatinin eslenigi olmak iizere;

, A T dtrde) - O Tt ) tHdT*)
ds” =4 —
1+ 1)

ile tanimlanan CP"  kompleks projektif uzay lizerindeki  metrige

Fubini-Study metrigi ad1 verilir [40].
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Tanim 3.2.1.10. C" kompleks uzaymin
D" ={(Z,...,z"): ZZ“Z“ <1}
bi¢iminde tanimli agik birim diskini alalim.
Bu durumda 7z, z koordinatinin eslenigi olmak iizere;

sy (1->"z°z*) (D dz*dz*)+ (D z%dz*)( D z*dz*)

ds (l_zzuiu)Z

ile tanimlanan D" birim diski tizerindeki metrige Bergman metrigi ad1 verilir [40].

Boylece, asagidaki Kenmotsu manifold 6rnekleri verilebilir:

Ornek 3.2.1.11. C" kompleks uzay, iizerindeki Fubini-Study metrigi ile
birlikte CP" kompleks projektif uzay ve Bergman metrigi ile D" < C" birim diski,
¢ = sabit holomorfik egrilikleri sirasiyla ¢ = 0, ¢c>0 ve ¢c<0 bi¢iminde olan Kaehler

manifolddurlar.
Simdi, R izerinde pozitif taniml, f(t)=ce' diferensiyellenebilir
fonksiyonunu alalim.  Boylece Rx,C",Rx,CP" ve Rx,D" kath ¢arpim

manifoldlar1 birer Kenmotsu manifoldu olurlar [33].

Benzer sekilde Ornek 3.2.1.11 de verilen yapilar iizerinde asagidaki &rnek

verilebilir:

Ornek 3.2.1.12. C" kompleks uzay, iizerindeki Fubini-Study metrigi ile
birlikte CP" kompleks projektif uzay ve Bergman metrigi ile D" —c C" birim diski
¢ = sabit holomorfik egrilikleri sirasiyla ¢ = 0, ¢c>0 ve c<0 bi¢ciminde olan Kaehler
manifoldudurlar. ~ Bdylece H*"' bir Kenmotsu manifold olmak {izere,
C"xH>™"" ,CP" xH*™"' ve D"xH*""" ¢arpim manifoldlar1 birer Kenmotsu manifoldu

olurlar [33].
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4. KENMOTSU MANIFOLDLARI UZERINDE CEYREK-SIMETRIK
METRIK KONEKSiYON

Bu boliim orijinal sonuclar icermektedir. Bu boliimde Kenmotsu manifoldlari
iizerinde ceyrek-simetrik metrik koneksiyon incelenmistir. Ceyrek-simetrik metrik
koneksiyona gore bir Kenmotsu manifoldunun egrilik tensorii ve Ricci tensorii ile
skaler egriligi elde edilmis olup, ceyrek-simetrik metrik koneksiyona gore lokal
simetrik n-boyutlu bir Kenmotsu manifoldunun Levi-Civita koneksiyonuna gore
skaler egriliginin r=n(l—n) oldugu bulunmustur. Ayrica ¢eyrek-simetrik metrik
koneksiyona gore genellestirilmis rekiirent, ¢ -rekiirent ve Chaki-pseudosimetrik

Kenmotsu manifoldlarinin var olmadig: gosterilmistir.

Tanim 4.1. M bir Riemann manifoldu olsun. Eger M nin V lineer

koneksiyonuna ait

T(X,Y)=Vx Y = Vy X—[X,Y] @. 1)
biciminde tanimli torsiyon tensorii T,V X, Y € x (M) i¢in;
T(X,Y) =n(Y)eX -n(X)oY, (4.2)

sartint1 sagliyor ise V ya ¢eyrek-simetrik koneksiyon adi verilir. Burada

n diferensiyellenebilir bir 1-form ve @ (1, 1)-tipinde bir tensor alanidir [20].
Eger M Riemann manifoldu {izerinde g Riemann metrigine gore
vVX,Y,Ze x (M) icin;
(Vxg)Y,2)=0 4. 3)

kosulu saglamiyor ise V koneksiyonuna c¢eyrek-simetrik metrik koneksiyon adi

verilir [42].
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M, n-boyutlu bir hemen hemen degme metrik manifoldu olsun. V ve %

sirast i1le M iizerinde Levi-Civita koneksiyonu ve ¢eyrek-simetrik metrik

koneksiyonu gostermek iizere, V ile V arasindaki bagmt1V X, Y € x (M) i¢in;

VxY=V,Y+D(X,Y) 4. 4)
denklemi yardimai ile verilmektedir [42].

Burada D (1, I)-tipindeki tensor alani, M iizerindeki V ¢eyrek-simetrik metrik
koneksiyona goreV X, Y € x (M) i¢in;

D(X,Y)= %[T(X,Y) +T (X Y)+T(Y,X)] 4.5)
bigiminde tanimli olup, T (1, 1)-tipindeki tensor alan1 ise

2(T(X,Y),2)=g(T(Z,X),Y) (4.6)

denklemi yardimu ile verilir [42].

Tamm 4.2. (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. M {izerinde bir
tanjant U vektor alanini, o # 0 1-formu yardimu ile
g(X,U) = a(X)
bi¢iminde tanimlayalim. M nin egrilik tensorii R, VX,Y,Z, W € x(M) i¢in;
0" (VxR)(Y,2)W) = (X)R(Y,Z)W (4.7)

kosulunu sagliyorsa M ye ¢ -rekiirent ad1 verilir.

Onerme 4.3. n-boyutlu bir M Riemann manifoldu iizerinde V Levi-Civita
koneksiyonu ile % ceyrek-simetrik metrik koneksiyon arasindaki bagnti,
Vx Y =V,Y -n(X)oY 4. 8)
bi¢imindedir [36].
Ispat : n-boyutlu bir M Riemann manifoldu iizerinde % ceyrek-simetrik

metrik koneksiyona ait (4. 2) denklemi ile verilen torsiyon tensori (4. 6)

denkleminde kullanildiginda,

g(T(X,Y),Z) = gm(X)9Z-n(Z)pX,Y)

yazilabilir.
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Buradan da
2(T(X,Y),2) =n(X)g(9Z,Y) -n(Z)g(¢X,Y)
biciminde olup V Ze y (M) i¢in;
T'(X,Y) =g(oY,X)E-n(X)pY (4.9)
elde edilir.
(4. 2) ile (4. 9) denklemleri (4. 5) denkleminde yerlerine yazildiginda

DX Y) = [V )eX - 1C00Y + (oY, X

—N(X)eY +g(eX, )& —n(Y)eX]
bulunur. Son denklemde gerekli sadelestirmeler yapilarak ¢ tensor alaninin anti-
simetri 6zelligi kullanildiginda

D(X,Y) =-n(X)eY
elde edilir. Buradan da son denklem (4. 4) de yerine yazildiginda V X, Y € y (M)

i¢in;
Vx Y =V,Y -n(X)oY
olur. ]
(4. 8) denkleminde Y =& alindiginda bir Kenmotsu manifoldu {izerinde
Vx &=V, =X -n(X)E (4. 10)
elde edilir.

Onerme 4.4. n-boyutlu bir M Kenmotsu manifoldu iizerinde V Levi-Civita
koneksiyonuna gore egrilik tensorii R ve V ¢eyrek-simetrik metrik koneksiyona gore

egrilik tensorii R olmak iizere, R ile R arasindaki baginti

loi(X, Y)Z=R(X,Y)Z+n(X)g(eY,Z)E—n(Y)g(0X,Z)E

—nXM@)eY +n(Y)n(Z)eX 4.11)
bi¢imindedir [36].
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Ispat : V ¢eyrek-simetrik metrik koneksiyona gore egrilik tensorii R olmak

izere, VX, Y,Z € x (M) i¢in ;

R(X,Y)Z=Vx Vy Z-Vy Vx Z~Vixy Z 4. 12)
bi¢imindedir. (4. 12) denkleminde (4. 8) kullanildiginda

R(X,Y)Z = Vx(VyZ-1(Y)0Z) ~Vx (Y Z-1(X)0Z)
~VixyvZ+ n([X,YDoZ

olup buradan da

R(X,Y)Z=VxV,Z-1(Y)Vx(9Z)—g(Vx Y,E)0Z — (Y, Vx £)9Z

VYV, Z (X)) Vy(0Z) + g(Vy X, E)9Z + g(X, Vy £)9Z
—VixyiZ+8(VxY,)eZ -g(VX,8)oZ (4.13)
elde edilir. (4. 13) denkleminde, (4. 10) ile (4. 8) esitlikleri kullanildiginda
R(X,Y)Z=V,V,Z-n(X)p(V,Z)-1(Y)V, (92) + n(X)N(Y)¢'Z

—8(Vy Y, O)oZ +N(X)g(9Y, E)eZ - g(Y,VE)oZ

=V Vi ZANYO(VZ) +n(X)V y (9Z) - n(XM(Y)e*Z
+8(VyX,8)oZ —n(Y)g(0X, E)oZ + g(X,V,&)eZ
—VixyiZ+8(VxY,0)eZ -g(VX,8)oZ (4. 14)

bulunur. M bir Kenmotsu manifoldu oldugundan (3. 1) ile (3. 6) denklemleri
kullanilarak gerekli diizenlemeler yapildiginda (4. 14) denklemi

R(X,Y)Z = R(X,Y)Z+ XNV, @)Z - (Y)(V @) Z -n(X)n(Y)Z
+NEONYMZ)E - (X, Y)OZ + n(X)(Y)OZ +n(X)n(Y)Z
—nNXMYMZ)E + g(X, Y)oZ —n(XM(Y)eZ
bigimine doniisiir. Buradan da gerekli sadelesmeler yapildiginda

R(X,Y)Z=R(X, Y)Z+n(X)(V,9)Z~n(Y)(V0)Z (4. 15)

sonucuna ulasilir.
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M bir Kenmotsu manifoldu oldugundan (4. 15) denkleminde (3. 5) denklemi
kullanildiginda

loi(X, Y)Z=R(X,Y)Z+n(X)g(eY,Z)E—n(Y)g(0X,Z)E

—nXM@)eY +n(Y)n(Z)eX

elde edilir. L]

Onerme 4.5. n-boyutlu bir M Kenmotsu manifoldu iizerinde V Levi-Civita
koneksiyonuna gore egrilik tensorii R ve V ¢eyrek-simetrik metrik koneksiyona gore

egrilik tensorii 10{ olmak iizere, VX, Ye x (M) i¢in ;
(i) loi(X, )Y =g(X,Y)E—n(Y)X-g(eX,Y)E+n(Y)eX
(i) loi(X, Y)E=n(X)Y —n(Y)X-n(X)eY +n(Y)oX

(i) R(EX)E=X-nX)E— X
bi¢imindedir [36].

Ispat : (4. 11) denkleminde sirasiile Y =& ve Z =Y olarak alindiginda

R(X,E)Y =R(X,EY —g(0X, V)E+n(Y)oX
elde edilir.
M bir Kenmotsu manifoldu oldugundan (3. 8) denklemi yardimiyla
R(X,8)Y = g(X, V)&~ n(Y)X ~g(0X, V)& +n(Y)pX (4. 16)
yazilabilir. Boylece (i) denklemi elde edilir.
Benzer sekilde (4. 11) denkleminde Z = £ olarak alindiginda

R(X,Y)E =R(X, V)5 —n(X)oY +n(Y)eX
yazilabilir. M bir Kenmotsu manifoldu oldugundan burada yeniden (3. 8) denklemi
kullanildiginda

R(X, )& =n(X)Y —n(Y)X-n(X)eY +n(Y)eX (4.17)
biciminde (ii) denklemi elde edilir.
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Son olarak (4. 11) denkleminde sirasiile X =Z =¢& ve Y = X olarak alindiginda

R(E,X)E=R(E, X)E~0X
bulunur. M bir Kenmotsu manifoldu oldugundan buradan (3. 8) denklemi yardimi

ile

R(E,X)E=X-n(X)E-9X (4. 18)
elde edilir. Bu da bize (ii1) denklemini verir. ]
Onerme 4.6. n-boyutlu bir M Kenmotsu manifoldu iizerinde

V ¢eyrek-simetrik metrik koneksiyona gore Ricci tensorii ve skalar egriligi sirasiyla

(1) o
S ve r olmak iizere,

S(Y,Z) =S(Y,Z) +g(¢Y. Z) (4. 19)
ve
P=r (4. 20)
dir [36].
Ispat : (4. 11) denkleminin her iki yannm We y(M) ile i¢ carpmu
alindiginda

—nX2)g(eY, W) +n(Y)(Z)g(eX, W) (4.21)
yazilabilir. Buradan da X ve W vektor alanlarina gore kontraksiyon yapildiginda
S(Y.2)=S(Y.2) +g(0Y.2)

elde edilir.

Son denklemde de Y ve Z vektor alanlarina gore kontraksiyon yapildiginda

r=r
bulunur. -

(4. 21) denkleminde Z =& olarak alindiginda

S(Y.8) =S(Y.&) = (1-n)n(Y) (4.22)

oldugu goriiliir.
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V]

Onerme 4.7. n-boyutlu bir M Kenmotsu manifoldu iizerinde V

ceyrek-simetrik metrik koneksiyona gore VX, Y, Z, We x (M) i¢in ;
G) RXY,ZW)+R(X,Y,W,Z)=0

()  R(X,Y,Z W)+R(Y,X,Z, W)=0
bi¢imindedir [36].

Ispat : (2n+1)-boyutlu bir M Kenmotsu manifoldu iizerinde V Levi-Civita
koneksiyonuna gore egrilik tensorii R ve V ¢eyrek-simetrik metrik koneksiyona gore
egrilik tensorii R olmak iizere, VX, Y, Z, We x (M) i¢in ;

—nXM(2)gleY, W) + n(Ym(Z)g(eX, W) (4.23)
oldugunu biliyoruz. Diger taraftan (4. 23) denkleminde W ile Z vektor alanlarmin
yerleri degistirildiginde

—nXMW)g(@Y,Z) +n(Y)m(W)g(eX,Z) (4.24)
elde edilir. (4. 23) ile (4. 24) denklemleri taraf tarafa toplandiginda
R(X,Y,Z, W)+ R(X,Y,W,Z)=R(X,Y,Z, W)+ R(X,Y, W,Z)
bulunur. Buradan da V Levi-Civita koneksiyonuna goére R egrilik tensoriiniin
ozellikleri kullanildiginda
R(X,Y,Z, W)+ R(X,Y,W,Z)=0

sonucuna ulasilir.

Benzer sekilde (4. 23) denkleminde Y = X ve W = Z olarak alindiginda

loi(Y, X,W,Z) =R(Y,X,W,Z) +n(Y)n(D)g(eX, W) —n(X)n(Z)g(eY, W)

—N(YINW)g(0X,Z) +n(X)Im(W)g(eY,Z) (4.25)
elde edilir.
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(4. 23) ile (4. 25) denklemleri taraf tarafa toplandiginda

R(X,Y,Z, W)+ R(Y,X,W,Z)=R(X,Y,Z, W)+ R(Y, X, W,Z)
olup buradan da V Levi-Civita koneksiyonuna gore R egrilik tensoriiniin 6zellikleri

kullanildiginda

R(X,Y,Z,W)+R(Y,X,Z, W)=0

bulunur. -

Teorem 4.8. M, V ceyrek-simetrik metrik koneksiyona gore n-boyutlu lokal
simetrik bir Kenmotsu manifoldu olsun. Bu durumda M nin Levi-Civita

koneksiyonuna gore skaler egriligi r=n(l1—n) dir [36].

Ispat : M, % ceyrek-simetrik metrik koneksiyona gore lokal simetrik
oldugundan (2. 12) denklemi yardimiyla VX, Y, Z, We x (M) i¢in ;
(Vx R)(Y,Z)W =0 (4. 26)
yazilabilir. (4. 26) denkleminin U € x (M) ile i¢ ¢carpimi alindiginda
(Vx R)(Y,Z,W,U)=0
olur. Buradan da Y ve U vektor alanlarma gore kontraksiyon yapildiginda
(VxS)NZ,W)=0 (4. 27)
elde edilir.

Diger taraftan ¢eyrek-simetrik metrik koneksiyona gore (2. 6) esitligi kullanildiginda
(4. 27) denklemi

Vx S(Z, W)= S(Vx Z, W)= S(Z,Vx W) =0 (4. 28)
bicimine doniisiir. (4. 28) denkleminde W = & olarak alindiginda

VxS(Z,£)-S(Vx Z,£)—S(Z,Vx €)=0
olup burada (4. 10) ve (4. 22) denklemleri kullanildiginda

(1=n)Vx(M(Z)) + (1= n)n(Vx Z) = S(Z, X —1(X)E) = 0 (4. 29)

yazilabilir.
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(4. 29) denkleminde gerekli diizenlemeler yapildiginda

(1-1n)g(Vx Z,0) +(1-mg(Z,Vx &) - (1-1)g(Vx Z,8) = S(Z, X) + n(X)S(Z,5) = 0
elde edilir. Burada gerekli sadelestirmeler yapilarak (4. 10), (4. 19) ve (4. 22)
denklemleri kullanildiginda

(1 -n)g(Z, X -n(X)S) = S(Z, X) — g(¢Z, X) + (1 -n)n(X)n(Z) = 0

olup buradan da

(1-n)g(X,Z)-S(X,Z) - g(¢Z,X)=0 (4. 30)
sonucuna ulasilir. (4. 30) denkleminde X ve Z vektor alanlarina gore kontraksiyon
yapildiginda

r=n(l—-n)
elde edilir. Bdylece teoremin ispat1 tamamlanmis olur. ]

Teorem 4.9. V ceyrek-simetrik metrik koneksiyona gore genellestirilmis

rekiirent Kenmotsu manifoldu yoktur [36].

Ispat : M, % ceyrek-simetrik metrik koneksiyona gore genellestirilmis
rekiirent bir Kenmotsu manifoldu olsun. Bu durumda (2. 14) denklemi yardimiyla
VX,Y,Z, Wey(M)igin ;

(Vx R)(Y,Z)W = a(X)R(Y, )W +B(X)[2(Z, W)Y —g(Y,W)Z]  (4.31)
yazilabilir. (4. 31) denkleminde Y = W =& olarak alindiginda

(Vx R)(E 2)E = a(X) R(E, 2)E + BX)N(Z)E - Z]
elde edilir. Buradan (4. 18) esitligi geregi son denklem

(Vx R)(E 2)E = [B(X) - a(X)N(Z)E - Z}—a(X)9Z (4. 32)
bi¢imine dontisiir.
Diger taraftan (2. 6) denklemi kullanildiginda

(Vx R)(& 2)E = Vx R(E,2)E ~R(Vx &, 2)E

“R(E,Vx 2)E~R(E,Z) Vx E 4. 33)
olur.
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(4. 33) denkleminde (4. 10) ve (4. 18) degerleri yerlerine yazildiginda
(VxR)(E, 2)E = Vx(Z-n(2)E - 9Z) -R(X,Z)S+n(X)R(E,Z)C

-Vx Z+n(Vx 2)E+9Vx Z-R(§,Z2)X+n(X)R(E, Z)E
sonucuna ulagilir. Burada (4. 8) denklemi ile (4. 17) ve (4. 18) esitlikleri
kullanildiginda

(Vx R)(E 2)E = —g(Vx Z,E)E — 8(Z, Vx E)E ~N(Z) Vx &=V 0Z + n(X)0’Z
—N(X)Z +n(2)X +N(X)QZ —n(2)pX + 2n(X)Z - 2n(X)M(Z)E — 2n(X)pZ

+2(Vx Z,£)E+ 0V Z-n(X)9’Z -n(X)Z + (X, 2)& + g(9X, 2)E +n(X)pZ
elde edilir. Son denklemde gerekli sadelestirmeler yapilarak (4. 10) denklemi
yardimiyla

(Vx R)(& 2) = —g(X, 2)& + n(X)N(Z)E + N(XM(Z)E — (V) Z

—N(2D)eX =2n(X)MN(Z)E + (X, Z)c + g(9X, Z)g (4.34)
bulunur. M bir Kenmotsu manifoldu oldugundan (4. 34) denkleminde (3. 5)

kullanildiginda
(Vx R)(E Z)E =0 (4. 35)
sonucuna ulagilir. (4. 32) ve (4. 35) denklemlerinin sag taraflar1 karsilastirildiginda
[BX) —a(X){N(2)E - Z} — a(X)9Z = 0 (4.36)
yazilabilir. (4. 37) denkleminde Z = ¢Z alindiginda
[BX) = a(X)]0Z + a(X) {n(2)E - Z} = 0 (4.37)

elde edilir. Buradan (4. 36) ve (4. 37) denklemleri karsilastirildiginda

[a(X)]* +[B(X) —a(X)]* =0
bulunur. Bu da bize VX € x (M) i¢in o(X) =p(X) =0 oldugunu gosterir. Ancak
tanim geregi PB#0 oldugundan bu sonug¢ varsayimla celisir. Boylece

ceyrek-simetrik metrik koneksiyona gore genellestirilmis rekiirent Kenmotsu

manifoldu olmadig1 sonucuna ulasilir. ]

Teorem 4.10. V c¢eyrek-simetrik metrik koneksiyona gore ¢ -rekiirent

Kenmotsu manifoldu yoktur [36].
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Ispat : M V ceyrek-simetrik metrik koneksiyona gore ¢ -rekiirent bir

Kenmotsu manifoldu olsun. Dolayisiyla (4. 7) denklemi yardimiyla
VX,Y,Z, Wey(M)igin ;

0> ((Vx R)(Y,Z)W) = a(X)R(Y, Z)W (4. 38)
yazilabilir. M, bir hemen hemen degme metrik manifold oldugundan (4. 38)

denkleminde (3. 1) esitligi kullanildiginda

~(Vx R)(Y, Z)W +1((Vx R)(Y, Z)W)E = a(X)R(Y, Z)W (4. 39)
elde edilir. (4. 39) denkleminde Y =W = £ olarak alindiginda

~(Vx R)(E 2)E+1((Vx R)(E 2)E)E = a(X)R(E, Z)E
olur. Buradan da (4. 35) denklemi yardimu ile
A(X)R(E,2)E =0
bulunur. Son denklemde (4. 18) kullanildiginda
a(X)[Z-¢Z-1(Z)]=0 (4. 40)
elde edilir. (4. 40) denklemi bize VX € y(M) icin o(X) =0 oldugunu gosterir.
Ancak tanim geregi o #0 oldugundan bu durum varsayimla ¢elisir. Boylece
ceyrek-simetrik metrik koneksiyona gore ¢ -rekiirent Kenmotsu manifoldu olmadigi

sonucuna ulasilir. m

Teorem 4.11. V  ceyrek-simetrik  metrik  koneksiyona  gore

Chaki-pseudosimetrik Kenmotsu manifoldu yoktur [36].

Ispat : M, V ceyrek-simetrik metrik koneksiyona gére pseudosimetrik bir
Kenmotsu manifoldu olsun. Bu durumda (2. 15) denklemi g6z 6niine alindiginda

vVX,Y,Z, W e yxy(M)igin ;
(Vx R)(Y,Z, W) = 20(X)R(Y, Z)W + o(Y)R(X, Z)W

+A(Z)R(Y, X)W +a(W)R(Y,Z)X (4. 41)
+g(R(Y,Z)W,X)U

yazilabilir.
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(4. 41) denkleminin her iki yaninin V € y (M) ile i¢ ¢arpimi1 alindiginda
(Vx R)(Y,Z,W,V) = 2a(X)R(Y,Z, W, V) +a(Y)R(X,Z,W, V)

+a(Z)R(Y, X, W, V)+ a(W)R(Y,Z, X, V)
+(R(Y,2)W, X)g(U, V)
elde edilir. Buradan da 'Y ve V vektor alanlarmma gore kontraksiyon yapilarak (4. 11)

denklemi kullanildiginda son denklem

(Vx S)(Z, W) = 2a(X)S(Z, W) + a(R (X, Z)W) + a(Z) S(X, W) (4. 42)
+a(W) §(Z, X) = o(R(W,X)Z) + a(E(X)g(0Z, W)
+n(XM(Z)a(eW) —a(EM(W)E(9Z, X) —n(Z)n(W)a(9X)

bi¢imine doniisiir. Son denklemde W = & olarak alindiginda
(VxS)Z,8) = 20(X)S(Z,8) + a(R(X, Z)C) + o(Z) S(X, )

(&) S(Z,X) - a(R(6,X)2) + a(EX)E(OZ, E)
+NXIN(Z2)o(98) — a(EN(S)2(9Z, X) —n(Z)M(E)a(9X)
elde edilir. Burada (4. 17), (4. 19) ile (4. 22) denklemleri kullanilarak gerekli

diizenlemeler yapildiginda

(Vx S)(Z&) = 2(1 = ma(X)n(2) + a(n(X)Z-nZ)X ~n(X)pZ +N(Z)9X)
+(I=n)o(Z)n(X) + a(E)S(Z, X) + a(E)g(¢Z, X)
—a(R(&,X)Z) - a(&)g(9Z, X) - n(Z)a(9X) (4.43)
olur. M bir Kenmotsu manifoldu oldugundan (4. 43) denkleminde (3. 8)
kullanildiginda

(Vx S)(Z.&) = 2(1 = ma(X)n(2) + n(X)e(Z) - (D) (X) - (X)ox(02)
+N(Z)o(@X) + (I - n)a(ZN(X) + a(E)S(Z, X) + a(8)g(¢Z, X)
~N(Z)ouX) + a(9)g(X, Z) — a(8)g(¢Z, X) = n(Z)a(9X)

bulunur. Buradan gerekli diizenlemeler yapilarak Levi-Civita koneksiyonuna gore

S Ricci tensoriiniin simetrikligi kullanildiginda
(VxS)(Z,8) = —2na(X)M(2) + (2 - n)n(X)a(2)

—N(X)a(¢Z) + UE)S(X, Z) + a(E)g(X, Z) (4. 44)
elde edilir.

42



Diger taraftan V ¢eyrek-simetrik metrik koneksiyona gére M nin Ricci tensorii S nin

kovaryant tiirevinin

(Vx S)(Z, W) = Vx S(Z, W)= S(Vx Z, W) —S(Z,Vx W) (4. 45)
biciminde oldugunu biliyoruz. (4. 45) denkleminde W vektor alani yerine
& alindiginda

(VxSNZ,€) = Vx S(Z.&)~S(Vx Z,&) ~S(Z, Vx &)
olur. Buradan da (4. 8), (4. 10) ve (4. 22) denklemleri kullanildiginda

(VxSNZ,&) =(1=n)Vx (D)~ (I-n)n(Vx 2)-S(Z,X-n(X)E) (4.46)
elde edilir.
(4. 46) denkleminde (4. 19) ile (4. 22) esitlikleri kullanilarak gerekli diizenlemeler
yapildiginda

(Vx S)(Z,8) = (1-1)g(X, 2) - S(X, Z) - 2(X, 9Z) (4. 47)
bulunur. (4. 44) denklemi ile (4. 47) denklemlerinin sag taraflar1 karsilastirildiginda

(1-m)g(X,7Z) -8(X,2) - g(X,0Z)

==2na(X)M(Z) + (2 -n)n(X)a(Z)

—NX)U@Z) + U(E)S(X, Z) + a()g(X,Z) (4. 48)
sonucuna ulasilir. (4. 48) denkleminde X =Z=¢ almarak (3. 9) denklemi
kullanildiginda

—4(n-Do(§) =0
olup n >1 oldugundan buradan
a(&)=0 (4. 49)
elde edilir.
Simdi a nin M {izerindeki her bir vektor alani i¢in sifira esit oldugunu gosterelim.
(4. 42) denkleminde Z vektor alani yerine & konularak (4. 49) denklemi g6z Oniine

alindiginda

(Vx S)(E W) = 20(X) S(&, W) + a(R(X,E)W) + a( W) S(E, X)
— a(R(W,X)E) + n(X)a(@W) —n(Wia(eX) (4. 50)

bulunur.
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(4. 50) denkleminde (4. 22) denklemi ile (4. 16) kullanildiginda

(VxS)(E W) = 2(1 - m)a(X)n(W) + a(g(X, W)E-1(W)X - g(X, W)E +1(W)eX)
H(1=m)a(Wn(X) - a(R(W, X)E) + n(X)a(@W) - n(W)a(eX)
olur.

Diger taraftan, M bir Kenmotsu manifoldu oldugundan son denklemde (3. 8)

esitligi kullanilarak (4. 47) denklemi de g6z Oniine alindiginda

(Vx S)(E, W) = 2Zno(X)(W) + (2 - n)o(W)n(X) +n(X)a(eW) (4. 51)
elde edilir. Ayrica (4. 51) denkleminde Z =& olarak alindiginda

(Vx S)(E W) = Vx S(E&, W)= S(Vx &, W) —S(E, Vx W)
yazilabilir.

Buradan da (4. 8), (4. 10) ve (4. 22) denklemleri kullanildiginda son denklem

(Vx S)(E& W) = (1= m)g(X, W)= S(X, W)~ g(9X, W) (4.52)

bi¢imine doniisiir. (4. 51) ve (4. 52) esitliklerinin sag taraflar1 karsilastirildiginda

(1 -n)g(X, W) =S(X, W) - g(oX, W) (4.53)

= “2n0(X)NW) + (2~ ma(Wn(X) + n(X)o(W)
elde edilir. (4. 53) denkleminde W =§& alinarak (4. 49) esitligi kullanildiginda
VX eyx(M)igin ;

a(X)=0

oldugu goriiliir. Ancak tanim geregi o # 0 oldugundan bu durum varsayimla celigir.

Boylece ¢eyrek-simetrik metrik koneksiyona gore Chaki-pseudosimetrik Kenmotsu

manifoldu olmadig1 sonucuna ulagilir. ]
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5. KENMOTSU MANIFOLDLARININ BAZI ALTMANIFOLDLARI

Bu bolim orijinal sonuglar igermektedir. Bu bolimde Kenmotsu
manifoldlarmin  altmanifoldlar1 ele almarak, birinci bolimde Kenmotsu
manifoldunun bir altmanifoldunun ikinci temel formunun sirasi ile rekiirent,
2-rekiirent ve genellestirilmis 2-rekiirent olmasit durumlarinda altmanifoldun total
geodezik oldugu gosterilmistir. Ayrica paralel li¢ilincii temel forma sahip Kenmotsu
manifoldunun bir altmanifoldunun da total geodezik oldugu sonucu elde edilmistir.
Ikinci bolimde bir Kenmotsu uzay formun yari-umbilik bir hiperyiizeyinin
genellestirilmis yari-Einstein oldugu gosterilmistir. Son boliimde ise bir Kenmotsu
manifoldunun  bir  altmanifoldunun  pseudoparalel,  Ricci-genellestirilmis
pseudoparalel, 2-pseudoparalel ve Ricci-genellestirilmis 2-pseudoparalel olmasi

durumlar1 incelenmistir.

Onerme 5.1. (2n+1)-boyutlu M Kenmotsu manifoldunun ¢ tanjant bir
vektor alam1 olmak {izere n-boyutlu bir altmanifoldu M olsun. Bu durumda
vV Xe y(M) i¢in;

Vxg=X-n(X)S (5. 1)
ve
h(X, &) =0 (5.2)
dir [23].

Onerme 5.2. (2n+1)-boyutlu M Kenmotsu manifoldunun & vektor alani
tanjant olacak bi¢imde, n-boyutlu bir altmanifoldu M olsun. M altmanifoldunun
egrilik tensorii R ve Ricci tensorii S olmak tlizere V X, Y e x (M) i¢in;

RX,Y)E=n(X)Y -n(Y)X (5.3
ve

S(Y, &) =—(n—-Dn(Y) (5.4)
bi¢imindedir.
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ispat : M Kenmotsu manifoldunun M altmanifoldunun egrilik tensériiniin
(2. 22) denklemi geregi
R (X, Y)Z=R(X, Y)Z +Anx.2)Y — An(v.2 X

oldugunu biliyoruz. Buradan Z =& olarak alindiginda

RX,Y)E=R(X,Y)E+A, .. Y—A, . X

h(X.5) h(Y.5)

elde edilir. Son denklemde (5. 2) esitligi kullanildiginda

R(X,Y)E =R(X,Y)E
bulunur. Buradan da (3. 8) denklemi kullanildiginda

R(X,Y)S=n(X)Y -n(Y)X
elde edilir. Son denklemin her iki yaninin W vektor alani ile i¢ ¢arpimi alindiginda

R(X,Y, &, W) =n(X)g(Y, W) -n(Y)g(X, W)
olur. Buradan da X ve W vektor alanlarina gore kontraksiyon yapildiginda
S(Y,8) = —(n=Dn(Y)

elde edilir. L]

Onerme 5.3. (2n+1)-boyutlu M Kenmotsu manifoldunun & vektor alani
tanjant olacak bigimde n-boyutlu bir altmanifoldu M olsun. Bu durumda, V X,
Ye x (M) i¢in;

80X, 8) =0 (.35)
ve
g(9X, oY) = g(X, Y) —n(Xn(Y) (3. 6)
esitlikleri saglanmaktadir [23].

5.1. Kenmotsu Manifoldlarinin Rekiirent Altmanifoldlari

M. Kobayashi, [23] nolu makalesinde bir Kenmotsu manifoldun paralel ikinci
temel forma sahip bir altmanifoldunun total geodezik oldugunu gostermistir. Bu
boliimde, bu sonucun bir genellemesi olarak bir Kenmotsu manifoldun sirasiyla
rekiirent, 2-rekiirent ve genellestirilmis 2-rekiirent ikinci temel forma sahip

altmanifoldlar ile paralel {igiincii temel forma sahip altmanifoldlar1 incelenmistir.
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Teorem 5.1.1. (2n+1)-boyutlu M Kenmotsu manifoldunun & vektor alani
tanjant olacak bigimde n-boyutlu bir altmanifoldu M olsun. Bu durumda M nin
ikinci temel formu h nin rekiirent olmasi i¢cin gerek ve yeter kosul M nin total

geodezik olmasidir [37].

Ispat : ikinci temel form h rekiirent oldugundan (2. 9) denklemi yardimiyla
vVX,Y,Ze x (M) icin;
(V xh)(Y, Z) = $(X)h(Y,Z2) (5.7)
yazilabilir. Buradan (2. 19) denklemi kullanildiginda, (5. 7) denklemi
Vih(Y,Z)-h(V,Y,Z)-h(Y,V,Z)
=0(X)h(Y,Z)
bi¢imine doniisiir. Son denklemde Z = £ alindiginda
Vih(Y,8) -h(V,Y,8) - h(Y,V,&) = §(X)h(Y,&)
elde edilir. Buradan (5. 1) ve (5. 2) denklemleri kullanildiginda
h(Y, X~ n(X)¢) =0
bulunur.
Ikinci temel form h 2-lineer oldugundan, son denklem
h(X, Y) —n(X)h(Y, &) =0
bi¢iminde yazilabilir. Buradan yeniden (5. 2) denklemi g6z 6niine alindiginda
h(X,Y)=0
elde edilir. Bu da M altmanifoldunun total geodezik oldugunu gosterir.
Tersine M Kenmotsu manifoldunun M altmanifoldu total geodezik olsun.
Bu durumda M nin ikinci temel formu h nmn (5. 7) denklemini sagladigi
goriilmektedir. Bu da h nin rekiirent oldugunu gosterir. Boylece ispat tamamlanmis

olur. n

Teorem 5.1.2. (2n+1)-boyutlu M Kenmotsu manifoldunun & vektor alani
tanjant olacak bigimde n-boyutlu bir altmanifoldu M olsun. Bu durumda M nin
paralel igiincii temel forma sahip olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M nin total

geodezik olmasidir [37].
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Ispat : M Kenmotsu manifoldunun & vektor alanina tanjant olacak bigimde
bir M altmanifoldunu alalim. M, paralel iiglincii temel forma sahip olsun. Bu
durumda (2. 34) yardimiyla VX, Y, Z, We x (M) i¢in;

(VV,h)(Z,W)=0 (5.8)
yazilabilir. (5. 8) denkleminde W = & olarak alindiginda
(V, V,h)(Z,8) =0
olur. Buradan da (2. 30) esitligi kullanildiginda
Vi ((Vyh)(Z,8) = (Vyh)(VZ,8)
~(Vih)(Z, V&)~ (Vg yh)(Z,8)= 0 (5.9
elde edilir. (5. 9) denkleminde (2. 19) esitligi g6z oniine alindiginda
Vi (Vyh(Z,6) -h(VZ,E)~h(Z,V,E))
—(Vyh(VxZ,8)~h(Vy V4 Z,8) ~h(V4Z,V,E))
—(Vxh(Z,V &) ~h(V4Z, V&) ~h(Z,VVE))
~(Vi,h(Z,8) -h(Vy,yZ,8) —h(Z, Vg 4E)) = 0
bulunur. Buradan (5.2) esitligi kullanildiginda son denklem
~Vih(Z,V )+ h(V,Z,V,E)
~Vih(Z,V )+ h(V,Z,V,E)
+h(Z, V4V, &) +h(Z,Vy &) =0 (5.10)
bi¢imine doniisiir. (5. 10) denkleminde (5. 1) esitligi gz 6niine alindiginda
—2Vih(Z Y -n(Y)E) +2h(V,Z,Y -n(Y)E)
+h(Z, V4 (Y -n(Y)E) +h(Z, VY —n(V4Y)E)=0
elde edilir. Buradan da ikinci temel form h nin 2-lineerligi gz 6niine alinarak son
denklem (5. 2) yardimiyla diizenlendiginde
—2Vh(Y,Z)+2h(V,Z,Y)+2h(Z,V,Y)-n(Y)h(Z,V,E)=0
bulunur. Buradan tekrar (5. 1) esitligi kullanildiginda
—2Vh(Y,Z)+2h(V,Z,Y)+2h(Z,V,Y)-n(Y)h(X,Z)=0 (5.11)
olur. (5. 11) denkleminde Y = £ alindiginda
—2Vh(§,Z) +2h(V (Z,E) + 2h(Z,V &) —h(X,Z) =0

yazilabilir.
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Buradan da (5. 1) ile (5. 2) esitlikleri goz Oniine alindiginda
2h(Z,X-n(X)¢)-h(X,Z2)=0
bulunur. Son denklemde gerekli diizenlemeler yapildiginda
h(X,Z)=0

elde edilir. Bu da bize M altmanifoldunun total geodezik oldugunu gosterir.

Tersine, eger M Kenmotsu manifoldunun bir M altmanifoldu total geodezik
oldugunda (5. 8) denkleminin saglandig1 goriilmektedir. Bu da bize M nin paralel
ticlincli temel forma sahip oldugunu gosterir. Bdylece teoremin ispati tamamlanmis

olur. n

Sonu¢ 5.1.3. (2n+1)-boyutlu M Kenmotsu manifoldunun & vektor alani
tanjant olacak bigimde n-boyutlu bir altmanifoldu M olsun. Bu durumda M nin
ikinci temel formu h nin 2-rekiirent olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M nin total

geodezik olmasidir [37].

Ispat : M Kenmotsu manifoldunun M altmanifoldunun ikinci temel formu
2-rekiirent olsun. Bu durumda (2. 10) denklemi yardimiyla
(VL V,h)(Z, W) = 6(X,Y)h(Z, W) (5.12)
yazilabilir. (5. 12) denkleminde W = £ alindiginda
(Vi Vyh)(Z,&) = §(X, Y)h(Z,E)
elde edilir. Buradan (5. 2) denklemi kullanildiginda son denklem
(ViVyh)(Z,§) =0
bicimine doniisgiir. Buradan da Teorem 5.1.2 nin ispatindan yararlanildiginda
h(X,Z)=0
bulunur. Bu da bize M altmanifoldunun total geodezik oldugunu gosterir.

Teoremin tersi ise asikardir. ]

Teorem 5.1.4. (2n+1)-boyutlu M Kenmotsu manifoldunun & vektor alani
tanjant olacak bicimde n-boyutlu bir altmanifoldu olsun. Bu durumda M nin ikinci
temel formu h nin genellestirilmis 2-rekiirent olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M nin

total geodezik olmasidir [37].
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Ispat : M nin ikinci temel formu h genellestirilmis 2-rekiirent oldugundan

(2. 11) denklemi yardimiyla
(VY h)(Z W) = y(X, Y)h(Z, W) + 6(X)(Vy h)(Z, W) 5. 13)
yazilabilir. (5. 13) denkleminde W yerine & konularak, (5. 2) esitligi gdz Oniine

almdiginda
(V Vi h)(Z,8) = §(X)(V, h)(Z,E) (5. 14)
elde edilir. Buradan (2. 19) ile (2. 30) denklemleri kullanildiginda
Vi ((Vyh)(Z,8)) = (Vyh)(V Z,E)
~(Vxh)(Z,V,8) - (Vg yh)(Z.E)
= 0X)[Vyh(Z,&) ~h(V,Z,£) ~h(Z,V&)] (5. 15)
bulunur. (5. 15) denkleminde yeniden (2. 19) esitligi kullanilarak (5. 1) ve (5. 2)

denklemleri gz 6niine alindiginda
Vi (Vyh(Z,6)~h(V,Z,E) - h(Z,V )
—(Vyh(V(Z,&) -h(V,V,Z,E)~h(V,Z,V,E))
~(Vxh(Z,V, &) -h(V(Z,V £)-h(Z,V, V&)

~(Viwh(Z.8) = h(Vy,y Z,8) = h(Z,Vy 1 E))
=—-0(X)h(Y,Z2) (5.16)
elde edilir. Buradan tekrar (5. 1) ve (5. 2) esitlikleri kullanildiginda (5. 16) denklemi
—2Vh(Y,Z)+2h(V,Z,Y)+2h(Z,V,Y) -n(Y)h(X,Z)
=—-0(X)h(Y,Z2) (5.17)
bicimine dontiistir. (5. 17) denkleminde Y = & alinarak benzer sekilde (5. 1) ve (5. 2)
esitliklerinden yararlanildiginda
h(X,Z)=0
olup, buradan da M Kenmotsu manifoldunun bir M altmanifoldunun total geodezik
oldugu goriilmektedir.
Tersine, M altmanifoldu total geodezik olarak alindiginda (5. 13) denkleminin
saglandig1 ve dolayisiyla M nin ikinci temel formu h nin genellestirilmis 2-rekiirent

oldugu goriilmektedir. Bu da teoremin ispatini bitirir. ]
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Tamm 5.1.5. {$,€,7,8} yapist ile verilen M (2m+1)-boyutlu hemen hemen
degme metrik manifoldunun (2n+1)-boyutlu bir altmanifoldu M olsun. Eger, M
manifoldu lizerinde M manifolduna teget bir E vektor alan1 var ve M nin her
noktasinda M manifolduna teget X vektor alani igin M manifolduna teget bir ¢X
vektor alani var ise M manifolduna M manifoldunun invaryant altmanifoldu adi
verilir [40].

M manifoldunun invaryant altmanifoldu M iizerinde

6=0, £=¢, M=

alimabilir. Dolaysiyla {M,®,&,,&} hemen hemen degme metrik manifold ise M de
{M,,E,m,g} indirgenmis metrik yapisma gore bir hemen hemen degme metrik

manifolddur.

Ornek 5.1.6. CP™(c), sabit c¢>0 kesitsel egriligine sahip m-boyutlu
kompleks projektif uzay olsun. m>n olmak iizere, aynm kesitsel egrilige sahip her
CP"(c) kompleks projektif uzay, CP™(c) nin invaryant, total geodezik bir
altmanifoldudur. Benzer sekilde sirasiyla ¢ = 0 ve c<0 sabit kesitsel egriliklerine
sahip kompleks uzay C" ve birim disk D", ayni kesitsel egriliklere sahip C" ve
D™ nin invaryant, total geodezik altmanifoldudurlar [41].

Simdi R iizerinde pozitif taniml, f(t)=ce' diferensiyellenebilir
fonksiyonunu alalim. Bu durumda, Rx.CP"(c), Rx.CP"(c) Kenmotsu
manifoldunun; Rx, C", Rx,C" nin ve Rx;D", Rx,D"™ nin invaryant, total

geodezik altmanifoldu olurlar.

olmak

Ornek 5.1.7. CP""(2c) kompleks projektif uzaymm p:_n(n2+ D

iizere, invaryant, total geodezik olmayan bir altmanifoldu CP"(c) olsun [41].
Boylece Rx,CP"(c), R lizerindeki pozitif tanimli  f(t)=ce'

diferensiyellenebilir fonksiyonu i¢in Rx. CP""?(2¢) Kenmotsu manifoldunun total

geodezik olmayan, invaryant bir altmanifoldu olur.
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5.2. Kenmotsu Uzay Formun Yar1-Umbilik Hiperyiizeyleri

Bu bolimde M(c) Kenmotsu uzay formunun yari-umbilik bir

hiperylizeyinin, bir genellestirilmis yari-Einstein hiperyiizey oldugu gosterilmistir.

Teorem 5.2.1. (2n+1)-boyutlu 1\7[(0) Kenmotsu uzay formunun & vektor

alan1 tanjant olacak bi¢cimde yari-umbilik bir hiperylizeyi M olsun. Bu durumda M,

bir genellestirilmis yari-Einstein hiperyiizeydir [37].

Ispat : 1\7[(0) bir Kenmotsu uzay form oldugundan, (3. 10) denkleminin her

iki yaninin W e ¢ (M) ile i¢ ¢arpimi alindiginda

ROGY,Z,W) =2 [g(Y, 2)g(X, W) - (X, 2)g(Y, W)

+ D [On@e(Y. W) 1V NZ)e(X W)
+n(YMW)g(X, Z) —n(Xm(W)g(Y, Z)
+2(X, 02)g(eY, W) — g(Y, 9Z)g(oX, W)

+2g(X, 9Y)g(0Z, W)] (5. 18)
oldugu goriiliir. M, 1\7[(0) Kenmotsu uzay formunun bir hiperyiizeyi oldugundan
(2. 40) denklemi yardimryla bir N e (M) i¢in

h(X, Z)= H(X, Z)N (5.19)

yazilabilir. (5. 19) esitligi Gauss denkleminde yerine yazildiginda
R(X,Y,Z,W)=R(X,Y,Z,W)-H(Y,Z)H(X,W) + H(X,Z)H(Y,W) (5.20)

elde edilir.

Diger taraftan, M yari-umbilik bir hiperylizey oldugundan (2. 39) denklemi (5. 20) de

yerine yazildiginda
R(X,Y,Z,W)=R(X,Y,Z, W)
—{(ag(Y,Z) +bo(Y)o(Z))(ag(X, W) + bo(X)o(W))]
+H(ag(X, Z) + bo(X)o(Z))(ag(Y, W) +ba(Y)a(W))] (5.21)

bulunur.
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Buradan (5. 18) denklemi yardimiyla (5. 21) denklemi
g0y, 2)e(X W) - (X, Y, W]+ [oon@)ey w)

—NOYMZ)g(X,W) + n(Y)n(W)e(X, Z) —nXmm(W)e(Y, 2)

+ 28X, 02)g(0Y, W) — (Y, 9Z)g(eX, W) + 2g(X, 0Y)g(9Z, W)]

=R(X, Y, Z, W) -[(ag(Y, Z) + ba(Y)o(Z))(ag(X, W) + bo(X)m(W))]

+(ag(X, Z) + bo(X)o(Z))(ag(Y, W) +ba(Y)n(W))] (5.22)
bi¢imine doniigiir. (5. 22) denklemi diizenlendiginde

(v, 2)e(X W) - (X, Y, W] + 2 [Oon)ev w)

“N(YMZ)g(X,W) + n(Y)n(W)g(X, Z) -nXm(W)g(Y, 2)
+2(X, 02)g(oY, W) —g(Y, 92)g(oX, W) + 2g(X, oY)g(¢Z, W)]
= R(X, Y, Z, W)+a’[g(X, 2)g(Y, W) - (Y, Z)g(X, W)]
+ab[g(X, Z)o(Y)o(W) +g(Y, W)a(X)m(Z)
—g(Y, Z)o(X)o(W) — g(X, W)a(Y)a(Z)]

elde edilir.

Buradan da X ve W ya gore kontraksiyon yapildiginda

=D ang(v,2)- (¥ 2]+ (n(Vn(2) - 200(Y @)

+N(YM(Z)-g(Y, Z2) + g(oY, 92)g(, W) + 2g(¢Y,02)]

=S(Y, Z)+a’[g(Y,Z)-2ng(Y,Z)] +ab[o(Y)w(Z)

+o(Y)o(Z2)—g(Y,Z) - 2no(Y)w(Z)] (5.23)
bulunur. (5. 23) denkleminde gerekli diizenlemeler yapildiginda

S(Y,Z) = [(?)(m ~1)+ (CT”) +a2(2n—-1)+able(Y,Z2)

—(CTH)(2n +DN(Y)N(Z)+2ab(n —Do(Y)m(Z)

olur. Son denklem bize (2. 3) esitligi yardimiyla M nin bir genellestirilmis

yari-Einstein ~ hiperylizey  oldugunu  gosterir. Boylece teoremin ispati

tamamlanmis olur. ]
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5.3. Kenmotsu Manifoldlarinin Pseudoparalel Altmanifoldlan

Bu boliimde bir Kenmotsu manifoldun bir altmanifoldunun pseudoparalel,
Ricci-genellestirilmis  pseudoparalel, 2-pseudoparalel ve Ricci-genellestirilmis

2-pseudoparalel olmasi durumlari incelenmistir.

Teorem 5.3.1. M Kenmotsu manifoldunun & vektor alani tanjant olacak
bicimde n-boyutlu bir altmanifoldu M olsun. Eger M pseudoparalel ise bu
durumda M ya total geodeziktir yada M iizerinde L =—1 dir.

ispat : M Kenmotsu manifoldunun pseudoparalel bir altmanifoldu M olsun.
Bu durumda (2. 28) denklemi yardimiyla VX,Y, U,V € x(M)igin;
(R(X,Y)-h)(U,V)=LQ(g,h)(U,V;X,Y) (5.24)
yazilabilir.
Buradan (2. 8) ve (2. 26) denklemleri g6z 6niine alindiginda (5. 24) denklemi
R*(X,Y)h(U,V)-h(R(X,Y)U,V)-h(U,R(X,Y)V)
= -L[h(XAY)U,V)+h(U,(XAY)V)] (5.25)
bi¢imine doniisiir. (5. 25) denkleminde X =V =§& olarak alindiginda
R*(&, Y)h(U,&) ~h(R(E, Y)U,&) ~h(U,R (&, Y)E)
= L[h((EA Y)U,E) +h(U,(EAY)E)]
elde edilir. Buradan (5. 2) denklemi yardimiyla
h(U,R(&,Y)&) = Lh(U,(EA Y)E) (5. 26)
bulunur. (5. 26) denkleminde (2. 5) (5 3) esitlikleri kullanildiginda
h(U, Y -n(Y)¢) =Lh(U,n(Y)E-Y)
olup buradan da h ikinci temel formun 2-lineerlik 6zelligi kullanildiginda
h(U,Y) -n(Y)h(U, &) = L[n(Y)h(U, &) - h(U,Y)] (5.27)
elde edilir. (5.27) denkleminde yeniden (5. 2) esitligi kullanildiginda
(L+Dh(U,Y)=0
olur. Buradan da h(U, Y) = 0 yada (L+1) = 0 bulunur. Bu da bize M nin ya total

geodezik oldugunu yada M iizerinde L =—1 esitliginin saglandigin1 gosterir. ]
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Boylece, Teorem 5.3.1 den yararlanilarak asagidaki sonug verilebilir:

Sonuc 5.3.2. M Kenmotsu manifoldunun & vektdr alan1 tanjant olacak
bicimde n-boyutlu bir altmanifoldu M olsun. Eger M semiparalel ise bu durumda

M total geodeziktir.

Ispat: M Kenmotsu manifoldunun semiparalel bir altmanifoldu M olsun.
Bu durumda (2. 27) denklemi yardimiyla VX, Y, U,V € x(M) i¢in;
(R(X,Y)-h)(U,V)=0 (5.28)
yazilabilir. Buradan (2. 26) denklemi yardimiyla (5. 28) denklemi
R*(X,Y)h(U,V)-h(R(X,Y)U,V)-h(U,R(X,Y)V)=0
bicimine doniisiir. Son denklemde X ve V vektor alanlar1 yerine & alinarak

Teorem 5.3.1 in ispatindan yararlanildiginda
h(U,Y)=0

bulunur. Bu da bize M altmanifoldunun total geodezik oldugunu gosterir. ]

Teorem 5.3.3. M Kenmotsu manifoldunun & vektor alani tanjant olacak

bicimde n-boyutlu bir altmanifoldu M olsun. Eger M Ricci-genellestirilmis

pseudoparalel ise bu durumda M ya total geodeziktir yada M iizerinde L:L1
n_
dir.
Ispat : M Kenmotsu manifoldunun Ricci-genellestirilmis pseudoparalel
altmanifoldu M  olsun. Bu durumda (2.29) denklemi yardimiyla

VX, Y, U,V € y(M)icin;
(R(X,Y)-h)(U, V) = LQ(S, h)(U, V; X, Y) (5.29)

yazilabilir. (5.29) denkleminde (2. 8) ve (2. 26) denklemleri kullanildiginda

R(X, Y)h(U, V)= h(R(X,Y)U, V)= h(U,R(X, Y)V)

= —L[h((X rs Y)U, V) +h(U,(X A, Y)V)] (5. 30)
elde edilir. Burada X ve V yerine & alindiginda (5. 32) denklemi

R™(&,Y)h(U, &) -h(R(&,Y)U,&) ~h(U,R(E, Y)E)

=-L[h((EAs Y)U,E)+h(U,(E A5 Y)E)]

bi¢imine doniisiir.
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Buradan da (5. 2) yardimiyla

h(U,R (S, Y)&) = Lh(U, (A5 Y)E) (3. 31)
elde edilir. (5. 31) denkleminde (2. 5) ve (5. 3) esitlikleri ile h ikinci temel formun
2-lineerligi kullanildiginda

h(U,Y) -n(Y)h(U, &) = L[S(Y, Hh(U, &) =S(&,&)h(U, Y)]
bulunur. Son denklemde (5. 2) esitligi g6z 6niine alindiginda
h(U,Y)=-LS(&,£)h(U,Y)
olup buradan da (5. 4) denklemi yardimiyla
[L(n-1)-1]h(U,Y)=0

elde edilir. Bu da bize M nin ya total geodezik oldugunu yada M {izerinde

1 ETOP - . ; o
L= P esitliginin saglandigini gdsterir. Bylece teoremin ispati tamamlanir. |

Teorem 5.3.4. M Kenmotsu manifoldunun & vektor alan1 tanjant olacak
bicimde n-boyutlu bir altmanifoldu M olsun. Eger M 2-pseudoparalel ise bu
durumda M ya total geodeziktir yada M iizerinde L =—1 dir.

Ispat : M Kenmotsu manifoldunun 2-pseudoparalel bir altmanifoldu M

olsun. Bu durumda (2. 35) denklemi yardimiyla VX,Y,U,V,W € (M) i¢in;
(R(X,Y)-Vh)(U,V,W) = LQ(g, Vh)(U,V, W; X, Y) (5.32)
yazilabilir. (2. 8) ve (2. 33) denklemleri kullanildiginda (5. 32) denklemi

R (X, Y)(Vh)(V, W) = (Vg vV, W)
—(V,h)R(X, Y)V, W)= (V h)(V,R(X,Y)W)
= LIV a1V, W) + (T (X A VIV, W) + (T, )V, (X A YIW))
bigimine doniisiir. Son denklemde X =V =W =¢ alindiginda
Vreyu(E8) + (VyR(E, Y)E,E) +(Vyh)(E R(E, Y)E)

= LI(V gy D(E.E) + (Vi h)((E A YE,E) +(V D)(E (EAY)E)]
elde edilir.
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Buradan da (2. 5) ve (2. 31) denklemleri kullamildiginda
Vaenuh(6,8) =h(Veevu8,8) —h(E, Ve vyiE)
+Vih(R(E,Y)E,€) ~h(VR(E Y)E, ) ~h(R(E, Y)E, V(&)
+Vh(E,R(E,Y)E) ~h(VE,R(E, Y)E) ~h(E, V R(E Y)E)
= L[Vigauh(6.8) —h(V g,1,08.8) —h(&,V £y, 6)
+Vih((EAY)EE) —h(Vy(EAY)EE)-h(EAY)EVE)

+Vih(E (EAY)E) —h(VE (EAY)E) -h(E V(EAY)E) (5.33)

yazilabilir. (5. 33) denkleminde (5. 2) esitligi g6z Oniine alindiginda
h(R(E, Y)E, V&) = Lh((EAY)S, VS)
bulunur. Buradan (2. 5) ve (5. 3) denklemleri ile (5. 1) esitligi kullanildiginda
h(Y -n(Y)S, U-n(U)E) =Lh(n(Y)E-Y,U-n(U)g)  (5.34)
elde edilir. (5. 34) denkleminde, h ikinci temel formun 2-lineerlik 6zelligi
kullanilarak (5. 2) denklemi g6z Oniine alindiginda
(L+Dh(U,Y)=0

oldugu goriilmektedir. Bu da bize M nin ya total geodezik oldugunu yada M
iizerinde L =-1 esitliginin saglandigin1 gostermektedir. Bdylece teoremin ispati

tamamlanmis olur. n

Teorem 5.3.4 yardimi ile asagidaki sonug verilebilir:

Sonuc¢ 5.3.5. M Kenmotsu manifoldunun & vektor alani tanjant olacak
bicimde n-boyutlu bir altmanifoldu M olsun. Eger M 2-semiparalel ise bu
durumda M total geodeziktir.

Ispat: M Kenmotsu manifoldunun 2-semiparalel bir altmanifoldu M olsun.

Bu durumda (2. 34) denklemi yardimiyla VX,Y,U,V,W € y(M) i¢in;
(R(X,Y)-Vh)U,V,W)=0 (5. 35)

yazilabilir.
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Buradan (2. 33) denklemi yardimiyla (5. 35) denkleminden
R* (X, Y)(§Uh)(v’ W) - (§R(X,Y)Uh)(v, W)
_(§Uh)(R(Xa Y)Va W) - (§Uh)(v’ R(X9 Y)W) =0
elde edilir. Son denklemde X, V ve W vektor alanlar1 yerine & alinarak

Teorem 5.3.4 iin ispatindan yararlanildiginda
h(U,Y)=0

bulunur. Bu da bize M altmanifoldunun total geodezik oldugu sonucunu verir. ]

Teorem 5.3.6. M Kenmotsu manifoldunun & vektor alani tanjant olacak
bicimde n-boyutlu bir altmanifoldu M olsun. Eger M Ricci-genellestirilmis

2-pseudoparalel ise bu durumda M ya total geodeziktir yada M iizerinde

ispat : M Kenmotsu manifoldunun Ricci-genellestirilmis 2-pseudoparalel
bir altmanifoldu M olsun. Bu durumda (2. 36) denklemi yardimiyla
vX,Y,U,V,Wey(M) icin;
(R(X,Y)-Vh)(U,V,W)=LQ(S,Vh)(U,V,W;X,Y) (5. 36)

yazilabilir. Buradan (2. 8) ve (2. 33) denklemleri kullanildiginda (5. 36) dan

R (X, Y)(Vh)(V, W) = (Vi o)V, W)

~(V DR, Y)V, W)= (V,h)(V,R(X,Y)W)

= LIV guyy DV, W) + (T (X A VIV, W)+ (V )V, (X Ag YIW)
elde edilir.
Son denklemde X =V =W =& alindiginda

(Vremu(E &) +(Vih)(R(E Y)E,E) +(V h)(E R(E Y)E)

= LI(V 0, yuD)(E8) + (V) (E Ag Y)EE) +(V h)(E, (E A5 Y)E)]
bulunur. Buradan da (2. 5) ve (2. 19) denklemleri kullanilarak Teorem 5.3.4 {in

ispat1 gz Oniine alindiginda
h(R(E, Y)E, V&) = Lh((EAs Y)E,V,©)

sonucuna ulasilir.
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Son denklemde (2. 5) ve (5. 1) denklemlerti ile (5. 3) esitligi kullanildiginda
h(Y —n(Y)E, U-n(U)E) = Lh(S(Y,E)E-S(5, )Y, U-nU)g)  (5.37)
elde edilir. (5. 37) denkleminde, h ikinci temel formun 2-lineerlik 6zelligi
kullanilarak (5. 2) ve (5. 4) denklemleri g6z 6niine alindiginda
[L(n-1)-1]h(U,Y)=0

oldugu goriilmektedir. Bu da bize M nin ya total geodezik oldugunu yada M

iizerinde L = esitliginin saglandigini gostermektedir. Bdylece teoremin ispati

tamamlanmis olur. n

Sonug 5.3.7. M Kenmotsu manifoldunun diizlemsel konformal, invaryant

bir altmanifoldu M olsun. M, M Kenmotsu manifoldunun invaryant bir
altmanifoldu oldugundan M nin kendisi de yine bir Kenmotsu manifold olur [22].

Ayrica diizlemsel konformal bir Kenmotsu manifoldu ¢ = —1 sabit kesitsel egriligine
sahip olup H*"*"'(-1) hiperbolik uzayma lokal olarak izometriktir [30]. Boylece M

altmanifoldu tizerinde

R-h=-Q(g,h),
_ 1
Rh=—-Q(,h),

R-Vh=-Q(g,Vh)

veE
R-Vh :iQ(sﬁh)
2n

esitlikleri saglanir.
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6. KENMOTSU UZAY FORMUN iINVARYANT VE ANTI-
INVARYANT ALTMANIFOLDLARI

Bu bolimde bir Kenmotsu uzay formun invaryant ve anti-invaryant
altmanifoldlar1 ele alinmistir. Birinci boliimde bir Kenmotsu uzay formun invaryant
bir altmanifoldunun ikinci temel formunun boyunun karesinin Laplas denklemi
bulunarak altmanifoldun pseudoparalel ve Ricci-genellestirilmis pseudoparalel
olmas1 durumlar1 incelenmistir. Ikinci ve iigiincii bdliimlerde ise Kenmotsu uzay

formun anti-invaryant bir altmanifoldunun & vektor alaninin tanjant ve normal

olmas1 durumlari sirasiyla gz oniine alinarak ikinci temel formun boyunun karesinin
Laplas denklemleri hesaplanmis olup bu durumlarda altmanifoldun pseudoparalel ve

Ricci-genellestirilmis pseudoparalel olmasi durumlar incelenmistir.

6. 1. ikinci Temel Formun Laplas Hesabi

Tanmm 6.1.1. (1\7[, g ) m-boyutlu Riemann manifoldunun n-boyutlu bir
altmanifoldu (M, g) olsun. M iizerindeki bir x € M icin TxM nin lokal ortonormal

{e,,e,,....e, } bazinialalim. M nin ikinci temel formu h i¢in, M tizerinde
2
”h” :zg(h(ei’ej)’h(eiaej)) (6. 1)
i

\(

A, Sk = zg(Aqei’eJ’)Aqek (6.2)

esitlikleri saglanmaktadir [8].

Tanmm 6.1.2. (1\7[, g ) m-boyutlu Riemann manifoldunun n-boyutlu bir
altmanifoldu (M, g) olsun. {e,,....e,} T:M de, {e_,,...e.} T,M de bir

ortonormal baz olsun.
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M nin ikinci temel formu h nin boyunun karesinin Laplas denklemi
1 2 — — |12
SAI]" =e(Vhh)+ [V (6.3)

bi¢giminde tanimlanir [40].
Boylece (2. 23) Codazzi denklemi yardimiyla (6. 3) denkleminin sag
tarafindaki ilk terimin daha genel bir ifadesi [40] dan alindiginda

V)X, Y) =D (V. V. h)(X,Y)

= D IR (@, X) h)e, V) + (Vo (R, Vo)) (6.4

+(@ei (R(e;, X)Y)*) 1+ ViV (izh)
elde edilir.

Diger taraftan

> (R(e;,X)-h)(e, Y) = D[R (e, X)h(e;, Y) ~h(R(e;, X)e;, )

—h(e,,R(e;,X)Y)], (6.5)

D ViR, Y)e) ) =D [(ViR)(e,, Y)e, +R(h(X,e,), Y)e, + R(e,, h(X, Y))e,

+R(e;, Y)h(X,e)]" - > h(X,R(e;, Y)e,"),

1

2V R(e, X)) =D [(V R)(e,, X)Y +R(h(e;, e, X)Y +R(e;, h(e, X)Y
+R(e;, X)h(e;, Y)I* = > h(e;, (R(e;, X)Y)"),

bulunur [40].

M ye normal her V vektor alani i¢in
2(Vh)(X,Y),V)
= 2(VaVy (izh), V) + X [e((ViR)(e;, Ve, V) - g((V R) (e X)Y, V)]
+> [g(R™ (e, X)h(e, Y), V) +2g(R(e;, Y)h(X,e,), V) +g(R (e, h(X, Y))e,, V)
+g(R(h(e;,e,), X)Y, V) +g(R(e;, X)h(e;, Y),V)
- g(AVX’ ﬁ(ei ,Y)e,) - g(Avei > ﬁ(ei ,X)Y)]
_Z[g(R(ei’X)ei9AVY) +g(R(e;, X)Y,Aye))] (6. 6)

elde edilir.
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Ayrica;

_z [g(R(e;, X)e;, AyY)+g(R(e, X)Y,Aye,)]
= _z [g(ﬁ(ei ,X)e, AyY)+ g(ﬁ(ei X)Y,Aye)]

> [2(AVALX,Y) —izA g(AyA X, Y)

+izA A g(A X, Y)—g(A,A A X, Y)] (6.7)
ve
Zi‘,[g(Rl (e;,X)h(e;,Y), V) = Z g(R(e;, X)h(e;,Y),V)
D [2(AAVAX,Y) ~g(AZA X, Y)] (6. 8)
bigimindedir.

Buradan, (6. 7) ve (6. 8) denklemleri (6. 6) da yerlerine yazildiginda
g(Vh)(X,Y),V)

= 2(VyVy (izh), V) + X [e((ViR) (e, Ve, V) - g((V R) (e, X)Y, V)]
+2 [28(R(e;, X)h(e;, Y), V) +2g(R(e;, Y)h(X, ), V) +g(R (e h(X, Y))e, V)

+g(R(h(e;e;), X)Y, V) —g(A X, R(e;, Y)e))
—g(A,Y,R(e;,X)e;) - 2g(Aye;, R(e;, X)Y)] (6.9)

+ [izA 2(AyA X, Y) —izA A g(A, X, Y)

+28(AAVA X, Y) - g(AZA X, Y) -g(A,AZX, Y)]

elde edilir [40].
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Onerme 6.1.3. Lokal simetrik bir M Riemann manifoldunun bir

altmanifoldu M olsun. M nin ortalama egrilik vektorii paralel ise M iizerinde

g(V’h)(X,Y), V)

= > [2g(R(e;, X)h(e;, Y), V) +2g(R(e;, Y)h(X, €,), V) +g(R (e, h(X, Y))e,, V)

+g(R(h(e;e;), X)Y, V) —g(A X, R(e,, Y)e))
—g(A,Y,R(e;,X)e) - 2g(Aye;, R(e;, X)Y)] (6. 10)

+ [izA (AyA,X,Y) —izA A g(A X, Y)

+28(AAVA X, Y)-g(AZA X, Y) -g(A,AZX, Y)]

esitligi gecerlidir [40].
Eger M minimal ise (6. 10) denkleminden
g(V'h)(X,Y),V)

=Y [2g(R(e;, X)h(e;, Y), V) +2g(R(e;, Y)h(X,¢,), V) +g(R(e;, h(X, Y))e,, V)
+g(R(h(e;e;),X)Y, V) —g(A X, R(e,, Y)e,)

—g(A,Y,R(e;,X)e;) - 2g(Aye;, R(e;, X)Y)] (6. 11)
+> [22(AAVA X, Y) - g(AA X, Y) - g(A ALX, Y)]

elde edilir [40].

Onerme 6.1.4. M ye teget her X, Y ve Z vektor alanlari igin ﬁ(X,Y)Z de
M vye teget olsun. Bu durumda (6. 3) denklemi g6z oniine alindigina

(V2h)(X,Y) = Y (R(e;, X)-h)(e,, Y) + VEVE (izh) (6. 12)

bi¢imindedir [40].
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Boylece (6. 5) ve (6. 12) denklemleri yardimiyla asagidaki sonug verilebilir:

Sonu¢ 6.1.5. M Riemann manifoldunun bir altmanifoldu M olsun. M ye

teget her X, Y ve Z vektor alanlar1 i¢cin ﬁ(X, Y)Z de M ye teget ise

(V?h)(X,Y) = D [R™(e;, X)h(e;, Y) ~h(R(e;, X)e;, Y) (e, R(e;, X) V)]

+ViVs (izh) (6.13)
bi¢imindedir [40].

6.2. Kenmotsu Uzay Formun Invaryant Altmanifoldlan

Bu boliimde Kenmotsu uzay formun invaryant altmanifoldlar1 ele alinacak
olup Kenmotsu uzay formun invaryant bir altmanifoldunun ikinci temel formunun

boyunun karesinin Laplas denklemi hesaplanacaktir.

Onerme 6.2.1. M Kenmotsu manifoldunun invaryant bir altmanifoldu yine

bir Kenmotsu manifoldudur [22].

Onerme 6.2.2. M Kenmotsu manifoldunun bir invaryant altmanifoldu M
olsun. Bu durumda M ig¢in
¢h(X,Y) = h(¢X,Y) = h(X, ¢Y) (6. 14)

ozelligi saglanir [33].
Boylece, (6. 14) esitligi yardimiyla asagidaki sonug kolayca elde edilir:

Sonu¢ 6.2.3. M Kenmotsu manifoldunun bir invaryant altmanifoldu

minimaldir [27].

(2m+1)-boyutlu ¢-kesitsel egriligi ¢ = sabit olan bir Kenmotsu uzay formu

M (c) nin (2nt+1)-boyutlu invaryant bir altmanifoldu M olsun. M invaryant
altmanifoldunun egrilik tensorii (2. 21) ve (3. 10) denklemleri yardimiyla
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VX, Y,Z, We y(M) i¢in;

R(X,Y.Z, W) = “;3) [£(Y. 2)2(X, W) - g(X, 2)g(Y, W)]

(c+1
4

+n(Y)In(W)g(X, Z) —n(Xn(W)g(Y, Z)

+2(X, 02)g(0Y, W) — g(Y, 02)g(oX, W) + 2g(X, 9Y)g(9Z,W)]
+ g(h(Y, Z), h(X, W)) — g(h(X, Z), h(Y, W)) (6. 15)

+

MM(D)g(Y,W) —n(Y)n(2)g(X, W)

yazilabilir.
Buradan X ve W vektor alanlarma gore kontraksiyon yapildiginda M nin S Ricci

tensoru

S(Y.2) = [n(c=3) + e+ Je(Y,2) = (0 + D(e + Dn(Y)n(@)

-2 g(h(Y.e).h(Z,e) (6. 16)

bulunur.
(6. 16) denkleminde Y ve Z vektor alanlarina gore yeniden kontraksiyon

yapildiginda M nin r skalar egriligi
r=> S(e;e))
i

r=n(c—3)+n(c—1)—|h|’

6.17)
elde edilir.

Yardimci Teorem 6.2.4. (2m+1)-boyutlu ve @-kesitsel egriligi ¢ = sabit olan

bir Kenmotsu uzay formu M (c) nin (2n+1)-boyutlu invaryant bir altmanifoldu M

olsun. M nin ikinci temel formu h nin boyunun karesinin Laplas denklemi

1 2 = |12 2)(c-3 2
S =[] (3]
+Y [1Z(A, Ay —ApA,) —(iZ(AAy))] (6. 18)
a,p

bi¢imindedir.
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Ispat : {e,.e,,....e,.,,} T.M nin bir baz1 olsun. (6. 3) denklemi ile M
altmanifoldunun minimalligi g6z 6niine alindiginda
(VI)(X.Y) =2 (R(e;, X)-h)(e;, Y)
yazilabilir. Burada (2. 26) denklemi yardimiyla
(R(e,.&)-h)(e,.e) =R*(e,.e)h(e, ) ~h(R(e,.e e, ) —h(e, ,R(e,.€))e))

olur.

Buradan esitligin her iki yaninin h(e;,e;) ile i¢ carpimi alindiginda

g((ﬁ(ek ,)-h)(e,, ej)ah(ei 9ej)) = g(Rl(ek’ei)h(ek’ ej)ah(ei »€; )
—g(h(R(e,e))ey, ej)’ h(e;, ej))
—g(h(e,R(ey, ¢, )ej)’h(ei ’ej))

elde edilir.
Son denklemde (2. 22) esitligi kullanildiginda

g((ﬁ(ek ,)-h)(e,, ej)ah(ei 9ej)) = g(Rl(ek’ei)h(ek’ ej)ah(ei »€; )
~g(h(R(e,.¢;)e,.¢)).h(e;.¢)))

_z g(Age,e)g(h(Aqe,, ej), h(e,, ej))
+z g(Age,,e)g(h(ALe;, ej)s h(e;, ej))

—g(h(e,,R(ey,€)e;),h(e; e)))

_z 8(Ay8;s ej)g(h(Aaek ,¢,),h(e;, ej))

+z g(Agey, ej)g(h(Aaei ,€,)h(e;, ej))

bulunur.
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Buradan da
g((ﬁ(ek ,)-h)(e,, ej)a h(e,, ej)) =g(R* (e,,e)h(e,, ej)a h(e;, ¢ )
—g(h(R(e,.e))e, ¢ ), h(e; e)))

_Z g(Aaei 4 ek )g(Aaek > Apej)g(ABei ) Cj)
a,p

+Z g(Aaek 4 ek )g(Aaei > Apej)g(ABei ) ej)
G"B

—g(h(e, R(ey,€)e;),h(e; ¢)))

_ZB: g(Aqe¢)8(Aqe,, Age )g(Age;,¢))

+Z g(A.e,e)8(Aqe, Age,)g(Age;,¢;)
u"B

sonucuna ulagilir. Boylece
2((R(e,,e))-h)(e,,¢)),h(e;,e)) =g(R* (e, e)h(e,,e),h(e; ¢))
~g(h(R(e,.e)e;.€)).h(e; e))

—Z 8(A A e, AgA o)) +Ziz(Aa)iz(A§Aa)
a,p a,p

—g(h(e, ., R(ey.€)e;),h(e; ¢)))
=D (Z(AA)) +) izZ(ALA,) (6. 19)
a,p a,p

elde edilir.
(6. 19) denkleminde, (2. 24) esitligi ile Sonug 6.2.4. geregi M nin minimalligi goz

oniine alindiginda
g((R(e,.e)-h)(e,.¢)).h(e; €)= g(R(e,.e)h(e, e ),h(e;.e))
+g([Ah(ek’ej),Ah(ei’ej)]ek,ei)
—g(h(ﬁ(ek,ei )e-€;),h(e;,€;))
—g(h(e,,R(ey,€)e;),h(e;.e)))

_Z g(ABAaek > ABAaek )
u"B

=D (Z(AA)) +) izZ(ALA,)
a,p a,p

elde edilir.
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Buradan da
2(R(e,.¢)-h)(e, ), h(e; e;)
= g(R(e,.e)h(ey ), h(e;e))) —g(h(R e, e))e, ), h(e; e)))
—g(h(e,, R(e,,¢)e;), h(e; ¢)))

+Z g(Age.e))g(Age;,e)lgle, A Az, ) —g(e, AgAse,)]
a,p

—Z 8(A A e, AgA o)) —Z (iz(A A,))° +ZiZ(ABAm)2
a,p a,p a,p
olup buradan
g((R(e,.€)-h)(e,.€)).h(e;.e)))
=g(R(e.e)h(e,.€)),h(e;,e,) —g(h(R(e,.e))e, . €;), h(e, e)))
—g(h(e,,R(ey,€)e;),h(e; ¢)))

+Zﬁ: g(A ey.e))g(Age;,e)g(e;, A, Age,) _ZB: g(A e e)g(Age;,e))g(e;, AgAe,)

Y B(AAL L AA L) —X (2(AA))) +Yi2(AjA, )’
o,p o,p o,p
sonucuna ulagilir. Son denklemde gerekli diizenlemeler yapildiginda
2((R(e,,€)-h)(e,,¢)),h(e;,e))) (6. 20)
= g(R(e,.e)h(e,.€)).hie; e)) ~g(h(R(e, e ey ¢;). hie;.e)))
—g(h(e,, ﬁ(ek ,€;)€;), h(e;, ¢;)) +Z [iz(A,Ap — ABAQ)Z —(1z(A,A )]
o,p

bulunur.

Diger taraftan M(c) Kenmotsu uzay form oldugundan
8((R (e, eDh)(ex, ), hies, €))
= (%)[ g(ei, h(ex, ¢)))g(ex, h(ei, ¢)))— g(ex, h(ex, ¢j))g(ei, h(ei, ¢))]
+ (CTH)[n(ek) n(h(ex, ep))g(e:, h(ei, ¢))) —n(ei) n(h(ex, ej)g(ex, hiei, ¢))
+mn(ei) n(h(ei, ej))g(ex, hlex, ¢))) —n(ew) nh(ex, ej))g(ei, hlex, ¢j))
+ g(ew, h(ex, ¢)))g(ei, h(ei, ¢))) — g(ei, ph(ex, ¢)))g(oex, h(e;, ¢)))

+ 2 g(ex, 9ei) g(oh(ex, €), h(e;, €))]

yazilabilir.
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M nin, M(c) Kenmotsu uzay formunun invaryant bir altmanifoldu oldugu géz 6niine

almdiginda
&((R (ex, eh)(ex, &), h(ei, &) = (CTH) g(ex, oei) g(oh(ex, €)), h(e;, ¢;))
elde edilir. Son denklemde (6. 14) denklemi kullanildiginda
&((R (ex, eh)(ex &), h(ei, &) = -(CTH)g(tph(ei, &), ph(e;, ¢j))
olup buradan da (3. 1) denklemi g6z 6niine alindiginda
&((R (ex, eh)(ex &), h(ei, &) = -(%ﬂ)g(h(ei, e, h(ei, €j)) (6.21)

sonucuna ulasilir. (2. 42) esitligi yardimi ile 1, j ve k indisleri lizerinden toplam

almdiginda (6. 21) denkleminin

2n+1

> (e, e, ) hier, o) = 2| (6.22)

i,j,k=1

bi¢imine doniistiigii goriilir. Benzer sekilde

R(ek ,€;)e, = (C+43)[g(ei € )€ —ge,e e ]

HEDM(e (e, e, ~nene e,

+n(e)ele, e, )E—n(e, )g(e;,e,)E

+g(e,, 0e e, —g(e;, oe e, +2g(e,, e, )oe, |
denklemi yardimiyla

g(h(f{(ek ,€)€, s ej)9 h(e,, ej))

= g(Ah(ei 2p®i li(ek ,€,)e,)

c-3
= (T)[g(ei e )g(e, Ah(ei ,ej)ej) —g(e,,e)gle;, Ah(ei ,ej)ej)]

c+1
+(T)[n(ek )Tl(ek )g(ei ’ Ah(ei ,ej)ej) - n(ei )Tl(ek )g(ek > Ah(ei ,ej)ej)
+n(e)g(e;, )88 Ay, )€)) —N(e)2(e;,€)8(E Ay, €;)
+g(e, 06, )g(Pe, Ay o)) —8(e;, pe )g(9e, Ay . \€))

+2g(ek » PC; )g((pek > Ah(ei ,ej)ej )]

yazilabilir.
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Buradan (5. 2) denklemi goz 6niine alindiginda

g(h(f{(ek .)€, ej)9 h(e,, ej))

c—3
= (T)[g(ei A ene)€i) (0 +Dg(e, Ay o €))]

c+l1
IR ) e A )€1) ~ 8081, €8 (0 Apge, o €)
_2g((pek’ei)g(ej’Ah((pek,ej)ei)] (6- 23)
elde edilir. (6.23) denkleminde (3. 1) ve (6. 1) yardimiyla

~ c-3 c+1
g(h(R(e,,¢))e,, ej)sh(ei,ej)) = _2n(T)”h”2 + (T)[”h”2 - 3g((pek’Ah((pek,ej)ej)]
olup buradan da yeniden (6. 3) ve (6. 14) denklemleri yardimi ile 1, j ve k indisleri

iizerinden toplam alindiginda

Z"Z:H g(h(ﬁ(ek .€)e,.¢)),h(e;e,) = _(n(c -3)+(c+1)

ijk=1 2

2
)||h| (6.24)
sonucuna ulasilir. Son olarak

~ c-3

R(e,, ei)ej = (T)[g(eia ej)ek _g(ek,ej)ei]

c+1
H=(egn(ey)e; —nle)n(e;)e,
+n(e,)g(e,, ej)% —-n(e,g(e;, ej)‘:
+g(e,, 0e))ope; —g(e;, pe;)pe, +2g(e,, pe;)oe]
denklemi yardimiyla
g(h(R(e,.¢)e;,e,).h(e; ¢,)

= g(Ah(ei €k ’R(ek’ei)ej)
c-3
= (T)[g(ei ) ej)g(ek > Ah(ei ,ej)ek) —g(e,, ej)g(ei 5 Ah(ei nCx )]

c+l1
+(T)[n(ek )Tl(ej)g(ei ’ Ah(ei,ej)ek) - n(ei )Tl(ej )g(ek s Ah(ei ,ej)ej)

+n(ei )g(ek > ej)g(aa Ah(ei ,ej)ek ) - n(ek )g(ei ’ ej)g(a’ Ah(ei vej)ek)
+g(ek 5 (pej)g((pei ’ Ah(ei ,ej)ek) - g(ei ’ (pej)g((pek ’ Ah(ei ’ej)ek)
+2g(ek » PC; )g((pej’Ah(ei ,ej)ek )]

yazilabilir.
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Buradan yeniden (5. 2) denklemi kullanildiginda
g(h(f{(ek )€ )ej’ e, ),h(e;, ej))

c-3
= (_)[g(ej’lAh(ek ) ]) g(el9Ah(e e) J)]

(C—Jrl)[g(Ah(e €M) —&(Ay (¢, o, 8i-EIN(E;)

-i_g(lAh(ei ,ej)(pei ’ (pej) - g(Ah((pek ’ek)ej’ (pe]) + Zg(Ah(ei,ej)(peﬁ (peJ )] (6 25)
elde edilir. (6. 25) denkleminde (6. 1) ile (6. 14) denklemleri kullanilarak 1, j ve k

indisleri iizerinden toplam alinip, M nin minimalligi g6z 6niine alindiginda

2n+1

> g(h(R(e,.e))e;,e,),h(e;,e)) = —c||h||2 (6. 26)

i,jk=1
sonucuna ulagilir. (6. 22), (6. 24) ve (6. 26) denklemleri (6. 20) de yerlerine
yazildiginda

2n+1

z g((ﬁ(ek ,¢)-h)(e,, ej)9h(ei’ej))

i,jk=1

n+2)c-3 . .

[M 1[R[+ Tiz(AL A, — AgA,)? —(iZ(A,A,))] (6.27)
G"B
elde edilir. Boylece (6. 27) denklemi (5. 1) ile verilen Laplas denkleminde yerine
yazildiginda
1 2 s r  (n+2)(c-3) 2
S AR = [Vh -+ === 31[|
Y liz(A A~ ApA, ) —(iz(A,Ay))]
G"B

sonucuna ulasilir. m

V. Mangione, bir Kenmotsu manifoldun invaryant bir altmanifoldu tizerinde

asagidaki esitsizliklerin saglandigini gostermistir:

Onerme 6.2.5. M (2m+1)-boyutlu Kenmotsu manifoldunun (2n+1)-boyutlu,

invaryant bir altmanifoldu M olsun. Bu durumda M {izerinde,

1
[ < S fiz(A, AT <l (6.28)
p a,p=n+1
\(
Ly 2 ? .
Sbl< 3 Jiaca]] <lbl (6.29)

esitsizlikleri gecerlidir. Burada p=m—n dir [27].
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Teorem 5.3.1 ve Teorem 5.3.3 iin ispatlarinda kullandigimiz yontem

1 . . o1
srastyla L=-1 ve L= b durumlarin1 yorumlamak icin yeterli degildir.
n

Dolayisiyla bu durumlar agik birer problemdir. Kenmotsu uzay formun invaryant bir
altmanifoldu i¢in bu durumlarin ¢éziimleri sirasiyla asagidaki teoremler yardimiyla

verilmigtir:

Teorem 6.2.6. (2m+1)-boyutlu ve ¢-kesitsel egriligi ¢ = sabit olan bir

Kenmotsu uzay formu M (c) nin (2n+1)-boyutlu invaryant bir altmanifoldu M olsun.
Eger M pseudoparalel ise bu durumda;
(i) M total geodeziktir veya;

(ii) M tizerinde
|| = %[n(c —1)+2¢]

esitligi gecerlidir veya;

(iii) Baz1 x € M noktalarinda
2 1
|n[" (x) = Sn(e-D+2c]

dir.

Ispat : 1\7I(c) Kenmotsu uzay formunun (2n+1)-boyutlu invaryant bir

altmanifoldu M olsun. Bundan sonra p=m—n olarak almmacaktir. Diger taraftan
xeM iin TM nin {e,e,,..,e, ,} ortonormal bazmi alalim. Burada

e, =oe, (t=1,2,...,n), e, ., =& bicimindedir.

2n+l1

Boylece, bu baz yardimiyla M nin ikinci temel formu h nin bilesenleri 1<1,j<n ve
n+1<a<2p icin;
hif = g(h(e;,e;).e,) (6. 30)

ile tanimlanmaktadir.
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Benzer sekilde M nin ikinci temel formu h nin birinci ve ikinci kovaryant
tiirevlerinin bilegenleri sirasiyla 1 <1, j,k,1<n ve n+1<a <2p igin;

hé =g((V, h)e;.e).e,) =V, h? (6.31)
ve

hi(;kl - g((ﬁel§ek h)(ei ’ ej)’ ea)

ﬁaha

e ijk

=V, Vine (6.32)
denklemleri ile verilmektedir.
Eger M pseudoparalel ise tanim geregi
(R(e,,e,)-h)=—[(e, A, ¢)-h] (6.33)
yazilabilir. Burada 1<1, j,k,1 <n igin;
[(e, A, €, )-h](e; ) =—h((e, A, e )e;,e;) —h(e;, (e, A, €, )e;)
bi¢imindedir. Buradan (2. 7) denklemi g6z 6niine alindiginda
[(e, A, €, )-h](e;,e;) =—g(e,,e)h(e,e;) +g(e,e)h(e,,¢e;)
—g(e,,e;h(e,e;) +g(e,,e;)h(e,,e;) (6. 34)
olur.

Diger taraftan (2. 32) denklemi yardimiyla

(R(e,e,)-h)(e;,e) =(V, YV, h)(e,e) = (V, V h)e,e) (6. 35)
yazilabilir. Burada (6. 30), (6. 32), (6. 34) ve (6. 35) denklemleri
kullanildiginda (6. 33) ile verilen pseudoparalellik kosulu

hi?kl = hglk + {S:ihlj - SE’Lhkj + S(I:jhil - Sﬁhki}

sekline doniigiir.  Burada 1<i,j,k,1<n ve n+l1<a<2p igin g(e;,e;)=9;
bi¢imindedir.
Ikinci temel form h nin Laplas gdsterimi olan

Ah = Z he, (6. 36)

k=1

denklemi (6. 1) denkleminde kullanildiginda

1 2 n, 2p I = |2
L - 30 5 i <[] 3
i, k=l a=n+1

elde edilir.
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Burada

b= > > gy

i,j,k=1 a=n+l

\(

n 2
[onf =3 3

i,j,k=l a=n+l
bi¢iminde tanimlanmaktadir.

Bunun yaninda (6. 30) ve (6. 32) denklemleri kullanildiginda
hihd, = g(h(e;,e j),em)g((ikﬁekh)(ei,ej),em)
=g((V, V, h)(e,e),h(e, e) (6. 38)

olur.

(6. 38) denklemi (6. 37) de kullanildiginda

1 oo _
5A||h||2 = > e(V, Y, h)e.e).h(e.e) +[Vh[ (6. 39)

i,j.k=1
elde edilir.  Son denklemde (6. 33), (6. 34) ve (6. 35) denklemlerinden

yararlamildiginda
2((V, V, h)e,e))h(e,e))
=g((V, V h)(e,.e)),h(e;e)
=g((V, V h)ej.e,).h(ee)
—L{g(e;,e))glh(e, e ). h(e;,e))) —gle,,e;)g(h(e,,e;),h(e;,e)))
+g(ey,e;)glh(e;,e ), h(e;,e))) —gle, e, )g(h(e;,e;),h(e;,e))} (6. 40)

yazilabilir. (6. 40) esitligi, (6. 39) da yerine yazildiginda

%Allhllz I AN CHSRICED)

k=1

+g(e;, ej)g(h(ek ,¢,),h(e;, ej))
—g(ey, C; )e(h(e,,e;),h(e;, €; )

+g(e,e )g(h(ej ,ei ), h(e;, ej))

~g(ey.0,)e(h(e, e ) hie, e ) + [V

bulunur.
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M nm invaryant bir altmanifoldu minimal oldugundan son denklemde gerekli

diizenlemeler yapildiginda

1 no_ _
§A||h||2 = > &V, V h)(e,.e,).h(ee)—n|h] +HVhH2 (6. 41)

k=1

sonucuna ulasilir. Eger (6. 41) denkleminde H* = Zhﬁk esitligi gbz Oniine alinirsa
k=1

n

1 2p _ _
SAIF = > bV, ¥ 1) —n[bf +|[n| (6. 42)
i,j=1 a=n+l

elde edilir.

Burada

1 &
[ =— 3 @y

a=n+l
biciminde tanimlanmaktadir. (6. 42) denkleminde yeniden M nin minimalligi

kullanildiginda

1 _

§A||h||2:—n||h||2+HVhH2 (6. 43)
elde edilir. Buradan (6. 18) ile (6. 43) denklemlerinin sag taraflar
karsilastirildiginda

-n +W_3]”h”2 —Zﬁl{iz(AQAB ~AA,) ~[iz(A,A,)F} =0

bulunur. [4] nolu kaynaktan yararlanildiginda son denklem

[-n +W =3[+ {[iz(AQAB)]2 + H[A(,,A,;]HZ} =0
wp

bi¢imine doniisiir. Buradan (6. 28) ile (6. 29) esitsizlikleri kullanildiginda
[ (3h]" - n(c-1)-2¢]> 0
elde edilir.

Simdi M {izerinde her yerde ||h||2 S%[n(c—l)+2c] oldugunu kabul edelim. Bu
durumda M ya total geodeziktir, ya M iizerinde ||h||2 :i[n(c—1)+2c] esitligi

gecerlidir yada bazi x € M noktalarinda ||h||2 (x)2 %[n(c —1)+ 2c] elde edilir. |
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Teorem 6.2.7. (2m+1)-boyutlu ve ¢-kesitsel egriligi ¢ = sabit olan bir

Kenmotsu uzay formu 1\7I(c) nin (2n+1)-boyutlu invaryant altmanifoldu M olsun.
Eger M Ricci-genellestirilmis pseudoparalel ise bu durumda;
(i) M total geodeziktir veya;

(ii) M tiizerinde

||h||2 :z[—ir+ (n+2)(c—3) +3]
3" 2n 2

esitligi gegerlidir veya;
(iii) Baz1 x € M noktalarinda

,@r2)(e-3) .

5 ]

[ (x) > %[—ir(x)

dir.

Ispat : Eger M Ricci-genellestirilmis pseudoparalel ise tanim geregi
(R(e,,e,)-h)=L[(e, Age,)-h] (6.44)
yazilabilir. Burada 1<1, j,k,1 <n igin;
[(e, Ag €, )-h](e;,e;) =—h((e, Ag e, )e;,e;) —h(e;, (e, Age)e))
bi¢imindedir.
Buradan (2. 5) denklemi g6z oniine alindiginda
[(e, Ag ek)-h](ei,ej) = —S(ek,ei)h(el,ej) +S(el,ei)h(ek,ej)
—S(e,,e;)h(e;,e;)+S(e,e;)h(e,,e;) (6.45)
olur.
Diger taraftan (2. 32) denklemi yardimiyla
(R(e,,e)-h)(ee,) =(V, V, h)e,.e)—(V, V, h)e,e,) (6. 46)
yazilabilir. Burada (6. 30), (6. 32), (6. 34) ve (6. 35) denklemleri
kullanildiginda (6. 44) ile verilen Ricci-genellestirilmis pseudoparalellik kosulu

h?

ijkl

1
_ 1a a a a a
- hijlk _Z {Skihlj - Slihkj + Skjhil - Sljhki}

bi¢imine doniisiir.
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(6. 39) ve (6. 40) denklemlerinde g = S alindiginda

%Allhllz = 3 87,V W), ) h(e, )

i,j,k=1
1
T {S(ei > ej )g(h(ek > €y )a h(ei D ej ))
2n

—S(e, ’ej)g(h(ek ,¢;),h(e; ’ej))
+8(ey, ¢ )g(h(ej ,ei ), h(e;, ej))
~S(e,.e)g(h(e; e ). hie; e )+ [V (6.47)

elde edilir.
Buradan (6. 21) denklemi kullanildiginda

n

Zn: S(e,eg(h(ey e h(e e ) = D) Zp: S(e;,e))g(Aqey-€)8(A g, ¢))

i,j,k=1 i,j,k=1 a=n+1
n 2p
= z z S(ei b ej)IZ(Aa )g(Aaei s eJ)
i,j, k=1 a=n+1
yazilabilir.

M minimal oldugundan son denklemden

Y. S(ei.e)g(h(e, e,)h(e;e))=0 (6. 48)
i,j,k=I
elde edilir.
Benzer sekilde
Y. S(eyse)g(h(e; e,),h(e;,e)) (6. 49)

k=1

n

2p
- z z S(ek ’ ej)g(Aaei » €y )g(Aaei 5 ej)

i,j, k=1 a=n+1

n

2p
> S(ey.e)g(A,e,.€)8(A,e;.¢,)

i,j, k=1 a=n+1

n

2p
= Z Z S(e,,¢)8(A e, Ae)

jk=la=n+l

n 2p

- z z %[n(c—3)+(c+1)] {g(e.e)g(A e, A L)

jk=la=n+l

1 2L
—E(n+1)(C+1)g(Aaek,Aaej)}— Z g(A.e,AL)e(Ae,AL)

a=n+l]
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Y S(ey.¢)e(h(e; ). h(e;,e)) (6. 50)
i,j,k=I
n 2p
- z z S(ek’ei)g(AaeJ”ek)g(Aaei,ej)
i,j, k=1 a=n+1
n 2p
= > > S(eye)8(Ae,¢)8(A e e))
i,j, k=1 a=n+1
n 2p
= z S(ek’ei )g(Aaek’Aaei)
i,k=l a=n+1
n 2p 1
=2 2 SIne=3)+ e+ Dliglenee(A,enAe)
jk=la=n+l

1 2
_§(n+1)(C+1)g(Aaek’Aaei)}_ z g(A.eAL)g(Ae,A L)

a=n+l
bulunur.
Son olarak (6. 17) denklemi yardimiyla
N 2
> S(ey e )g(hle, e ) h(e, e ) =r|h] (6.51)
i,j.k=1
oldugu goriiliir. Buradan da (6. 48), (6. 49), (6. 50) ve (6. 51) denklemleri (6. 47) de
yerlerine yazildiginda
1 N = = 1 2 o |12
~AJh[* = > g((V, V. h)e,.e,).h(e,.e) +——r|h[ +|Vh[  (6.52)
2 i k=l ! 2n
elde edilir.
Eger (6. 52) denkleminde H* = Zh‘;k esitligi gbz Oniine almirsa

k=1
[ R A L e
5A||h|| =2 > hj(V,V H )+Zr||h|| + |V
i,j=1 a=n+l

bulunur. Son denklemde yeniden M altmanifoldunun minimalligi kullanilirsa
1 2 1 2 =, (12
LA =L o[ +[0] (6.53)

elde edilir.
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Buradan [4] nolu kaynaktan yararlanilarak (6. 18) ile (6.53) denklemlerinin sag
taraflar1 karsilastirildiginda
N (n+ 2)2(3 —c)

1 . 2
o —3]|h[] +z{[1z(AaAB)]2 A, A, } -
op
sonucuna ulasgilir. Buradan (6. 28) ile (6. 29) esitsizlikleri kullanildiginda

(n +2)3-¢0)
2

[l " + 3120

elde edilir.

L+ 2)(c 3)

Simdi M iizerinde her yerde ||h|| <— [ + 3] oldugunu kabul

1’1

edelim. Bu durumda M ya total geodeziktir, ya M iizerinde

L (+2)e-3)
o = 20 022D

esitligi gegerlidir yada bazi x € M noktalarinda

(n+2)(c-3)

+3
2 ]

[ (x) > %[—ir(x) +

elde edilir. L]

6.3. Kenmotsu Uzay Formun Anti-invaryant Altmanifoldlan

Bu bolimde Kenmotsu uzay formun anti-invaryant altmanifoldlar1 ele
almmistir. {lk bolimde M(c) Kenmotsu uzay formun minimal, anti-invaryant bir
altmanifoldunun & vektor alanina tanjant olmasi durumunda ikinci temel formunun

boyunun karesinin Laplas denklemi hesaplanarak altmanifoldun pseudoparalel ve

Ricci-genellestirilmis pseudoparalel olmasi1 durumlari incelenmistir. ikinci bdliimde
ise M(~1) Kenmotsu uzay formun paralel ortalama egrilige sahip, anti-invaryant
altmanifoldunun & vektor alanma normal olmasi durumunda, benzer sekilde ikinci

temel formunun boyunun karesinin Laplas denklemi hesaplanarak altmanifoldun

pseudoparalel ve Ricci-genellestirilmis pseudoparalel olmasi durumlar1 incelenmistir.
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Tanim 6.3.1. {I\N/I@,E,ﬁ,g} , (2nt1)-boyutlu bir hemen hemen degme metrik

manifold olsun. Her x e M igin ¢(T M)e TM olacak sekilde M manifoldunun

m-boyutlu bir altmanifoldu var ise bu altmanifolda anti-invaryant altmanifold adi

verilir. Bu durumda rank @ =2n, m <n+1 dir [40].

6.3.1. £ Vektor Alaninin Tanjant Olmas1 Durumu

Burada (2n+1)-boyutlu M  Kenmotsu manifoldunun, (n+1)-boyutlu
anti-invaryant bir altmanifoldu iizerinde c¢alisarak, & e (M) oldugunu kabul
edecegiz. Bu durumda Vx e M i¢in;

TM = (T, M)

bi¢imindedir.

Onerme 6.3.1.1. (2n+1) boyutlu M Kenmotsu manifoldunun (n+1)-boyutlu
anti-invaryant bir altmanifoldu M ise bu durumda, VY,Z € x(M) i¢in ;

AnZ=A,Y (6. 54)

dir [35].

(2n+1)-boyutlu ¢-kesitsel egriligi ¢ = sabit olan bir Kenmotsu uzay formu

1\7[(c) nin (n+1)-boyutlu anti-invaryant altmanifoldu M olsun. M anti-invaryant
altmanifoldunun egrilik tensori (2. 21) ve (3. 10) denklemleri yardimiyla
VX, Y,Z, We y(M) i¢in;

ROGY,Z,W) = g, 2)e(X, W) - (X, 2)e(Y, W)

+ D @y W) - 1 n@e W)

+n(YM(W)g(X, Z) —n(Xm(W)e(Y, Z)]
+ g(h(Y, Z), h(X, W)) — g(h(X, Z), h(Y, W)) (6. 55)

yazilabilir.
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Buradan X ve W vektor alanlarma gore kontraksiyon yapildiginda M nin S Ricci

tensoru

S(Y.2) = n(c3) - e+ DJe(Y,2) =, (n = (e + D(Y)n(2)
-2 g(h(Y.e).h(Z,e) (6. 56)

elde edilir.
(6. 56) denkleminde Y ve Z vektor alanlarina gore yeniden kontraksiyon

yapildiginda M nin r skaler egriligi

r=>S(e;e))
lj (6. 57)
r= Z[nz(c ~3)—n(c+5)]-|h[’

olur.

Yardimc1 Teorem 6.3.1.2. (2n+1)-boyutlu ve ¢-kesitsel egriligi ¢ = sabit
olan bir Kenmotsu uzay formu 1\7I(c) nin ¢ vektor alani tanjant olacak bigimde,

(n+1)-boyutlu minimal, anti-invaryant altmanifoldu M olsun. M nin ikinci temel

formu h nin boyunun karesinin Laplas denklemi

1 =2 (n+D(c-3)
S afb = o + (2D
+Z[iz(AaA —ABAQ)2 —(iz(AaAﬁ))z] (6. 58)
op
bi¢imindedir.
Ispat : {e .e,,..e ,e ., =& TM nin bir bazi olsun. M altmanifoldunun

minimalligi g6z 6niine alindiginda (6. 3) denklemi

(Vh)(X,Y) =3 (R(e;, X)-h)(e;, Y)

bi¢imine doniisiir.
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Burada Yardimci Teorem 6.2.4 iin ispatindan yararlanildiginda
2((R(e,,€)-h)(e,,¢)),h(e;,e)))
=g(R(e.e)h(e,.€)),h(e;,e,) —g(h(R(e,.e))e, . €;), h(e, e)))
—g(h(e,,R(ey,€)e;),h(e;.¢)))

+D [1Z(A Ay = AyA,)” = (iz(A,A))’] (6. 59)
o.p

yazilabilir.
Diger taraftan M(c) Kenmotsu uzay form oldugundan, (3. 10) denklemi yardimiyla
(R (ew, enh)(ex, &), h(es, ¢) = (%)[ g(ei, h(ex, ¢j))g(ex, h(e;, ¢)))
— g(ex h(ex, e))g(ei, h(e;, ¢))]

# (Sn(en) nehies, e)eCes hies &)

—n(ei) n(h(ex, ej))g(ex, h(ei, ¢))
+n(ei) n(h(ei, ej))g(ex, hiew, ej))
—n(ex) n(h(ex, e))gei, hiex, ¢)))
+ g(ew, eh(ex, €j)g(pei, h(e;, ¢))
— g(ei, ph(ey, e))g(per, h(e;, ¢j))
+2 g(ew, pei) g(oh(ex, ), h(ei, ¢))]

yazilabilir.
M nin, M(c) Kenmotsu uzay formunun anti-invaryant bir altmanifoldu oldugu goz

ontine alindiginda son denklemden
g(R(e,.e)h(e,.e)).h(e;.€))

= (CTH)[g((Pei ,hie,, ej))g((pek ,he;, ej)) —g(pe,,h(e,, ej))g((pei ,h(e;, < )]

c+1
= (T)[g(A(pei ek > ej)g(A(pek ei > CJ) - g(A(pek ek > ej)g(A(pei ei > CJ)]

c+1
= (T)[g(A(Pei ek b Aq)ek ei ) - g(A(pek ek s A(pei ei )]

elde edilir.
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Buradan da son denklemde (6. 54) esitligi kullanildiginda

~ c+l1
g(R(ek s ei )h(ek s ej)’h(ei s ej )) = (T)[g(A(pei ek > A(peiek) - g(A(pek ek s Aq)ei ei )]

_ (CTH)[iz(Aq)ei )? —iz(A,, )iz(A,, )]

olur. Yukaridaki denklemde 1, j ve k indisleri lizerinden toplam alindiginda

n+l

S g(®(e,.e)h(e,.e,).h(e, ) = (S

k=1 4

2
)||h| (6. 60)
elde edilir. M(c) Kenmotsu uzay form oldugundan, benzer sekilde

R(ek ,€;)e, = (C+43)[g(ei € )6 —ge,e e ]

HEDM(e (e e, ~nene e,

+n(e;)gle,,e, )& —n(e,)gle;, e, )E]
denklemi yardimiyla

g(h(f{(ek .)€, ej)9 h(e,, ej))

= g(Ah(ei 2p®i li(ek ,€,)e,)

c-3
= (T)[g(ei e )g(e, Ah(ei ,ej)ej) —g(e,,e)gle;, Ah(ei ,ej)ej)]

c+l1
+(T)[n(ek )Tl(ek )g(ei ’ Ah(ei ,ej)ej) - n(ei )Tl(ek )g(ek > Ah(ei ,ej)ej)

+n(e;)gle,,e, g6, Ah(ei,ej)ej) -n(e,)g(e; e, )g(E, Ah(ei,ej)ej)]
yazilabilir.

Buradan da

g(h(f{(ek ,€)€, 5 ej)9 h(e,, ej))

c-3 . c+l1
= (T)[g(Ah(ei ,ej)ej’ el) - (n + l)g(Ah(ei,ej)ej € )] + (T)g(Ah(ei ,ej)ej s ei)

elde edilir. Son denklemde 1, j ve k indisleri lizerinden toplam alinarak, (6. 1) esitligi

yardimiyla

n+l

z g(h(ﬁ(ek’ei)ek’e]’)’h(ei’ej)) =(

k=1

_n(C—3i+(C+1))”h”2 6. 61)

bulunur.
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Son olarak

R(ek ,€,)8; = (?)[g(ei’ e;)e, —g(e.¢e)e ]

HEDM(E (e e ~n(e)nte e,

+n(ei)g(ek,ej)§ —n(e)g(e; ,ej)ﬁ]

denklemi yardimiyla

g(h(f{(ek )€ )ej’ e, ), h(e,, ej))

= g(Ah(ei Sk ’R(ek’ei)ej)
c-3
= (T)[g(ei ) ej)g(ek > Ah(ei ,ej)ek) —g(e,, ej)g(ei 5 Ah(ei nCx )]

c+l1
+(T)[n(ek )Tl(ej)g(ei ’ Ah(ei,ej)ek) - n(ei )Tl(ej )g(ek s Ah(ei ,ej)ej)

+n(e;)gley, ej)g(é’ Ah(ei,ej)ej) —n(e,)gle;, C; )g(é’Ah(ei,ej)ej)]

yazilabilir. Buradan da

g(h(f{(ek )€ )ej’ e, ), h(e,, ej))

c-3
= (T)[g(epAh(ek ,ek)ej) _g(ei9Ah(ei,ej)ej)]

-i-(CT-i_l)[g(lAh(ei ,ej)ei > é)n(ej) - g(Ah(ek’ek )ei , é)n(el) ]

elde edilir.
Son denklemde (6. 1) ve (5. 2) esitlikleri kullanilarak 1, j ve k indisleri lizerinden

toplam alinip, M nin minimalligi g6z oniine alindiginda

n+l

> gh(R(e,.e)e,.e.).h(e, ) = —(0443>||h||2 (6. 62)

k=1

sonucuna ulasilir.
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(6. 60), (6. 61) ve (6. 62) denklemleri (6. 59) da yerlerine yazildiginda

n+l

z g((ﬁ(ek ,€)-h)(e,, ej)a h(e,, ej))

i,j.k=l1

_[(n+1)(c—3)
- 4

0"+ liz(A, A, - AjA,) —(i2(A,A)))]
a,p

olup buradan da son denklem (6. 3) ile verilen Laplas denkleminde yerine

yazildiginda
1 = |2 n+1)(c-3
S = [T+ 2
+Z [iz(A, Ay —AGA, ) - (iz(A, Ay )]
op
sonucuna ulasilir. m

Teorem 5.3.1 ve Teorem 5.3.3 iin ispatlarinda kullandigimiz yontem sirasiyla

1 . . oy
L=-1 ve L=— durumlarini yorumlamak i¢in yeterli degildir. Dolayisiyla bu
n

durumlar agik birer problemdir. Bu bdliimde, Kenmotsu uzay formun anti-invaryant

bir altmanifoldu i¢in bu durumlarin ¢oziimleri verilmistir:

Teorem 6.3.1.3. (2n+1)-boyutlu ve ¢-kesitsel egriligi ¢ = sabit olan bir
Kenmotsu uzay form M (c) nin & vektdr alani tanjant olacak bi¢cimde, (n+1)-boyutlu

minimal, anti-invaryant bir altmanifoldu M olsun. Eger M pseudoparalel ven M

(n+D(c—1)
4

iizerinde <0 ise bu durumda M total geodeziktir.

Ispat : M (c) Kenmotsu uzay formunun (n+1)-boyutlu anti-invaryant bir

altmanifoldu M olsun. Bir xeM i¢gin T M nimn {e,e,,....e .e, ., =&} ortonormal

> ¥n+l

bazini alalim. Burada e, =& ve e, =o¢e, (t=2,3, ..., n), bicimindedir.
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Boylece Teorem 6.2.6 nin ispatindan yararlanildiginda 1<i,j<n+1 ve
n+2<a<2n+1 igin;
1 —
S A = 3 eV, 7. (e, e, hee,)
i,j,k=1

+g(e;, ej)g(h(ek ,¢,),h(e;, ej))
—g(ey, C; )e(h(e,,e;),h(e;, €; )

+g(e,e )g(h(ej ,ey ), h(e;, ej))

~g(ey e, )g(h(e; e)).h(e; e )} + [Vh[ (6.63)
yazilabilir.
M altmanifoldu minimal oldugundan son denklemde gerekli diizenlemeler
yapildiginda
—A||h|| = Z 2V, YV, h)e.e).h(e; e)) - (n+1)| +HVhH
i,j,k=1

sonucuna ulasilir.

n+l
Eger son denklemde H* = Zh‘;k esitligi goz Oniline alinirsa

k=1
n+l 2n+l

_A”h“ => Y W@,V 1)~ (+Dh] +|vh| (6. 64)

i,j=l a=n+2

elde edilir. Burada

=3 +1) Z(

biciminde tanimlanmaktadir. (6. 64) denkleminde yeniden minimallik kosulu

kullanildiginda

Al ==+ D]+ [7] (6. 65)
elde edilir. Buradan (6. 58) ile (6. 65) denklemlerinin sag taraflar
karsilastirildiginda

D+ (n+1)(3 ¢)

0] - X liz(A, Ay - AyA,) ~(iz(A,A,))*]1=0
o,p

bulunur.
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Boylece [4] nolu kaynaktan yararlanildiginda son denklem

[+ 1)+ By | 50 {[iz(AaAB P +[[A,. A, ]Hz} =0

4 op
bi¢imine doniisiir.

Eger WS 0 ise iz(A,A;)=0 ve dolayisiyla ||Am||2 =iz(A,A,) =0 olup

buradan da h = 0 oldugu goriiliir. Boylece M altmanifoldunun total geodezik oldugu

sonucuna ulasilir. m

Teorem 6.3.1.4. (2n+1)-boyutlu ve ¢-kesitsel egrilifi ¢ = sabit olan
Kenmotsu uzay form M (c) nin & vektdr alani tanjant olacak bi¢cimde, (n+1)-boyutlu

minimal, anti-invaryant bir altmanifoldu M olsun. Eger M Ricci-genellestirilmis

T (n+D(c-3) >0
n 4 B

pseudoparalel ve© M  {izerinde ise bu durumda M total

geodeziktir.

Ispat : M (c) nin Ricci-genellestirilmis pseudoparalel anti-invaryant
altmanifoldu M i¢in Teorem 6.2.7 nin ispat1 yardimiyla 1<1, j,k,1 <n+1 igin;

n+l

A = 3 e, T e e hee )

~ L1806, elh(e, 0. h(e, )
—S(ey.¢))g(h(e,,e;),h(e; e))
+S(e,-¢)g(h(e; e, ),h(e; ¢)))

~S(e,.e)g(h(e; e ). h(e; e ) + [V (6. 66)

yazilabilir.
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Buradan (6. 56) denklemi kullanildiginda

n+l n+l  2n+l
z S(ei’ej)g(h(ek’ek)’h(ei9ej)) = z z S(elae g(Aey.e,)8(Ae;, )
i,j,k=1 i,j,k=1 a=n+2
n+l  2n+l
=D 2, Sleie)iz(A)g(A e, ¢)
i,j,k=1 a=n+2

olur. M minimal oldugundan son denklemden

n+l

2 S(e;egh(e,. e ). h(e;e;)) =0 (6. 67)

k=1

elde edilir. Benzer sekilde

n+l

D Sey.e)g(h(e; e,),h(e;e))) (6. 68)
i,j,k=1
n+l 2n+l
- z z S(ek’e )g(Aa 1’ek)g(Aa i° )
i,j, k=l a=n+2
n+l 2n+l
= D S(ee)e(A,e.e)2(A e e)
i,j, k=l a=n+2
n+l 2n+l
= z z S(ey.e))g(Ae, Ae))
j.k=la=n+2
n+l 2n+l
=> 2 —[n(C 3)—(c+Dlgley.e)g(A e, Ae))
jk=la= n+2
1 2n+l1
—Z(n—1)(C+1)g(Aaek,Aa€j)]— Z]g(Aaek,Aaej)g(Aaek,Aaej)
veE
n+l
D S(e,.e)g(h(e;.e,),h(e;,e;)) (6. 69)
i,j,k=1
n+l 2n+l
= D S(eeg(A,e,e)2(A e ¢)
i,j,k=l a=n+2
n+l 2n+l
= D S(ee)e(A, e e)g(A,e;¢)
i,j,k=l a=n+2
n+l 2n+l
=2, 2 S(ewse)g(AeAL)
i,k=l a=n+2
n+l 2n+l
=> 2 —[n(C 3)—(c+Dlgle,.e)e(A e, AL)
jk=la= n+24
1 2n+l1
_Z(n_1)(C+1)g(Aaek’Aaei)]_ z g(AeAe)e(Ae,A,L)
a=n+2
bulunur.
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Son olarak (6. 57) denklemi yardimiyla

n+l
z S(ey,e,)g(h(e;,e;),h(e;,e)) = r”h”2 (6.70)
i,j.k=1
oldugu goriiliir. Buradan da (6. 67), (6. 68), (6. 69) ve (6. 70) denklemleri (6. 66) da
yerlerine yazildiginda
1 n+l _ _
§A||h||2 = > &((V V h)e,,e,)h(e;.e)) +i||h||2 o @671
i,j.k=1

elde edilir.

n+l
Eger (6. 71) denkleminde H* = Zh‘;k esitligi gdz Oniine alinirsa

k=1

n+l

1 2n+l1 R — " 1 _
A = IPIHIAN y+—rflf + [V
1,)=l a=n+

bulunur. Son denklemde yeniden minimallik kosulu kullanildiginda
1 2 T 2 = |12
—Alh|" =—|h|" +||Vh 6.72
L A = S + 6.7
elde edilir. Buradan (6. 58) ile (6.72) denklemlerinin sag taraflari karsilastirildiginda

e a L [E9 (AW FWOW

1 (n+D(c-3)

sonucuna ulasilir. Eger
n 4

20 ise iz(A,A;)=0 ve dolaysi ile

||Aa||2:iz(AaAa):0 olup buradan da h = 0 oldugu goriliir. Boylece M

altmanifoldu total geodezik olur. ]

6.3.2. £ Vektor Alaninin Normal Olmasi Durumu

Burada (2n+1)-boyutlu M Kenmotsu manifoldunun n-boyutlu anti-invaryant
bir altmanifoldu M iizerinde calisarak, & ey (M) oldugunu kabul edecegiz. Bu
durumda Vx e M i¢in;

T, M =(TM)+Sp{&}

bi¢imindedir.
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Onerme 6.3.2.1. (2n+1)-boyutlu M Kenmotsu manifoldunun n > 4 boyutlu,
anti-invaryant bir altmanifoldu M olsun. Eey*(M) olacak bicimde

VX,Y,Z e x(M)i¢in;

()  ApY=AnZ (6. 73)
(i) AX=-X (6. 74)
(i) Vie=0 (6. 75)

ozellikleri gegerlidir [35].
(6. 74) denkleminin bir sonucu olarak asagidaki 6nerme verilebilir:

Onerme 6.3.2.2. (2n+1)-boyutlu M Kenmotsu manifoldunun & vektor alanm

normal olacak bigimde, anti-invaryant bir altmanifoldu M minimal olamaz [35].

(2n+1)-boyutlu ¢-kesitsel egriligi ¢ = sabit olan bir Kenmotsu uzay formu
1\7[(c) nin & vektdr alani normal olacak bicimde, n-boyutlu anti-invaryant bir

altmanifoldu M olsun. M anti-invaryant altmanifoldunun egrilik tensorii (2. 21) ve

(3. 10) denklemleri yardimiyla V X, Y, Z, W € y (M) i¢in;

R(X,Y,Z, W)= - 3 [a(Y, 2)e(X, W) - &(X, Z)g(Y, W)]

yazilabilir. Buradan X ve W vektor alanlarmma gore kontraksiyon yapildiginda M nin

S Ricci tensori
S(Y,2) = %[(n -D(c-3)]g(Y.Z2)- Zg(h(Y, ¢,),h(Z,e)) (6.77)

elde edilir. (6. 77) denkleminden Y ve Z vektor alanlarina gore yeniden

kontraksiyon yapildiginda M nin r skalar egriligi

r=>S(e;e,)
lj (6. 78)
r=[n(n-D(c-3)][n[’

bi¢imindedir.
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Yardimc1 Teorem 6.3.2.3. (2n+1)-boyutlu ve ¢-kesitsel egriligi ¢ = sabit
olan bir Kenmotsu uzay formu 1\7[(0) nin & vektor alan1 normal olacak bigimde,

n > 4 boyutlu paralel ortalama egrilige sahip, anti-invaryant bir altmanifoldu M
olsun. Bu durumda, M nin ikinci temel formu h nin boyunun karesinin Laplas

denklemi

1 > _enl? gae=3)+(c+D 2 (=D .o,
alhff = [h 22 Dy €D iy

N n(n—-1)(c+1)

L T lEAA =AM = (ZAADT (6 79)
a,p

ile verilir.

ispat : (2n+1)-boyutlu M(c) Kenmotsu manifoldunun n-boyutlu
anti-invaryant bir altmanifoldu M olsun. M nin
{€1,..., €n, PEI=C] ..., Pe=€n , Cn+1 =C}
ortonormal bazmi alalim. M nin ikinci temel formunun boyunun karesinin Laplas

denkleminin tanim geregi

1 2 = — |12

S A" =e(V?hh)+ [V (6. 80)
bi¢ciminde oldugunu biliyoruz. Buradan (6. 12) denkleminden yararlanildiginda

g(V’h, )X, )= > (V. V, h)(X,Y)
= Z[(ﬁ(ei,X) ‘h)(e;, Y)+(Vy(R(e;, Y)e ) )t

+ (V, (R(e, X)Y)*)'] + V{Vy(izh)

yazilabilir. M nin paralel ortalama egrilige sahip oldugu g6z 6niine alindiginda son

denklem,
(Vh)(X,Y) = Z (R(e;,X)-h)(e;, Y)

bi¢imine doniisiir.
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Boylece Yardimci Teorem 6.2.4 iin ispatindan yararlanildiginda
g(R(e,.e)h(e,.e),h(e,,e))
=g(R(e,.e,)h(e,.€)),h(e;.e)))
—g(h(ﬁ(ek,ei )e»€;),h(e;,€;))
—g(h(e,R(ey,€)e;),h(e; e)))
+Z[iz(AQA —A[,)Am)2 —(iz(A A))’] (6. 81)
o.p

yazilabilir.

Diger taraftan M(c) Kenmotsu uzay form oldugundan (3. 10) yardimiyla
~ c-3
8(R (ex, e)h(ex, ¢), h(ei, ¢)) = (T)[ g(ei, h(ex, ¢j))g(ex, h(ei, ¢)))
— g(ex h(ex, ))g(ei, h(e;, ¢))]
c+1
+ (T)[n(ek) n(h(ex, ep)g(ei, h(ei, ¢j))

—n(ei) n(h(ex, ej))g(ex, h(ei, ¢))
+n(ei) n(h(ei, ej))g(ex, hiew, ej))
—n(ex) n(h(ex, e))gei, hiex, ¢))
+ g(ew, eh(ex, ej)g(pei, h(ei, ¢))
— g(ei, ph(ex, ¢)))g(pex, h(e;, ej))
+2 g(ex, 9ei) g(oh(ex, ¢), h(ei, ¢)))]

elde edilir. Buradan da
~ c+1
g(R (ex, eh(ex, €), h(e;, €)) = (T)[g(tpei, h(ex, €))g(@ex, h(e;, €)))
— g(oex, h(ex, €)))g(pei, h(ei, €))]
c+1

= (T N g(Ageick, €)2(Aqpex€i, €)

— g(Agerei, €)g(Ageici, €))]
olup son denklemde (6. 80) denklemi kullanildiginda

~ c+1
g(R (ex, e)h(ex, ¢)), h(ei, ¢))) = (T)[g(Acpekei, Ageei) — 8(Agekek, AgeiCi)]

yazilabilir.
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Buradan da 1, j ve k indisleri lizerinden toplam alindiginda

- ~ c+1 )
S a®(e, )h(e, €. hie,e, )= : V[ - Gzhy +nn-1]  (6.82)
ijk=1
bulunur.
Benzer sekilde
~ c-3
R (ex, eiex = (T)[ g(ei, eex — glex, exeil
-3
= (%)l gen evex—ne
Ve

~ c-3
h(R (ex, eiex, &) = (T)[g(ei, ex)h(ex, ¢j) —nh(e;, ¢))]
bi¢iminde olup buradan esitligin her iki yanimnin h(e;, ¢) ile i¢ ¢arpimi alindiginda,
g(h(R (ex, €)ex, &), h(ei, €)= g(Anci ) R (ex, e &)

= 2(An(ei, ¢)€j » R (ex, €i)ex)

c-3
= (—4 )g(ei, ex) g(Anei, ¢)€j> €k) — NE(An(ei, )€, €i)]
c-3
= (1—n)(T)g(Ah<ei, ¢)€j» €i)

=0 2 o] ©.%)
bulunur.

Son olarak,
~ c-3
R (e, e)ey= (—=)lg(e ee— glew gj)e]
denklemi g6z Oniine alinarak 1, j ve k indisleri tizerinden toplam alindiginda

> gh(Re,, e)e;, e,), he;, €)= g(Anei ) R (e ey, ex)

i,j.k=1
= g(ﬁ (ex, €1)€j, Anei, ¢j)€k)
c-3
= (T)[g(ei, €j) Z(An(ei, ¢j)€ks €k) — Z(An(ei, ¢))€j» €i)]
c-3 . 2
= (T)[(lzh) — 8(An(ei, j)€js €i)]
C'3 . 2 2
=()l(izh) —[|n|] (6. 84)
elde edilir.
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(6. 82), (6. 83) ve (6. 84) denklemleri (6. 81) esitliginde yerlerine yazildiginda

n(c-3)+(c+1)

7 ||| (6. 85)

g (R (ex, e)h(ex ), h(ei, &) = [

—@(izh)z +M
2 4

> liz(A A, ~AGA,) - (Z(A A,))]
a,B

sonucuna ulasilir. (6. 85) denklemi (6. 81) de yerine yazilarak, (6. 1) denkleminde
kullanildiginda

A = 7]+ - gy
+w + liz(A, Ay = AyA,)’ — (iz(A,Ap))’]
o,p

elde edilir. L]

Teorem 6.3.2.4. n >4 olmak iizere, (2n+1)-boyutlu ve ¢-kesitsel egriligi
c=-1 olan bir Kenmotsu uzay formu M(—1) in & vektor alan1 normal olacak
bicimde, paralel ortalama egrilige sahip, pseudoparalel bir altmanifoldu M olsun.
Bu durumda M {izerinde
2(L+1)(izh)?

[nf = ;
2n(L+1)+3]fh|

esitligi gegerlidir.
ispat : (2n+1)-boyutlu M(-1) Kenmotsu uzay formunun n-boyutlu
anti-invaryant bir altmanifoldu M olsun. M nin

* * *
{e1,..., en, P€1=€1 , ..., Pen=C€n , €ni1 =G}

ortonormal bazmi alalim. Buradan Teorem 6.2.6 yardimi ile 1<i,j<n ve

n+1<a<2n+1 igin;

%Allhllz I AN CSRICED)

—-L{g(e;, ej)g(h(ek’ e, ), h(e; ’ej)) —g(ey,e;)g(h(e,,e;),h(e;, ;)
+g(e,.e)ghle;.e, ) h(e; €)) —g(e e )g(h(e, e;).he, e} +[Vh[

yazilabilir.
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Son denklemde gerekli diizenlemeler yapildiginda

—A||h|| = Z g((V, Vv 1 ). hie; e)) (6. 86)

i,j,k=1
+La|h ~L(izh)* +[Vh|
sonucuna ulasilir.

(6. 86) denkleminde H" = Zh‘;k esitligi gz Oniine alindiginda
k=1

%A”h”z BN NARD (6.87)

i,j=1 a=n+1
+Lah| ~L(izh)* +[Vh|
elde edilir. Burada

= 3% ey

a=n+l
biciminde tanimlanmaktadir. M paralel ortalama egrilige sahip oldugundan , (6. 87)

denklemi
%A”h”z = L[| - L(izh)* +|[7h] (6. 88)

bicimine doOniisiir. Buradan (6. 79) ile (6. 88) denklemlerinin sag taraflari
karsilastirildiginda
4Ln—-n(c-3)—(c+1)
4
+Z[iz(AaA — AﬁAa)2 — (iz(AaAﬁ))z] =0
b

[ ]”hnz N (izh) + n(n—-1)(c+1)

(c-1-2L)
2

olur.
[4] nolu kaynaktan yararlanildiginda yukaridaki denklemden
4Ln—-n(c-3)—(c+1) (c-1-2L) n(n—-1)(c+1)
4 2 4

+Z{[iz(AaAﬁ)]2 + H[Aa,Aﬁ]Hz} =0
o

[ (izh)* +

Il +

elde edilir.
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¢ =—1 oldugundan son denklemden
n(L+D[h" - (L +1)izh)* Y {[iz(AaA[i T +[[A,. A, ]Hz} =0
o.f

bulunur.
Son denklemde A. M. Li ve J. M. Li nin [26] nolu kaynaktaki esitsizlikleri
kullanildiginda M {izerinde
”hnz S 2(L+1)(izh)? :
2n(L+1)+3]h|

esitligi elde edilir. n

Teorem 6.3.2.5. n > 4 olmak {lizere, (2n+1)-boyutlu ve ¢-kesitsel egriligi
c=-1 olan bir Kenmotsu uzay formu M(-1) in & vektor alan1 normal olacak
bicimde, paralel ortalama egrilige sahip, anti-invaryant bir altmanifoldu M olsun.
Eger M Ricci-genellestirilmis pseudoparalel ise bu durumda M tizerinde

o > -2
2L[(izh)* +1]+2n+3]|h|

esitligi gegerlidir.

ispat : M(-1) nin Ricci-genellestirilmis pseudoparalel anti-invaryant

altmanifoldu M i¢in Teorem 6.2.7 nin ispat1 yardimi ile 1<1, j,k,1 <n i¢in;

%Allhllz I AAD CHSRICED)

~L{S(e;,¢;)g(h(e,¢,), h(e;,e;)
—S(ey.¢;)g(h(e,,e;),h(e;,e))
+S(e,-¢)g(h(e; e, ),h(e; ¢)))
~S(e,.e)g(h(e; e ). h(e; e )+ [V (6. 89)

yazilabilir.
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Buradan (6. 77) denklemi kullanildiginda

> S(e,eehe, ). hie, e,)

i,j,k=I
n 2p
- z z S(ei ’ ej)g(lAaek > €y )g(Aaei 5 ej)
i,j, k=1 a=n+1
n 2p
= > Y S(ee)a(A e )izh)
i,j, k=1 a=n+1

n

= p [i(n—1)(0—3)]g(ei,ej)g(Aaepej)(izh)

i,j, k=1 a=n+1

n 2p
- z g(Aaei’Aaej )g(Aaei9ej)(iZh)
i,j,k=l a=n+1

- %(n —1)(c —3)(izh)? — [ (izh)’

olur.
Benzer sekilde
> S(e, e e(h(e; e, ), hie; e))
i,j,k=1
n 2p
- z z S(ek ’ ej)g(Aaei » €y )g(Aaei 5 ej)
i,j,k=l a=n+1
n 2p

= z S(ek’ej)g(Aaek’ei)g(Aaej9ei)
lo=n+l

i,j,k=l a=n+
S(ek’ej)g(Aaek’Aaej)
1

-3 3 oo e ehue )

2p
=2 g(Ae L Al)E(A L Ae)

a=n+l]
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\

3 S(e,.e)eh(e e ) he, e))

i,j,k=1
n 2p
- z z S(ek’ei)g(AaeJ”ek)g(Aaei,ej)
i,j, k=1 a=n+1
n 2p
=y S(e,.e)2(Ae.¢)E(A,e.¢))
i,j, k=1 a=n+1

n 2p

z S(e,e)g(A ey, ALL;)
i,k=l a=n+1

n

> Y - De-Ileee)ehe A L)

jk=la=n+1

2p
=D g(Al Al)g(A e A L) (6.92)
a=n+l
bulunur. Son olarak (6. 78) denklemi yardima ile
> S(e, e )gh(e; ¢, )h(e; e ) = rfh (6. 93)
i,j,k=1
oldugu goriiliir.
Buradan da (6. 90), (6. 91), (6. 92) ve (6. 93) denklemleri (6. 89) da yerlerine
yazildiginda
1 n — — —n
§A||h||2 = > 8((V,V, h)(e,.e),h(e;.¢))+|Vh|

i,j,k=I

L B (n—1)(c-3)(izh)’ ~[(izh)’ +r]||h||2}

elde edilir. Son denklemde H* = Zh‘;k esitligi gdz Oniine alinirsa
k=1

1 5 n_ 2p _ =2
S Al =2 3 h5V V. )+ [Vh|

i,j=l a=n+

L B (n—1)(c-3)(izh)’ ~[(izh)’ +r]||h||2}

bulunur.
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Diger taraftan M paralel ortalama egrilige sahip oldugundan yukaridaki denklemden
1 2 1 .0 .0 2 =2
A" = —L[Z(n—l)(c—3)(lzh) ~[(izh)* + ]|/ }HWH (6. 94)

elde edilir.
Buradan [4] nolu kaynaktan yararlanilarak (6.79) ile (6.94) denklemlerinin sag
taraflar1 karsilastirildiginda

2e=D-Ln-DE=3) iy o +[4L((izh)2 +1)—n(c—3)+(c+1)

[ 4 4

Inf?
—~1)(c+1 :
Pt +Zﬁ{[1z(A(,Aﬁ>]2 Hia, A} =0
sonucuna ulagilir. Son denklemde ¢ = -1 alindiginda
[L(n —1)~1](izh)* + (L[(izh)* + 1]+ n)[h[’
+2{[iz(AaAﬁ)]2 + H[Aa,Aﬁ]Hz} =0
a,p

elde edilir.
Son denklemde A. M. Li ve J. M. Li nin [26] nolu kaynaktaki esitsizlikleri

kullanildiginda
||h||2 > [2 — 2L(n — 1)](1Zh)2
2L[(izh) +1]+2n+ 3|’
sonucuna ulagilir. Bu da teoremin ispatini bitirir. ]

Simdi, hemen hemen degme metrik manifoldun bir slant altmanifoldunu
tanimlayarak, katli carpim yardimiyla bir Kenmotsu manifoldun total geodezik olan
ve total geodezik olmayan, invaryant ve asikar olmayan slant altmanifold 6rneklerini

verelim:

Tamim 6.3.2.6. M (2n+1)-boyutlu hemen hemen degme metrik

manifoldunun & vektor alanina tanjant bir altmanifoldu M olsun. Eger, her X vektor
alani i¢in @(X) vektor alani ile peM noktasindaki T M tanjant uzay: arasindaki
0(X) agis1 sabit ise M manifolduna slant altmanifold ad1 verilir. Burada 6(X) agisi,

peM noktas1 X € TM (X, #&) tanjant vektoriiniin se¢iminden bagimsizdir.
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Ozel olarak, =0 ise M slant altmanifoldu invaryant, ng i1se

anti-invaryant olarak adlandmrilir.  Ne invaryant, ne de anti-invaryant slant

altmanifolda asikar olmayan slant altmanifold ad1 verilir [5].

M(c) kompleks uzay formun 0 € [O,g) olacak bigimde bir slant altmanifoldu

M, fde R fizerinde pozitif tanimli, diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu
durumda Rx. M, Rx, M(c) katli ¢arpim manifoldunun yine katli carpim bir
altmanifoldu olur [10].

Ayrica Rx. M, Rx, M(c) nin bir slant altmanifoldu olup, Rx. M nin
Rx, M(c) nin total geodezik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M nin M(c) nin bir

total geodezik altmanifoldu olmasidir [10].

Ornek 6.3.2.7. M, C* kompleks uzayinda k > 0 igin;

x(u,v,w,z) =(u,v,ksinw, ksinz, kw, kz,k cosw,k cos z)

kartezyen denklemi ile verilen, ©=cos 'k slant acisina sahip bir Kaehler slant
altmanifold olsun [9].

k = 1 icin slant acis1 6=0 olup M, C* kompleks uzaymin invaryant bir
altmanifoldu olur ve M nin denklemi,

x(u,v,w,z) =(u,v,sin w,sin z, w, z,COS W, COS Z)

bicimine déniisiir. Boylece M, C* kompleks uzayinm total geodezik olmayan bir
altmanifoldu olur.

Simdi R iizerinde pozitif taniml, f(t)=ce' diferensiyellenebilir
fonksiyonunu alalim. Bu durumda, Rx, M, Rx, C* kath ¢arpim manifoldunun
yine katll g¢arpim bir altmanifoldu olur. Buradan da Rx,M ve Rx, C*

manifoldlarinin birer Kenmotsu manifold oldugu goriilmektedir. Boylece 9-boyutlu

Rx, C* Kenmotsu manifoldunun invaryant, total geodezik olmayan Rx. M

Kenmotsu altmanifoldu elde edilir.
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Ornek 6.3.2.8. M, C* kompleks uzayinda k>0 sabit reel sayis1 igin;

x(u,v) = (e cosucosv,e™ sinucos v,e" cosusinv,e* sinusinv)

kartezyen denklemi ile verilen minimal olmayan, 0= cos“(%) slant agisina
I1+k

e—ku

V1+k?

bi¢iminde olan agikar olmayan slant bir yiizey

sahip, ortalama egriligi ||H|| =

olsun [9].

Burada, 6zel olarak k = 1 secildiginde 0 :% olup, M ylizeyi
x(u,v) =(e" cosucosv,e"sinucosv,e" cosusinv,e" sinusinv)
denklemine sahip, C* kompleks uzaymin total geodezik olmayan %-slant
altmanifoldu olur.
Benzer sekilde R iizerinde pozitif tanimli, f(t)=ce' diferensiyellenebilir

fonksiyonunu alalim. Bu durumda, Rx, M, Rx, C* kath ¢arpim manifoldunun

yine bir katll carpim altmanifoldu olur. Buradan da Rx,M ve Rx, C’
manifoldlarinin birer Kenmotsu manifold oldugu goriilmektedir. Boylece 5-boyutlu

Rx, C* Kenmotsu manifoldunun invaryant, total geodezik olmayan Rx. M

Kenmotsu altmanifoldu elde edilir.
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7. SONUC VE DEGERLENDIRME

4. bolimde, bir Kenmotsu manifoldu iizerinde c¢eyrek-simetrik metrik
koneksiyon incelenerek, c¢eyrek-simetrik metrik koneksiyon ile Levi-Civita
koneksiyonu arasindaki bagint1 bulunmus ve sirasiyla egrilik tensorii, Ricci tensorii
ve skaler egrilikleri karsilastirilmis olup Teorem 4.7, Teorem 4.8, Teorem 4.9 ve
Teorem 4.10 ispatlanmistir.

5. bolimde, bir Kenmotsu manifoldun rekiirent ve pseudoparalel
altmanifoldlar1 ile bir Kenmotsu uzay formun yari-umbilik hiperyiizeyleri
mncelenerek Teorem 5.1.1, Teorem 5.1.2, Teorem 5.1.4, Teorem 5.2.1, Teorem 5.3.1,
Teorem 5.3.3, Teorem 5.3.4, Teorem ve Teorem 5.3.6. ispatlanmistir.

Son boliimde bir Kenmotsu uzay formun invaryant ve anti-invaryant
altmanifoldlar1 incelenerek, Teorem 6.2.6, Torem 6.2.7, Teorem 6.3.1.3, Teorem

6.3.1.4, Teorem 6.3.2.4 ve Teorem 6.3.2.5 ispatlanmistir.

102



8. KAYNAKLAR

[1] Arslan, K., Lumiste, U., Murathan, C. and Ozgiir, C., “’2-semiparallel surfaces in
space forms’’ Two particular cases. Proc. Estonian Acad. Sci. Phys. Math. 49
(2000), no. 3, 139-148.

[2] Asperti, A. C., Lobos, G. A., Mercuri, F., “’Pseudo-parallel immersions in space
forms’’, 10th School on Differential Geometry (Portuguese) (Belo Horizonte, 1998).
Mat. Contemp. 17 (1999), 59-70.

[3] Bishop, R. L. and O'Neill B., ’Manifolds of negative curvature’’, Trans. Amer.
Math. Soc. 145 1969, 1-49.

[4] Blair, D. E., Riemannian geometry of contact and symplectic manifolds, Progress
i Mathematics, 203. Birkhauser Boston, Inc., Boston, MA, 2002.

[5] Cabrerizo, J. L., Carriazo, A., Fernandez, L. M. and Fernandez, M., ** Slant
submanifolds in Sasakian manifolds’’, Glasg. Math. J. 42 (2000), no. 1, 125-138.

[6] Chaki, M. C., “On pseudo symmetric manifolds’’, An. Stiint. Univ. Al. I. Cuza
lasi Sect. [ a Mat. 33 (1987), no. 1, 53-58.

[7] Chaki, M. C. and Maity, R. K., °On quasi Einstein manifolds’’, Publ. Math.
Debrecen 57 (2000), no. 3-4, 297-306.

[8] Chen, B.Y, Geometry of submanifolds, Pure and Applied Mathematics, No. 22.
Marcel Dekker, Inc., New York, (1973).

[9] Chen, B. Y., Geometry of slant submanifolds. Katholieke Universiteit Leuven,
Louvain, 1990.

[10] Chen, B. Y., °On warped product immersions’’, Journal of Geometry, 82
(2005), 36-49.

103



[11] Chinea, D. And Gonzales, C., A classification of almost contact metric
manifolds’” Ann. Mat. Pura. Applic., IV Ser., (1990), 15-36.

[12] De, U. C. and Guha, N., “°On generalised recurrent manifolds’’, Proc. Math.
Soc. 7(1991), 7-11.

[13] De, U. C., Shaikh, A. A. and Biswas, S., ’On ¢-recurrent Sasakian manifolds’’
Novi Sad J. Math. 33 (2003), no. 2, 43-48.

[14] De, U. C.and Ghosh, G. C., “°On generalized quasi Einstein manifolds’’,
Kyungpook Math. J. 44 (2004), no. 4, 607-615.

[15] De, U. C., Yildiz, A. and Yalmiz, A. F., °On ¢ -recurrent Kenmotsu
manifolds’’, Turkish Journal of Mathematics, 33 (2009), 17-25.

[16] Deprez, J., “’Semiparallel surfaces in Euclidean space’’, J. Geom. 25 (1985), no.
2, 192-200.

[17] Deszcz, R., “On pseudosymmetric spaces” Bull. Soc. Math. Belg. Ser. A 44
(1992), no. 1, 1-34.

[18] Deszcz, R., Verstraelen, L. and Yaprak, S., ¢’Pseudosymmetric hypersurfaces in
4-dimensional spaces of constant curvature’ Bull. Inst. Math. Acad. Sinica 22
(1994), no. 2, 167-179.

[19] Deszcz R., Hotlos M.and Sentiirk Z., “’On curvature properties of quasi-Einstein
hypersurfaces in semi-Euclidean space’’, Soochow J. Math. 27 (2001), no.4, 375-
3809.

[20] Golab, S., “’On semi-symmetric and quarter-symmetric linear connections’’,
Tensor (N.S.) 29 (1975), no. 3, 249-254.

[21] Hacisalihoglu, H. H., Diferensiyel Geometri, Indnii Universitesi Yaymlari,
(1983).

[22] Kenmotsu, K., “’A class of almost contact Riemannian manifolds’’, Tohoku
Math. Journ. 24 (1972), 93-103.

104



[23] Kobayashi, M., “’Semi-invariant submanifolds of a certain class of almost
contact manifolds’’, Tensor (N.S.) 43 (1986), 28-36.

[24] Kobayashi, S., Nomizu, K., Foundations of differential geometry, John Wiley
and Sons, Inc., New York (1996).

[25] Kocayigit, H., “Lorentz 3-Manifoldlarinda Biharmonik Egriler ve Kontakt
Geometry’’, Doktora Tezi, 2004.

[26] Li, A. M. and Li, J. M., “An intrinsic rigidity theorem for minimal
submanifolds in a sphere’’, Arch. Math. 58 (1992), 582-594.

[27] Mangione, V., “Totally geodesic submanifolds of a Kenmotsu space form’’,
Mathematical Reports, Bucharest, 7 (2005), no. 4, 315-324.

[28] Murathan, C. Arslan, K. and Ezentas, R., “’Ricci generalized pseudo-parallel
immersions’’, Differential geometry and its applications, 99-108, Matfyzpress,
Prague, 2005.

[29] O’Neill, B., Elementary differential geometry, Academic Press, New York-
London (1996).

[30] O’Neill, B., Semi-Riemannian geometry with applications to relativity, Pure and
Applied Mathematics, 103. Academic Press, Inc. [Harcourt Brace Jovanovich,
Publishers], New York, 1983.

[31] Ozgiir, C., °On generalized recurrent Kenmotsu manifolds’’, World Applied
Sciences Journal 2 (2007), 29-33.

[32] Ozgiir, C. and Murathan C., “’On 2-pseudoparallel invariant submanifolds of
Sasakian manifolds’’, preprint.

[33] Pitis, G., Geometry of Kenmotsu Manifolds, Publishing House of Transilvania
University of Brasov, 2007.

[34] Roter, W., °On conformally recurrent Ricci-recurrent manifolds’’, Collog.
Math., 46 (1982), 45-57.

105



[35] Shahid, Hasan M., ‘’Anti-invariant submanifolds of a Kenmotsu manifold’’,
Kuwait J. Sci. and Eng. 23 (2), 1996, 145-151.

[36] Sular, S., Ozgiir, C. and De, U. C., “’Quarter-symmetric metric connection in a
Kenmotsu manifold’’, SUT Journal of Mathematics, 44 (2008), no. 2, 297-306.

[37] Sular, S. and Ozgiir, C., °On some submanifolds of Kenmotsu manifolds’’,
Chaos, Solitons and Fractals, 42(4) (2009), 1990-1995.

[38] Tanno S., “The automorphism groups of almost contact Riemannian
manifolds’’, Tohoku Math. J. 2 (1969), 21-38.

[39] Tshikuna, T. M., “’Quelques classes des submersions metriques presque de
contact’’, Rev. Roumaine Math. Pures Appl. 35(1990), 705-721.

[40] Yano, K. and Kon, M., Structures on manifolds, Series in Pure Mathematics, 3.
World Scientific Publishing Co., Singapore, 1984.

[41] Yano, K. and Kon, M., Anti-invariant submanifolds, Lecture Notes in Pure and
Applied Mathematics, no. 21. Marcel Dekker, Inc., New York-Basel, 1976.

[42] Yano, K., °On semi-symmetric metric connection’’, Rev. Roumaine Math.
Pures Appl. 15 (1970), 1579-1586.

[43] Yildiz, A., Murathan, C., Arslan, K. and Ezentag, R., “’C-totally real pseudo-
parallel submanifolds of Sasakian space forms’’ Monatshefte fiir Mathematik 151
(2007), no. 3, 247-256.

[44] Yildiz, A. and Murathan, C., “Invariant submanifolds of Sasakian space
forms’’, Journal of Geometry, 2009, (baskida).

106



