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OZET

GENISLETILMIiS HECKE GRUPLARININ BAZI ALTGRUPLARI VE
PELL-LUCAS SAYILARI iLE iLISKIiLERI
DOKTORA TEZi.
ZEHRA SARIGEDIK
BALIKESIR UNIVERSITESI FEN BiLIMLERi ENSTIiTUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI
(TEZ DANISMANI: DOC. DR. SEBAHATTIN iKiKARDES)

BALIKESIR, MART - 2014

Bu tezde, H(A;) Hecke grubunun indeksleri bilinen bazi temel denklik
altgruplarmin tiretegleri bulunmustur. Bu iiretecler yardimiyla Pell ve Pell-Lucas
sayllarinin bir genellemesi verilmistir ve sayilar teorisinde bazi uygulamalari
calisiimastir.

Bu tez alt1 bolimden olugmaktadir. Birinci bolim girig bolimii olup
calisma tanitilmistir.

Ikinci bolimde, H(4,) Hecke grubu ve H (A4¢) genisletilmis Hecke
grubunun tanimlar1 verilmistir.

Ucgiincii boliimde, H (44) genisletilmis Hecke grubunun g = 3 asal sayisi
icin baz1 denklik ve temel denklik altgruplarmin tiretecleri verilmistir. Daha sonra,
temel denklik altgrubun iireteclerini kullanarak genellestirilmis Pell sayist ve
genellestirilmis Pell-Lucas sayisinin tanimlar1 yapilmistir ve bu sayilarin
ozellikleri incelenmistir. Ayrica bu dizilerin polinom olarak yazilabilecegi de
gosterilmistir. Daha sonra, bu bdliimde tanimlanmis olan A* ve B¥ matrislerinin
Q(v/d) cismindeki sabit noktalari verilmisti. Bu bolimde son olarak,
tanimladigimiz genellestirilmis Pell ve genellestirilmis Pell-Lucas sayilarinin
H(A3) genisletilmis modiiler grupta bir uygulamasi verilmistir.

Dérdiincii béliimde, H(4,) genisletilmis Hecke grubunun iki seviyeli
temel denklik altgrubu i¢in kare kuvvet altgruplar: incelenmistir.

Besinci boliimde, H (lq) genisletilmis Hecke grubunun g = 3 tamsayisi
icin kuvvet altgruplar1 incelenmistir.

Altinc1 boliimde, tezde elde edilen sonuglar verilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Genisletilmis Hecke gruplari, temel denklik
altgruplari, denklik altgruplari, kuvvet altgruplari



ABSTRACT

SOME SUBGROUPS OF EXTENDED HECKE GROUPS AND
RELATIONS WITH PELL-LUCAS NUMBERS
PH.D THESIS
ZEHRA SARIGEDIK

BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE

MATHEMATICS
(SUPERVISOR: ASSOC. PROF. DR. SEBAHATTIN IKIKARDES )

BALIKESIiR, MARCH 2014

In this thesis, generators of some principal congruence subgroups of Hecke
groups with known indexes have been found. With the help of these generators, a
generalization of Pell and Pell-Lucas numbers are given and some applications of
generators are studied in numbers theory.

This thesis consists of six chapters. In the first chapter which is the
introduction, the fundamental notions and results of the study is introduced.

In the second chapter, the definitions of Hecke group and extended Hecke
group were given.

In the third chapter, generators of some congruence and principal
congruence subgroups in the extended Hecke group for g = 3 prime are given.
Then, the definition of generalized Pell numbers and generalized Pell-Lucas
numbers by means of the generators of principal congruence subgroups are given
and properties of these numbers have been examined. Additionally, the fact that
these sequences can be written in polynomial form is shown. Moreover, the fixed
points of the matrices A* and B¥ in Q(d) are given that are defined. Finally in this
chapter, an application of generalized Pell and generalized Pell-Lucas numbers in
the extended modular group is given.

In the fourth chapter, the square power subgroups of the principal
congruence subgroup of level two in the extended Hecke groups H (44) are
studied.

In the fifth chapter, the power subgroups of the extended Hecke groups
H(A,) for g = 3 are studied.

In the sixth chapter, the results obtained in this thesis are summarized.

KEYWORDS: Extended Hecke groups, principal congruence subgroups, congruence
subgroups, power subgroups
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SEMBOL LIiSTESI

C : Karmasik sayilar kiimesi

R : Reel sayilar kiimesi

QHd) : Q cisminin V/d ile genislemesi

SL(2, Z) : Ozel lineer grup

PSL(2, 7) HTIT(z) =222 a,b,c,d €Z,ad —bc =1}

C. : n mertebeli devirli grup

D, : Dihedral grup

Co : Genigletilmis karmasik sayilar kiimesi

H(A) : Hecke grubu

H(4,) A=4,=2 cos%, 1 < 1 < 2 igin elde edilen Hecke grubu
H(4,) : Genisletilmis Hecke grubu

H,(2,) : Genisletilmis Hecke grubunun p seviyeli temel denklik
altgrubu

H™ (/Iq) : Genisletilmis Hecke grubunun m. kuvvet altgrubu
H ’(/Iq) : Genisletilmis Hecke grubunun komiitator altgrubu
X : Schreier transversali

U : Ust yar1 diizlem

Aut(U) : Ust yar1 diizlemin otomorfizmlerinin kiimesi

F;, : Genisletilmis Hecke grubu i¢in temel bir bolge

P =<X|R> : Grup sunusu

PGL(2,K) : Projektif genel lineer grup

PSL(2,K) : Projektif 6zel lineer grup

r : Fuchsian gruplar

(gsmy,...m.tu) :
p(T)
AXB
Ax*B
W(T,S,R)
BRF

F[x]

Fuchsian gruplarm simgesi

: Fuchsian grubun temel bolgesinin hiperbolik alani
: Direk ¢arpim grubu

: Serbest ¢arpim grubu

: T, S, R iiretecleri i¢in indirgenmis kelime

: Indirgenmis bir blok bi¢imi

: Katsayilar1 F cismine ait polinom halkas1

v



: n. Pell sayis1

: n. Pell-Lucas sayis1

: Genellestirilmis n. Pell sayisi

: Genellestirilmis n. Pell-Lucas sayis1

: a i¢in iist smir



ONSOZ

Bu calismada akademik bilgi ve birikimiyle bana destek olan ve
yardimlariyla her zaman yanimda hissettigim danisman hocam Dog. Dr.
Sebahattin ikikardes’e ve lisansiistii hayatim boyunca yardimini hi¢ esirgemeyen
saym hocam Prof. Dr. Recep Sahin’e ictenlikle tesekkiir ederim. Ayrica teknik
yardimlarindan dolay1 Umit Sarp’a tesekkiirler.

Beni yetistiren, her konuda destekleyen ve bugiinlere gelmemde biiyiik

emekleri olan sevgili anneme ve babama tesekkiirlerimi sunuyorum.

vi



1. GIRIS

n = 2 olmak tizere SL(n, Z) matris grubunu diisiinelim. k € Z* olmak iizere
Z— Z/kZ dogal halka homomorfizmas1 bir SL(n,Z) — SL(n, Z/kZ) grup

homomorfizmasina indirger. Bu homomorfizmanin bir kisitlamas,

¢x: PSL(n, Z) — PSL(n, /)

homomorfizmasi olarak tanimlayalim. ¢, homomorfizmasmin ¢ekirdegine SL(n,Z)

grubunun k seviyeli bir temel denklik altgrubu denir.

Temel denklik altgruplar, sayilar teorisinde ¢ok Onemli bir yere sahiptir.
Ornegin, Fermat’in son teoreminin ispatinda, Q iizerinde tamml bir eliptik egri
iizerinde uygun bir temel denklik altgrup kullanilarak st yar1 diizlemde sabit

olmayan bir meromorfik doniisiim elde edilmistir, [1].

PSL(n,Z) grubunda n = 2 alinirsa literatiirde ¢okga bilinen modiiler grup
elde edilir. Morris Newman 1963 yilinda modiiler grup i¢in (k, 6) = 1 oldugunda
normal denklik altgruplarinin hangi sartlar altinda temel denklik altgrup oldugunu
vermistir, [2]. 1974 yilinda Schoeneberg modiiler grubun temel denklik altgruplarini
modiiler grup icindeki indekslerini hesapladi, [3]. 1994 yilinda B. Sury ve T. N.
Venkataramana n > 3 i¢in PSL(n,Z) grubunun temel denklik altgruplarinin
iireteglerini tanimlamislardir, [4]. Cummins ve Pauli 2003 yilinda modiiler grubun
topolojik cinsi 24 ten kii¢iik olan tiim denklik altgruplarmi hesapladi, [5]. 1936

yilinda E. Hecke [6] nolu ¢alismasinda A sabit bir pozitif say1 olmak iizere,
1
T(z) = —-—
z

ve
Uz)=z+2

kesirli dogrusal doniisiimleriyle iiretilen gruplari tanitti. Bu gruplar literatiirde Hecke

grubu olarak bilinir. 1993 yilinda Cangiil doktora c¢alismasmda A= 21, =

2 cos%, q = 3 bir tamsay1 durumuna karsilik gelen Hecke gruplarmi ve bu gruplarin

normal altgruplarini ¢alisti. ¢ = 3,4,5,6 ve g > 7 asal sayilar1 i¢in Hecke gruplarinin
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temel denklik altgruplarmin Hecke grubundaki indekslerini buldu, [7]. 2000 yilinda
Lang, Hai ve Tan, Cangiil’den farkli bir metodla Hecke grubunun temel denklik
altgruplarmin Hecke grubundaki indekslerini buldu, [8]. Hecke gruplarinin temel
denklik altgruplarmin birgok 6zelligi literatiirde [6, 9-16] nolu kaynaklarda ¢aligilmis

ve kullanilmistir.

Diger taraftan Jones ve Thornton 1986 yilinda genisletilmis modiiler grubu
tanitt1 ve bu grubun kongriians altgruplar1 ve temel kongriians altgruplar1 hakkinda
bir ¢alisma yapti, [17]. 2001 yilinda Sahin doktora ¢aligmasinda genisletilmis Hecke

gruplarini ve bu gruplarm normal altgruplarmni tanitti, [18].

Bu tezde, H(4;) Hecke grubunun indeksleri bilinen bazi temel denklik
altgruplarmin {treteclerini bulduk. Bu iiretegler yardimiyla Pell ve Pell-Lucas

sayilarmin bir genellemesi ve sayilar teorisinde bazi1 uygulamalari ¢alisildi.

Ikinci béliimde, tezin temel konusu olan H (44) Hecke grubu ve H (A4q)
genisletilmis Hecke grubunun tamimlar1 yapilmistir. Daha sonra bu gruplarm bir

temel bolgesi verildikten sonra grup sunuslar1 verilmistir.

Uciincii bolimde, H (44) genisletilmis Hecke grubunun bazi denklik ve temel
denklik altgruplarinim {retecleri verilmistir. ¢ =4 ve g = 6 i¢in H (\/f) ve H(W/3)
iin temel denklik altgrubunun iiretecleri, daha sonra q = 3 asal say1 olmak iizere
H(44) Hecke grubunun temel denklik altgrubunun iiretegleri verilmistir. Daha sonra,
temel denklik altgrubun {ireteclerini kullanarak genellestirilmis Pell sayisi ve
genellestirilmis Pell-Lucas sayisinin tanimlar1 yapilmistir ve bu sayilarin 6zellikleri
incelenmistir. Ayrica bu dizilerin polinom olarak yazilabilecegi de gosterilmistir.
Daha sonra, bu boliimde tanimlanmis olan A* ve B* matrislerinin Q(+v/d) cismindeki
sabit noktalar1 verilmistir. Bu bdliimde son olarak, tanimladigimiz genellestirilmis
Pell ve genellestirilmis Pell-Lucas sayilarmin H(A3) genisletilmis modiiler grupta bir

uygulamasi verilmistir.

Dérdiincii boliimde, H (44) genisletilmis Hecke grubunun iki seviyeli temel

denklik altgrubu icin 2. kuvvet altgruplar1 incelenmistir.

2



Besinci boliimde, H (lq) genisletilmis Hecke grubunun kuvvet altgruplari
incelenmistir. Burada g > 3 tek say1 ve ¢ = 4 ¢ift say1 olma durumlar1 ayr1 ayri ele

alinmustir.

Altinc1 boliimde, bu ¢alismada elde edilen 6zgiin sonuglar verilmistir.



2. ON BILGILER

Bu bolimde H(4,) Hecke grubu ve H (4¢) genisletilmis Hecke grubunun
tanimlar1 yapilmistir. Daha sonra bu gruplarm bir temel bdlgesi verilip grup sunuslari
verilmistir. Burada verilen tanim ve teoremler [3, 6, 7, 18-25] nolu kaynaklarda

bulunabilir.

2.1  Hecke Gruplan

2.1.1 Tanim: a, b,c,d € C ve ad — bc = 1 olmak tizere,

az+b
cz+d
bi¢imindeki bir doniisiime kesirli dogrusal doniistim denir, [21].

w=T(2)=

Burada gergel katsayili dogrusal doniisiimler ile ¢alisacagimizdan bu

doniistimlerin,
az+ b
PSL(2,R) = {T(z):T(z) 0. b cdeRad—be = 1}
cz+d
alt kiimesi ile

az+b
cz+d
bigimindeki bir kiimeyi alalm. G kiimesini G = PSL(2,R) U G’ bi¢iminde

G’={U(z):U(z)= ; a,b,c,dEIR,ad—bc=—1}

olusturalim.

2.1.2 Teorem: U = {z € C: Im(z) > 0} ist yar1 diizlem olmak iizere,
Aut(U) = PSL(2,R)
dir, [21].

2.1.3 Tamim: G' kiimesine iist yar1 diizlemin anti otomorfizmlerinin kiimesi

denir, [21].



Erich Hecke, 1936 yilinda “Uber die Bestimmung Dirichletscher Reihen
durch ihre Funktionalgleichung” adli calismasinda Hecke gruplarimi asagidaki gibi

tanimlamistir, [6].

2.1.4 Tamim: A sabit bir pozitif say1 olmak {izere,

T(z) = —1
z

ve
Uz)=z+2

kesirli dogrusal doniisiimleriyle iiretilen gruba denir ve H(A) ile gosterilir, [6].

Tanimlanan T'(z) ve U(z) doniisiimleri yardimiyla S = TU alinirsa,
1
z+ 1
elde edilir. Ayrica H(A) Hecke grubu PSL(2,R) nin maksimal ayrik altgrubudur.

S(z) =—

Tanimlanan bir

az+b
cz+d
doniisiimiiniin matris gosterimi,
—(a b
+ (c d)
bigiminde oldugundan, H(A) Hecke grubunun tireteglerinin matris gosterimleri
_ (0 -1
r= (1 0 )
_(1 2
U= (1 ())

bi¢iminde olur.

2.1.5 Tanmm: (i) G topolojik doniisiim grubunun ayrik bir altgrubuna
Euclidean olmayan kristallografik grup (Non Euclidean crystallographic group) denir
ve kisaca NEC-grup biciminde gosterilir.

(ii) PSL(2, R) nin altgrubu olan NEC-gruplara Fuchs grubu denir, [20].

2.1.6 Tammm: I’ bir Fuchs grubu olsun. Asagidaki kosullar1 ger¢ekleyen

kapali bir F kiimesine I" i¢in bir temel bolge denir.



(i) F her yoriingeden en az bir eleman igerir.
(ii) F° her yoriingeden en ¢ok bir eleman igerir.

(iii) F — F° kiimesinin hiperbolik alanm1 u(F — F°) = 0 dur, [20].

q = 3 i¢in H(A3) modiiler grubu igin temel bolge,
1
F={zeUllRezl <312 > 1]

kiimesidir, [22, 23].
Simdi Hecke grubunun bir temel bdlgesini verelim.

2.1.7 Teorem: A > 2 veya q = 3 bir tamsay1 olmak iizere,
s
A= 44 =2cosa,1S/1<2
ise H(A) grubunun bir temel bdlgesi,
A
Fy = {z e UllRe 21 <% lz] > 1}

kiimesidir, [24].

E. Hecke diger A > 0 degerleri i¢in F; kiimesinin bir temel bdlge olmadigini
da gostermistir, [6]. A = A, veya 4 = 2 olmas1 durumunda H(A) grubunun sonlu
iiretegli bir grup oldugu goriiliir. Ayrica H(A) grubu, PSL(2,R) nin ayrik bir
altgrubu oldugundan H (4) grubu Fuchsian bir grup olur.

H(A) Hecke grubunun Fuchsian olmas: igin gerekli ve yeterli sart A = A, =

2 cos%, q = 3 bir tamsay1 veya A = 2 olmasidir, [6].

A= A4q=2cos %, 1 <21 <2, durumuna karsilik gelen Hecke gruplari H(4,)

ile gosterilir. A > 2 degerleriyle elde edilen Hecke gruplari i¢cin H(A) gosterimi

kullamlir. Bu ¢alismada sadece 4 = 4; = 2 cos %’ (g = 3 bir tamsay1) oldugu durum

ele almmastir.



2.1.8 Tamm: A=(a; ..,a,;Ry,...,R;) ve B =(by,..,by;Sy, ... S
biciminde iki grup olsun. A ve B gruplarinin A x B ile gosterilen serbest ¢carpimu,
(ay, ..., @, by, o bpy; Ry, ooy R, Sq,y on, St)
seklinde tanimlidir. Yani G grubunun iiretegleri, A ve B gruplarmin iireteglerinin
timiinden ve bagntilar1 da A grubunun R; ve B grubunun S; bagmtilarinin tiimiinden

olusur. A ve B gruplarina G grubunun c¢arpanlar1 denir, [25].

2.1.9 Teorem: H(4,) Hecke grubunun sunusu,
H(2,) =(T,SIT?=ST1=1)=(C, *C,
biciminde, 2 mertebeli devirli grup ile ¢ mertebeli devirli grubun serbest ¢arpimidir,

[7].
Ornegin,

q =3 ise H(A;) =T = PSL(2,Z) olup literatiirde modiiler grup olarak

bilinir.

q=4ise H(A,) = HW?2)

q=5ise HAs) = H (1+\/§)

2
q = 6ise H(Ag) = H(\/3) olur.
q = 4 igin H(2,) © PSL(2,Z[A,]) oldugu agiktir, [18, 19].
2.1.10 Teorem: Eger A > 2 ise bu grubun sunusu,
HQA) =(T,S|T? =S =1)=C, *x C,

biciminde, 2 mertebeli devirli grup ve sonsuz mertebeli devirli grubun serbest

carpimudir, [19].



2.2 Genisletilmis Hecke Gruplan

Burada 2.1.4 Tamimda verilen Hecke gruplarindan, R,(z) =§ yansima

doniisimii  yardimiyla elde edilen genisletilmis Hecke gruplarindan kisaca

bahsedilmistir.

Faydalanilan R, (z) = - doniisiimii birim ¢embere gore yansimadir. A > 2

N | =

veya q = 3 bir tamsayr olmak lizere 4 =1, =2 cos%, 1 < A< 2 degerleri igin

H (A1) ile gosterilen Hecke gruplarindan yararlanarak su tanimi verelim.

Ny | =

2.2.1 Tammm: Hecke gruplarina, R;(z) = - anti-otomorfizmini ekleyerek elde

edilen gruplara genisletilmis Hecke gruplar1 denir. Genisletilmis Hecke gruplari

H (44) ile gosterilir ve otomorfizmler ile anti-otomorfizmleri bulundurur, [18].

H(23) genisletilmis modiiler grubu i¢in temel bolge,
_ -1
F={Z€U|7<R€Z<O,|Z| > 1}

kiimesidir, [3].
Simdi genisletilmis Hecke grubunun bir temel bolgesini verelim.

2.2.2 Teorem: A > 2 veya q = 3 bir tamsay1 olmak iizere,

T
A= 44 =2cosa,1S/1<2
ise H(A) grubunun bir temel bolgesi,
_ -y
B, ={ze U|T<Rez< 0,|z| > 1}

kiimesidir, [18].

Simdi de genisletilmis Hecke gruplarmin asagida verilen yansimalar

yardimiyla grup sunusunu bulalim.

A =214 =2cos %’ 1 < 1 <2 olmak tizere,



~Z
Ry(2) =-2, R3(2) =——
: 2(2) = -z, 3(2) =

yansimalar1 yardimiyla, genisletilmis Hecke gruplarinin sunusu

Ri(2) =

N| =

H(/lq) = (Ry, R, R3|RY = RS = R} = (RyR;)* = (R3R)? =)
yazilabilir, [18]. Burada,
R =R, T = RiR, = R;R;, S = R3R;
olarak alinirsa H (Aq) genisletilmis Hecke gruplarinin sunusu,

H(,) = (T,S,RIT? = S7 = R? = (TR)2 = (RS)? = I) = D, *4, D,

olarak bulunur, [18].



3. GENISLETILMIS HECKE GRUBUNUN BAZI TEMEL
DENKLIK ALTGRUPLARI VE PELL-LUCAS SAYILARI
ILE ILISKILERI

Bu boliimde H(A,) Hecke grubunun ve H (44) genisletilmis Hecke grubunun
baz1 denklik altgruplar1 ve temel denklik altgruplarinin iiretegleri verilmistir. Daha
sonra temel denklik altgrup iireteclerini kullanarak genellestirilmis Pell ve
genellestirilmis Pell-Lucas sayilarinin tanimlar1 yapilmistr ve bazi 0Ozellikleri

incelenmistir. Daha sonra, boliim icerisinde tanimlanmis olan A* ve B* matrislerinin

Q(+/d) cismindeki sabit noktalar1 incelenmistir. Son olarak, genellestirilmis Pell ve
genellestirilmis Pell-Lucas sayilarmin H(A;) genisletilmis modiiler grupta bir
uygulamasi verilmistir. Bu konularin hepsi ayr1 ayr1 ele alinip detayli bir sekilde

aciklanmastir.

Bu boliimde verilen bazi tanimlar, teoremler veya bilgiler [7-9, 11, 18, 26-40]
nolu kaynaklarda bulunabilir. Bununla birlikte bu boliimlerde verilen 3.1.16 Teorem,
3.1.17 Teorem, 3.1.18 Sonug, 3.1.19 Sonug, 3.1.20 Teorem, 3.1.21 Teorem, 3.1.22
Teorem, 3.1.23 Sonug, 3.2.5 Lemma, 3.2.6 Onerme, 3.2.7 Onerme, 3.2.8 Onerme,
3.2.9 Onerme, 3.2.10 Onerme, 3.2.11 Onerme, 3.2.12 Onerme, 3.2.13 Onerme,
3.2.14 Onerme, 3.2.15 Onerme, 3.2.16 Onerme, 3.2.17 Onerme, 3.2.18 Onerme,
3.2.19 Onerme, 3.2.20 Teorem, 3.2.21 Teorem, 3.2.22 Onerme, 3.2.23 Onerme,
3.2.24 Onerme, 3.2.25 Onerme, 3.3.5 Sonug, 3.3.6 Sonug, 3.3.7 Sonug, 3.4.1 Sonug,

3.4.2 Sonug¢ tamamen 6zglindiir.

3.1 Genisletilmis Hecke Grubunun Baz1 Denklik ve Temel Denklik
Altgruplarimin Uretecleri

Literatiirde [9] nolu kaynakta H(y/m) Hecke grubunun temel denklik

altgruplar1 incelenmistir. Ancak bu calismada sadece grup yapist hakkinda bilgi

verilmistir. Bu ¢aligmada, oncelikle ¢ = 4 ve ¢ = 6 i¢in H (\/f) ve H(+/3) iin temel

denklik altgruplarinin iiretecleri, daha sonra q =5 i¢in H(A5) in temel denklik
10



altgrubunun iiretegleri ve ¢ = 7 i¢in H(4,) in temel denklik altgrubunun iiretecleri
verilmigtir. Son olarak g > 7 asal say1 olmak lizere H(4,) Hecke grubunun temel
denklik altgrubunun iiretecgleri verilmistir. Boylece tireteclerini bularak grup yapisi
hakkinda daha net bilgiler elde edilmistir. Daha sonra ¢ > 3 tamsayis1 igin H (A4q)
genisletilmis Hecke grubunun iki seviyeli temel denklik altgrubunun hangi iiretecler
tarafindan iiretildigi verilmistir. Uretegleri bulabilmek igin matris gdsterimlerinden

yararlanilmistir. Bunun i¢in [9] nolu kaynaktan kisa bir bilgi verilmistir.

Ik olarak, signature (gdsterim) tamimi ve altgrup calismasinda kullanilan
Riemann-Hurwitz formiilii, permiitasyon metodu, Reidemeister-Schreier yontemi

verilmistir.

3.1.1 Tamm: Bir I’ Fuchsian grubunun
(g5 +; [my, o, mil; {(n1g o as,) o (Mg M5 )}) oon

veya
(g; =5 Imy, o, {(nag o ns) o (Mg Ty )}) oo %

bigiminde bir temsili vardur, [26, 27]. Buradaki m; ler periyot ve (n;; ...n;s,) periyot

devridir.

* gOsteriminin Uretecleri;
x; (i=1,..,D
e;(i=1,..,k)
¢j (i=1,...,kj=0,..,5;)
aj,b; G=1,..,9)
ve bagintisi
x™M=1>0=1,..1)
Cis; = € "Cipey, (I = 1,... k)
Cijo1? =% = (Cjjmac)™ =1, =1,k j=1,..,5)
X1 .. X8 o eg@ibyas byt aybyay‘lby_1 =1
bi¢imindedir.
** gOsteriminin tiretegleri;

X (l = 1, ,l)

11



e; (i=1,...k)

cj (i=1,.,kj=0,..,5)
d G=1,..,9)

ve bagintisi
™M =1,>(=1,..0
Cis; = € "Cipey, (I = 1,... k)
Cijo1? =% = (Cjjmac)™ =1, =1, kj=1,..,5)
X1 ... X161 ...ekdlzdzz ...dy2 =1

bicimindedir, [26, 27, 28].

3.1.2 Tammm: I' , simgesi 3.1.1 Tanimdaki gibi olan bir grup olsun. I nin

hiperbolik alanini

.
1

u(l“)=2g—2+2(1——)+t+u
i=1 M

olarak tanimlayalim. Eger u(I') > 0 ise simgesi 3.1.1 Tanimdaki gibi olan bir
Fuchsian grup vardir. Eger I', birinci tiirden Fuchsian grupsa (") > 0 dur.
I3, T nin sonlu indeksli bir altgrubu olsun. Bu durumda

)
5l =2m

olur. Burada u(I3) ve u(I') swrasiyla I; ve I' grubunun temel bolgesinin hiperbolik

alanin1 gostermektedir. Bu formiile Riemann-Hurwitz formiilii denir, [26, 27, 29].

Simdi H (44) genisletilmis Hecke grubunun normal altgruplarinin simgelerini

bulmakta kullanacagimiz permiitasyon metodunu verelim.

3.1.3 Teorem: p+q=r+t ve 1 <k; <o olmak lizere I' grubunun
simgesi (g; My, ..., My, Ny Ky, ...,Ngky) ve I, T grubunun p indeksli bir normal
altgrubu ise I3 altgrubu (gq; ky®/™, .. k") simgesine sahiptir. Burada
k;*“/™)  k, mertebeli elemandan p/n; tane var demektir ve g, cinsi Riemann-

Hurwitz formiilii ile bulunabilir, [26, 27, 30].
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3.1.4 Reidemeister-Schreier Yontemi

Genigsletilmis Hecke gruplari, sonlu iirete¢li gruplar oldugundan bu gruplarin
sonlu indeksli bir altgrubu da sonlu iiretecli olur. Bu iiretegleri bulabilmek bu ¢alisma
icin oldukca onemlidir. Asagida verilen yontem, bu iiretegleri bulabilmek i¢in bir yol

gosterir.

Reidemeister-Schreier yontemi, sonlu indeksli H (4g) nun altgruplarinm

iireteclerini bulmak icin kullanilan ¢ok yararl bir yontemdir.

G, iiretegleri {g;} olan sonlu bir grup olsun. H, G nin bir altgrubu olsun. Bu
yontemde oOnce H i¢in bir Schreier transversal kiimesi secilir. Sonra da koset
temsilleri, Uiretecler ve transversal kiimenin elemanlarmin sirali carpimlar: alinir. Bir
¥ Schreier transversal kiimesi Johnson tarafindan 1980 de tanimlanmastir.

i) Birim eleman | € X,

ii) ¥, sagdan sadelesme altinda kapalidir. Yani, g;.g;, ...g; €Z iken
9i,- 9i, - 9i._, € T olmaldr,
kosullarini saglayan koset temsilcilerinin bir kiimesine X Schreier transversal kiimesi

denir.

Y, H i¢cin bir Schreier transversal kiimesi olsun. Bu durumda H nin bir
Schreier iireteci,
(2 min bir elemant) X (bir iiretec) X (bir énceki carpimun koset temsili)™!

bi¢imine sahip olacaktir, [7, 18].

3.1.5 Teorem: G, H(A;) nun sonlu y indeksli bir serbest normal altgrubu

olsun. O zaman G,
t q—2
AT YN
(A-z+u g " )

gosterimine sahiptir, [7].

3.1.6 Tammm: p bir asal say1 olmak iizere, H(A,) Hecke grubunun p seviyeli

temel denklik altgrubu,

13



H,(A,) ={T € H(4,): T = %I (mod p)}

a b
H,(1,) = {(caq dq>:a =d=41,b=c=0(modp),ad — bc(A,)? = }

bi¢giminde tanimlanir, [7].

H, (lq) grubunu elde etmenin diger bir yontemi, p asal say1 olmak {izere, p

modiiliine gore “indirgeme homomorfizmi” ni goz 6niine almaktir.

§, Z[A4] nun bir ideali olsun. Bu durumda,
0y, Z[Aq] = Z[A,4]/ 8
dogal doniistimii bir
H(2,)  PSL(2.203,1)/
doniisiimiinii indirger ki bu doniisiimiin ¢ekirdegi seviyesi g olan temel denklik
altgrubu olarak adlandirilir. Simdi s, Py (44) polinomunun GF (p®) de ¢dziimii olacak
sekilde bir tamsay1 olsun. Boyle bir s sayisinin oldugunu ve
1<s<d=degPF;(4,)
oldugunu biliyoruz. u, P;(4,) polinomunun GF (p®) de bir ¢6ziimii olsun. Z[A,] da
u ile iiretilen ideali o alalim. Yukaridaki gibi, A, — u ile indirgenmis homomorfizm
olarak
Opuqi H(24) = PSL(2,p%)
tanimlayabiliriz. Kp'u(/lq) = ¢ek(0pyq) olsun. Kp,u(/lq) , H (lq) nun bir
homomorfizminin ¢ekirdegi oldugundan H (lq) da normaldir. Eger u ve v, GF(p®)
lizerinde F; (44) polinomunun ayni indirgenemeyen f ¢arpanina karsilik geliyorsa,
Kp,u(/lq) = Kp,v(/lq)
olur. K, ,, (lq), H (lq) nun p seviyeli normal denklik altgrubudur. Yani,
Kp,u(/lq) = H(/lq)

olur. Buradan,

)< [ Kuy)

tim u lar

bulunur, [9, 31].
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Simdi H(4,) Hecke grubunun temel denklik altgrup tammina benzer sekilde

genisletilmis Hecke grubu i¢in tanimi verilmistir.

3.1.7 Tamm: p bir asal say1 olmak iizere, H (4¢) genisletilmis Hecke
grubunun p seviyeli temel denklik altgrubu,
Hy(A,) = {M € H(A,): M = +I (mod p)}

_ ba
Hy(24) = {(C;lq dq> :a=d=+1,b=c=0(modp),ad — bc(1y)* = }

bigiminde tanimlanir, [18].

3.1.8 Teorem: Hp(/lq) temel denklik altgrubu, H (lq) genisletilmis Hecke

grubunun sonlu indeksli normal bir altgrubudur, [32].
3.1.9 Sonu¢: H,(1,) = H,(4,) n H(2,), [32].

3.1.10 Teorem:

a) p = 3 asal olma durumunda,

HP(Aq) = Hp(/lq)

ve
H(Aq)/ﬁp(lq) = H(Aq)/HP(lq) =0X6,6= H(lq)/HP(Aq)
b) p = 2 olma durumunda ise,
H(2q)/Hx(2q) = H(A)/Hz(Aq)
olur, [32].

3.1.11 Tanim: [, Z [Aq] halkasmin bir ideali olsun.

H(4,1) = {(Ccl Z):a =d=1,b=c=0 (mod I)}

biciminde tanimh H(/lq,l) kiimesine H(44) Hecke grubunun I seviyeli temel

denklik altgrubu denir, [8, 11].

Yukarida verilen K, (1,) temel denklik altgrubu ile H(A,, 1) temel denklik
altgrubu ayni altgruplardir, [33].
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3.1.12 Tamm: H(/lq,l) temel denklik altgrubunu igeren H(A,) Hecke

grubunun herhangi bir altgrubuna I seviyeli bir denklik altgrubu denir, [8, 11].

H (lq,l ) temel denklik altgruplari, H(A;) Hecke grubunun normal
altgruplaridir. Ancak denklik altgruplari, H(4,) Hecke grubunda normal altgrup
olmak zorunda degildir. H(44) Hecke grubunun en 6nemli iki denklik altgruplar1 [8,

11] nolu kaynakta asagidaki gibi verilmistir:

Ho(Ag,1) = {A € H(A,): A= (g alil) (mod 1)}

Hy (A5, 1) = {A € H(A ): A= ((1) li) (mod 1)}
Burada H(/lq,l) < Hl(/lq,l) < HO(/lq,I) < H(/lq) oldugunu  gormek

kolaydir.

3.1.13 Tanim: /, Z [Aq] halkasmin bir ideali olsun.

H(Aq']) ={(Ccl Z):azd =1,b = CEO(mOd])}

bigiminde tanimlt H(4,,]) kiimesine H(,) genisletilmis Hecke grubunun J seviyeli
temel denklik altgrubu denir, [8, 11].

3.1.14 Tamm: H (lq, Ji ) temel denklik altgrubunu iceren H (44) genisletilmis
Hecke grubunun herhangi bir altgrubuna ] seviyeli bir denklik altgrubu denir, [8].

Biz bu c¢alismada p =2 olma durumunu ele alacagiz. Bu durumda

H(24)/Ha(2g) = H(Aq)/Ha(Ag)

oldugunu 3.1.10 Teoremden biliyoruz.

Simdi H(A;) Hecke grubunun Hz(/lq) ve Kz,u(/lq) gruplart ile bolim

gruplarini ve bunlarin grup yapilarmi sirasiyla ¢ = 4, 5, 6, 7 igin verelim, [7].

i) ¢ =4 igin H(+/2) grubunun Kz'u(\/f) denklik altgruplari, Hz(\/f) ve
boliim gruplari,

H(V2)/K,,,(V2) = ¢,
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ve
H(V2)/H,(V2) = D,

bi¢imindedir.

ii) ¢ = 5 i¢cin H(As5) grubunun K, ,(1s) temel denklik altgruplarmna boliim
gruplari,
H(25)/Ku(4s) = Dy

bi¢imindedir.

iii) ¢ = 6 i¢in H(v3) grubunun K, (v3) denklik altgruplari, H,(v/3) ve

boliim gruplari,

H(V3)/K,,(V3) = Dy
ve
H(V3)/H,(V3) = Ds
bi¢imindedir.
iv) ¢ = 7 i¢in H(A;) grubunun K, ,(4,) temel denklik altgruplarina boliim
gruplari,
H(/17)/K2,u(/17) =D,
bi¢imindedir.
H(\2) ve H(3) iin Temel Denklik Altgruplarimin Uretecleri
Bu bolimde, m = 2,3 i¢in H,(vVm) temel denklik altgrubunun iiretegleri
incelenmistir.

H (A4¢) genisletilmis Hecke grubunun temel denklik altgruplarmi ve

iireteglerini bulabilmek icin [35] nolu kaynaktan kisa bir bilgi verelim.

I, = H,(A3) temel denklik altgrubu,
_ 2 _[1 2
ay =TS =|; 1
ve
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_ 10
a; = (s =,

matrisleri ile tretilir.

[35] nolu kaynakta, A(g) matrisinin
g = (ar.a,)* = [(TH*(TS*)?],k = 1
eleman ile iiretildigi gosterilmistir. Ayrica g € I’ ve Py k. Pell sayisi igin
P P
A _ [ 2k-1 2k ]
@) P Paryr
oldugu verilmistir. Burada P, ile gosterilen Pell sayisinin, genellestirilmis Hecke

grubu ile baglantis1 bir sonraki béliimde detayli bir sekilde verilmistir.

3.1.15 Teorem: m = 2,3 i¢in H(vm) Hecke grubunun H,(v/m) temel
denklik altgruplari,
H(vm)/H,(Nm) = D,
olur, [9].

3.1.16 Teorem: H(~/2) nin H, (\/f) temel denklik altgrubu ii¢ tane sonsuz

devirli grubun serbest ¢carpimidir.

ispat: H(v2) / H,(V2) = (T,S|T? = §* = (TS)? = I) bigiminde tanimlidr.
Boylece, |H(V2): H,(N2)| = D, ve |H(V2): Hy(V2)| = 8 olur, [9].
Eger H,(V/2) igin Schreier transversali
I,T,S,82,53,TS,TS? ST

olarak segersek, bu durumda biitiin ¢carpimlari,

IL.T.(T) =1, 1.S.(S) =1,

T.T.(D"' =1, T.S.(TS)"1 =1,
S.T.(ST)"t=1, S.S.(SH =1,
S2.T.(TS?)~! = S2TS?T, S2.5.(S3)" 1 =1,
S3.T.(TS)™! = S3TS3T, S3.s.(Dt=1,
TS.T.(S3)~! = TSTS, TS.S.(TS?)1 =1,
TS2.T.(S?)~1 = TS2TS?, TS2.S.(ST)"! = TS3TS3,
ST.T.(S)t=1, ST.S.(T)"t = STST
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bi¢imindedir. Burada
(STST)™! = TS3TS?3
(S2TS%T)™! = TS2TS?
(S3TS3T)™1 = TSTS
dir. Buna gore, H,(V2) nin iiretegleri TSTS, TS?TS?, TS3TS? olur. Boylece,
H,(V2) = (TSTS) = (TS?TS?) = (TS3TS3)
bulunur.

Burada permiitasyon metodu ve Riemann-Hurwitz formiilii kullanilarak

H,(V2) nin isareti (0; 00®) olarak bulunur. m

3.1.17 Teorem: H(+/3) iin H, (\/§) temel denklik altgrubu bes tane sonsuz

devirli grubun serbest ¢carpimidir.

ispat: H(v3) / Hy(v/3) = (T,S|T? = §¢ = (TS)? = I) bigiminde tammlidr.
Boylece, |H(\/§):H2 (\/§)| = D¢ ve |H(\/§): Hz(\/§)| = 12 olur, [9]. Eger Hz(\/?;)
icin Schreier transversali
I,T,S,S? 83,54 85 TS, TS? TS3, TS* ST

olarak segersek, bu durumda biitiin ¢carpimlari,

IL.T.(T) =1, 1.S.(S)t=1,

T.T.(D! =1, T.S.(TS)™! =1,
S.T.(ST) ' =1, S.S.(§?) 1 =1,
S2.T.(TS*)"! = S2TS?T, S2.5.(S3) 1 =1,
S3.T.(TS3)~! = S3TS3T, S3.5.(SH 1 =1,
S*.T.(TS?)™! = S*TS*T, S4.S.(S5) 1 =1,

SS.T.(TS)™! = S5TSST, S5.8.(D =1,

TS.T.(S%)"! = TSTS,
TS2.T.(S*)~1 = TS2TS?,
TS3.T.(S3)"1 = TS3TS3,
TS*.T.(S2)~1 = TS4TS*,
ST.T.(S) =1,

bi¢imindedir. Burada

TS.S.(TS?*)™ 1 =1,
TS2.S. (TS 1 =1,
TS3.S.(TSH™ =1,
TS*.S.(ST)™! = TS°TS®,
ST.S.(T)™* = STST

(STST)™* = TS>TS>



(S2TS2T)~1 = TS*TS*

($3TS3T)~1 = TS3TS3

(S*TS*T)~! = TS2TS?

(S5TS°T)~1 = TSTS
dir. Buna gore, H,(v3) iin iiretegleri TSTS, TS?TS?, TS3TS3, TS*TS*, TSTS®
olur. Boylece,
H,(V3) = (TSTS) * (TS?TS?) x (TS3TS3) » (TS*TS*) » (TS°TS®)
bulunur.
Burada permiitasyon metodu ve Riemann-Hurwitz formiili kullanilarak

H,(V/3) iin isareti (0; 00(®) olarak bulunur. m

3.1.18 Sonug: q = 3,4,6 igin H(A,) Hecke grubunun H,(4,) temel denklik

altgrubu, mertebesi sonsuz olan ve
a, = TSTS,a, = TS*TS?,...,aqy_4y = TSI71TSI71

elemanlari ile tiretilen (g — 1) tane sonlu devirli grubun serbest ¢arpimmudir.

TR ¢ H,(vm) , TR € Hy(vm) ve H(vm)/H,(Nm) = HWm) / H,(vVm)
oldugundan

H,(vm) = H,(vm) U TR. H,(vm)

elde edilir. Boylece,

3.1.19 Sonuc: g = 3,4,6 icin H (44) genisletilmis Hecke grubunun Hz(/lq)
temel denklik altgrubu, mertebesi 2 olan g tane sonlu devirli grubun serbest

carpimidir. Buna gore,
H,(2,) = (TR) * (RSTS) * ... (RSI71TSI~1)
elde edilir.

H(As5) in Temel Denklik Altgrubunun Uretecleri

Bu bolimde, g = 5 i¢in H, (lq) nun temel denklik altgrubunun iiretegleri

incelenmistir.
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3.1.20 Teorem: H(A5) in H,(As) temel denklik altgrubu dort tane sonsuz

devirli grubun serbest ¢carpimidir.

Ispat: H(A5) / H,(As) = (T, S|T? = S5 = (TS)? = I) bigiminde tanimlidur.
Baéylece, |H(As): H,(As)| = Ds ve |H(A5): H,(A5)| = 10 olur, [9].
Eger H,(As) i¢in Schreier transversali
I,T,S,S% 83,8% TS, TS? TS3,ST

olarak segersek, bu durumda biitiin ¢carpimlari,

L.T.(T) =1,
T.T.(D™' =1,
S.T.(ST)"' =1,

S2.T.(TS3)~! = S2TS?T,
S3.T.(TS?)~! = S3TS3T,
S*.T.(TS)™! = S*TS*T,
TS.T.(S*)~1 = TSTS,
TS2.T.(S3)"! = TS2TS?,
TS3.T.(S2)"1 = TS3TS3,
ST.T.(S)1=1,

bi¢imindedir. Burada

1.S.(St=1,
T.S.(TS)1=1,
S.S.(SH) =1,
S2.5.(S3) 1 =1,
S3.5.(SH 1 =1,
S+.S. (D=1,

TS.S. (TSt =1,
TS2.S.(TS3)1 =1,
TS3.5.(ST)™! = TS*TS*,
ST.S.(T)™ = STST

(STST)™* =TS*TS*
(S2TS?T)"t =TS3TS3
(S3TS3T)~t = TS?TS?
(S*TS*T)~1 = TSTS
dir. Buna gore, H,(As) iin iiretecleri TSTS, TS?TS?, TS3TS3, TS*TS* olur. Boylece,
Hy(As) = (TSTS)  (TS?TS?) * (TS3TS3) * (TS*TS*)

bulunur.

Burada permiitasyon metodu ve Riemann-Hurwitz formiilii kullanilarak

H,(As) in isareti (0; 00(®) olarak bulunur. m

H(A;) nin Temel Denklik Altgrubunun Uretecleri

Bu boéliimde, g = 7 i¢in H, (lq) nun temel denklik altgrubunun iiretegleri

incelenmistir.



3.1.21 Teorem: H(A,) nin H,(A,) temel denklik altgrubu alt1 tane sonsuz

devirli grubun serbest ¢carpimidir.

Ispat: H(1,) / H,(A,) = (T,S|T? = S7 = (TS)? = I) bigiminde tanimlidur.
Boylece, |H(1,): H,(A,)| = D, ve |H(A,): Hy(A;)| = 14 olur, [9]. Eger H,(4,) igin
Schreier transversali

I,T,S, 5%, 83,54 8586, TS,TS? TS3, TS* TS> ST

olarak segersek, bu durumda biitiin ¢carpimlari,

IL.T.(T) =1, 1.S.(S)t=1,

T.T.(D! =1, T.S.(TS)™! =1,
S.T.(ST) ' =1, S.S.(§?) 1 =1,
S2.T.(TS%)"! = S2TS?T, S2.5.(S3H "t =1,
S3.T.(TS*)~! = S3TS3T, S3.5.(SHt =1,
S4.T.(TS®)™! = S*TS*T, S4.5.(S5 "t =1,
SS.T.(TS?)"! = S5TSST, S5.5.(S6)"t =1,
S6.T.(TS)™! = SOTS®T, S6.s.(D =1,

TS.T.(§)~1 = TSTS,
TS2.T.(S%)~ = TS?TS?,
TS3.T.(S*)~1 = TS3TS3,
TS*.T.(S3)~1 = TS*TS*,
TS5.T.(§%)"1 = TS°TS?,
ST.T.(S)" ' =1,

bi¢imindedir. Burada

TS.S. (TSt =1,
TS2.S.(TS3)1 =1,
TS3.S.(TSH) ' =1,
TS*.S. (TS5 =1,
TS5.S.(ST)™! = TS°TS®,
ST.S.(T)™ = STST

(STST)™* =TS°TS®
(S?TS?T)~t = TS°TS>
(S3TS3T)~t = TS4TS*
(S*TS*T)™t =TS3TS3
(S°TS°T)™! = TS?TS?
(S6TSST)~1 = TSTS
dir. Buna gore, H,(A,) nin iiretegleri TSTS, TS?TS?, TS3TS3, TS*TS*, TS°TS>,

TSOTS® olur. Boylece,

H,(A,) = (TSTS) * (TS?>TS?) x (TS3TS3) x (TS*TS*) x (TS°TS"%) * (TS®TS®)

bulunur.



Burada permiitasyon metodu ve Riemann-Hurwitz formiili kullanilarak

H, () nin isareti (0; (")) olarak bulunur. m
H(A,) nun q > 7 asali i¢cin Temel Denklik Altgrubunun Uretecleri

Bu boliimde, g > 7 asal sayist icin H, (lq) nun temel denklik altgrubunun

iiretegleri incelenmistir.

3.1.22 Teorem: q > 7 asal sayis1 igin H(A,;) nun Hz(/lq) temel denklik

altgrubu g — 1 tane sonsuz devirli grubun serbest ¢carpimidir.

ispat: H(A,) / Hy(A,) = (T, SIT? = S = (TS)? = I) biciminde tanimlidrr.
Béylece, |H(24):Ho(2,)| = Dy ve |H(2,): Ho(2,)| = 2q olur, [9]. Eger H,(2,)
icin Schreier transversali
I,T,S,52 83,5485, ..,S971, TS, TS%, TS3,TS*, ...,TS972,ST

olarak segersek, bu durumda biitiin ¢carpimlari,

IL.T.(T) =1, 1.S.(S) =1,
T.T.(D! =1, T.S.(TS)™! =1,
S.T.(ST) ' =1, S.S.(§?) 1 =1,
S2.T.(TS9"2)~1 = §2TS?T, S2.5.(S3 1 =1,
S3.T.(TS43)~1 = §3TS3T, S3.5. (St =1,
S4-2, T (TS?)~! = §4-2TS4-2T, §4-2.§ (Sl =,
S4-1.T (TS)™! = S4-1TS4-1T, Sa1.S.(Dt =1,
TS.T.(S971)~1 = TSTS, TS.S. (TSt =1,
TS2.T.(S972)"1 = TS2TS?, TS2.S.(TS3)™' =1,
TS3.T.(S973)"1 = TS3TS3, TS3.S.(TSH) ™t =1,
TS173.T.(S3)"1 = TS43TS4~3, TS473.§.(TS9"2)"1 = |,
TS172.T.(S2)~! = TS92TS492, TS42.S.(ST)™! = TS9-1TS41,
ST.T.(S) ' =1, ST.S.(T)"! = STST

bi¢imindedir. Burada
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(STST)™* = TS4-1T 541
(S2TS2T)~t = TSI-2T S92
(S3TS3T)~t = TSI-3TS~3
(SATS*T)"t = TSI4TSI~*

(§971TS9-1T)~1 = TSTS

(TS?TS?)~1 = §9-2TS92T

(TS3TS3)~1 = §9-37§973T
dir. Buna gére, H,(,) nun iiretegleri TSTS, TS2TS?, TS3TS®,..., TSI73TS93,
TS972T7S972 TS971TS9~1 olur. Boylece,

Hy(1,) = (TSTS) » (TS2TS2) x (TS3TS3) * ... (TSI72TS972) x (TSI~1TSI1)
bulunur.
Burada permiitasyon metodu ve Riemann-Hurwitz formiilii kullanilarak

H,(2,) nun isareti (0; 00(@) olarak bulunur. m

3.1.23 Sonug: q >3 icin H(A,) Hecke grubunun H,(2,) temel denklik
altgrubu, mertebesi 2 olan g tane sonlu devirli grubun serbest ¢carpimidir. Buna gore,
H,(2,) = (TR) * (RSTS) * ... (RSI71TSI~1)

elde edilir.

3.2 Pell Sayilan ve Genellestirilmis Pell Sayilar

Bu boliimde Pell sayilari, Pell-Lucas sayilarinin tanimlar1 verilmistir. Daha
sonra genellestirilmis Pell ve genellestirilmis Pell-Lucas sayilarinin farkli tanimlar1
yapilmistir. Bu boliimde, bir 6nceki bolimde bulunan Hz(/lq) temel denklik
altgrubunun  a; = TSTS ve agq =TS™'TS™'  ireteglerini  kullanarak
genellestirilmis Pell ve Pell-Lucas sayilarmin tanimlar1 yapilmistir. Daha sonra
genellestirilmis  Pell ve genellestirilmis  Pell-Lucas sayilarmm  6zellikleri

incelenmistir. Ayrica bu dizilerin polinom olarak yazilabilecegi de gosterilmistir.

3.2.1 Tanim: Pell sayilari, her n = 2 tamsayisi i¢in ve baslangi¢ kosullar1

Py =0
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ve
P, =1
olmak tizere
Py = 2Py_y + Pyoy

bagintisi ile tanimlanir. Burada P, ye n. Pell sayis1 denir, [35].

3.2.2 Tanmmm: Pell-Lucas sayilari, her n > 2 tamsayis1 i¢cin ve baslangi¢

kosullar1

olmak tizere

Qn = 2Qn—1 + Qn—z

bagintisi ile tanimlanir. Burada Q,, ye n. Pell-Lucas sayis1 denir, [35].

Simdi genellestirilmis Pell ve genellestirilmis Pell-Lucas sayilarini

tanimlayabilmek igin H(A,) Hecke grubunun = 4, = 2 cos% , @ = 3 durumunu ele

alalim.

1

q =3i¢in 1 =4,
q=4icin 1 =4, =2
q=6i¢cin 1 =1, =3

oldugunu biliyoruz. Bu degerlerden yararlanarak A, = Vm bigiminde bir say1

oldugunu diistiniirsek asagidaki tanimlar1 verebiliriz.

3.2.3 Tamim: Her n > 2 tamsayisi ve q = 3, 4, 6 i¢in ve baslangi¢ kosullar
Uy=0
ve
U,=1
olmak tizere
Up = 2YmUy,_; + Up_,

bagintisi ile tanimlanir ve U,, ye n. genellestirilmis Pell sayis1 denir.
Burada g = 3,4, 6 i¢in sirastyla m = 1, 2, 3 degerlerini alir.
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3.2.4 Tamim: Her n > 2 tamsayisi ve q = 3, 4, 6 i¢in ve baslangi¢ kosullar
Vo =2
ve
V, =2Vm
olmak tizere
Vo =2VmVy g + Vi

bagintisi ile tanimlanir ve V,, ye n. genellestirilmis Pell-Lucas sayis1 denir.

Burada g = 3,4, 6 icin m = 1,2, 3 degerleri karsilik gelecek sekilde H(vm)
Hecke grubu iizerinde g¢alisilacaktir. Bu durumda, a; = (TS)? ve az_; = (TS™1)?

iireteclerinin matris gosterimleri

[1 2\/13]
0 1
ve

o 1)

2ym 1

bigiminde olur. Béylece a,_q.a; = (TS™1)% (TS)? i¢in matris gosterimi

[ 1 2Vm ]

A=

2Vm 1+ 4m

olur.

3.2.5 Lemma: Her k > 2 sayisi i¢in,

Ak = [UZk—l Uk ]
Uk Uzksa

dir. Burada Uy = 0, U; = 1 ve Uy, = 2v/mU,,_; + Uj._, dir.

Ispat: k iizerinden tiimevarim yontemi ile yapalim.

U U
A_[Uz U3]

\

olsun. Bu durumda,

26



A2=[1 2\/171].[1 2v/m

2ym 1+4ml 2ym 1+ 4m
3 [ 1+4m 2vym(1+ 4m) + 2vm| _ [U3 U4]
2vm(1 4+ 4m) + 2vm 4m + (4m + 1)? Uy Us
Boylece k = 2 i¢in esitlik saglanir. Simdi A1 = [UZk_3 UZk_z] oldugunu
Uzk-2  Uzk-1
varsayalim.

Ak = [UZk—3 UZk—Z] [ 1 2Vm ]
Uzk—2 Uzp—1l’ 2ym 1+ 4m

_ [UZk_3 + 2VmUq—y) 2VmUy_3 + (1 + 4m)U2k_zl
Up—z + 28m(Uzk—1)  28/mUz_p + (1 + 4m)Usy_4

=[U2k—1 Uzk]
Uk Uzksa

Boylece istenen elde edilmis olur.m

3.2.6 Onerme: Her k > 2 i¢in,
1

U, = Z—W [(\/TH + \/Tﬂ)k - (\/TH - \/TH)}(]

dir.

Ispat: U, dizisinin karakteristik polinomuna r* diyelim. O halde
rk = 24/mrk-1 4 k-2
olur ve boylece
r2—2ymr—-1=0
olur. Bu denklemin kokleri

T1'2=\/’Tii Vm+1

dir.
Simdi ry ve 1, den yararlanarak U, dizisini yazarsak,
U, = AWm+Vvm+ 1D¥ + B(W/m —vVm + 1)k
olur.

Uy = 0 ve U; = 1 oldugundan A ve B yi hesaplayabiliriz.
Uy=0=A+B
Uy=1=Am+Vm+1)+BEWm—-Vm+1)

olur ve boylece
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2AVm+1=1

olur. Buradan

1
A j—
2vm+1
ve
1
B =-
2vm+1
bulunur. Dolayisiyla,
1
U = ———=|(Wm+Vm + D¥ — (Vm —Vm + 1)¥

elde edilir.m

Burada U, formiilii, genellestirilmis Pell say1 dizisi olur. Eger m = 1 alinirsa,

Uy = Py (k. Pell sayis1) olur ve

1
Ui = =10 +V2) = (1 =V2)"]

elde edilir.

Genel olarak A* matrisinin izi,
tr(A¥) = Up—q + Uppsr = Uggmy + 2VmUsy + Upgemy = 20mUy + 2Uypp4

bi¢imindedir.

Simdi, V), genellestirilmis Pell-Lucas dizisini bulabiliriz. Her k > 2 sayis1
icin Vy = 2 ve V; = 24/m olmak iizere V,, = 2v/mV,,_; + V,_, indirgeme bagmtist
ile tanimlanir. Boylece genellestirilmis Pell-Lucas dizisi, V,, = 2v/mUy + 2Uj_, ile
gosterilebilir. Buradan

tr(A*) = Vyy

oldugu goriiliir. Ayrica A¥ matrisinin determinant1 1 dir.

ay.aq-4 = (TS)*.(TS™1)? ¢arpmu  alinrsa, matris  gosterimi B =

1+4m 2Vm
2Vm

Burada B* matrisinin izi, tr(B*) = V,, olur ve det(B*) = 1 dir. A ve B matrisleri

olur. Boylece her k sayis1 icin B¥ = [UZk“ U ] elde edilir.
UZk UZk—l
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ayn1 karakteristik denkleme ve dolayisiyla ayni koklere sahiptir. Karakteristik
denklem,

r2—(@Am+2)r+1=0
ve kokler,

r,=0Cm+1)+£2/m(m+1)

bi¢imindedir.
Genellestirilmis Pell ve Genellestirilmis Pell-Lucas Dizilerinin Temel Ozellikleri

3.2.7 Onerme: Her k > 2 i¢in

Ve = (Vm+Vm+ 1) +(Vm-Vm+1)"
drr.

Ispat: b, dizisinin karakteristik polinomuna r* diyelim. O halde
rk = 24/mrk-1 4 k-2
olur ve boylece
r2—2ymr—-1=0
olur. Bu denklemin kokleri

T1'2=\/’TH$ Vm+1

dir.
Simdi r; ve r, den yararlanarak V}, dizisini yazarsak,
k k
Ve =A(WVm+Vm+1) +B(Vm—-Vm+1)
olur.

Vo = 2 ve V; = 2+/m oldugundan A ve B yi hesaplayabiliriz.
Vo=2=A+B
Vy =2ym=A(Vm+Vm+1)+B({m—-vm+1)
olur ve boylece
2vm=A(Vm+Vm+1)+ 2 -A(Vm-Vvm+1)
olur. Buradan denklemin ¢6ziimiiniin
A=1veB =1
oldugu c¢ikar. Dolayisiyla

Ve = (Vm+Vm+ 1) +(Vm-Vm+1)"
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dir. m

Burada dikkat edilirse V), genellestirilmis Pell-Lucas dizisidir. Eger m = 1
secilirse dizi Pell-Lucas dizisi olur. Yani Vj, = Q; (k. Pell-Lucas sayis1) dir. Bu
durumda,

k k
Ve =(1++v2) +(1-v2)
olur. Boylece U ve V} sirasiyla genellestirilmis Pell ve genellestirilmis Pell-Lucas

dizileri olur.

U, ve V, dizilerini negatif indekslilere genisletmek miimkiindiir. Ornegin,
U_,=U; —2ymU, =1
U_, =Uy—2/mU_; = —2Vm
Us=U_—-2ymU_,=4m+1

seklinde devam eder. Boylece
U_ = (=1D**Uy
olur. Benzer sekilde,
Vo, =V, —2ymV, = —2Vm
Vo, =Vy—2ymV_; = 4m+2
Vg =V_; —2vymV_, = =2vm(4m + 3)

olur ve boylece
Ve = (D)W

oldugunu soyleyebiliriz.

Simdi Uy, (k. genellestirilmis Pell sayisi) ve Vj, (k. genellestirilmis Pell-Lucas

sayis1) dizilerinin baz1 6zelliklerini inceleyelim.

3.2.8 Onerme: {U,} genellestirilmis Pell dizisi ve {V}} genellestirilmis Pell-
Lucas dizisi olsun. Bu durumda,
DU, = (4m + 2)Uy_p — Up_,
iV, = (4m + 2)Vi_y — Vi_s
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Ispat: i) U, tamimindan, U,_5 = 2/mU,_, + Uy_s ve bdylece
Ug-3 = Ug-5 = ZmUk—AL
olur.
Uy = 2YmUy_y + Uy_p = 24/m(2VmUy_ + Up_3) + Uy

= (4m+ 1D)Uy_, + 2/mU;_;
= (4m + D Uy_y + 2vm(2vVmU;_y + Uy_s)
= (4m+ 1DUy_, + 4mUy_4 + 2/mU,_s
= (4m + 2)Uy_p — (2VmU_3 + Ug_y) + 4mUy_y + 2/mUy_s
= (4m+2)Uy_y — Uy_y + 4mUy_y — 2mUy_3 — Up_s)
= (4m + 2)Uy_p — Up_y + 4mU;_, — 24m(2v/mU,_,)
= (Am+2)Uy_y — Up_y

ii) Benzer sekilde V,=@m+2)V,_,—Vi_s oldugu Kkolayca

gosterilebilir. m

Burada m =1 almwsa U, = 6Ui_, —Up_y ve V, =6V,_, —V,_, elde

edilir.

3.2.9 Onerme: {U,} genellestirilmis Pell dizisi ve {V}} genellestirilmis Pell-
Lucas dizisi olsun. Bu durumda,
Vi = Ugs1 + Ug—q

olur.

Ispat: k iizerinden tiimevarmm ile ispatlayalim.
k=0icinU; +U_;=1+1=2=Vyve k=1icinU, + Uy =2/m =V,
olur. Bdylece k = 0 ve k = 1 i¢in esitlik saglanir.
k=2,..,n i¢in esitligin dogru oldugunu varsayallm ve k =n+1 igin
esitligin dogrulugunu gosterelim. Varsayim geregi,
Vo =Upi1 +Uny
ve
iy =Up +Up—
olur. Boylece

Upsz + Uy = 2dmUy, 1 + Uy + 2dmU,_; + U, _,

31



= ZM(Urwl + Un—l) + (Un + Un—z)
= ZMV;L + Vi1 = Voya

olur. m

3.2.10 Onerme: {U,} genellestirilmis Pell dizisi ve {V}.} genellestirilmis Pell-
Lucas dizisi olsun. Bu durumda,
Ug-3 + Uz = (4m + 1)V,

olur.

Ispat: V,, = Uy, + Uy, oldugundan,
Am+2)V,=@m+2)Uyy + (Am+2)Uy_q ...
olur. Uy, = (4m+ 2)U,_, — Uy_, oldugundan Uj,; = (4m + 2)Uy;q — Uy_, ve
Uesr = dm+ 2)Up_; — Uy_5 olur. Boylece (4dm+ 2)Uypq = Upss + Uy_qy ve
(4m + 2)Uy_, = Upyq + Uy_3 olur. Bu esitlikler * da yerine konulursa,
(4m + 2)Vy = Upys + Ugoy + Upyr + Ups
olur. 3.2.9 Onermeden (4m+ 2)V, = Uyy3 +Ur_3+V, olur ve bodylece
Ug-3 + Uz = (4m + 1)V

oldugu goriiliir. m

3.2.11 Onerme: {U,} genellestirilmis Pell dizisi ve {V}.} genellestirilmis Pell-
Lucas dizisi olsun. Bu durumda,
Uzk = U Vi

olur.

Ispat: Ispati k iizerinden tiimevarim ile yapalim. k = 0 ise UyV, = 0 = U,
ve k=1 ise U;V; =2ym = U, olur ve esitlik saglanrr. Varsayalim ki k =
2,...,n — 1igin esitlik saglansin. Yani Up,—1y = Up_1V_4 olsun.

Simdi k = n i¢in esitligin dogru oldugunu gosterelim. 3.2.8 Onerme, 3.2.9
Onerme ve tanimdan,

UpVo = Un(Unps1 + Upn—1)
= Up((4m + 2)Up—y = Un—3) + Un_1((4m + 2)Up_3 — Un_s)
= Udm+2)U, Uy + (dm+ 2)U,_1Up_y — U Up_5 —
Un—1Un—4
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= (4m+ 2)Up_1(Up + Un_3) = UpUpn_3 — Up_1Up_4

= (4m+ 2)Up_1Vy_y — UpUp_3 — Up_1Up_,4

= (4m + 2)Up_1Vg — Up_3(2VmU,_y + Up_p) —
Up-1(Un—z — 24/mUp_3)

= (4m + 2)Up_1Vy_1 — 2VmUp_3Up_; — Up_,(Up_3 +
Up—1) + 2v/mU,_1Up_5

= (@m+2)Up_1Vy_1 — Up_2Vy»

= (4m + 2)Uppn_y — Upp_4

= Uzn

olur. m

3.2.12 Onerme: {U,} genellestirilmis Pell dizisi ve {V}} genellestirilmis Pell-
Lucas dizisi olsun. Bu durumda,
Vet + Viepr = (dm + 4) Uy

olur.

Ispat: k iizerinden tiimevarmm ile ispatlayalim.
k=0ig¢in V., +V, =-2Vm+2ym=0=U, ve k=1 icin Vo +V, =
2+4m+ 2 = (4m+ 4)U, olur. Boylece k = 0 ve k = 1 igin esitlik saglanr.
k=2,..,n—1 icin esitligin dogru oldugunu varsayalim ve k =n igin
esitligin dogrulugunu gosterelim. Varsayim geregi,
Vo + V= (dm+4)U,_,
olur. 3.2.8 Onermeden,

Vet + Vg = (dm+ 2)Vo 5 = Vs + (dm + 2)Vy g — V3
=@m+2)(Vuz + Vyoy) = (Voos + Vis)
=U@m+2)4dm+4)U,,_, — (dm+4)U,_,
= (4m+ 4 ((4m+ 2)U,_, — Up_y) = (4m + DU,

olur. m

3.2.13 Onerme: {U,} genellestirilmis Pell dizisi ve {V},} genellestirilmis Pell-

Lucas dizisi olsun. Bu durumda,

DUp41Vir1 — UV = 2mU2k+1
DU 1Vier1r + UlVie = Vogga
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olur.

Ispat: i) 3.2.11 Onerme ve U, tanimindan,
Us1Vierr = UVie = Uiy — Uze = 20mUspeiq + Uze — Uy = 29mUszp4q
oldugu goriiliir.
ii) Benzer sekilde 3.2.11 Onerme ve 3.2.13 Onerme i kismindan,
Us1Vierr + UiVie = 2VmUzeiq + 2UpVie = 28mUsesq + 2Us
= 2vm(2vVmUy;, + Uy_q) + 2Uy;
= (4m + 2)Upy + 2VmUyy_q — Ugg—p + Uz—z = Uppesz + Uz

= Vaok+1

elde edilir. m

3.2.14 Onerme: {U,} genellestirilmis Pell dizisi ve {V}} genellestirilmis Pell-

Lucas dizisi olsun. Bu durumda,
DUiUsrs = UgprUpsr = 20/m(=1)**1
i) ViViess = Vi1 Vierz = 8Ym(m + 1) (=1)¥

olur.

Ispat: i) k iizerinden tiimevarim ile ispatlayalim.
k=0 i¢in UyUs — U,U, = =2vm = 2ym(=1)* ve k=1 icin U,U, —
Uy,Us = 2dm(4m + 2) — 2ym(4m + 1) = 2vm = 2ym(-1)?> olur.  Boylece
k =0 ve k =1 igin esitlik saglanir.
k=2,..,n i¢in esitligin dogru oldugunu varsayallm ve k =n+1 igin
esitligin dogrulugunu gosterelim. Varsayim geregi,
UnUpss = Unp1Upyp = 24/m(=1)"*
olur ve boylece
Un+1Unta = Uns2Unss = Uni1(2VmUnys + Unia) = Unys(2VmUnyq + Uy)
= —(Un4+3Un = Uny1Uny2) = 2vm(=1)"+2
ii) Benzer sekilde, k = 0 igin
VoV — ViV, = 2.24m(4m + 3)
— 2vym(4m + 2) = 8¥m(m + 1) = 8ym(m + 1)(—1)°

ve k=1 i¢in
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ViV, — V,Vs = 2dm(16m? + 16m + 2) — (4m + 2).2vm. (4m + 3)
= —8Vm(m+ 1) = 8¥m(m + 1)(-1)!
olur. Boylece k = 0 ve k = 1 i¢in esitlik saglanir.
k=2,..,n i¢in esitligin dogru oldugunu varsayallm ve k =n+1 igin
esitligin dogrulugunu gosterelim. Varsayim geregi,
VaVnsz = Vne1Vnsz = 8Vm(im + D(=1)"
olur ve boylece
Vit1Vies = Vas2Vnas = Va1 (2VmVigs + Voio) = Vogs (2VmVisg + 1)
= —(Vps3Vn — Vg1 Vins2) = 8Vm(m + 1) (-1

elde edilir. m

3.2.15 Onerme: {U,} genellestirilmis Pell dizisi olsun. Bu durumda,

Upm+2Ux = UaUg—y = 2A/mUyp 1k

olur.

Ispat: m sabit say1 olsun. k iizerinden tiimevarmm ile ispatlayalim. k = 0 i¢in

Uy =0ve U_, = (—1)3U, = —2+/m oldugundan,
Usm+2Uo — UznU_p = 2\/771U2m
k=1i¢cinU; =1 ve U_; = 1 oldugundan,
Usm+2U1 = UpU_q = Uiz — Uy = 2\/7T1U2m+1

olur. k = 2, ...,n i¢in esitligin dogru oldugunu varsayalim ve k = n + 1 i¢in esitligin
dogrulugunu gosterelim. Varsayim geregi,

Upm+2Un—1 = UpmUn—3 = 2YMUspmin_1 ve Usm+2Un — UpmUp—2 =
2VmUzpin

olur. Boylece,
Upms2Uns1 = UzmUn—1 = Upms2(2VMUy, + Un_1) = Uppn (2VMU,_ + Uy, _3)
= 2VmUam+2Upn = Uz Up—2) + (Uam+2Un—1 — Uz Up_3)
= 2Vm2vVmUppsn + 2VMUs -1
= 2Vm(2VmUsmsn + Usmin-1) = 2VMUzmins1

olur. m
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Simdi Uy, (k. genellestirilmis Pell sayisi) ve Vj, (k. genellestirilmis Pell-Lucas

sayisi1) i¢in bir formiil verelim.

3.2.16 Onerme: {U, } genellestirilmis Pell dizisi ve {V}} genellestirilmis Pell-

Lucas dizisi olsun. Bu durumda,

k+1
Z U = Ukt + Ups1 — 1
( ' 2Vym
i=1
ve
k+1
Vi =
2Vm
i=1
olur.

Ispat: U, tanimindan,
Uz = U1 = 2VMUpiq + Uy = Uy = (2Vm = 1)Uy + Uy
ve boylece
k=0=>U,—U = (2Vm—1)U; + U,
k=1=U; - U, =(2¥m—-1)U, + U,

k=k—1= U — U= (2Vm—1)Uy + Uy,
k =k = Uiz = Upsr = 2Vm = 1)Uy + Uy
olur. Esitlikleri taraf tarafa toplarsak,
Ugsz — Uy = (2Vm = 1)Uy + Uy + -+ Uppq) + Uy + Uy + - + Uy)
= 2Vm(Uy + Uy + -+ Upy1) + Uy = Upsq
elde edilir. Uy, = 0 ve U; = 1 oldugundan,
Uiz =1 = 24m(Uy + Uy + -+ + Upy1) = Ugeiq

Ugsz + Upsr —1=2VmU; + Uy + -+ + Up4q)
Ukt + Ups1 — 1

= Ul + UZ + "'+Uk+1

2v/m
olur ve boylece
k+1
Uy + Uy — 1
Z LT 2vm

elde edilir.
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Benzer sekilde,

k+1

E Vl =
2Ym

i=1

oldugu kolayca goriiliir. m

3.2.17 Onerme: {U,} genellestirilmis Pell dizisi olsun. Bu durumda,
Ug-1Ups1 — Ug = (=1D)F

olur.

Ispat: k iizerinden tiimevarmm ile ispatlayalim.

k=0 icin U_ U, —UZ =(—1)° ve k =1 i¢in UyU, — U = —1 = (—1)*.
k =2,..,n i¢in esitligin dogru oldugunu varsayalim ve k =n + 1 i¢in esitligin
dogrulugunu gosterelim. Varsayim geregi,

Un-1Unyy — UF = (=1)"
olur.
UnUnsz = Upyy = Up(2VmUp i1 + Uy) = Uy (VMU + Uy )
= ~Uns1Upy = UD) = (D)™

elde edilir. m

3.2.18 Onerme: {U,} genellestirilmis Pell dizisi ve {V},} genellestirilmis Pell-
Lucas dizisi olsun. Bu durumda,
VZ —(4m + 4)UZ = 4(—1)k

olur.

Ispat: Uy, 3.2.9 Onerme, 3.2.17 Onermeden,

VZ — (4m+4)UE = (Ug_1 + Upp)? — (dm + 4)U?
= Ug-1 + 2Ux—1Up 41 + Uiy — 4mU; — 4U§
= U2, + 2Up_1 (2vmUy + Up_y) + (2mUy + Uy_y)” — 4mUZ
— 4U}
= UZ_| + 4NmU,_ Uy + 2U?_, + 4mUE + UZ_; + 4VmU, Uy _,
— 4mUZ — 4UE = 4UZ_, + 8VmU,_ Uy, — 4U?
= 4Uy_1(Up_, + 24/mU,) — 4U?
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= 4Uk—1Uk+1 - 4U}? = 4(Uk—1Uk+1 - U}?) = 4(—1)k

elde edilir. m

3.2.19 Onerme: {U,} genellestirilmis Pell dizisi ve {V}} genellestirilmis Pell-

Lucas dizisi olsun. Bu durumda,

1
i) UYZL = ——=UpUy_4
Fo] 2Vm
k-1 1
i) ) V2 = (5= VeV ) - 2
i 2Vm

olur. m

Ispat: i) k iizerinden tiimevarim ile ispatlayalm. k = 2 igin, UZ =

U,U, = 1m 2ym=1. Simdi k=n-—1 igin esitligin dogru oldugunu

2\/_
varsayalim. Bu durumda,
k-2
Uz = LU U
n Zm k-1Yk-2
n=1
olsun ve
k-1
Uz = LU U
L n Zm kYEk-1

oldugunu gésterelim.

ii) Benzer sekilde, k = 2 i¢in,

VE = Vle) (— (4m +2)2vVm ) 2 =4m

G vm

Simdi k = n — 1 i¢in esitligin dogru oldugunu varsayalim. Bu durumda,

R

n=1

olsun ve
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2—( . ViV, ) 2
n - Zm kVk-1
n=1
oldugunu gosterelim.
k-1 k-2
ZW: V2 + V2 =(ka Vi 2)—2+Vk1 L w-v.)
n n k-1 Zm - - - Zm k k-2
n=1 n=1
! Vi_1V; 2+ ! V.V, ! Vi_1V;
Zm k—-1Vk-2 Zm kVk-1 Zm k—-1Vk-2
—( ! V.V, ) 2
- Zm kVk-1

elde edilir. m

Genellestirilmis Pell ve Genellestirilmis Pell-Lucas Dizilerinin Polinom

Gosterimleri

Bu boliimde U, (k. genellestirilmis Pell sayis1) ve V, (k. genellestirilmis Pell-
Lucas sayis1) dizilerinin polinom seklinde yazilabilecegi gosterilmistir. m = 1 i¢in
Pell ve Pell-Lucas sayilarinin polinom gésterimi olur. Daha sonra bu diziler i¢in elde

edilen bazi {ist sinir 6zellikleri de verilmistir.

Ik olarak U, (k. genellestirilmis Pell sayis1) ve V, (k. genellestirilmis Pell-

Lucas sayisi) dizilerinin ilk 6 terimini verelim.

U, v,
Uy=0 Vo =2
Up=1 V, = 2Vm
U, = 24/m V, =4m+ 2
U;=4m+1 Vs = 2¢m(4m + 3)
U, = 4VmQ2m+1) V, =16m? + 16m + 2
Us = 16m? + 12m + 1 Vs = 2vm(16m? + 20m + 5)

Uy ve V, dizilerinin polinom gosterimini bulmadan 6nce kullanacagimiz bir

ozellik verelim, [36].
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(54 (1= (ko 1)ntk

3.2.20 Teorem: {U,} genellestirilmis Pell dizisi olsun. Bu durumda, U, ve

U, +1 dizilerinin polinom goésterimi,
Uy, = (2\/171)21(—1 n (Zk - 2) (2\/171)2k_3 n (Zk — 3) (ZM)Zk—S n
(k+2)(2\/——) +(k+1)(2\/——)

Ve
Uzkes1 = (ZW)Zk + (2k — 1)(2M)Zk_2 + (Zkl_ 2) 2k — 3( \/—)2" —4
+(2k2— 3)2k 5( \/-—)Zk -6 (£+1)_(2\/_)

seklinde tanimlanir.

Ispat: Ispat1 tiimevarmm ile yapalim ve ilk olarak U, dizisinin polinom

gosterimini ispatlayalim.

k=1 igin Uy=2vym ve k=2 igin U, =(2vm) +2.2vVm=
2Vm(4m + 2) oldugundan k=1 ve k =2 igin esitlik saglamr. Simdi k =
1,2,..,n icin esitligin saglandigmmi1 varsayalim ve k=n+1 icin esitligin

saglandigini gosterelim. Varsayimdan,
Uz = @)™+ (1) )+ (27 5) vy
(n+1)(2\/_) +( 3)(2\/,71)

ve
_ (2\/171)271—1 + (an— 2) (2\/171)271—3 4 (znz_ 3) (2\/171)271_5 N
+ (3 25) @)+ (01 5) (2vm)
olur. 3.2.8 Onermeden,

Uypyz = (4m + 2)U2n —Uzn—s

oldugundan,
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Unnez = (4m -+ 2) | (23) ™" +(2n1— 2) (2vm)™ +(2n2— 3) 2y
e (D)@ (7 D
[ (B ) )+ (B9 )
bt (1) @)+ (g 2vir]
= v () + 2] vy
#[(*"5 %) 2 () vy
HG )+ 2GRy +2 (3T ) 2vm

n—2 2

olur. Burada yukarida verilen 6zellik kullanilarak,
2n+1 2n 2n-1 2n—1 2n-3
Unnsa = (2vm) ™+ (1) 2vm)™ 7 4 (71 ) (2vm)™ 7 +
n+3 3 n+2
+(C T evm)’ + (M) vm)
elde edilir. Boylece k = n + 1 igin esitlik saglanmis oldugundan U, dizisi igin ispat
biter.

Simdi Uy 4 1 dizisinin polinom goésterimini ispatlayalim.

U tanimindan,

1
Uzks1 = ﬁ(Uzmz - UZk)

olur. Boylece

Upperr = #_ [((2\/—)2“1 Zk) (ZM)Zk—l + (Zkz_ 1) (ZM)Zk—3 4
(k+3)(2\/—) +(k+2)(2\/—)>
((2\/——)2k 1 2k1— 2) (ZM)Zk—3 + (Zkz_ 3) (ZM)Zk—S

er (2 + (£ )

olur. Burada yukaridaki 6zellik kullanilarak,
2k —3

Upess = (2vm)™ + 2k = 1) (2vm)* > + (2"1‘ 2) (2ym)™
n (Zkz_ 3) 2k — 5( \/.—)Zk -6 (i + 1)_(2\/_)
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elde edilir ve boylece ispat biter. m

3.2.21 Teorem: {V}} genellestirilmis Pell-Lucas dizisi olsun. Bu durumda,

Vi ve Vo 41 dizilerinin polinom gosterimi,

Vor = (2\/171)21( + (Zk)(Z\/ﬁ)Zk_z (2k1 3)_( \/——)Zk —4
+(2k 4)_( \/._)zk6 (kk )i( \/_)

ve
_ 2k—2\2k+1
Voot = (ZM)2k+1 + 2k + 1)(2m)2k 1 +( ) ) + ( \/.—)Zk 3
2k —3\2k+1 2k5 k+1\2k+1
+( 2 ) (\/_) (k—Z) (\/_)
seklinde tanimlanir.
Ispat: 3.2.9 Onermeden,
Vor = Uz—1 + Ui
oldugundan,
_ - — 4\ 2 -
Ve = |V + 2k - D ()" 4 (T HE s
k 3 2
+ (L 5) =2 @vm) ]
- — 2k _
4 [(2\/13)2" + 2k = D (2ym)" 7 + (%K 2) 2k=4

1

s (]

= (2vm)™ + 1 + 2k - D] (2vm)™*

+[(2k—3)+(2k1_2)2k 3](\/_)2'(4

* [(k ¢ 3) ] (2vm)’

olur. Boylece yukaridaki 6zellikten,

Vor = (ZM)Zk + (Zk)(Z\/ﬁ)Zk‘z (Zk 3)_( \/.—)Zk 4

1
+(2k 4)_( \/—)2k6 (kk )i( \/_)

elde edilir.
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Benzer sekilde

Vaks1 = Uz + Uzgs

oldugundan
- 2k —2\ 2k +1 -
Vprs = (Zm)2k+1 + 2k + 1)(2m)2k 1 +( ) ) 2-|- (ZM)Zk 3
2k —3\2k+1 2k-5 k+1\2k+1
+( 2 ) 3 (2Vm) +"'+(k—2)k—1(2‘/ﬁ)

oldugu kolayca gosterilebilir. m

Bu bolimde son olarak U, (k. genellestirilmis Pell sayis1) ve V., (k.

genellestirilmig Pell-Lucas sayis1) i¢in bazi list sinir 6zelliklerini verelim.

3.2.22 Onerme: {U,} genellestirilmis Pell dizisi olsun. Bu durumda her k

tamsayisi i¢in,

ak |
Up = |—2— 4 ym
4 {2\/m 1
olur.
Ispat: Her k icin
ak — gk
T
a—p
oldugundan,
(Zk ‘ ‘ ,Bk
Up — = <+vm
“ ovm+ 1| |2vm+1

elde edilir. m

Burada U}, dizisinin karakteristik denkleminin kokleri @ = vm ++vm + 1 ve
B =vVm—+ym+1 dir.

3.2.23 Onerme: {U,} genellestirilmis Pell dizisi olsun. Bu durumda her
k = 2 i¢in,
Uk+1 = l(ZUk + \/’EJ

olur.
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Ispat: Her k > 2 icin,

ak+l — ,Bk+1 ak+1l — O(,Bk ﬁk(a — ‘3)
U1 — aUil = — = = |B¥| < vm
2ym +1 2ym+1 2ym+1

elde edilir. m

3.2.24 Onerme: {V} } genellestirilmis Pell-Lucas dizisi olsun. Bu durumda

her k > 2 tamsayisi i¢in,

Vi = |a* +vm]

Ispat: Binet formiiliinden, Her k igin V,, = a* + £* oldugundan,
Vi, — a¥| = |ak + B* — a®| = |B¥| <vVm

elde edilir. m

3.2.25 Onerme: {V,} genellestirilmis Pell-Lucas dizisi olsun. Bu durumda

her k > 2 tamsayisi i¢in,

Viesr = laVk + 2 /m(m + 1)J

Ispat: Her k > 2 icin,
Vierr — aVil = [a*** + ¥+t —a(a* + f9)| = 1B*(B — a)| = |B*(=2vm + 1
= [2vm + 1].18%| < 2{/m(m + 1)

elde edilir. m

3.3 Q(Vd) Cisminde A ve B¥ nin Sabit Noktalar

Bu béliimde, bir dnceki boliimde tanimlanmis olan A* ve B* matrislerinin

Q(+/d) cismindeki sabit noktalar1 incelenmistir.
Ik olarak cisim genislemesi ve sabit nokta tanimini1 verelim.

3.3.1 Tammm: F bir cisim olsun ve f, F[x] de n. dereceden monik

indirgenemez bir polinom olsun. u, f polinomunun bir kokii olmak iizere F ye u
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nun eklenmesiyle elde edilen K = F[u] cismine F nin basit bir genislemesi denir.

Burada u ya F lizerinde cebirseldir denir, [37].

Ornegin 7, V2 ve i sayilar1 Q iizerinde cebirseldir. Ciinkii bu sayilar x — 7,
x? — 2 ve x? + 1 polinomunun kokleridir. Burada K nim her v elemaninin
v=ayt+au+-+a,_u"ta €F,i=01,..,n—1

seklinde bir gdsterime sahip oldugu bilinen bir sonugtur.

Bir cismin basit bir genigslemesinin varligi ile ilgili olarak asagidaki teorem

verilebilir.

3.3.2 Teorem: F bir cisim ve f, F[x] de n. dereceden indirgenemez bir
polinom olsun. Bu durumda u nun f polinomunun kokii olarak F iizerinde cebirsel

oldugu F nin basit bir K = F[u] genislemesi vardir, [37].

3.3.3 Tammm: Herhangi bir T(z) € PSL(2,R) doéniisimi igin T(z) = z

esitligini gercekleyen z noktalarina T nin sabit noktalar1 denir.

3.3.4 Teorem: PSL(2,R) deki herhangi bir donlisimiin en fazla iki sabit
noktasi vardir. G’ kiimesinin elemanlarinin ise ya iki sabit noktasi vardir ya da sabit

noktalarinin kiimesi bir gemberdir, [38].

Simdi bir 6nceki bolimde tanimlanmis olan A¥ ve B¥ matrislerinin Q(+d)

cismindeki sabit noktalar1 agagidaki gibidir:

3.3.5 Sonuc: Eger a € Q(+/d) ve B matrisi a noktasinda sabit ise,

Upgrra + Uy
Uz + U4

olur. Boylece her k > 1 tamsayist igin UZk(oc2 — 2vma — 1) =0 ve burada
a=+vVm++Vm+1 dir. Simdi ti¢ durum s6z konusudur.

i) Eger m = 1 ise [35] kaynagina bakiniz.

ii) Egerm = 2 ise @ = V2 + /3 ve boylece d = 2 veya 3 tiir.

iii) Egerm = 3 ise @ = V3 + 2 ve boylece d = 3 tiir.
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3.3.6 Sonuc: Eger a € Q(+/d) ve A¥ matrisi a noktasinda sabit ise,
Upg—1a + Uy
Uz + Uzge 41

olur. Boylece her k > 1 tamsayist igin Uzk(az + 2vma — 1) =0 ve burada
a=—m++Vm+1 drr. Simdi ii¢c durum s6z konusudur.

i) Eger m = 1 ise [35] kaynagina bakiniz.

ii) Egerm = 2 ise @ = —V/2 + /3 ve boylece d = 2 veya 3 tiir.

iii) Egerm = 3 ise @ = —/3 + 2 ve boylece d = 3 tiir.

Biitiin m durumlar1 i¢in, eger

a=1t=Vm+Vm+1

ise
Tl=—Vm+Vm+1
ve eger
T=vm-vm+1
ise
Th=—Vm—-Vvm+1

olur. Béylece k >1 icin ((TS™H)2(TS$?*)* veya ((TS)?(TS~1)?)* carpimlari
Q(\/c_l) cisminde sabit eleman ise, swasiyla m=1,2,3 i¢in d = 2,2 veya 3,3

degerlerini alir.

3.3.7 Sonuc¢: Eger a reel kuadratik irrasyonel sayr ve k>1 igin
(TS HZ(TSH?*)k € Hm) ise,

Ak = [UZk—l Uk ]
Uk Uzksa

olur. Burada Uy, genellestirilmis k. Pell sayis1 ve
tT(Ak) = ZmUZk + 2U2k—1
dir.
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3.4  Genellestirilmis Pell Sayisinin Genisletilmis Modiiler Grupta Bir

Uygulamasi

Bu boliimde bir dnceki bolimde tanimladigimiz genellestirilmis Pell ve
genellestirilmis Pell-Lucas sayilarmin H(A3;) genisletilmis modiiler grupta bir

uygulamasi verilmistir.

[39, 40, 41] kaynaklarindan, modiiler grup ve genisletilmis modiiler grupta
bloklar,

1
Ts=|; ]
ve
> _[1 0
rst=[ ]
bi¢iminde oldugu verilmistir. Ayrica 3.2 boliimden, I, temel denklik altgrubunun
_ 2 _[1 2
ay =TS =|; 1
ve
- 1 0
a, = (Ts™? =,

matrisleri ile iiretildigini biliyoruz.

Simdi W (T, S, R), H(A3) genisletilmis modiiler grupta bir indirgenmis kelime

(reduced word) olsun.

3.4.1 Sonug: Eger R ¢ift sayida ise, bu durumda tiim kelimeler (words)
(TSTS)™o(TS?TS?)™ ... (TSTS)™(TS>TS?)"T*!
(TSTS)™o(TS?TS?)"0 ... (TSTS)™ (TS2TS?)"kS/

(TSTS)™o(TS?TS?)"0 ... (TSTS) ™ (TS?TS?)*TiSI
veya
(TSTS)™o(TS?TS?)"0 ... (TSTS) ™ (TS?TS?)MSIT?

durumlarindan birisi bigimindedir.

3.4.2 Sonug: Eger R tek sayida ise, bu durumda kelimeler (words)
(TSTS)™o(TS?TS?) .. (TSTS)™ (TS?>TS?)™T'R
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(TSTS)™o(TS2TS?)M ... (TSTS)™(TS?>TS?)"*S/R
(TSTS)™o(TS?TS?)"0 ... (TSTS)™(TS?TS?)™*T'S/R
veya
(TSTS)™o(TS?TS?)"0 ... (TSTS)™(TS?TS?)™*SIT'R
durumlarindan birisi bigimindedir. Burada i = 0,1 ve j = 0,1,2 dir. Blok tisleri m,

ve ny, pozitif tamsayilardir. Fakat m, ve n; sifir olabilir.

Bu gosterim genel bir durumdur ve [40] nolu kaynaktaki gibi kisaltma olarak

BRF, yani indirgenmis bir blok bicimi (a block reduced form) olarak adlandirilir.

Simdi asagida verecegimiz kelimeleri (words) bloklarla BRF de indirgenmis

kelime (reduced word) olarak yazalim.

i) BRF de bir kelime (word) TSTS2TSTSR olsun. Bu durumda,
TSTS?TSTSR = (TSTS)(STST)SR

biciminde yazilabilir. Bu kelimenin matris gosterimi,

s A, DG IC D=6

bi¢iminde olur.

ii) BRF de bir kelime (word) STS?TSRTRS olsun. Bu durumda,
STS?TSRTRS = STSSTSRTRS
TR = RT oldugundan,
STSSTSRTRS = STSSTSTS
T? = I oldugundan,
STSSTSTS = STS(TT)STSTS = (STST)(TSTS)TS

biciminde yazilabilir. Bu kelimenin matris gosterimi,

(STST)(TSTS)TS = (_12 (1)) ((1) i) ((1) i) = (_12 _35)

bi¢iminde olur.

iii) BRF de bir kelime (word) RTSRTS2RTSTS?R olsun. Bu durumda,
TR = RT, RS = S%R ve R? = I oldugundan,
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RTSRTS?RTSTS?R = TRRS?TS?TRSTRS = TS*TS?*TRSTRS
= TS2TS?TS?RRTS = TS*TS*TS?*TS
T? =1 ve S = I oldugundan,
TS2TS?TS?TS = TS?TS?TS?(TT)TS = TS*TS*TS?*(TS?*ST)TS
= (TS?TS?)(TS*TS?)S?
bi¢iminde yazilabilir. Bu kelimenin matris gosterimi,

rsersyassnst = (o )G (G _01) = (; 3)

bi¢iminde olur.

iv) BRF de bir kelime (word) TSRTS2RSTSRS?T olsun. Bu durumda,
T2 = 1,53 = I, TR = RT, RS = S?R ve R? = [ oldugundan,
TSRTS?RSTSRS?T = TSTRRSSTSSRT = TSTSSTS(TT)SRT
= TSTSSTSTTS(TT)RT = TSTSSTSTTST(SS?)TRT
= (TSTS)(STST)(TSTS)S?>TTR = (TSTS)(STST)(TSTS)S?*R

biciminde yazilabilir. Bu kelimenin matris gosterimi,

(TSTS)(STST)(TSTS)SZR=((1) i)(_lz (1))((1) i) (—11 —01) ((1) (1))
-5 )

bi¢iminde olur.

v) BRF de bir kelime (word) TSTSTSTS?TS?TS olsun. Bu durumda,
T? = I oldugundan,
TSTSTSTS?TS?TS = TSTSTSTSSTSSTS = TSTSTSTSSTS(TT)STS
= (TSTS)(TSTS)(STST)(TSTS)

biciminde yazilabilir. Bu kelimenin matris gosterimi,

@st)sHTSDIsT) = (o (5 9, DG D=0 %)

bi¢iminde olur.

vi) BRF de bir kelime (word) RTS?RTS?R olsun. Bu durumda,
TR = RT ve RS = S?R oldugundan,
RTS?RTS?R = TRRSTS?R = TSTS?R = TSTSSR = (TSTS)SR

biciminde yazilabilir. Bu kelimenin matris gosterimi,
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wsse=(, HE D H-C D

bi¢iminde olur.
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4. GENISLETILMIS HECKE GRUBUNUN DENKLIK
ALTGRUBUNUN KUVVET ALTGRUPLARI

Bu bolimde, bir onceki bolimde verilen H (A4¢) genisletilmis Hecke
grubunun 2 seviyeli temel denklik altgruplarmmn 2. kuvvet altgruplar1 (kareleri)
incelenmistir. Bu bolimde verilen bazi temel bilgiler [10, 18, 42, 43] nolu
kaynaklarda bulunabilir. Ayrica bu boliimde verilen 4.1.2 Teorem, 4.1.3 Teorem,

4.1.4 Teorem, 4.1.5 Teorem tamamen 6zgiindjir.

4.1 Genisletilmis Hecke Grubunun Denklik Altgrubunun Kareleri

4.1.1 Tamm: H (lq) genisletilmis Hecke grubunun tiim elemanlarinin m.
kuvveti almarak iiretilen altgruba H (lq) genisletilmis Hecke grubunun m. kuvvet

altgrubu denir ve bu altgrup H™ (lq) ile gosterilir, [18].

Simdi H (lq) genisletilmis Hecke grubunun kuvvet altgruplarini inceleyelim.
Bunu yapabilmek igin H(2,)/H™(2,) bélim grubunun gésterimini verelim. Burada

H(2,)/H™(2,) grubunun mertebesi, indeksi verir.

H(Aq)/H™ ()
=~ (T,S,R|T?> =S9=R? = (TR)> = (SR)? =T™ =S™ = R™
=(TR)™ =(SR)" =---=1)
biciminde bir gosterime sahip olur, [18]. Hm(/lq) kuvvet altgrubunun gdésterimini

bulabilmek i¢in Reidemeister-Schreier metodu kullanilmastir.

Bir 6nceki boliimden ve [41] nolu kaynaktan, g = 3 tamsayisi i¢in
H,(2,) = (TR) * (RSTS) * ... (RSI71TSI~1)
oldugunu biliyoruz. Buna gore g = 3 tamsayisi i¢in kuvvet altgruplar1 incelenebilir.
Bu béliimde 2. kuvveti yani kareleri incelenmistir. [43] nolu kaynakta g = 3 durumu

incelenmistir ve (H,)?(A3) = H,(13) oldugu gosterilmistir.
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Simdi g > 3 tamsayis1 i¢in 2. kuvvetini inceleyelim.

4.1.2 Teorem: i) |H,(1,): (H,)?(1,)| = 16
i) (H)?(A4) & Ho(Ay).

Ispat: i) Kolaylik olmas1 icin a = TR, b = RSTS,c = RS?TS?,d = RS®TS?

diyelim. B6liim grubu,

H,(Ay) / (H))?(A4,) =(a,b,c,d|a’> =b?> =c2=d? =1) =T, x Ty * Ty x T,
bi¢iminde tanimlidir ve |H,(1,): (H,)?(1,)| = 16 dur.

ii) Eger (H,)?(A,) icin Schreier transversali
{I,a,b,c,d,ab,ac,ad, bc, bd, cd, abc, abd, bcd, acd, abcd}

secersek, bu durumda olasi biitiin carpimlar,

lLa.(a)™t =1,
a.a.(Nt=1,
b.a.(ab)™! = baba,
c.a.(ac)™! = caca,
d.a.(ad)™! = dada,
ab.a.(b)™! = abab,
ac.a.(¢)™! = acac,
ad.a.(d)™! = adad,
bc.a.(abc)™t = bcacha,
bd.a.(abd)™! = bdadba,
cd.a.(acd)™! = cdadca,
abc.a.(bc)™t = abcach,
abd.a.(bd)™! = abdadb,
bcd.a. (abcd)™! = bedadcba,
acd.a. (cd)™! = acdadc,
abcd. a. (bcd)™! = abcdadch,
Lc.(c)t=1,

a.c.(ac)™t =1,
b.c.(bc)"t =1,
c.c.(Dt=1,

d.c.(cd)™ = dcdc,

Lb.(b)y =1
a.b.(ab) ™t =1,
b.b. (D' =1,

c.b.(bc)™ = cbcb,
d.b.(bd)~* = dbdb,

ab.b. (@) =1,
ac.b.(abc)™! = acbcba,
ad.b.(abd)™! = adbdba,
bc.b.(c)™! = bche,
bd.b.(d)"* = bdbd,
cd.b.(bcd)™t = cdbdch,
abc. b.(ac)™! = abchca,
abd.b.(ad)™! = abdbda,
bed.b.(cd)™! = bedbdc,
acd.b.(abcd)™! = acdbdcha,
abcd. b. (acd)™! = abcdbdca,
Ld.(d) =1

a.d.(ad)™t =1,

b.d.(bd)™ =1,

c.d.(cd)™ =1,
dd.()t=1,
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ab.c.(abc)™t =1, ab.d.(abd) ™ =1,

ac.c.(a)"t =1, ac.d.(acd)™t =1,
ad.c.(acd)™! = adcdca, ad.d.(a)™t =1,
bc.c.(b)™t =1, bc.d.(becd)™t =1,
bd.c.(bcd)™! = bdcdch, bd.d.(b)™t =1,
cd.c.(d)™! = cdcd, cd.d.(c)"t =1,
abc.c.(ab)™t =1, abc.d.(abcd)™ =1,
abd. c.(abcd)™! = abdcdcbha, abd.d.(ab)™ =1,
bed. c.(bd)™ = bedcdb, bed. d. (be)™ =1,
acd.c.(ad)™! = acdcda, acd.d.(ac) ! =1,

abcd. c.(abd)™! = abcdcdba, abcd.d. (abc) ™t =1,
bi¢iminde olur.

Burada (baba)™! =abab , (caca) ™! =acac , (dada)™' =adad ,
(bcacha)™ = abcacb , (bdadba)™! = abdadb , (cdadca)™' = acdadc
(bcdadcba)™ = abcdadch, (chch)™t = bcbce, (dbdb)™t = bdbd, (acbcha)™! =
abcbca , (adbdba)™! = abdbda , (cdbdch)™! = bcdbdc , (acdbdcha)™! =
abcdbdca , (dcdc)™ = cded , (adcdca)™ = acdeda , (bdcdch)™ = bedcdb
(abdcdcba)™ = abcdcdba oldugundan (H,)?(A,) grubunun iireteclerinin tiimii

asagidaki gibi olur:
abab = (1 4‘/2),
0 1
17 12\/5)
acac = ,
(12\/2 17
1 0
adad = (4\/5 )
—31 —40V2
abcach = ( ),
—12v2 -11
—15 282
abdadb = ( ),
—4y2  -15
—31 =202
acdadc = ( ),
—244/2 =31
abcdadch = ( 65 88\/2),
242 65
9 82
bcbc = ( ),
—4\2 -7
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41 12V2
bdbd = ( )
—12v2 =7
-7 82
acbcba = ( ),
—42 9
-7 12V2
adbdba = ( )
—12V2 41
bedbde = ( —111 —68\/5)’
—40v2 49
abcdbdca = ( —111 68\/2),
—40V2 49
9 42
cded = ( ),
—8vV2 -7
9 —4\2
acdcda = ( ),
8v2 -7
—-23 —36V2
bededb = ( )
8v2 25
abcdcdba = ( —23 68\/2)
—40V2 49

biciminde olur. Burada dikkat edilirse biitiin iiretecler H,(1,) grubundadir yani
(H)?*(Ay) € H,(4,) . Ancak [10] nolu kaynaktan |H,(,):H,(1,)| =8 olur.
Béylece (Hz)z(lzl,) * H4(A4) dir.

4.1.3 Teorem: i) |H,(As): (H,)?(15)| = 32
ii) (172)2(/15) = H4(/15)-

Ispat: i) Kolaylk olmasi igin ko = TR, k; = RSTS, k, = RS?TS?,
ks = RS3TS3 ve k, = RS*TS* diyelim. Boliim grubu,
Hy(As) / (H)?(As) = (ko ey, ko, s kalko” = ky® = ky® = ks” = ky* = 1)
=Ty %Ly * Ly x Uy * Uy
bigiminde tanmmhdir ve |H,(As): (H,)?(A5)| = 32 dir.
ii) Eger (H,)?(As) igin Schreier transversali

{ I ko, ky, Ky, ks, Ka, koky, Kok, Koks, Koka, kyka, kiks, }
Kikg, o) kska, kokiks, kokiks, kokika, -, Kokikokaky

secelim. Reidemeister metodu ile,
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k:2,i € {0,1,2,3,4} bigiminde 1 X C(4,1) = (‘1L

kikjkikj_l, kjkikjki_l, kjkikj_lki_l,i < j, l,] € {0,1,2,3,4} bl(;lmll’lde

) tane,

3% C(42) =3><(‘2L

kikikykeok, ™ e Tt akkokihe T T Reokjkdeok T e T Rakedeiky e T R T ek T ke T

) tane,

i<j<l ijle€ {01,234} biciminde 5 X C(4,3) = 5 x (‘3‘) tane,
kikikykpheikn, T T kiko ke ke, T T e T Kokl ke kecky T i T R T,
kikikeyknknky o T ek kike, T e T T e T Rikeyk bk, ey T R T R T
kikiknkykn " ke T R T i< j < L<m, i,j,1,n € {0,1,2,3,4} biciminde
3 4
7 x C(4,4) = 7 X (4

iirete¢ sayis1 49 tanedir.

) tane eleman vardir. Buna gore (H,)?(As) altgrubunun toplam

Ayrica 3. boliimden ve 4.1.3 teoremin 1 kismindan,

|H(25): (H;)*(As)| = [H(As): Hy(As)|. |[H;(As): (Hp)?(45)| = 10.32 = 320
olur ve [10] nolu kaynaktan |H(As): H,(As)| = 160 oldugu verilmistir. Buna gore 3.
bolimden G = H(A5)/H,(A5) olmak iizere H(A5)/H,(As) = H(As)/H,(A5) =
C, X G oldugundan |H(A5): H,(As)| = 320 olur ki bu durum (H,)?(As) = H,y(1s)

oldugunu gosterir. m

4.1.4 Teorem: g = 3 asal say1 olsun.
i) |[Hy(24): (H)?(2,)| = 2¢
ii) (H,)?(,) ranki 1 + (g — 2)297* olan serbest bir gruptur.
iii) (H;)*(Aq) = Ha(y)-

Ispat: i) Kolaylik olmasi igin ko = TR, k; = RSTS, k, = RS?TS?,
ks = RS3TS® ve ky, = RS*TS*, ..., k41 = RSI71TS1 diyelim. Bolim grubu,
H,(24)/ (H2)* (4)
= (ko, ky, ko k3, kg o kgoa|ko® = ki® =k = =k ? =1)
=Ty * .. x Ly
q tane

bigiminde tanimhdir ve |H, (lq): (Hz)z(/lq)l = 29 olur.
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ii) Eger (ﬁz)z(/lq) i¢in Schreier transversali

{1, Koo ki, one kg1, koky, Kok, ooy Kokq—1, kiky, kiks, ..., k1kq_1,}
o kg_zkq_1, kokiky, kokyks, ..o, kokikg_1, oo, Koky kg

secelim. Reidemeister metodu ile,
k;2i €{0,1,..,q — 1} biciminde 1 X C(q — 1,1) = (q I 1) tane,
kikikokej ™t ikeskik ™t ik T kT i<, ,j €{0,1,..,q — 13 bigimindeki
ifadelerden 3 X C(q — 1,2) = 3 X (q ; 1) tane,
kikikykeok, ™ e T akkokike T T Reokjkodeok T e T Rakedeiky e T R T ek T ke T
i<j<l i,jl€{01,..,q—1} bigimindeki ifadelerden 5% C(q—1,3) =5X
(q ; 1) tane,

kikikykpkeikn, T T kiko ke ke, T T e T Kokl ke kecky T i T R T,
kikikeyknknk, T T ek kike, T e T T e T ke ke bk, ey T R T R T
kikiknkykn " ke T R T i< j<U<m, ij,L,n€f01,..,q—1}  bicimindeki

ifadelerden 7 x C(q — 1,4) = 7 X (q )

) tane,

Koky kg 1kokg 1 kgt ks koky v kgoqkikg oy kgt ik e
Koky kg kg 1kg 1kq_y " ks koY koky v kg_akokgoa kgt ks koY
Koky kg 1kikg o™t ks ko Th  koky v kgoakgookg 1 Tkgoo kg kT
bigimindeki ifadelerden (2gq —3)xC(g—1,9—1) = (29 —3) X (g : 1) tane
eleman vardir. Buna gore (ﬁz)z(/lq) altgrubunun toplam iirete¢ sayisi

1+ (q — 2)297? tanedir.
iii) 3. boliimden ve 4.1.4 teoremin i kismindan,

1(a): (2| = 1) B ()| T (02 (2,)] = 24.29 = q.20%1
olur ve [10] nolu kaynaktan |H (Aq): H4(/1q)| = q.2% oldugu verilmistir. Buna gore
3. bolimden H(d,)/Ho(Ay) = H(A)/Hi(2y) = C, X G, G = H(A,)/Hy(2,)
oldugundan |H(A,): Hy(A,)| = ¢.29 olur ki bu durum (Hy)%(A,) = Hy(2,)

oldugunu gosterir. m
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4.1.5 Teorem: g = 3 asal say1 olsun. (HN)Z(/L]) denklik altgrubu olmasi i¢in

gerekli ve yeterli sart N < 2 olmasidur.
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5. GENISLETILMIS HECKE GRUBUNUN KUVVET
ALTGRUPLARI

Bu bolimde H (lq) genisletilmis Hecke grubunun kuvvet altgruplari
incelenmistir. Burada g sayisinin tek say1 veya ¢ift say1 olma durumuna gore kuvvet

altgruplar1 incelenmistir.

Bu boéliimde verilen bazi bilgiler [7, 18, 19, 42, 44-46] nolu kaynaklarda
bulunabilir. Bununla birlikte bu boliimde verilen 5.1.12 Teorem, 5.1.13 Teorem,

5.1.14 Teorem, 5.1.16 Sonug, 5.1.17 Teorem ve 5.1.18 Sonug¢ tamamen 6zgiindiir.

5.1  Genisletilmis Hecke Grubunun Kuvvet Altgruplan

Hecke grubunun ve genisletilmis Hecke grubunun kuvvet altgruplar1 [7, 18,
19, 42, 44-46] nolu kaynaklarda calisilmistir. Genisletilmis Hecke grubunun g = 3
tek sayis1 i¢in kuvvet altgruplar1 [42] nolu kaynakta ¢alisilmistir. Ancak, literatiirde
genisletilmis Hecke grubunun q > 4 ¢ift sayis1 i¢in ¢alisma yapilmamistir. Bu
calismada q > 3 tamsayis1 ig¢in H (lq) genisletilmis Hecke grubunun kuvvet

altgruplar1 ele alinmistir. Bunun i¢in ilk olarak, H (lq) genisletilmis Hecke grubunun

kuvvet altgruplari ile H, (lq) temel denklik altgrubu arasindaki baglantiy1 verelim.

5.1.1 Lemma: g > 3 asal say1 olsun. Bu durumda, H (lq) genisletilmis
Hecke grubunun indeksi 2 olan 3 tane normal altgrubu vardir. Bu altgruplar,
H(A,) =(T,SIT?=S1=1)=C, *C,
Ho(2,) = (R, S, TST|R? = S9 = (TST)9 = (RS)? = (RTST)? =1) = D, *3, D,

a(H(1,)) = (TR, SI(TR)? = 51 =1} = C, + C,

bigiminde tanimhidir, [42].

5.1.2 Lemma: g > 3 asal say1 olsun. Bu durumda, H (lq) genisletilmis

Hecke grubunun indeksi 2q olan 2 tane normal altgrubu vardir. Bu altgruplar,
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HA(4,) = (T) % (STSI71) ... % (SI71TS)
H,(2,) = (TR) * (RSTS) * ... (RSI71TSI~1)

bi¢iminde tanimlidir. Ayrica

a (HZ(lq)) = H1 (Aq)

olur, [42].
[k olarak g > 3 tek say1 olsun.

5.1.3 Teorem: q > 3 tek say1 olsun. H? (lq) normal altgrubu g mertebeli iki
tane sonlu devirli grubun serbest carpimidir. Ayrica,
H(2,)/H?*(2) = C, X C;
H(2,) = H*(4,) UTH?(A,) URH?(A,) U TRH?(A,)
H%(4,) = (S) = (TST)

bi¢imindedir.

Ispat: Kuvvet altgrup tanimindan,
H(Aq)/H?(2q)
= (T,S,R|T? = §9 = R?* = (TR)? = (SR)? = T? = §2 = R?
= (TR)? = (SR)? = - =1)
olur. g tek oldugundan (2,q) = 1 ve §9 = §? esitliginden S = I dir. Bdylece
H(Ay)/H?*(A,) =(T,RIT? =R?* = (TR)> =1) = C, X C,
ve
|H(Aq):ﬁz(lq)| =4
olur. Simdi Schreier transversalini {/,T,R,TR} bigiminde secelim. Bdylece tiim
carpimlar,
LT.(T) =1
T.T.(D)"'=1
R.T.(TR)™! = RTRT
TR.T.(R)~! = TRTR
I.S.(Dt=S
T.S.(T)~' = TST!
R.S.(R)~! = RSR™!
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TR.S.(TR)™* = TRSR™'T!

ILR.(R)"1=1

T.R.(TR)1 =1

RR.(Dt=1

TR.R.(T) 1 =1
olur. Burada T?=R?=1] oldugundan T=T"! v¢e R=R! ve TR=RT
oldugundan RTRT = TRTR = I ve TRSR™T~1 = TS™1T = (TST)?! olur. Boylece
H? (lq) grubunun tiretecleri S ve TST dir. Bu durumda,

H%(2,) = (S) = (TST)
ve
H(2,) = H*(4,) UTH?(A,) URH?(A,) UTRH?(A,)
ve
H*(A4) = (S, TSTIST = (TST)? =1) = C, * C,

oldugu goriiliir. Burada permiitasyon metodu ve Riemann-Hurwitz formiili

kullanilarak H? (lq) nin isareti (0; ¢, ) olur. m

5.1.4 Sonuc¢: g = 3 tek say1 ve m pozitif tamsayisi igin (m,2) =2 ve
(m,q) = 1 olsun. H™(4,) normal altgrubu, A2(1,) normal altgrubuna izomorftur.
Yani,

Am(2,) = B2(2,)

olur.

5.1.5 Teorem: g = 3 tek say1 olsun. Bu durumda,

Hq(/lq) = H(lq)

olur.
Ispat: Oncelikle boliim grubunu bulalim.
H(24)/H (%)
= (T,S,R|T? =S9=R? = (TR)? = (SR)?=T9=59=R1
= (TR)? = (SR)1 = --- =)

olur. g tek oldugundan T2 =T9, R?> =R% ve (SR)? = (SR)? bagmtilarindan
T =S =R =1 olur. Boylece
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|H(Aq):ﬁq(/1q)| =1
dir. Yani,
Hq(/lq) = H(Aq)

olur. m

5.1.6 Teorem: q > 3 tek say1 ve m pozitif tamsayist i¢in (m,2) =1 ve
(m,q) = d olsun. H™ (Aq) normal altgrubu 2 mertebeli 2d tane sonlu devirli grubun
ve q/d mertebeli sonlu devirli grubun serbest ¢arpimidir. Ayrica,
A(,)/H" () = Ca
H(2,) = H™(2,) USH™(A,) U S2H™(24) U ..U S¢1H™(,)
H™(1,) = (T) % (STSI71) x (S2TS972) .. % (SA~ITSI=4*+1) x (R) » (SRSI1)
* (SZRST72) . (SI7IRSI~4H1) « (S9)

bi¢imindedir.

Ispat: Boliim grubu,
H(Aq)/H™ ()
=~ (T,S,R|T?> =S9=R? = (TR)> = (SR)? =T™ =S™ = R™
=(TR)™ =(SR)" =---=1)
olur. (m,2) =1 ve (m,q) =d oldugundan T> =T™ =], R? =R™ =] ve S1 =
S™ =] bagmtilarindan T = R = I ve S% = I olur. Boylece
H(2g)/H™(2y) = (SIST=1) = Cy4
ve
|H(Aq):ﬁm(/1q)| =d
olur. Simdi Schreier transversalini {I,S,S?,...,S%" 1} biciminde segelim. Bdylece
tiim carpimlar,
I.T.(D'=T
S.T.(S)"t =sTs91
S2.T.(§%)"t =§2TS972

Sd_l.T. (Sd—l)—l — Sd—lqu—d+1
1.S.(S) 1 =1
S.S.(Dt=1
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§2.5.(S3) =1

§LSs.(Dt =51
I.R.(D"*=R
S.R.(S)™' = SRSI™!
S2.R.(§%)™' = SRS92

Sd_l. R. (Sd—l)—l — Sd—leq—d+1
olur. Buna gore H™ (lq) grubunun tiretegleri
T,STS?71,§2TS972, ..., S471TS1-4+1 R, SRS1™1,§2RS972, ..., 4 1RSa~4+1 gd
dir. Bu durumda,
H™(1,) = (T) % (STSI71) % (S2TS972) .. % (SA~ITSI=8*+1) x (R) » (SRSI1)
* (S2RS972) ... % (SA~1RSI-A+1) 4 (§¢)
ve
H(1,) = H™(2,) USH™(A,) U S2H™(24) U ..U S¢LH™(,)
oldugu goriiliir. Burada permiitasyon metodu ve Riemann-Hurwitz formiili

kullanilarak H™ (lq) nin isareti (O; 2@d) q/d, 00) olarak bulunur. m

5.1.7 Sonug: q > 3 tek say1 ve m pozitif tek tamsayisi i¢in (m, g) = 1 olsun.

Bu durumda,
H™(4,) = H(A,)

olur.

Son olarak, g = 3 tek sayis1 i¢in (m,2) =2 ve (m,q) =d > 2 olsun. Bu

durumda
H(Aq) - H(Aq)/ﬁm(lq)
homomorfizmasi altinda T,S ve TS nin goriintiileri swrasiyla t, s ve ts olmak iizere,
H(Aq)/H™(Ag)

boliim grubu t? = s = (ts)™ bagmtilarina sahip olur. Yukarida kullandigimiz
yontem ile H™ (lq) kuvvet altgrubu hakkinda bir sey s0yleyemeyiz.

Burada m dogal sayr olmak {izere H2™ (lq) kuvvet altgruplart icin

komiitator altgruplar: kullanilir.

62



5.1.8 Tanim: G bir grup ve a, b € G olsun.
a) [a,b] = a b~ 'ab elemanma a ile b nin komiitatdrii denir.
b) [G,G] = {[a, b]:a, b € G) grubuna G nin komiitatér altgrubu denir ve G’

ile gosterilir.

5.1.9 Lemma: g > 3 tek sayis1 i¢in H (lq) genisletilmis Hecke grubunun
H ’(lq) komiitator altgrubu ranki 2 olan serbest bir gruba izomorftur. Ayrica,
H(2y)/H'(Ay) = C, x C,
1T(): 7 (3,)] = 4
H'(A4) = (S, TST|ST = (TST)? = 1) = C, * C,
bi¢imindedir, [18].

5.1.10 Sonugc: g = 3 tek sayisi i¢in,
H2(2q) = H'(2,)

olur.

Simdi H(2,) genisletilmis Hecke grubunun H24™(2,) kuvvet altgruplarini
inceleyelim. H2(4,) > H?*(A,) oldugundan H'(2,) > H?1(A,) olur. H'(2,)
serbest grup oldugundan H?4 (lq) grubu da serbest bir grup olur. Béylece m dogal

bir say1 olmak iizere H2%(2,) > H?I™(2,) olur.
5.1.11 Sonug: H29™(2,) altgruplari serbesttir.
Simdi q = 4 ¢ift say1 olsun.

5.1.12 Teorem: q > 4 cift say1 olsun. H? (lq) normal altgrubu g /2 mertebeli
iki tane sonlu devirli grubun ve sonsuz devirli grubun serbest carpimidir. Ayrica,
H(2,)/H?*(A4) = C, X C, X C,
H(2,) = H*(4,) U TH?(A,) U SH?(A,) U RH?(A,) UTRH?(A,) U TSH?(A,)
USRH?(A,) U TSRH?(2,)
H%(4,) = (S2) = (TS?T) »(TSTSI1)
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bi¢imindedir.

Ispat: Boliim grubu,
A /B2(3,)
= (T,S,R|T? = S1 = R? = (TR)? = (SR)? =T? = §2 = R?
= (TR)? = (SR)* = =1)
bi¢imindedir. $9 = §% = [ oldugundan,
H(2,)/H?*(4,) =(T,S,RIT? = S? = R? = (TR)? = (RS)? = (TS)? =)
olur ve boylece
H(2,)/H?*(A4) = C, X C, X C,
ve
|H(Aq):ﬁz(/1q)| =8
olur. Simdi Schreier transversalini {I,T,S,R,TS,TR,SR, TSR} bi¢ciminde sec¢elim.
Boylece tiim ¢arpimlar,
LT.(T) =1
T.T.(D"1 =1
S.T.(TS)"* =STS™'T
R.T.(TR)' =1
TS.T.(S)"* =TSTS™!
TR.T.(R)"! =1
SR.T.(TSR)™' = SRTRS™'T
TSR.T.(SR)™* = TSRTRS™!

I.S.(S)1=1
T.S.(TS)"t =1
S.5. (1)1 =82

R.S.(SR)™! = RSRS™!
TS.S.(T)™! = TS2T
TR.S.(TSR)~! = TRSRS™T
SR.S.(R)"t=1
TSR.S.(TR)™! = TSRSRT
LR.(R) =1
T.R.(TR)' =1
S.R.(SR)t=1
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RR.(D1=1
TS.R.(TSR)™* =1
TR.R.(T) ' =1
SR.R.(S)"t=1
TSR.R.(TS) ' =1
olur. Burada TR = RT oldugundan SRTRS T = STS™'T ve TSRTRS™1 = TSTS™!
olur. Bu durumda TSTS™!=(STS™'T)"! dir. Ayrica RSR=S7!
oldugundan RSRS™* =572 ve TSRSRT =1 olur. Béylece H?(1,) grubunun
tiretecleri S2, TS2T ve TSTS9! dir. Bu durumda,
H%(4,) = (S2) = (TS?T) »(TSTST1)
ve
H(2,) = H*(4,) UTH?(A,) U SH?(A,) U RH?(A,) UTRH?(A,) U TSH?(A,)
USRH?(A,) U TSRH?(2,)
ve
H%(A,) = (S, TS*T, TSTSI7|(§2)%/2 = (TS2T)4/%2 = (TSTST"H)* =1)
= Cqr2* Cop2 ¥ L
oldugu goriiliir. Burada permiitasyon metodu ve Riemann-Hurwitz formiili

kullanilarak H2(4,) nin isareti (g; (q/2)@, @) olur. m

5.1.13 Teorem: g = 4 ¢ift say1 ve m pozitif tek tamsay1 olsun. Bu durumda,

Hm(/lq) = H(Aq)

olur.
Ispat: Boliim grubu,
H(2,)/H™(Ay)
= (T,S,R|T? =S =R? = (TR)?=(SR)? =Tm =5™m = R™
=(TR)™ = (SR)™ = =1)

olur. T2>=T™ =], R2=R™ =1 ve m tek oldugundan T = R =1 olur. Ayrica

(RS)? = (RS)™ = I ve m tek oldugundan RS = I olur. Béylece S = I dir. Buradan
|H(Aq):ﬁm(lq)| =1

olur. Yani,

Hm(/lq) = H(Aq)
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olur. m

5.1.14 Teorem: q > 4 ¢ift say1 ve m pozitif tamsayisi i¢in (m, g) = 2 olsun.
Hm(/lq) normal altgrubu q/2 mertebeli m tane sonlu devirli grubun ve sonsuz
devirli grubun serbest carpimidir. Ayrica,

H(2,)/H™(2,) = C, X Dy,
H(2,) = H™(2,) uTH™(2,) U SH™(A,) UTSH™(A,) U TSTH™(2,)
UTSTSH™(4,) UTSTSTH™(2,) ... U (TS)(TS) ... (TS)H™(2,)

m — 1 tane
URH™(A,) UTRA™(,) USRH™(A,) U TSRA™(A,) U TSTRH™(A,)
U TSTSRH™(A,) U TSTSTRH™(2,) ... U (TS)(TS) ... (TS)RH™(2,)

m — 1 tane
ve

H™(1,) = ((TS)(TS) ... (TS)TS™1) % (S2) % (TS?T) » (TSTS?*TS™IT) * ...

m — 1 tane

* ((TS)(TS) ...(TS)TS?*T(SITH)(S™IT) ...(S71T))

m — 2 tane m — 2 tane

bi¢imindedir.

Ispat: Boliim grubu,
A2/ (2,)
= (T,S,R|T? = S9=R? = (TR)2 = (SR)2=T™m = S™ = R™
=(TR)™ =(SR)" =---=1)
olur. (m,q) =2 oldugundan T2 =T™ =], RZ=RM™ =] ve S9=5SM =52 =]
olur. Boylece
H(2,)/H™(2,) =(T,S,RIT? = S? = R? = (TR)? = (SR)? = (TS)™ =)
= (C, XD,
ve
|H(Aq):ﬁm(lq)| = 4m

olur. Simdi Schreier transversalini
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( I,T,S, TS, TST, TSTS, TSTST, ...,(TS)(TS) ...(TS), \

{ m — 1 tane }
R,TR,SR, TSR, TSTR,TSTSR, TSTSTR, ..., (TS)(TS) ...(TS)R

m— 1 tane

biciminde secelim. Bdylece tiim ¢carpimlar,
L.T.(T) =1
T.T.(ND1=1

S.T. ((TS)(TS) (TS))_l = ST(S™T)(ST) ... (S~T)

m — 1 tane m — 1 tane
TS.T.(TST)™ 1 =1
TST.T.(TS)™1 =1

TSTS.T.(TSTST) =1
TSTST.T.(TSTS) ™t =1

(TS)(TS) ...(TS).T.(S)~t = (TS)(TS) ...(TS)TS™!

m — 1 tane m — 1 tane
R.T.(TR) =1
TR.T.(R) =1

SR.T. ((TS)(TS) (TS)R)_l — SRTR(S™T)(ST) ... (S1T)
m — 1 tane m — 1 tane
TSR.T.(TSTR)™ = I
TSTR.T.(TSR)™ = I
TSTSR.T.(TSTSTR)™ = I
TSTSTR.T.(TSTSR)™ = I

(TSY(TS) ...(TS)R.T.(SR)™* = (TS)(TS) ...(TS)RTRS 1

m — 1 tane m — 1 tane
1.S.() =1
T.S.(TS) =1
S.5.(H)t=s2

TS.S.(T)™! = TS2T
TST.S.(TSTS)™t =1
TSTS.S.(TST)~! = TSTS2TS™1T
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TSTST.S.(TSTSTS) ' =1

(TS)(TS) ...(TS).S. ((TS) (TS) ... (TS)T)_l

m — 1 tane m — 2 tane

= (TS)(TS) ...(TS)ST(SITH)(S™IT) ...(S71T)

m — 1 tane m — 2 tane

= (TS)(TS) ...(TS)TS?*T(S7T)(S7IT) ...(S71T)

m — 2 tane m — 2 tane
R.S.(SR)™* = RSRS™1
TR.S.(TSR)™! = TRSRS™'T
SR.S.(R)™'=1
TSR.S.(TR)™* =1
TSTR.S.(TSTSR)™! = TSTRSRS™TS™'T
TSTSR.S.(TSTR) ' =1
TSTSTR.S.(TSTSTSR)™! = TSTSTRSRS™ TS 1TS™T

(TS)(TS) ... (TS)R.S. ((TS)(TS) (TS)TR)_l =1

m — 1 tane m — 2 tane

ILR.(R)1=1

T.R.(TR)™' = I

S.R.(SR) =1

TS.R.(TSR)™! = I
TST.R.(TSTR)™ = I

TSTS.R.(TSTSR)™ = I
TSTST.R.(TSTSTR)™ = I

(TS)(TS) ... (TS).R. ((TS)(TS) (TS)R)_l =1

m — 1 tane m — 1 tane
R.R.(D1=1
TR.R.(T)1 =1
SR.R.(S) =1
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TSR.R.(TS)™* =1
TSTR.R.(TST)™' =1
TSTSR.R.(TSTS) ! =1
TSTSTR.R.(TSTST)™ =1

(TS)(TS) ... (TS)R.R. ((TS)(TS) (TS))_l -y

m — 1 tane m — 1 tane
olur. Burada TR = RT oldugundan
SRTR(SIT)(S7IT) ...(S7IT) = ST(S7T)(S7IT) ...(S71T)

m — 1 tane m — 1 tane
ve

(TS)(TS) ...(TS)RTRS™t = (TS)(TS) ...(TS)TS 1

m — 1 tane m — 1 tane
dir. Boylece
(TS)(TS) ..(TSHYTS Y = (ST(SITH(S7IT) ...(S71T)) !

m — 1 tane m — 1 tane
olur. Ayrica RSR =S~! oldugundan RSRS™' =S"2 | TRSRS™'T =TS™°T ,
TSTSTRSRS TS TS T = TSTS™?TS™'T ve TSTSTRSRS™TS TS~ 'T =
TSTSTS™2TS™ITS™IT olur. Boylece
§2=(5"2)"1 , TS?T =(TS™?T)"' , TSTS?TS™T = (TSTS2TS™T)™1 wve
TSTSTS*TS™TS™'T = (TSTSTS™2TS~TS™'T)~! oldugundan H™(2,) grubunun
iiretecleri,

a, = (TS)(TS) ...(TS)TS™!

m — 1 tane
a, = S?
as = TS*T
a, = TSTS*TS™'T

i1 = (TS)(TS) ...(TSHTS?*T(ST)(SIT) ...(S71T)

m — 2 tane m — 2 tane

olur. Boylece
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H™(2q) = (ay) * (az) * (as) * (@) * .. % (A1)
\
H(2,) = H™(2,) uTH™(2,) USH™(A,) U TSH™(2,) U TSTH™(2,)
UTSTSH™(4,) UTSTSTH™(2,) ... U (TS)(TS) ... (TS)H™(2,)

m — 1 tane
URH™(A,) UTRA™(,) USRH™(A,) U TSRA™(A,) U TSTRH™(A,)
U TSTSRH™(A,) U TSTSTRH™(2,) ... U (TS)(TS) ... (TS)RH™(2,)

m — 1 tane

\(

—=m q q q P
H (Aq) = <a1, ap, a3,a4,...,am+1|(a2)2 = (a3)2 = (a4)2 = = (am+1)q/ = I)
oldugu goriiliir. Burada permiitasyon metodu ve Riemann-Hurwitz formiili

kullanilarak H™(2,,) nin isareti (0; (q/2)™, @) olur. m

5.1.15 Lemma: q > 4 cift says1 igin H (lq) genisletilmis Hecke grubunun
H ’(lq) komiitator altgrubu ranki 3 olan serbest bir gruba izomorftur. Ayrica,
H(A)/H (M) = C, x C, X C,
17(): 7 (3,)] = 8
H'(Aq) = (S, TST, TSTST1|(§2)9/2 = (TS?T)%/? = (TSTSI~1)* = I)
= Cq2* Cop2 ¥ L

bi¢imindedir, [18].
5.1.16 Sonug: g > 3 tamsayist icin H'(,) = H%(4,) olur.

Simdi (m,2) =2 ve (m,q) =d > 2 olsun. Hm(/lq) kuvvet altgrubu igin

asagidaki teoremi verebiliriz.

5.1.17 Teorem: i) |H?*(1,): (H*)?*(1,)| = 8.
ii) (H*)?(A,) rank1 9 olan serbest bir gruptur.

Ispat: i) k; = S?,k, = TS?T ve ky = TSTS? olsun. Bu durumda,
H?(A)/(H?)?(A4) = (kg g k3l (ky)? = (kp)? = (k3)? = 1) = G, + G % G
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bigiminde olur ve boylece |H?(1,): (H?)?(1,)| = 8 dir.
ii) Schreier transversalini
{L k1, kg, ks, kaka, kiks, koks, kykoks}
biciminde secelim. Bdylece tiim ¢carpimlar,
Lky (k) t=1
ke dey (D"t =1
k. ky. (kokey) ™t = kykykyky
ks.kq. (kiks)™ = kaky(k3) ey
kiky kq (k)™ = kikokqk,
kiks by (k3) ™" = kykegky (k3) ™"
koks. key. (kikoks)™ = koksky (ks) " teoky
kikoks. ky. (koks) ™ = kikoksky (k)™ "k,

I.kz.(kz)_l =I
kl.kz.(klkz)_l =]
kykey ()Y =1

ks.ky. (koks)™t = kgk,(ks) 1k,
kiky. ko (k)™ =1
kiks.ky. (kpkoks) ™ = kykgky (k) Ve, ky
koks. ko (k3)™t = kokgky(k3) ™
kikyks. ky. (kiks) ™t = kykyksky(ks) 2k,
Lks (k) t=1
ky.ks. (kik3)™ =1
ky. ks. (kpks)™t =1
ks ks (I)7F = ky?
kiky. ks (kkyks) ™t =1
kiks.ks. ()™t = kiks’k,
kyks. k. (ky) ™t = koks’k,
kikyks. ks (kiky) ™t = kokoks®koky
olur. Burada (kpkik,k,)™t = kyikykiky, , (kskq(ks) Yhky) ™ = kyksky(k3)™t ,
(kaksky(k3) Vo)™t = kykoksky (k3) ko, (kska(ks)™Hho) ™t = koksky (k)™
ve  (kiksky(ks) Yhkyoky) ™ = kykyksk,(ks) 1k, dir.  Boylece k=82 =
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(\_/% _1 2) , kp =TS*T = (__\/li \QE) , k3 =TSTS® = (\72 \/lz) ve ky 7!t =

( 1 5 _f) olmak tizere (H?)?(4,4) iin biitiin tiretegleri,

k1k2k1k2=( 17 —12\/5)

—12v2 17
kenksky (ka) ™ = (4_\/55 fﬁ)
kykoksky(ks) "k, = (8\3/5 __42\? )
kaksk (ks)™" = (_i@ _:hf)
kikoksky (ks) ey = (_46:\/5 4_4;/12)
K = ( 11 4\/5)

42 3
N
kaks"ka = (125\/2 _—41?)
kikyks’kyky = (_:fﬁ S_Zf)

elde edilir. Burada permiitasyon metodu ve Riemann-Hurwitz formiilii kullanilarak

(H%)2(A4) nin isareti (1; 00®) olarak bulunur. m

H*(1,) < (H*)?(A,) oldugundan asagidaki sonucu verebiliriz.

5.1.18 Sonug: H**(4,) altgruplar1 serbesttir.

5.1.19 Ornek: g =6 olsun ve H(As) genisletilmis Hecke grubunu
diistinelim.
i) Eger (m,6) = 1ise H™(Ag) = H(Ag).

ii) Eger (m,6) = 3ise H™ (1) = H(Ay).
iii) Eger (m,6) = 2 ise
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H(¢)/H™(Ag) =(T,S,R|T? = S? = R* = (TR)?> = (SR)? = (TS)™ = 1)
= (C, XD,
ve
|H(2,): H™(Ae)| = 4m
olur. Simdi Reidemeister-Schreier transversalini

( I,T,S, TS, TST, TSTS, TSTST, ...,(TS)(TS) ...(TS), \

{ m — 1 tane }
R,TR,SR, TSR, TSTR,TSTSR, TSTSTR, ..., (TS)(TS) ...(TS)R

m— 1 tane

secersek,

H™(Ag) = ((TS)(TS) ...(TS)TS ™) + (S2) x (TS?T) * (TSTS?>TST) * ...

m — 1 tane

« ((TS)(TS) ... (TS)TS2T(S™IT)(ST) ... (S71T))

m — 2 tane m — 2 tane
olur. Simdi m = 2 olsun. Buna gore,
H(Ag)/H?*(Ag) =(T,S,R|T? = S? = R? = (TR)? = (RS)?> = (TS)? = 1)
= (, XD,
ve
|H(2,): F2(g)| = 8
olur. Simdi Schreier transversalini {I,T,S,R,TS,TR,SR, TSR} bi¢ciminde sec¢elim.

Boylece tiim ¢arpimlar,

LT.(T) =1
T.T.(D"1=1
S.T.(TS)™' = STS°T
R.T.(TR) ' =1
TS.T.(S)"! = TSTS>
TR.T.(R)™' =1

SR.T.(TSR)™' = SRTRS®°T
TSR.T.(SR)™! = TSRTRS®

I.S.(S)1=1
T.S.(TS)"t =1
S.5. (1)1 =82

R.S.(SR)~! = RSRS?®
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TS.S.(T)~! = TS2T
TR.S.(TSR)~! = TRSRSST

SR.S.(R)"t=1
TSR.S.(TR)™* =1
LR.(R) =1
T.R.(TR)' =1
S.R.(SR)t=1
RR.(Dt=1
TS.R.(TSR)™* =1
TR.R.(T) 1 =1
SR.R.(S)t=1

TSR.R.(TS)™! = I
olur. Burada TR = RT oldugundan SRTRS®T = STS°T ve TSRTRS> = TSTS® olur.
Bu durumda TSTS®> = (STS®T)~! dir. Ayrica RSR = S° oldugundan RSRS> = §*
ve TRSRS®T = TS*T olur. Boylece H?(A4) grubunun iiretecleri S2, TS2T ve TSTS>
dir. Bu durumda,
H?(Ag) = (S?) % (TS?T) « (TSTS">)

olur.
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6. SONUCLAR

Bu ¢alismada elde edilen 6zglin sonuglar tgiincii, dordiincii ve besinci

boliimde yer almaktadir ve bunlar asagidaki gibi ifade edilebilir.

Ugiincii boliimde, H (4¢4) Hecke grubunun ve H (A4q) genisletilmis Hecke
grubunun bazi denklik altgrubunun ve temel denklik altgrubunun {iretecleri
verilmistir. Daha sonra temel denklik altgrup tireteclerini kullanarak genellestirilmis
Pell ve genellestirilmis Pell-Lucas sayilariin tanimlar1 yapilmistir ve bazi 6zellikleri
verilmistir. Daha sonra, boliim icerisinde tanimlanan olan A* ve B¥ matrislerinin
Q(+/d) cismindeki sabit noktalar1 incelenmistir. Son olarak, genellestirilmis Pell ve
genellestirilmis Pell-Lucas sayilarmin H(A;) genisletilmis modiiler grupta bir

uygulamasi verilmistir.

Dérdiincii boliimde, iigiincii bolimde verilen H (A4¢) genisletilmis Hecke

grubunun 2 seviyeli temel denklik altgruplarinin 2. kuvvet altgruplar1 incelenmistir.

Besinci boliimde, g > 3 tamsayis1 i¢in H (lq) genisletilmis Hecke grubunun

kuvvet altgruplar1 incelenmistir.
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