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OZET

LINEER OLMAYAN FOURIER TABANLI YAKLASIM
DOKTORA TEZi
HATICE ASLAN
BALIKESIR UNIVERSITESI FEN BiLIMLERIi ENSTIiTUSU
MATEMATIK ANABILIiM DALI

(TEZ DANISMANI: PROF. DR. ALI GUVEN)
(ES DANISMAN: PROF. DR. MOURAD E. H. ISMAIL)
BALIKESIR, ARALIK - 2016

Bu ¢alisma bes boliimden olusmaktadir.

Birinci boliim, Fourier serileri ve lineer operatorler ile yaklasim teorisi ve bu
teorilerin gelisimi ile ilgili bir kronolojik bilgi igermektedir.

Ikinci boliimde bu ¢alismada kullanilan temel tanim ve teoremler ile gerekli
esitsizlikler verilmistir.

Ugiincii béliimde 6nce lineer olmayan Fourier tabanli seriler tanitilmistir.
Sonra bu serilerin kismi toplamlarinin ve Cesaro ortalamalarinin yakinsakligi
incelenmistir. Ayrica lineer olmayan Fourier tabanli serilerin kismi toplamlarinin,
genellestirilmis de la Vallée Poussin ortalamalarinin ve Cesaro ortalamalarinin
diizgiin norm ve Holder normunda yaklagim problemleri ¢alisilmistir.

Dordiincti bolimde yeni bir {T;(f,.)} pozitif lineer operatorler ailesi
tamimlanmis, bu operatorlerin  baz1 yaklasim ozellikleri incelenmis ve
Voronovskaya tipi yaklasim teoremi verilmistir. Ayrica derecesi N’yi asmayan
polinomlar uzaymmda smirlandirilmis T,(f,x) operatoriiniin  ve kuadratik
degiskenli genellestirilmis tistel operatorlerin 6zdegerleri ve Ozfonksiyonlari
incelenmistir.

Son bolim bu tezde elde edilen sonuglarin Ozeti, agik problemler ve
onerilerden olugsmaktadir.

ANAHTAR KELIMELER: Bernstein tipi operator, genellestirilmis de la Vallée
Poussin ortalamasi, Holder sinifi, Lineer olmayan Fourier tabanl seriler, 6zdeger,
iistel operator.



ABSTRACT

APPROXIMATION BY NONLINEAR FOURIER BASIS
PH. D. THESIS
HATICE ASLAN
BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE
MATHEMATICS
(SUPERVISOR: PROF. DR. ALi GUVEN)
(CO-SUPERVISOR: PROF. DR. MOURAD E. H. ISMAIL)
BALIKESIR, DECEMBER 2016

This thesis consists of five chapters.

The first chapter includes some chronological information about
approximation theory and linear operator theory and their progress.

In second chapter some basic definitions, theorems and inequalities which
are used are given.

In third chapter, firstly we define Fourier series by nonlinear basis. Later
we give convergence of partial sums and Cesaro means of Fourier series by
nonlinear basis.  Furthermore approximation problems for Cesaro means,
generalized de la Vallée Poussin means and for partial sums of nonlinear Fourier
series are investigated in uniform and Holder norms.

In fourth chapter a new positive linear operator family {T,(f,x)} is
introduced and some approximation properties, Voronovskaya-type theorem is
given for this family. Additionally eigenvalues and eigenfunctions of the
restriction of T, (f, x)operators and general exponential operators with quadratic
variance to the space of polynomials of degree at most N are investigated.

Last chapter provides the summary of all results obtained in this thesis
and suggests open problems for next studies.

KEYWORDS: Bernstein type operator, generalized de la Vallée Poussin mean,
Holder class, series with nonlinear basis, Eigenvalue, Exponential operator.
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SEMBOL LiSTESI

Simge Tanimi

E,.(f)x X uzayinda en iyi yaklagim
n

T Derecesi n’yi agmayan trigonometrik polinomlarin sinifi
E%(f)x X uzayinda 77 ’nin elemanlari ile en iyi yaklagim
T Derecesi n’yi agmayan lineer olmayan trigonometrik polinomlarin
sinift
Z,N Tam sayilar, Pozitif tam sayilar
R, R, Reel sayilar kiimesi, Pozitif reel sayilar kiimesi
|| Birim ¢ember veya [0,27]

c(Im) R iizerinde 2m -periyotlu siirekli fonksiyonlarin kiimesi
L,(IT)  Iliizerinde p. dereceden integrallenebilen fonksiyonlar

wi(f,.)p L,(I) uzayinda k. derece diizgiinliik modiilii

nf f fonksiyonunun h adimli r. farki
Hp L, uzaymnda Holder siifi
H* Stirekli fonksiyonlarin Holder uzay1

K.(f,.)p L, €la,b]igin r.derece Peetré K-fonksiyoneli
C"[a,b] [a,b] arahiginda r. dereceden siirekli diferensiyellenebilir
fonksiyon uzay1
D, Dirichlet ¢ekirdegi
K, Fejér cekirdegi

r Gamma fonksiyonu
B Beta fonksiyonu
R;(T) T operatoriiniin resolvent operatorii
Sk, 1. Stirling sayis1
Sk, 2. Stirling sayis1
(X)k Pochammer sembolii
Ty Derecesi en fazla N olan cebirsel polinomlarin uzay1

AC(IT)  Mutlak siirekli fonksiyonlarin uzay1
W3, (IT)  Sobolev uzay1
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1. GIRIS
1.1 Lineer Olmayan Fourier Tabanh Yaklagsim

Yaklagim teorisi; nitelikleri daha az bilinen (galigilmasi zor olan) bir
fonksiyona, nitelikleri daha iyi bilinen (calisilmasi kolay olan, Ornegin
polinomlar gibi) ve daha basit yapida olan fonksiyonlarla yaklagim saglanabilir
mi ve bu yaklagim en iyi nasil elde edilir sorularina cevap arayan caligmalari

kapsamaktadir.

Yaklagim teorisinde Fourier serileri oldukca onemlidir.
Matematikte, Fourier serileri bir periyodik fonksiyonu basit dalgal
fonksiyonlarin  (siniis ve kosiniis) toplamina ¢evirir, bir bagka deyisle
kompleks iistel fonksiyona, €?**’li forma cevirir. Fourier serileri Fourier analizinin

bir koludur.

Fourier serileri 1768-1830’da Joseph Fourier tarafindan bir metal c¢ubuk
veya levhadaki 1s1 denklemlerinin ¢oziimi i¢in kullamlmigtir. Bir 1s1
denklemi, parcali bir diferansiyel denklemdir. Fourier'in bu c¢aligmasindan
once, bu tir 1s1 denklemlerine genel bir ¢oziim yoktu. Her ne kadar
parcali yaklagimlar olsa da yeterli degildir. Ciinkii bu yaklagimlar
1s1  dagilimimin  basit  denklemlere  goére  dagildigini  varsayaraktan
probleme yaklagiyordu. (Ornegin: Eger 1s1 kaynagi bir siniis veya kosiniis
denklemiyse...). Fourier’in diigiincesi basit denklemleri (sin ve cos) katsayilarla
iist iiste ekleyerek karmagik 1s1 kaynagi kombinasyonlari olugturmakti. Bu yiizden

denklemlerin belli katsayilarla toplami Fourier Serisi diye adlandirilir.

Her ne kadar baglarda bu yontem 1s1 problemlerinin ¢oziimii i¢in uygulanmigsa

da daha sonralar1 goriilmektedir ki ¢ok genig bir perspektifteki fonksiyonlara



ayni yontem uygulanabilmektedir. Basit orneklerin anlagilmasi teorinin modern

halinin kullanilmasiyla epey basitlesmistir.

Fourier serileri elektrik miihendisliginde, titresim analizinde, akustiklerde,
sinyal iglemesinde, resim islemesinde, kuantum mekaniginde ve ekonomi
hesaplamalar1 gibi bir¢ok alanda kullanilmaktadir. Fourier tabanlar1 sabit
sinyal iglenmesinde kullanilan ¢ok giiclii bir aractir. Son yillarda lineer
olmayan ve sabit olmayan sinyal iglemesi cok geligsmistir. Lineer olmayan
Fourier tabani ailesi klasik Fourier tabaninin genigletilmig bir ailesi olarak
diistiniildiigiinde sinyal igleme ve olusturmada kendine genig bir uygulama sahasi

bulmusgtur.

Bu tezin dglincii kisminda, yaklagim teorisinde c¢okca calisilan Cesaro
ve genelletirilmis de la Vallée Poussin gibi toplanabilme metotlar1 ele
alinacak ve bunlar lineer olmayan tabana genisletilecektir. Elde edilen
tim sonucglar c¢esitli fonksiyon uzaylarina tagiacak ve boylece daha
genel tabanli yaklagima gegilerek bazi fonksiyon uzaylarinin elemanlarinin

ozellikleri incelenecektir.

Bunun icin oncelikle toplanabilme teorisi hakkinda kisa bir bilgi
hatirlatalim.  Augustin  Louis Cauchy 1821 yilinda yayinladigi Analyse
Algébrique adl ¢alismasinda, yakinsak bir dizinin aritmetik
ortalamasinin da yakinsak ve dizi ile ayni limite sahip oldugunu ispatlayarak
toplanabilme teorisinin temelini atan ilk matematik¢ilerden biri olmustur.
Ancak daha oOnce Leibniz, Newton ve cagdasglar1 sonsuz dizi ve serilerle
ilgilenmisglerdir. Ozellikle sonsuz serileri icin yapilan hesaplarin dogal bir sonucu

gibi gormiiglerdir. Bu gortisiin sonucu olarak, James Bernoulli 1696 yilinda

1
1—2z

l4+z+22+.. =

bagintisini kullanmigtir. Daha sonra 18. yiizyilin ortalarinda Leonhard Euler, bu



esitlikte © = —1 alarak, bir paradoks oldugunu kabul ettigi su esitligi yazmigtar:

1
1—1+4+1+4..=2
1t =

Buna yonelik titiz bir agiklama cok sonralar1 yapilabilmistir. Ernesto Cesaro,
1890’dan itibaren FEuler’in girigimlerine yeni yorumlar getirecek sekilde,
iraksak serilere bir toplam kargilik getirmek igin yontemler aragtirmiglardir.
Yakinsaklik kavraminin aydinlatilmasindan ¢ok once sezgisel olarak bulunan bu
sonuclar yakinsaklik tanimindan ve Cauchy’nin yukaridaki teoreminden sonra
anlam kazanmig ve boylece toplanabilme teorisinin temelleri atilmistir. 1890
yilinda E. Cesaro C; yakinsaklik kavramini vermistir. Buna gore bir serinin kismi
toplam dizisi olan (.S,) dizisinin aritmetik ortalamasi, bir L degerine yakinsak
ise (S,) dizisi L degerine C; yakinsaktir veya serinin kendisi, L degerine Cesaro
toplanabilirdir  denir. > °>° (—1)" serisinin kismi toplamlar dizisi olan

n=0

(S.) = (3[1+4(=1)"]) dizisi, yakinsak olmadigi halde aritmetik ortalamasi
1/2 degerine yakinsaktir. Bu sonucun FEuler tarafindan verilen sonug
ile ayni oldugu goriilmiis ve 1raksak seriler ile ilgili c¢aligmalar
devam etmigtir. Buradan da anlagilacagi gibi toplanabilme,
iraksak serilerin incelenmesinde 1raksak seriye toplam kargilik getirme

fikridir. Temel amag, yakinsak olmayan bir diziye bir limit kargihk

getirmektir.

1.2 Lineer Pozitif Operatorler

Uygulamali matematik ve fonksiyonel analizin arakesitinde yer alan aragtirma
alanlarindan biri de lineer pozitif operatorlerle yaklasim konusudur ve

matematigin bircok daliyla iligkilidir.

f, [0,1] kapah arahg tizerinde tamimlh reel degerli bir fonksiyon olsun.

f fonksiyonunun n. Bernstein operatori B(f)

3



Pni(T) == (Z) (1 —2)"" 0<k<n

olmak iizere n € N igin

s = Sopatelf (5) w0

bi¢iminde tanimlanir.

Alman  matematik¢gi ~ Weierstrass ~ sonlu  aralikta  siirekli ~ olan
her  fonksiyona bu aralikta yakinsayan bir  polinomun  varhigim
ispatlamigtir [1]. 1912’de S. N. Bernstein, Weierstrass yaklagim teoreminin

ispatini verirken Bernstein polinomlarimi tanmtmigtir [2].

Bernstein, Bernstein tipi polinomlar ve analizin gesitli dallarinda, 6rnegin
konveks ve ntimerik analiz, genel pozitiflik ve monoton operator teorisinde
yogun olarak ele almigtir. Bernstein polinomlarinin temel kavramlar: ve bunlarin

genellegtirmeleri [3], [4], [5], [6], [7], [8] kaynaklarinda bulunabilir.

Tezin dordiincii boliimiinde, Bernstein tipi yeni bir operator tanimlanmig ve
bu operatoriin 1. ve 2. siireklilik modiilii ve Peetre K-fonksiyoneli ile yaklagimin
derecesi incelenip, ek olarak Voronovskaya tipi teorem verilmistir. Ayrica yeni
operatoriimiiziin C iizerindeki N-dereceli polinomlarmn (/N + 1)-boyutlu 6zdeger
ve Ozfonksiyonlar1 belirlenmigtir. Ayrica, Ty operatorinin ozdegerleri ve
spektral tekilligi incelenmigtir. Bunlarin diginda, Bernstein operatoriiniin 6zyapisi

da incelenmistir.

Ayrica iistel operatorler de calgilmigtir. Onceleri May [9] makalesinde p
polinomunun en ¢ok 2. dereceden polinom oldugu durumu ele almig ve Szasz,
Baskakov, Gauss-Weierstrass, Bernstein (polinomlari) operatorlerinin sirasiyla
p(t) =t, t(1 +1t), t(1 —t), 1, t* durumlan oldugunu gostermistir. p(t) = 1 + ¢

durumundaki  genellestirilmis operatér daha sonralari May ve Ismail

4



tarafindan [10] makalesinde incelenmigtir. Ustel operatérler 1978'de  [10]
makalesinde tanimlanmiglardir. Daha sonra Morris [11]'de, kuadratik degiskenli
dogal iistel dagilimin ailesini tamitmigtir. Bunlar C. P. May’in makalesi
olan [9)'daki W ile aymdirlar. Bunun igin p(t) = 1 + ¢* ile degismeli olan IM

operatori tanimlanir.

Son olarak da, sabit bir N icin derecesi en fazla N olan kuadratik
degigskenli genellegtirilmig tistel bir operatoriin o6zdegerlerini inceleyecek ve
ozdegerlerinin sadece p(t) polinomundaki #*'nin katsayisma bagh oldugunu
gorecegiz. Bu sasirticidir. Ciinkii bu Baskakov, Post-Widder ve Ismail-May
operatorlerinin 6zdegerlerinin ayni oldugunu gosterir. Benzer olarak Szasz ve

Gauss-Weierstrass operatorlerinin 6zdegerleri de aymi olur.



2. ONBILGILER

2.1 Baz1 Fonksiyon Siniflar1 ve Yardimci Tanimlar

R tiim reel sayilar ve Z tam sayilar kiimesini gostermek tizere II := R /277
olsun. N tiim pozitif sayilarin kiimesi ve Z, := NU {0} olsun. C(II), II {izerinde

tanmiml stirekli fonksiyonlarin kiimesi olmak iizere, C(II) tizerindeki norm

[ flloc := sup | f(#) |
tell

seklinde tanimhidir. 1 < p < oo olmak iizere LP(II), II iizerinde p. dereceden

Lebesgue integrallenebilen fonksiyonlar: gostersin ve LP(II) tizerindeki norm

= (o [ s pa)”

seklindedir. Gosterimde kolaylik adina iki kiimeyi agagidaki bicimde gosterilsin:

XP(II) = { Lr(IT), 1< p < oo;
C(Il), p=oc.
Bir f € XP(II) fonksiyonuna XP(II)'nin bir alt uzaymin fonksiyonlar:
ile yapilan yaklagimin hatasini tahmin etme bir klasik bir yaklagim
problemidir. Tipik bir yaklagim uzay1 derecesi n’yi asmayan az trigonometrik
polinomlarin uzayidir. Bu uzay 7, := span{e’** :| k |< n} bigiminde gosterilir.
ikt

Bu durumda {e"** : k € Z} kiimesine Fourier taban: denir.

f € XP(II) fonksiyonuna 7, alt uzaymin elemanlariyla ile yapilan en iyi

yaklasim

Ealf)p = inf If =Tl



biciminde tanimlanir.

1 < p < oo olmak iizere, bir f € XP(II) yaklagimlarimin derecelerini

belirtmek icin kullanilan 6énemli diger bir kavram diizgiinlik modiilidiir.

2.1.1 Tanmim: f € XP[a,b] igin 1 < p < oo olmak {izere f fonksiyonunun

sureklilik moduli

w(f;t)p = sup || f(-+h)=FC) [l

0<h<t

seklinde tanimhdir.

Streklilik modiili birgok 6zellige sahip olmakla birlikte bu tezde 6zellikle § > 0
ve u > 0 olmak tizere, [a,b] arahiginda siirli bir fonksiyon igin iyi bilinen bir

ozellik olan

w(f, po) < (14 pww(f,0) (2.1)

ozelligi kullamlacaktir [12].

2.1.2 Tanim: r € N olmak iizere,

AU@%=§]4Vk<;>f@+M>

k=0

ifadesine f fonksiyonunun h adimly r. fark: denir. Bu durumda

ALf(@) = fle+kh) = f2) Apfla):= AL (A7) (), r>2  (22)

gergeklenir [12].

2.1.3 Tanum: f € X?Pla,b, 1 < p < oo, r € N olmak iizere

f fonksiyonunun r. derece dizgunlik modili,

7



wr(f,t)p == sup || ALf [l
0<h<t
seklinde tammmhdir [12].

f € XP?[a,b] olmak tizere, wi(f,t), = w(f,t), oldugu aciktir. Yani, 1. derece

diizgiinliik modiili siireklilik modilidiir.

Ikinci derece diizgiinlilk modiilii ise f € Cla,b] icin r € N ve
r. dereceden siirekli diferensiyellenebilir fonksiyonlarin kiimesini C”|[a, b] olmak
tizere f € C"[a, b i¢in assagidaki bigimde tammlanir ve  Zygmund modiilii olarak

bilinir.
wp(f,0) == sup  sup {| f(z+2h) —2f(x+h)+ f(z) |} (2.3)
0<h<§ 0<z<1-2h

Siireklilik ve diizglinlik modiilii kavramlart X?(IT) uzay: i¢inde ayni sekilde

tanimlanir.

X,(IT) uzayr gibi bu tez ¢aligmasi igin Onemli olan diger bir
Banach wuzay1 1975 yilinda Prosdorff tarafindan 27-periyotlu — stirekli
fonksiyonlarin bir alt uzayr olarak ele alinmigtir. Bu uzay Holder uzayidir
ve agagida tanimi verilmistir.

2.1.4 Tanim: 1 < p < oo ve 0 < a < 1 olmak tizere Holder sinifi

o, D . (0%
Hp = {fGX Stl>l%){t w(f,t)p}<oo}
seklinde tanimlanir [12].

p = oo durumunda HS yerine sadece H® yazilir. Buradan f € C(II)

fonksiyonunun H® Hélder siifina ait olmasi icin gerek ve yeter sart

[ f@) =) IS K|z—y|® (2.4)
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olacak bi¢imde bir K > 0 sayisinin bulunmasi olur.

H% uzay1 x # y igin,

/@)= F0)| po,

Aaf(flj‘,y): ’LE—’y’a

(z,y) =0

ve || f |loo= Sup,e(_nn | f(7) | olmak iizere

| f lla=ll f lloc +sup A% f(z, y) (2.5)
Ay

bigiminde taniml || . ||, normu ile bir Banach uzayidir [16].

Yaklasim teorisinde yaklasim oranini  tahmin etmek icin, asagida

tanimlayacagimiz Peetre K-fonksiyonelinden vyararlanilir.

2.1.5 Tanmim: f € X?[a,b], 1 <p<oovet>0,r>1,r € Nigin r. derece

Peetre K-fonksiyoneli

K, (f,0)p = mf{[| f =gl +t | g llp: 9 € W ]a, b])}

bigiminde tanimlanir [13].

r = 2 durumunda C?[a, b] nin elemanlar1 f” € C|a, b] bigimindeki fonksiyonlar

olacaktir. Bu durumda C?[a, b] uzay1 iizerindeki norm

I f lle2aa =l f Nl + 11 " llows + 117 lletas

ve Peetre K-fonksiyoneli [14, 15]

Ks(f,0) = inf — 4] 2.
(£.0) = inf 1S = llown +8 11 9 o) (26)

biciminde tanimlanir.



2.1.1 Teorem: 1 < p < oo olmak tizere her f € LP[a,b| igin

Crwr(f,8)p < Ko(f,17)p < Cowr(ft)p, >0

olacak gekilde sadece r’ye bagh C;,Cy > 0 sabitleri vardir [14].

2.1.2 Teorem: 1 < p < oo olmak iizere her f € LP[a,b] ve t > 0 igin

C™H (min(1,27) || f [l +we(f£)p) < Ko(f,27),

< C (min(1, ") || £ [l +wr(fs 1))

olacak gekilde sadece r’ye bagh C}, Cy > 0 sabitleri vardir [14].

2.2 Lineer ve Lineer Olmayan Fourier Tabanli Seriler
Bir f € L'(II) icin,

ar = a(f / f(t)cos(kt)d k=0,1,...,

by = bi(f) = %/F F)sin(kt)dt, k=12, ...

olmak lizere

a oo
30 + ; agcos(kx) + bsin(kx)]

trigonometrik serisine f fonksiyonunun Fourier serisi denir.

2.2.1 Tanim: n € N ve t € R olsun.

n
_ Z pikt

k=—n

10



bi¢ciminde tanimlanan D,, fonksiyonuna n-mertebeli Dirichlet cekirdegi denir ve

D,, fonksiyonu

D,(t) :=1+2 i cos(kt)

k=1

bigiminde yazilabilir. Her n = 0,1,2,... icin D, fonksiyonu reel degerli,
2m-periyotlu ¢ift bir fonksiyondur. n = 0,1,2, ... degerleri i¢in D,, hem pozitif

hem de negatif degerler alabilir [12].
2.2.1 Teorem: Dirichlet ¢ekirdeginin ozellikleri agagidaki gibidir [12, 17].

i) n=0,1,... igin,

1 s
2

-7

ii) n=0,1, ... igin,

| Dp(t) |<2n+1,

iii) t # 2kw, k € Z igin,

sin((2n+1)%)

D,(t) = ve D,(2km)=2n+1,

iv) 0 <|t |< 7 igin,

™

| D,(t) |< Kk

n=0,1,...
2.2.2 Tanmim: D, (t), n-mertebeli Dirichlet ¢ekirdegi olmak iizere,

21
A= —/ | Da(t) | dt
0

ifadesine Lebesgue sabiti denir [18].

2.2.2 Teorem: n € N ve | r, |< 3 olsun. Bu durumda

11



A, = — logn+m,
T

esitligi saglanir [18].

2.2.3 Tanim:

bi¢iminde tanimh K, fonksiyonuna n-mertebeli Fejér ¢ekirdegi denir ve

- AR

bigiminde yazilabilir. Her n = 0,1,2,... i¢cin K, fonksiyonu reel degerli,

2m-periyotlu ve pozitif ¢ift bir fonksiyondur [12, 17].

2.2.3 Teorem: Fejér cekirdeginin ozellikleri agagidaki gibidir [12, 17].

(i) n=0,1,... igin,

—Tr

(ii) n = 0,1, ... igin,

| Kn(t) [<m 41,

(iii) ¢t # 2kw, k € Z igin,

Kn(t> =

: {sm«m@wr, Ko(2hm) =+ 1,

n+1 2sin (%)

(iv) 0 < ¢ < 7 igin,

1
sup | K, (t) |< : :
s<|t|<m | Kl (n+ 1)sin?(3)

(v) n=0,1,... igin,

12



K, (1) |< -
| (H—n+1ﬂ

olur.

Lineer olmayan Fourier tabanlarimin ailesi Fourier tabanlarimin bir
geniglemesidir ve bu genigleme icin agagida tanimimi verecegimiz durum

fonksiyonu kullanilir.

2.2.4 Tanim: Keyfi a = |a] e, |a| < 1 kompleks say1s1 igin

zZ—a

Ta = —
1—az

Mobiiis dontigiimiintin radyal siir degerleri yardimiyla

et —a

i0a(t) . (i) _
e = 1,(e") o

seklinde tanimlanan fonksiyona lineer olmayan durum fonksiyonu  denir ve

70,(t)” ile gosterilir.

Kolayca gosterilebilir ki durum fonksiyonu

0,(t +2m) = 0,(t) + 27 (2.7)

ozelligini saglar. Durum fonksiyonunun tiirevi

1 lal?
0u(t) = s 2
1 —2|a|cos(t —t,) + |a|

Poisson ¢ekirdegi p,(t)’dir. Buradan 6,(t) kesin monoton artan fonksiyon olur ki

bu cos f,(t)’y1 6zel tek bilegenli bir sinyal yapar. Ustelik bu tiirev




ozelligine sahiptir.

Keyfi sonlu terimleri sifir olmayan bir {cy }rez dizisi igin

2

dx

2
1

:%H

Z Ch eikz9a (z)

keZ

o (t)dt

a

§ Cr eik:;t

keZ

Z|Ck|2=%/

kEZ I

olur. Bu ozellik (2.8) ile birlikte diigtiniildiigiinde {em‘ga(t)} lineer olmayan

neZ
Fourier tabani L?(II) igin @/}f—m tist ve @/i—m alt siir1 ile bir Riesz tabam

olugturur. Burada a = 0 oldugunda {ei”‘)a(t)}nez Fourier tabanidir [19].

T, derecesi n’e esit veya n’den kuctuk lineer olmayan trigonometrik polinom-

larin uzay asagidaki gibi tanimlanir.

= span{e™=® : |k| < n}

a

f e LP(II) igin 1 < p < oo olmak iizere lineer olmayan Fourier tabanlari

{ emea(t)}nez ile en iyi yaklasim

E2(f)y = inf 1 = Tlyuq
bigiminde gosterilir [19].

Bundan sonraki kisimda X?(IT) uzayndaki fonksiyonlara 77 polinomlar ile
yaklagim ile ilgili baz1 diiz ve ters teoremler verilecektir. Bunun icin asagidaki

lemmalar 6nemlidir.

2.2.1 Lemma: f € C(II) olsun. Bu durumda

En(f)oo = En(f 00, )0

olur [19].

2.2.2 Lemma: f € C(II) olsun. Bu durumda

14



() et <t 00700 <

olur [19].

2.2.4 Teorem: f € C(II) olsun. Bu durumda

B = (1) (40).

dir. Sonug olarak 0 < a < 1 olmak iizere f € H* ise

Ey(f)ee Sn7°

n

olur [19].

2.2.5 Teorem: r € N icin II lizerinde tanimh r. dereceden siirekli
diferensiyellenebilir fonksiyonlarm kiimesini C"(II) ile gosterelim. 0 < o < 1
olmak iizere f € C"(I), » € N icin f( € H® sartim saglayan bir fonksiyon

olsun. Bu durumda

Ei(f)o S

n

olur [19].

2.2.6 Lemma: 1 < p < oo olmak tizere f € LP(II) olsun. Bu durumda

ER(f)py < En(fo 9;1)1)

olur [19].

Lemma 2.2.2°de keyfi bir f € C(II) igin w(f 0 0;',t)s ve w(f,t)s nin denk

oldugunu gostermigtik. Fakat 1 < p < oo olmak fiizere keyfi bir f € LP(II) igin

15



w(f o 0,1, t), ve w(f,t), arasimda boyle bir denkligi direkt olarak g¢ikarmak
neredeyse imkansizdir. Yine de klasik bir yaklagim sonucunu olan asgagida
verecegimiz sonucu kullanarak f € H¥ olmasi igin gerek ve yeter kosulun

fob;' € HY olmas gerektigi ispatlanabilir.

D=t <t < .. <ty = to + 2m, H’yi I, = [tk‘—latk‘)a 1< k<N
sonlu ayrik araliklarina ayiran bir pargalanig olsun. I, karakteristik fonksiyon ve

op = 1g}ca<>§vltk—tk,1\ olmak tizere S(D) := span{xly : 1 < k < N} bu

parcalaniga gore tiim parcgali sabit fonksiyonlarin uzayi olsun ve 1 < p < o0

olmak tizere f € LP(II) igin

D), := inf -5
S(f? )p selg'l(D) Hf Hp
bi¢iminde gosterilsin.

2.2.1 Sonug: 0 < a < 1 olmak tzere f € H olmasi i¢in gerek ve yeter sart

keyfi bir D parcalanist i¢in s(f, D), = O(0%) olmasidir [12, 20].
Bu sonug agagidaki Lemma 2.2.471 verir.

2.2.4 Lemma: 1 < p < oo olmak iizere f € LP(II) olsun. Bu durumda
0 < a <1 olmak uzere f € H,’ olmasi igin gerek ve yeter sart f o 01 e fe HY

olmasidir [19].

2.2.6 Teorem: 0 < o < 1ve 1 < p < oo olmak tizeref € H;“ olsun. Bu

durumda

olur [19].

2.2.7 Teorem: 1 < p < oo olmak iizere f € WLP(II), re Nve 0 < a < 1

icin ) € Hp sartini saglayan bir fonksiyon olsun. Bu durumda
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olur [19].

2.2.8 Teorem: f € C(II) fonksiyonu 0 < o < 1 olmak iizere r € Z, igin
E(f)os = O(n~ ) kogulunu saglasm. Bu durumda f € C7(II) dir. Ustelik

0<a<licn f e H vea=1ign w(f™,t)s = O(t | Int |) olur [19].

2.2.9 Teorem: 1 < p < oo olmak tizere f € LP(II) olsun. Bu durumda
0 < a < 1 olmak iizere r € Z, icin E2(f), = O(n~"+%)) ise f € W"LP(II) ve

f) e HY olur [19].

2.3 Lineer Pozitif Operatorler

2.3.1 Tanim: X ve Y reel degerli fonksiyonlarin iki lineer uzayi olsun.

Vf, g€ X ve a, f €R igin

L{aof + Bg) = aL(f) + BL(g)

kogulunu gercekleyen L : X — Y operatoriine lineer operator adi verilir [21].

Eger X uzayindan aliman her f > 0 igin L(f) > 0 kosulu gergekleniyorsa bu

durumda L operatoriine pozitif operator denir [21].

2.3.1 Uyari: L(X,Y) :={L| L :X — Y lineer operator reel vektor uzaydir.
L : X — Y porzitif lineer operator olmak tizere asagidaki ozellikler gerceklenir.

(i) f,g € X olmak iizere f < gise L(f) < L(g),

(i) f € X igin f < gise L(f) < L(| f |).

2.3.2 Tanim: X ve Y lineer vektor uzaylar1 ve L : X — Y lineer operator

olsun. L operatérinin normu || L || ile gosterilir ve
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ILll= sup [ Lf]
fex | fl=1

olarak tanimlanir [21].
2.3.3 Tanim:

Ons(z) = Ly((t —2)%2)),s=0,1,2, ...

ile tammlanan ifadelere (L,,) operator dizisinin s. merkezi momentler: denir [4].

2.3.1 Teorem: t € R, i = 0,1,2, ... olsun ve ¢* test fonksiyonlar1 e;(t) = ¢*
bigiminde gosterilsin. Bu durumda L,, lineer operator dizisi ve v, (z), B, (), va(2),

[a, b] arahiginda diizgiin olarak sifira yakinsayan diziler olmak tizere Va € [a, b] i¢in

Ln(eg;z) =14 ay(2)
L,(e1;x) = x + Bu(x)
Ly(e2;7) = 2% + (1)
kogullar1 saglaniyorsa L, (f;x), [a,b] arahg iizerinde f(x)’e diizgliin olarak

yakinsar. Burada f, [a,b] araliginda siirekli a’da sagdan b’de soldan stirekli ve

R’de smirh bir fonksiyondur [21].

2.3.2 Teorem(Lusin Teoremi):1 < p < oo olmak tizere her f € L?[a, b

olsun. Bu durumda her € > 0 i¢in

I1f=¢lp<e

olacak bigimde bir ¢ siirekli fonksiyonu vardir [22].

2.3.4 Tanim: X # {0} kompleks normlu bir uzay T7': D(T') C X — X lineer
bir operator olsun. A € C olmak tizere Ry(T) = (T — A)~! operatoriine T 'nin

resolvent operatdri denir [23].
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2.3.5 Tanim: R,(T") operatorii mevcut, siirh ve tanim kiimesi X uzaymnda
yogun ise, A € C sayisina T operatorinin reguler degeri denir. T" operatoriiniin

regiiler degerlerinden olusan kiimeye ise T ’nin resolvent ciimlesi denir [23].

2.3.6 Tanim: R,(7) mevcut olmayacak sekildeki A kompleks sayilarinin
ciimlesine T operatoriiniin = diskret spektrumu ya da nokta spektrumu adi

verilir [23].

2.3.7 Tanim: R,(T) mevcut, smrsiz ve Ry(T) operatoriiniin tanim
kiimesi X uzayinda yogun olacak sekildeki A kompleks sayilarinin kiimesine

T operatoriniin sirekli spektrumu denir [23].

2.3.8 Tanim: X bir kompleks vektor uzay ve T': X — X lineer bir operator
olsun. A\ kompleks sayisi i¢in Tx = Az denkleminin agikar olmayan bir z € X
¢Ozumu varsa A sayisina 1’ operatoruniun ozdegeri denir. Bu x ¢oziimiine ise, T'

operatoriiniin 6zdegerine kargilik gelen dzfonksiyonu denir [23].

2.3.9 Tanim: Bir T operatoriiniin resolvent ¢ekirdeginin kutup noktasi olup,
siirekli spektrumda bulunan ve T operatoriiniin 6zdegeri olmayan noktalara T'

operatoriiniin spektral tekillikler: adi verilir [24].

2.3.10 Tanim: 0 < z < oo olsun. Bu durumda x degerleri icin

I'(z) ::/ t" e
0

bi¢giminde tamimlanan integrale 2. tur Fuler integrali diger adiyla Gamma

fonksiyonu denir. z > 0 i¢cin Gamma fonksiyonu iyi tanimhdir [25].

2.3.11 Tanim: = > 0 ve y > 0 olsun. Bu durumda z ve y degerleri i¢in

1
B(z,y) ::/ N1 — )Vt
0
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seklinde tamimlanan integrale 1. tir Euler integrali veya Beta fonksiyonu denir

[25].

2.3.12 Tanim:

x € Cicgin n € N olmak tizere
(@) =2(x+1)..(x+n—-1), (x):=1
seklinde tanimlanan (), semboliilne Pochhammer sembolii denir [25].

Ayrica Pochhammer sembolii x,v € C olmak iizere Gamma fonksiyonu

kullanilarak

seklinde de yazilabilir [25].

2.3.13 Tanim: k, j € I olmak fizere

(@) = Z(—l)k’jS(k,j)xj

J

bi¢iminde tanmimlanan s(k, j) sayisina 1.tir Stirling sayist ve
k
o = (=DFIS(k, j)(@);,

j=0

bigiminde tanimlanan S(k, 7) sayisina ise 2.tir Stirling sayise denir [25].

2.3.14 Tanmim: W (A, ¢, u) operatoriin gekirdegi olmak iizere

0 A
EW(A,t,u) = ZTt)l/l/'()\,t,u)[u — ],

genellestirilmis diferensiyel denklemini ve

/W()\,t,u)du =1
R
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sinir kogulunu saglayan

Sa(fit) = / WA £, ) f (u)du,

bigiminde tanimlanan integral operatériine Sy dstel operatéri denir [11].
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3. LINEER OLMAYAN FOURIER TABANLI
YAKLASIM

3.1 Lineer Olmayan Fourier Tabanli Seriler

3.1.1 Tanim: f € L*(II) ve 6,(t) durum fonksiyonu olsun. Bu durumda

ar = ai(f) = %/W f(t)cos(kb,(t))pa(t)dt, k=0,1,..

ve

be = be(f) = & [ Flt)sin(k0u(t))pa()dt, k=12, .

T J-x

olmak tizere

)
2

NE

+ Y [agcos(kb,(x)) + brsin(kb,(z))]

i

1
bi¢ciminde tamimlanan trigonometrik seriye f fonksiyonunun [lineer olmayan

Fourier tabanl serisi denir ve

fa) ~ 5+ D larcos(kba(x)) + busin(kb (x))]

k=1

bigiminde yazilir. f € LY(II) fonksiyonunun lineer olmayan Fourier tabanh

serisinin kompleks bicimi,

1 [" ’
oo=elf) =5 [ e Op it kez

olmak tlizere



o0

f@)~ 3 et

k=—o00

seklindedir.

3.1.1 Teorem: f,g € L'(II) olsun. Bu durumda

f@)~ Y e @ gla) ~ Y die ™

k=—0o0 k=—0oc0
ise

(F 4@~ 3 (ot d)e

k=—o00
ve
(af)(x) ~ Z (acy)e*ta@ o e C
k=—0o0

olur.

Ispat: Tanimdan istenen sonug kolayca elde edilir. O

3.1.2 Teorem: f,g € L'(IT) olsun. Bu durumda

o0

@)~ 3 e, o) 3 dpe

k=—o00 k=—00

ise (f *g)(x) € LY(II) ve

olur.
Ispat: Ispat durum fonksiyonunun (2.8) 0zelliginden

tamamlanir.
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Sobolev uzayi

WP(ID) = {f € XP(IT) : f,.., f" € AC(TD), f™) € XP(II)}

bi¢iminde tanimlanir.

3.1.3 Teorem: f € W/ (II) olsun. Bu durumda

f(l’)N Z Ckeik%(x)’

k=—o00

ise

olur.
ispat: Durum fonksiyonunun (2.8) 6zelliginden direkt hesaplama ile elde

edilir.
3.2 Lineer Olmayan Fourier Tabanli Serilerin Noktasal Yakinsakligi

f e LYI) ve k € Z igin

Crp = Ck(f) = % /_7r f(t)e—ik’ea(t)pa(t)dt,

olmak tlizere

fla)~ Y cpettte

k=—o00

olsun. Bu lineer olmayan Fourier tabanl serisinin kismi toplamlar dizisi S%(f) ile

gosterilir. Bu durumda F' = f o 6, olmak iizere



olur. Boylece kismi toplamlar dizisi £ € Z i¢in

o= enll) = - / " F(b)e M0, (1),

olmak tlizere

SUN) = D cpe

k=—n

dir. Boylece

Sn(f)(x) = Zn: {%/7r f(t)e_ikea(t)pa(t>dt} oikba ()
k=—n —

I "L _
=5 | { > ea“”}pamdt

k=—n

olur. Buradan Dirichlet ¢ekirdeginin tanimi goz ontine alinacak olursa

1 T
SH@) = 5 | HODuBula) = Bu0)palti
olur. D, ¢ift fonksiyon oldugundan,

1

Sg(f)(l') = % ' f(t)Dn(ea(t) - ea(x»pa(t)dtv (31)

1 Ba(m)
F(u)Dp(u — 6,(z))du,

—7)

= % ea(

1 Palm)—ba()

= — F(y + 04(x)) Dy (y)dy,
2T J g (—m)—6a(2)

olur. Simdi 0,(z) durum fonksiyonunun periyodik olmasindan da yararlanarak

(2.7) esitliginden



elde edilir. Dolayisiyla

olur. Buradan

Se(f)(x) = 2i / F(t+ 60,(x))D,(t)dt + % /07r F(t+0,(x))D,(t)dt,

T J_x

21/,

F(Bu(x) — 1) Dp(t)dt + % / " F0a() + ) Da (1)t

elde edilir. Boylece

1 K
SHA@) = 5 [ AP0 =0+ FO@) + 0} Dt (33
esitligi ile ifade edilebilir.
3.2.1 Lemma: F := f o 0! olsun. Bu durumda

(i) f € () ise | Flle = £l
1+|a 1/p
(i) £ € Lo() sse | Pl < (144) ™ 141,

olur.

Ispat: (i) f € C(I) ve F := f 06" olsun. Bu durumda

[flloo := supzen | f(2) [= sups,@en | F(0a(z)) |= | Flle

dur.

(ii) f € LP(I) ve F := f o 6! olsun. Bu durumda

= (o [0 pa)”

dir. Boylece basit bir hesapla
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171= ([ o 20a) "

olur. 0,(t) = u denilirse ve durum fonksiyonunun (2.8) dzelliginden

1—la\"" 1 la
bz (D)™ L e pau= (),

bulunur. Boylece istenen

1+ a7
7l < (£5) 1l

esitsizligi elde edilir. [J

3.2.1 Teorem: S% : C(II) — C(II), n = 0, 1, ... lineer operatorlerinin dizisini

goz oniine alalim. Bu durumda

1SR (f) Nloo< A || £ llos

olur.
Ispat: S¢ : C(I) — C(II), n = 0,1, ... lineer déniisiimiinii géz 6niine alalm.

Bu durumda

% / " P(0u(x) + ) Da(t)dt

—T

| SL()(@) |=

(3.2) esitligi ve Lemma 3.2.1’den

1520 1< o= [ 1P +0) || Do) at

- 27
<1fnmquwt

1 vy
=50 [ S el Dat)
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bulunur. Boylece Tanim 2.2.1’de verilen Dirichlet ¢ekirdegi tanimindan

1S (f) llse< An | £ lloo

elde edilir. [J

3.2.1 Sonug: Her f € C(II) igin

If = S5(f) oS log n 5 (f)

olur.

Ispat: Kabul edelim ki f € C(II) icin en iyi yaklagim

EL(f) =l f =15 [l
olsun. O zaman,
If = Sa(f) o=l f =5 + 5 — S5 (f) Nl
=l f =t + S5 (N = f) e

<=t lloo + 11 SR () = 1) lloo

= En(N)+ 1S5 llsell f =15 [l

olur. Boylece Teorem 3.2.1°den,

1 = Sa(f) llo< (1 + An) E5(f)

olur ve Teorem 2.2.2’den (Lebesgue Teoreminden)

I = Sa(f) lloS log nEL(f)

elde edilir. [J
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3.2.2 Sonug: f € C(II) olsun. Bu durumda

lognEs(f) -0, n— oo

ise lineer olmayan tabandaki Fourier serisi f fonksiyonuna diizgiin yakinsar.

3.2.2 Teorem: 1 < p < oo olmak iizere, S¢ : LP(II) — LP(II), n = 0,1, ...

lineer operatorlerinin dizisini goz ontine alalim. Bu durumda

1 2/p
Isi0 s (15 ) Ml s T,

olur.
Ispat: 1 < p < oo olmak fizere S : LP(II) — LP(II),n = 0,1,... lineer

dontigiimiinii goz oniine alalim. Bu durumda

1520 1= (5= [ 18200 P ) v
- (% /_7; p da:) 1/p

olur. Boylece Genellestirilmig Minkowski egitsizliginden ve (2.7)’den

! / " P0.(2) — ) Dy (1)l

2r ),

Is:0 s o [ (5 [ 176 -0 p mx)dx)’l’ 20| ()

—T —T

< (FEN T L L [ R -0 P e D |

T~ o
1+ \"" 1 "

< — F | D,(t) | dt

<(F1) 5 [ irhinao]

-7

olur. Son olarak Lemma 3.2.1 uygulanir ve Tanim 2.2.1’de verilen Dirichlet

¢ekirdegi tanimi g6z ontinde bulundurulursa,

1 2/p
IS0l (150) Ml sl
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elde edilir. O

3.2.3 Teorem: Her f € L'(II) igin

lim ¢ (f) = lm ¢ (f) =0

n—oo n——oo

olur.

Ispat: ¢ > 0 olsun. Bu durumda en azindan bir tane ¢t € 7¢ vardir Gyleki

| f—tl<e2n

olur. Burada t’'nin derecesi N olsun. Bu durumda

m=N
t(z) = Z d,,e"%a(@)
m=—N

yazilabilir. Oyleyse | k& |> N igin,
1 [ ,
er(f) = o / ) e

1 T , 1 T ,
= —/ f(x)e H0a@) gy — — t(z)e @) dy
2 J_. 2 J_.

= [ 17@) = bl

-

olur. Boylece

| eilF) 1< 5 || Fla) — () Ja< =

elde edilir. Bu ise istenen sonug olur. [J

3.2.3 Sonug : f € L'(IT) olsun. Bu durumda her f igin
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lim al(f) = lm b%(f) =0

n—oo n——oo

olur.

fspat: a2(f) = c2(f) + ¢, (f) ve ba(f) = LD

oldugu Teorem 3.2.3’te goz onlinde bulundurulursa, ispat tamamlanir. [

3.2.4 Teorem: f € L*(II) olsun. Bu durumda

r

ise n — oo igin S%(f)(z) — f(z) olur.

F(0a(x) +1) + F(0a(x) — 1) — 2f(2)
t

dt < oo

Ispat: Kabul edelim ki f € L'(II) olsun. (3.3) esitliginden

SN~ £a) = 3= [ AP @) +0)+ PlOu(a) = ) = 26(0)} Dy(e)

yazabiliriz. Buradan Teorem 2.2.1’den

S () (@) — fla) = - /0 {F<0a(as) 1) +SJ;(?§()Q;) - 2f(a:)}

2
2 1
Xsin(( n2+ >t)dt

buluruz. Simdi

¢5(t) = F(ba(x) +t) + F(Ou(z) —t) — 2f(x)

diyelim. Bu durumda son esitlik




bigiminde yazilabilir. Ayrica hipotezden ¢(t) € L'(IT)’dir. Dolayisiyla

¢4 (1)

[[29]a <
0 t
olur ve Jordan egitsizliginden

K a t

0 S1n (5)

bulunur. Boylece

S9(f)(z) — f(z) = % /Oﬂ {Sjbn((?) } sin (<n + é) t) dt

_ % Oﬂ {jﬂit;) } sin(nt) cos (%) dt + % Oﬂ {Sif((%) } cos(nt) sin (%) dt

olur. Burada

" ¢ (t) (f)
t) = °
9:(t) {sin (1) "2
denilirse ¢g%(t) € L*(II) olur. Bu durumda

1

b (92(0)) = 5= [ g2(0)sinfut)i

on (62(0)) = 5= [ 62(6)costnt)i

oldugu goz ontine alinirsa

(bn (95(1))) + an (¢5(1))

A

Splf) = f(z) =

olur. Boylece Sonug 3.2.3 ve Riemann-Lebesgue Lemma’dan | n |[— oo igin

bn (gz(t)) = 0 ve an(43(t)) =0
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oldugundan n — oo igin S2(f)(z) — f(z) elde edilir. O

3.2.4 Sonug: f € L'(II) olsun. Bu durumda | F(z) — F(y) |[< M |z —y |

ise

Sp()(x) = flz), n— o0

olur.

Ispat: Kabul edelim ki f € L'(II) olsun. Bu durumda

F(ba(z) +1) + F(ba(x) — 1) — 2f(x)
t
< [ FOu(z) +1) = f(z) [+ | F(lal2) — 1) = f(2) |
- t
2Mte
t

= 2Mt*!

<

olur. Buradan [ t*~'dt = =~ oldugu gz nne alnrsa, kargilagtirma testinden

1 ™

27 Jo

F(Ou(2) +t) + F(0u(z) — t) — 2f(2)
t

dt < oo

elde edilir. Boylece Teorem 3.2.4’den S%(f)(z) — f(z), n — oo elde edilir. O

3.2.5 Sonug: f € L'(II) fonksiyonu bir z € II i¢gin tiirevlenebiliyorsa

Sp(N(x) = f(x), n— oo

olur.
ispat:f € L'(IT) olsun. Bu durumda
F(0,(2)) = lim £ 0al®) +8) = F(0a(x))

t—0

dir. 30 > 030 <| t|< ¢ i¢in
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olur. Buradan

|F'(0a(z) + 1) = F(0a(2))]
|t ]

<| F'(0a(z)) |
elde edilir. Boylece | ¢ [> ¢ i¢in

| F(0a(x) +t) = F(6a(2)) | _ | Fl0a(z) +t) — F(6a(2)) |

|t ] | 0]

dir. Boylece

S /
0<t<d

+
F(6u(x) + ) + F(bu(a) = 1) = 2/(@)]

“
o<t<m

< /(M ] F'(0a(2))dt + /0«; ] (6, (x))dt

N CCCEUE ORI TE
o<t<m

)
elde edilir. Dolayisiyla Teorem 3.2.4’den

dt

Sp(N(@) = f(x), n— oo

elde edilir. O
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Simdi lineer olmayan Fourier tabanli serilerin Kismi Toplamlar ile yaklagimini

LP(II) uzayinda inceleyelim.
3.2.5 Teorem: 1 < p < oo olsun. Her f € LP(II) igin
If = Sa(H)@) =0, n—o0

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul,

ISa(F) (@) [lp< MA[S

olacak bi¢cimde sadece p’ye bagh bir M > 0 sabitinin bulunmasidir.

Ispat: (=:) Her f € LP(I) icin || f — S%(f)(z) |l[,— 0, n — oo olsun.
Bu durumda her f € LP(II) igin (S%(f)) dizisi LP(II) normlu uzaymda
yakinsak oldugundan smirhdir. Yani Vf € LP(II) ic¢in 3M; > 0 vardir,

oyleki || S¢(f) |l,< My olur. Buradan diizgiin siirhlik prensibi geregince

sup{|| Sy [Fn=0,1,2,..} < o0

dir. Burada M =sup {|| S¢ ||: n =10,1,2,...} < oo secersek her f € LP(II) i¢in

ISa(H) ) < MALF

elde ederiz.
(<) Sa(f)(@) [l,< M || f |l olsun. Bu durumda f € LP(II) ven =0, 1,2, ...

icin

En(Dpe =1 f =15 [l

olsun. Boylece

35



If = Sa(N)@) [lp=Il f =t + 15 + S5 (@) [l

<=t llp + 1 Sa(f = 10) [lp< (M + 1 ER(f)y

dir. Buradan

Ed(f)p =0, n—oo

n

bulunur. Boylece teoremin ispati tamamlanmig olur. [
3.3 Lineer Olmayan Fourier Tabanl Serilerin Cesaro Toplanabilirligi

f e LYI) ve

o0

f(z) ~ % + 3 larcos(kba(x)) + bysin(kb, ()]

olsun. Bu lineer olmayan tabanli Fourier serisinin kismi toplamlar dizisini S%(f)

ile gosterelim. Bu durumda

n—i—lkzo

ifadesine f fonksiyonunun lineer olmayan Fourier tabanindaki n. Fejer (Cesaro)

ortalamast denir. Boylece eger

Su(f)(@) = f(x) ise on(f)(x) = f(x)

olur. Simdi tanimdan yola gikarak lineer olmayan Fourier tabanindaki Cesaro

ortalamasi i¢in yeni ifadeler bulalim.




oldugundan (3.1) esitligi kullanilirsa

n

@) = 1 S5 [ H0D60 - topatorie}

n—l—lkz1

n+1

_ L ”f(t){ : Zana(t)—ea(x))}pa(t)dt

— % /_: F() K (04(t) — 0a(2))pa(t)dt,

esitligi elde edilir. Burada da durum fonksiyonunun periyodik olmasindan

faydalanilirsa

Oo(—m)—0q(x)+2m

ot (f) () = / Fly + 6u(2)) Ko(y)dy,

(=) —0a(z)

_ iﬂ /7r F(y + 0.(2)) K, (y)dy,

—T

olur. Yani ifademiz

oo (f) = /ﬂ F(Ou(x) + ) Ko ()dt, (3.4)

:% o

bigiminde yazilabilir. Buaradan K, ¢ift oldugundan

=5 | " P(0u(x) — O Ka(t)dt, (3.5)

:% o

olur. Simdi integrali ikiye ayiralim.

afb(f):% / F(Qa(x)—t)Kn(t)dth% OWF(Ga(x)—t)Kn(t)dt,
- ﬂF(Ha(a:)th)Kn(t)dth% " P0u(2) — DK,
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olur. Buradan ise kullanigh bir esitlik olan

oo QW/ (F(0u(x) + 1) + F(0u(x) — 1)} Ko (t)dt, (3.6)

elde edilir. Bu (3.6) esitliginden ve Teorem 2.2.3’te verilen Fejer ¢ekirdegi igin

> [T K,(t)dt = L [ K,(t)dt olmasimdan yararlamp

on(f)(z) — 27r/ {F(0.(x) +t) + F(Ou(x) —t) — 2f(z)} K, (t)dt, (3.7)

yazilabilir.

Simdi ¢2(f) operatoriiniin C'(II) ve LP(II) uzaylarindaki smirhiligini

n

inceleyelim.
3.3.1 Teorem: ¢? : C(II) — C(II),n = 0, 1, ... lineer operatorler dizisini goz

ontine alalim. Bu durumda her f € C(II) igin

lon(f) Nloo<Il f llo

olur.
Ispat: 0% : C(II) — C(II),n = 0,1, ... lineer déniigiimiinii géz 6niine alalm.

Bu durumda (3.5) esitliginden

0@ = |57 [ Fleale) DRt
<o | 1P@) -0 K0

Fejér cekirdegi daima pozitif oldugundan,

| 1< 5 [ I I Kot
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ve son egitlikte Lemma 3.2.1 (i) géz éniinde bulundurulursa,

02 1= 5= [ 1F I Kttt

olur. Son olarak Teorem 2.2.3’te verilen Fejer ¢ekirdeginin 1. ozelliginden,

1o (f) llso<I f lloo

sonucu elde edilir. [J

3.3.2 Teorem: 1 < p < oo olmak tizere o : LP(II) — LP(II), n = 0,1, ...

lineer operatorler dizisini géz 6niine alalm. Bu durumda her f € LP(II) igin

. 1+ |a|\ "
o s (1) 111,

olur.
Ispat: 1 < p < oo olmak fizere ¢ : LP(II) — LP(I), n = 0,1,... lineer

dontigiimiinii goz oniine alalim. Bu durumda
1 m 1/1’
12 1= (52 [ 1920t P o)
Bu durumda (3.5) esitliginden
1 [m /1 (" e
a = — _ _ P
102 =5 [ (52 170 = 06, 00 o)

olur. Boylece Minkowski integral esitsizliginden

1 09(f) fl,= %/W (% /W P(O,(x) — ) P dx> o

—T —T

1 s
= — F |, K,(t)dt
5= | IF 1 Kt

bulunur. Buradan da Lemma 3.2.1 (ii) kullanilirsa
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. 1+ |a]\ "
s s (1) 171,

elde edilir. O

Béylece Teorem 3.3.1 ve Teorem 3.3.2’den of(f) operatorii C'(II) ve LP(II)
uzaylarinda siirhdir.

3.3.3 Teorem: f € C(II) olsun. Bu durumda

If = ou(f) ] 0, n— o0

olur.
Ispat: 0% : C(II) — C(II), n = 0,1, ... lineer doniigiimiinii goz oniine alalm.

Bu durumda (3.5) esitliginden

% | ") — F(0u(x) — D1Ka(t)dt

1

<o [ 1@ = Fluw) = 1) | Kalt
[t|<d

o [ @) = Fu) — 0| Kty
s<[t|<n

elde ederiz. Bu durumda f € C(II) oldugundan

)o@ < 50 [ SRt s [P |

2T t]<8 2 27

<iﬁmm@W%l | f(2) | + | F(Bu(z) — t) | K (t)dt

~ Ar 2m s<|t|<m

T 0 F oo+ 1| F ol K (£)dl

g
S N
47T 27T s<|t|<m
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yazilir. Lemma 3.2.1 ve Fejer ¢ekirdeginin 6zelligini kullanacak olursak

@)= o2 < =+ 52 [ Tl [ Kalt)

o<|t|<m

€ 1 1 1
<otlfle [ L
s s 5

<|t|<m n -+ 1 87;7122

€ |l /
<y M le dt
2 wn+ 1)sm2% s<|t|<n

2 o0
L 2041

< £
~ 2 m(n+41)sin?d

elde ederiz. Boylece n — o0 i¢in

2 f lloo

S R N
m(n +1)sin?3

oldugundan AN € N:n > N igin

2 f lloo

— = <
m(n +1)sin?s

€
2

elde edilir. Buradan 4N € N:n > N ve Vzx € 1l icin

a £ €
| f(2) —on(N)(@) <5+ 5 =¢
2 2
dir. Dolayisiyla n — oo i¢in o%(f) — f (Diizgiin) olur. OJ

3.3.4 Teorem: 1 < p < oo olsun. Bu durumda her f € LP(II) igin

I'f =on(f) lb—=0, n—o0

olur.
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Ispat: 0% : L,(I1) — L,(II),n = 0,1,... lineer déniigiim ve f € L,(II) olsun.
e > 0 alalim. Bu durumda 3g € C(II) 6yleki
£
— < —_
1 -al<

olur. Ayrica Teorem 3.3.3'den g € C(II) olmak iizere n — oo igin o%(g) —
g diizgiin yakinsar. Buradan Teorem 2.3.2 (Lusin teoremi)’den 3n > N igin ||

op(g) — g |[p< § olur. Bu durumda

1 f=on(D) =l f —9+9—0u(9) + 0n(9) —n(f) Iy

<If=glp+11g=0u(9) o+ Il on(f = 9) lln

operatoriin smirliligini veren Teorem 3.3.2°den

1 1/p
£ =00 sl £ =9 o+ 9= 03(6) o+ (10 1 7= 1,

1+ ]a]\"” e
< 1)l f— ‘<
_((L4M) S1) I Fogl4s <e

bulnur ki bu teoremin ispatini tamamlar.[]

3.4 Lineer Olmayan Fourier Tabanh Serilerin Genellestirilmis De La

Vallée Poussin Ortalamasi ile Yaklagim

> ¢, sonsuz seri ve S¢ bu serinin kismi toplamini gostersin. A = {\,},
A = 1 ve A1 — Ay £ 1 olmak dizere tamsayilarm bir dizisi ol-
sun. S¢ dizisinin {\,} dizisi ile iiretilen lineer olmayan Fourier tabaninda

n. genellestirilmis de la Vallée Poussin ortalamasi V,*(A\;z) = V.A(f, \; )

n—1
a 1 a
Vi =1 Y S (nz)
"™ k=n—Xn



biciminde tanimlanir.

Ve(X) serisi yakinsak ise ) ¢, sonsuz serisi (V% \)-toplanabilir ve eger

D Vi) = Vi |
n=1
yakinsak ise | V* X |-mutlak toplanabilirdir denir.

Bu boliimdeki amacimiz lineer olmayan Fourier tabanindaki serilerinin kismi
toplamlar ve Cesaro ortalamasi igin verilen bazi Lipchitz simiflarinda klasik
yaklagim teoremlerini (V, A)-toplanabilirligi icin incelemektir. Ustelik gormek
kolaydir ki genellegtirilmig de la Vallée Poussin ortalamasi A = A\, uygun secimler
yapildiginda érnegin A, = 1, icin V2 ,(A\) = S¢ kismi toplamlar dizisini ve

An = nigin ise V2, (A) = o Cesaro ortalamasini verir.

3.4.1 Lemma: f € H*, g(t) = {F(6(a) + t) — F(0(a) — t)} ve g(t) € L (0, %)
olsun. Bu durumda § < 7 icin (0, ) arahgmda f € H* ise J(g,d), A,’den bagimsiz

ve J(g,5) = 0 olmak iizere

z/ ot |sm>\ tsin(2n — >\>t|dt
0 A\ sin?t

I+ |a ]\ 2n — A\, 1
< M _
= (1 |a|) (“Og< » ))Un‘“g"”

olur.
Ispat: Kabul edelim ki o = «a(n) = min (Wﬁ) ve

gy = ap(n) = min < 5) olsun. Asagidaki esitlik gecerlidir.

aq a9 ) g
)\n):/ +/ +/ —|—/ =hLh+L+1L+1
0 <%t a9 )

Buradan her J; terimi i¢in | sinnt |[< n | sint | ve | sint |2 2t esitsizlikleri

kullanilarak

43



L<Lion—a )/aldt<EM
1:>\n n 0 :7T Y

Iy *1 ™ 2n — A
L<—= —dt £ =M1 n
2—AH2A"/Q =23 Og( )

An

esitsizlikleri elde edilir. Bu esitsizlikleri toplayarak istenen sonug elde edilir. [

3.4.1 Teorem: f € H® olsun. Bu durumda V,*(\, f) genellestirilmis de la
Vallée Poussin Ortalamasi,

I+ |a ]\ 2n — A\,
V(A oS | —— 3+1
IV s (T ) (341022
esitsizligini saglar.

Eger A\, = 1 ve A\, =

n alimirsa bu teorem sirasiyla lineer olmayan

Fourier tabaninda Lebesgue ve Fejer sonuglarina yani sirasiyla Teorem 3.2.1 ve
Teorem 3.3.1°e indirgenebilir.

Ispat: Kabul edelim ki f € H® olsun. Asagidaki gibi standart bir hesaplama
ile

VI D@ =+ S SHHE)

" k=n—Xn

1

A k_;A % /07r {F(0,(x) +t) — F(0,(x) — )} Dy(t)dt

1

[ @ 0 - R - ) =ty

— Win /_7r {F(0,(x)+t)— F(0,(x) —t)} ( i Dk(t)> gt

k=n—M\pn

Buradan da
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sin A, tsin(2n — \,)t

sin?t

dt

Vi )

)+ 2t) — F(8,(z) — 20)}

elde edilir. Burada g(t) = F(0,(x)+2t)— F(0,(x)—2t) denilirse, g(t) fonksiyonuna

Lemma 3.4.1'i 6 = 7 alimip uygulanirsa istenen esitsizlik elde edilmis olur. [J

3.4.2 Teorem: f € H® olsun. Bu durumda her z igin

1+Ia} )\L a < 1:
1—|a ay !
H Vna()\? f) - f ”005 1+]al 1+Tog)\n =1

1o ) A o @=L

olur.

Ispat: f € H® olsun. Kabul edelim ki burada

05(2t) = F(Ou(x) +2t) — F(0,(x) — 2t) — 2f(x)

denilirse, f € H* oldugundan

| 93(1) [< M (H |a |)ata (3.8)

1-Tal

olur. §imdi yakinsakligi inceleyelim.

Ve f)(@) — flz) |= 1 /02 ) | sin)\ntsifl(Qn — )\n)tdt

T\, sin? ¢

1 [ | | sin A, tsm(2n An)t |

< [ law at

sin® ¢

oldugundan (3.8) esitsizligi ve | sin¢ |2 2¢ kullanildiginda

|wwﬁm—ﬂm&(“*ﬁ)Wi/%“m“mﬂ?‘M”%
n JO0

1—|a| sin“t

elde edilir. Simdi integrali ii¢ parcaya ayrilirsa,
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Wl

/ :/ +/ +/ =hL+1L+ 13
0 0 2n71)\n ﬁ

yazilabilir. Burada I; ve I, keyfi bir « < 1 icin asagdaki

kolayca hesaplanabilir.

_[ <i/2nk"ta)\ A)dt<;<i
1 )\n n = (2/’7/_ )\n)a = )\%7
1 v 11
1<t t I\ dt £ ——
D a e

Fakat I3in o < 1 ve a = 1 i¢in yaklagik degerleri farklidir:

1 () =
)\—n]?, § { 1-11-10ag)\n)\n

9

—_ =

n

Boylece sonuclar toplanarak teoremin ispati tamamlanir. [

3.4.1 Sonug: f € H® olmak tizere her z igin

a <) \ma) e o<k
lFonl) =T lleS 4 01 Ltlogn o — .

seklindedir.

gibi

Ispat: Kabul edelim ki f € H® olsun. Bu durumda Teorem 3.4.1'de A\, = n

olursa, istenen sonug elde edilir.[]

¢, (0,00) arahiginda pozitif artan bir fonksiyon olmak tizere ¢-normu

| f(z) = fy) | () = f(+9) [loo

I lle=Il f lloo +sup =[l f lloc +sup
Ty >0

o(lz—yl) ¢(9)

bigiminde tanimlanir [26].

{A,}, C(IT)’den C(II) igine, lineer konvoliisyon operatorlerinin bir dizisi ve

| Ay, || operatér normu olsun. Bu durumda
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| An(f) = F 6= An(f) = Nl (1 T2/9 (%»

2u(f, )
4+ su
ooz 0(0)

(4 1 Aa(H) 1) (3.9)

olur. Bu son esitsizlikten yararlanilarak asagidaki teoremlerin ispatlari kolayca

verilebilir [26].
3.4.3 Teorem: 0 < a < 1ve 0 < < « olsun. Bu durumda her f € H?® igin,

1+l ) n?
I=lal ] A%”

FVEA ) =S85 P iip

2 nf~1log (%) . a=1

a < 1;

olur.

Ispat: Kabul edelim ki 0 £ 8 < o < 1 olmak tizere f € H® olsun. (3.9)
esitliginde A, = V2 ve ¢(§) = 67 almrsa | f ||s=|| f ||z olur. Buradan (3.9)

esitsizligi

2 ) .
1) = T Il Vi) = e (14 g )+ sup 2252 0z

1
0<5§5

esitligini verir. o < 1 i¢in Teorem 3.4.1 ve Teorem 3.4.2’den

Ve — £ ls< (” |a ') !

il B
- (1+2n)

An
5 1+|a|)a( 2n — A\
+ sup 2—( 3+1o o
2 25 (11 s (=5 ) ) 171

elde edilir. o = 1 i¢in ise

1 1+ log A,
e = 115 () (F5%) (e 2w)

+ sup 209°° (M) (3+log< n )) 1o
0<s<t 1-a| An
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elde edilir ve buradan da sonug olarak

(0%
B—a
= a<1;

[
AR

V() = 1 llss .
? ) 2 log (20 — A,), o= 1.

bulunur. Boylece teoremin ispati tamamlanmaig olur. [J

3.4.2 Sonug: 0 < a <1 and 0 < 8 < a olsun. Bu durumda her f € H?® igin,

«

F’Ia} nf-e, 0<a<l;
| on(f) = f lls< i a
" iflg} nf~llogn, a=1.

olur.

Ispat: ¢(0) = 0%, || f llo=] f lls dwumunda, f € H* 0 < 5 < a <1,

A, = o2 alinirsa (3.9) esitsizligi,

2 o
o) = sl 030 =l (14 1 )+ sup 2280 (1 oz

1
0<5§5

esitsizligini verir. Sonug 3.4.1 ve Teorem 3.3.1’den v < 1 igin

(0% 6a
o) - £ 1% (T2D) (%) @2 + sup 2511

1-|al ne 0<s<t

olur. a« =1 igin ise

u 14+ |a] 1+logn _
loan =l () ( (1+20%) + sup 207/
—|al n 0<s<t

elde edilir ve buradan da sonug olarak

(67

H}“I nf-o a < 1;
1-a ; ;
| on(f) = [ s

" if}gl nf~llogn, a=1.

bulunur. Boylece teoremin ispati tamamlanmig olur. [J
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3.5 Lineer Olmayan Fourier Tabanli Serilerin Kismi Toplamlar: ile

Yaklagim

3.5.1 Teorem: 0 < a <1 ve 0 < [ < « olsun. Bu durumda her f € H® i¢in

| f - S50) Hoo,s( 2 )W’

1—|al|/) no

olur.
Ispat: 0 < a < 1ve 0 < 3 < a olsun. Bu durumda Sonug 3.2.1°den her

f e C(Il) i¢in

I/ = S5(f) IS log B (f)

olur. Bu durumda [19] makalesindeki Teorem 2.3'ten ve f € H* oldugundan

| f = S50) ||oo,s( 2 )k)g”

1—|al|/) no
elde edilir. [J

3.5.2 Teorem: 0 < a < 1 ve 0 < 8 < « olsun. Bu durumda her f € H* i¢in

48
1-|al

) S50 = F 15S ( ) 2 logn

dir. Boylece n — oo igin

1S5(f) = f lls= 0,

olur.
Ispat: 0 < 6 < a < 1 olmak {izere f € H® olsun. (3.9) esitliginde A, = 5S¢

ve ¢(8) = 6% almursa || f ||s=|| f || olur. Buradan (3.9) esitsizligi

a a 2 w(f’ 5) a
I3 = 1=l S50 = e (1+ g )+ sop 2282 (1 1)
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esitsizligini verir. Boylece Teorem 3.5.1’den

24 logn 0
1520 = £ 1= (12707 ) B0 (0 2e) + s 285 (14 Al )
g 1—|al|) no ( ) 0<s< 98
24\ 1 5 s
< clogn — (1+2n”) + sup 2677 (1 + Anl|flls)
1-lal/) n® 0<s<t

esitligi elde edilir. f € H* oldugundan son esitsizlik

24 1
182 = £ o togn (=277 ) o (1 20%) o sup 28 (14 A )

1-|al 0<s<t

bi¢iminde yazabilir. Buradan da Teorem 2.2.3’i (Lebesgue sabiti Teoremi)

kullanilirsa | 7, |< 3 igin

| S50F) = £ 155 logn ( 2 ) L (14 209)

1—|al) no

4
+ sup 20°7° <1+ <p10gn+rn> HfHOO)

1
0<55E

olur. Sonug olarak

4
1520 = £ s 0 (= ) o

elde edilir. Boylece teoremin ispati tamamlanmig olur. [J
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4. BERNSTEIN TIPI OPERATOR

4.1 T\ Operatoriiniin Yaklagim Ozellikleri

A > 0 olsun. z € (0,1) olmak tizere L'deki siirh fonksiyonlar i¢in Ty (f, x),

Bernstein tipli operatoriinii

Th(f,z) = F(M;)FF((/\A()1 —) /0 e (1 — )DL f () at (4.1)

bi¢iminde sinir noktalarindaki limiti ise

lim T5(f,2) = £(0), ve limTy(f,2) = f(1)

olarak tanmimlayalim. Boyle bir tanim igin f fonksiyonunun, x = 0 ve x = 1

noktalarinda siirekli olmasina ihtiyag vardir.

Ayrica T)\(2™,x) = % dir. Dolayisiyla T)(f,x) polinomlar: polinomlara

resmeder. Qimdi T) operatorleri icin bazi klasik yaklagim o6zellikleri ve T)
pozitif operator dizisinin siirekli fonksiyonlara yaklagim ozelliklerini verilecektir.

Basit hesaplamalarla agagidaki lemmay1 verilebilir.

4.1.1 Lemma: A > 0 olsun. Bu durumda her x € (0,1) ve £ =0,1,2, ... igin

T operatorleri

esitligini saglar.
ispat: Kabul edelim ki z € (0,1) ve k = 0, 1,2, ... olsun. T operatoriin tanimi

olan (4.1) esitliginden



_ I'(A) b A(1—a) 1k
) FM@FQﬂ—x»At (1-1) tdt

_ ['(A) b etk A(1—2)-1
_ru@mx1—@)zt (1-1) dt.

Ty (xk, T

dir. Buradan Beta fonksiyonu tanimini diigtiniiliirse

I'(A)
T (2", 2) = Bz + k,A(1—
3 (#57) = srproa —ay PO TR AL - 2)
olur. Beta fonksiyonunun Gama fonksiyonu olan B(z,y) = % bagintisi
kullanmlarak
r'(\) C(Ax + k)T (A1 —x))

T\ (xk,x) =

TOw)TMI — 7)) T\ + k)
T(\) Tz +k)
T(A+ k) T(a)

elde edilir. Boylece

genel formiiliine ulagilmig olur. [J

4.1.1 Sonug: z € (0, 1) olsun. Bu durumda T operatorleri her z € (0,1) i¢in

Th(eo,z) =1, Ti(ey,x) ==,

2+ x
T A
A(€2,$) A+l
3223 4+ 3% + 2
Tes,®) = =3 12

Azt 4+ 60222 + 11 22 + 62
Th(eq, ) = 3 5
AN +6A2+11A+6
M5 4+ 10032 + 350222 + 50 \x? + 24x
T(es, ) = 4 3 2
At 4-10A3 + 3502 + 50\ + 24

esitliklerini saglar.
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ispat: Tleriki ispatlarda kullanilacak bu esitlikleri ispatlamak icin Lemma

4.1.1’de k = 1,2, 3,4 almak yeterli olacaktir. [J

4.1.2 Lemma: z € (0,1) olsun. Bu durumda T operatérleri her = € (0,1)

icin
(1) Tn ((e1 —x),z) =0,

(ii) Tn ((e1 — 2)2% 2) = 22,

(iif) T3 ((e1 — 2)%,2) = 2642

. _ 4 _ 3 A— 2
(IV) T)\ ((61 - x)47 .flf) = Aot +(>\3i)\6—;:2;i)1w1;__£2 2z +6$7

5 _ (—402+96)z°+(100A—240)z* +(—80A+240) 23 +(20A—120)z> +24x
(v) Th ((e1 — 2)°,2) = M 10N 350250 +24

esitliklerini saglar.
ispat: T, lineer oldugundan istenen sonu¢ Lemma 4.1.1 ve binom aglimindan

elde edilir. [J

4.1.3 Lemma: Her A > 0 igin, lim)_,« cx(z) = 4 olmak iizere

< 3A C
=M E6A2+1IA+6

T ((e1 — z)*, 2) (x), x € (0,1),

olur.
Ispat: x € (0,1) olsun. Lemma 4.1.2’den,

3\
4
T ((61—1') ’x) < M 4+6X2+11N+6

) iy (24 12) a0 (128024 2
x[(l )\)x+(2+)\>x +(1 )\)x +)\x],

dir. Dolayisiyla buradan

_ 3\ (@)
= N 16X L 11A4+6 "

T ((er — r)?, z)
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elde edilir. O

4.1.1 Onerme: A\ > 0 ve r = 0,1,2,... olsun.

Ket) = ot =0

T, operatorlerinin ¢ekirdegi olmak tizere

Sar(z) =T\((t —2)",2) = /0 (t — )" Ky(x,t)dt,

My, (x) == (A)p S (),

bi¢iminde tanimlansin. Bu durumda sabit bir » > 0 igin

M)\70(ZE) = 0,
z(1l—x)
A+1 7
(42 — 622 + 22)
M = (A
r2(t) = N2 =5y
(3A — 18)xt 4 (=6 + 36)x> + (3\ — 24)2? + 6z
M =(A
r3(7) = (Vs A3+ 6A2 + 11\ + 6 ’
(—40X 4 96)2° + (100X — 240)z* + (—80\ + 240)z*
AT+ 10A3 4 35A2 + 50X + 24
(20\ — 120)2? + 24z
M+ 1073 + 35A2 + 50\ + 24

M)\J(I) = /\

My a(x) = (N4

olur.
M, () ile ilgili daha fazla bilgi asagidaki teorem ile verilebilir.

4.1.1 Teorem: r bir sabit say1, My ,(z), x ve A degigkenli bir polinom olsun.
Bu durumda ¢, ,—;(x), r. dereceden z’e¢ bagh ve A’dan bagimsiz bir polinom olmak

uzere

MA,T(x) = ¢T,T(I)>‘T + ¢T,T—I<I>/\T_1 + ¢r,r—2(«r>/\r_2 + ..+ ¢r,1(x)>\
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olur.
Ispat: r bir sabit say1l, M), (x), x ve A degiskenli bir polinom olsun. Aciktir
ki

Sxr(z) = /0 (t — )" Ky(x,t)dt

esitliginde Binom agilimini kullanilacak olursa

Sxr(z) :/0 Ky(z,t) [Z ( ; > tk(_q;)T—k] dt

Lemma 4.1.1’den ve Stirling sayisinin tanimi kullanildiginda

SROEDY ( ; ) (—l’)rk%dt

olur. Buradan

R=o \ F (M

Sailr) = 3 ( i ) (1T bs ()

elde edlir. Dolayisiyla son esitilikten

Mar(r) = 3 ( i ) (—1y-tarti-ts(r, 5y 2O

k,j=0

sonucununa varir. [J

4.1.2 Teorem: 0 < z < 1 olsun. Bu durumda her r > 0 sabiti sayisi i¢in

olacak bi¢imde sadece r’ye bagh bir A, sabiti vardir.
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ispat: Theorem 4.1.1°den, her r i¢gin 0 < x < 1 olmak {izere

Mar(r) = 3 ( i ) (—1y-tari-ts(k, ) 2O

k,j=0 k

olacak bicimde sadece r’ye bagh bir A, sabiti vardir. k = k + j alinirsa

= 3 ()t v -

nico \ F+1J (A)k+s

_ - r r—j .r—k ANV F(A-{—T’)
= Z ( > (—1) X S(k’—Fj,j))\ m

mimo \ K+

elde edilir. [28] kitabmmdaki Teorem 3 kullamlacak olursa 0 < $(r + k) i¢in

(A +7)
.1 — \J
g()\,k,T,O) /\ F(}\—l—k/)

fonksiyonunun « := max(—k—1,0) olmak iizere («, 00) aralig1 tizerinde tamamen

monoton oldugunu séylenebilir. Boylece x € (0, 1) igin

r

| Map() = > ( k:j > |'s(k+5,5) | CA"

k,j=0

yazilir. A, := ( ) | s(k+ j,7) || denilirse

k+j
0 S M)\,2r(x) S Ar)\ir

bulunur. Bu ise teoremin ispatini tamamlar. [

4.1.2 Sonug: § = A" 0 < a< % ve r yeterince biiyiik olsun. Bu durumda

her £ > 0 i¢in

/ Ky(z, t)dt < CAX7*
[t—z| >~

olur.
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ispat: Teorem 4.1.2°den, 0 < x < 1 olmak iizere her r i¢in,

0 S M)\,Qr(x) S AT)\iT

olacak bicimde sadece r’ye bagh bir A, sabiti vardir. Buradan herbir 6 > 0 i¢in

/ Ky(z,t)dt < 5—2’“/ (N)ar(t — )" Ky (, t)dt
[t—z|>0

[t—z|>d
<O My (z) <5TANT

elde edilir. Son egitsizlikte 6zel olarak § = A7 segilirse, 0 < a < % ve 1 yeterince

biiyiik olmak tizere herbir k£ > 0 i¢gin

/ Ky(z,t)dt < CX™F
[t—z|>A—
bulunur. Bu esitsizlikte C' sabiti sadece o ve k’ya baghdir. [

4.1.3 Teorem: f € ([0,1] olsun. Bu durumda T)(f,x) operatorleri f
fonksiyonuna (0, 1) araliginda diizgiin yakinsar.
Ispat: f € C[0,1] olsun. Sonuc 4.1.1'de verilenler Teorem 2.3.1 (Korovkin

Teoremi)’e uygulanirsa istenilen sonuca ulagihr. O
Asagidaki teorem T (f, z) operatorlerinin noktasal yakinsakligini verir.

4.1.4 Teorem: f € L'(0,1) olmak tizere f fonksiyonu z = 0 ve z = 1
noktalarinda siirekli ve [0, 1] iizerinde smirh olsun. Bu durumda A — oo igin
Tx\(f,z) operatorleri f(x) fonksiyonuna noktasal olarak yakisar.

Ispat: Kabul edelim ki f € L'(0,1) olmak tizere f fonksiyonu x =0 ve z = 1

noktalarinda stirekli ve [0, 1] tizerinde siirh olsun. Agikca goriiliir ki

')

ITs0) = 1@ = Faroa = o))

/0 Pl (1 D f (1) — fa))de
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< I'(A)
~I(A) (A1 -z

' Az—171  p\A(1l—z)-1 — f(r
»At (1 — 071 f(t) — f(a)ldt

dir. Bu durumda € > 0 igin |z — t| < ¢ oldugunda |f(x) — f(t)| < £/2 olacak
bigimde ¢ > 0 vardir. Simdi [0, 1] tizerindeki integrali [t — x| < 0 ve [t — x| > ¢
toplami iizerinden alalim. Ilk integral icin | f(z)— f(t)| < € ve ikinci integral i¢inde
u € [0,1] i¢in |f(u)| < M olmasi kullamlir. Daha sonra integrali (z — t)?/§% > 1

ile carpilir. Boylece

T5(f,) ~ F(@)] < /2 4+ 20 Tal(er — )%, )

olur ve Sonug 4.1.1’den

elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar. []

4.2 T\ Operatoriiniin Yaklagim Hizi

Bu bolimde, 7T, operatér dizilerinin [ fonksiyonuna yakinsama
hizi, 1. ve 2. siireklilik modiilleri ve Peetré K-fonksiyonelinden

yararlanarak hesaplanilacaktir.

4.2.1 Teorem: f, (0,1) iizerinde smirh ve integrallenebilen bir fonksiyon
olsun. Bu durumda T)\(f,z) operatorleri 9, := \/; olmak tizere her x € (0,1)
i¢in,

3
| T,\(f,fE) - f($) |S §w<f7 5)\)

esitsizligini saglarlar. Boylece f € C[0, 1] ise A — oo i¢in Ey(f) — 0 olur.
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ispat: f, (0,1) iizerinde sinirh ve integrallenebilen bir fonksiyon olsun. Bu
durumda Ty(f,z) operatorlerinin lineerligi ve monotonlugundan, A > 0 ve

z € (0,1) igin,

| Ta(f, ) — fz) IS Th(] f(t) = f(2) |, @) (4.2)

olur. Burada (2.1) esitsizligi (4.2) esitsizliginde = VA [t —x | ve § = \%\ alarak

kullanilacak olursa

I T(f) = @) 1€l VAT (e —r )] 4

elde edilir. Boylece pozitif operatorler igin Cauchy-Schwarz Esitsizligi ile (4.3) den

| Ta(f0) ~ £(0) 1< (14 v/ e = a0) ) wl 6.

olur. Son esitsizlige Lemma 4.1.2 uygulanirsa

1 z(1—x)

elde edilir. Boylece [0, 1] tizerinde z(1—z) < }l oldugundan istenen sonuca ulasilr.

O

4.2.2 Teorem: f € L'0,1] ve [0,1] tizerinde sirh fonksiyon olmak iizere

(4.1) ile tamimlanan T)(f, z) operatorleri her z € (0,1) ve §, = % i¢in

| T3(f.2) = f(2) 1< 3l )

esitsizligini saglarlar.
Ispat: f € L'[0,1] ve [0, 1] fizerinde siirh fonksiyon olsun. Ortalama deger

teoreminden
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olacak bigimde £ € (¢, x) vardir. Ty operatorleri pozitif oldugundan Lemma 4.1.2

ile &, € (min{¢, z}, max{¢, z}) oldugunda

T5(f, ) = f(@)] = |Tx ((er — ) f'(£), )]

= [T ((ex = 2)(f'(&ea) = f'(2)), 2) [ + |/ (2)Ta((er — 2), 2)]

dir. Stireklilik modiiliiniin 6zelligi kullanilarak

716 - £ <l 0) (145 16 —o1) <wtro) (145 10-2 )

elde edilir. Sonug olarak

| Th(f,2) = f(2) [< f (@) Ta((er — @), @)
+w(f',0)Ty (]el — )] <1 +% ey — \) ,x)
= w(f,0)Ty <| e — 1 | +%(61 — x)Q,a:)

:w(f/aé){TA(] e1 — x|, x)+ %TA ((e1 — )%, 2) }

olur. Buradan son esitsizlige Cauchy-Schwartz esitsizligi ve Lemma 4.1.27i

uygulanacak olursa

| T3(f,2) = S@) |< (VT (e = 0% 0) + 5T (e = 0,2) |

<ara T2 (135
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bulunur. Burada d, = % secilirse

| T3, ) — (&) 1< S8 (56)

esitsizligine ulagilir. Bu ise teoremin ispatini tamamlar. []

4.2.3 Teorem: f € H® olsun. Bu durumda 7)(f,x) operatorleri §, = %

olmak iizere her = € (0, 1) i¢in,
| Th(f,x) — f(x) |[< M6}

esitsizligini saglarlar.

Ispat: f € H olsun. T operatoriine (2.4) esitsizligi uygulanirsa

| Ta(f, ) = f2) IS TN (] f(E) = f2) [,2) S MTN ([t == |, )
elde edilir. Buradan
| Th(f, 2) = fl2) [< MTN(| £ — 2 [, x) (4.4)

olur. (4.4)ep = %, q= ﬁ icin Holder esitsizligi uygulandiginda

| Ta(f, 2) = f(z) |

o

<t (cpmratimay [, |00 e )

2—a

" (mMF((Q)l ) / (=) T e d’*) | }

< M| (gt |, 00 ara)

(gt [, 0 }

elde edilir. Buradan T (e, z) = 1 oldugu diisiiniiliirse

o
2
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[NIfe)

| Ta(f,2) = f(z) [< M [Th ((e1 — @)%, 2)] * = M6

bulunur. Buradan ispat tamamlanmig olur. [J

4.2.4 Teorem: [ € C?[0,1] olsun. Bu durumda her A > 0 igin

T(f2) - o) < L]

esitsizligi saglanir.

Ispat: f € C2[0,1] ve A > 0 olsun. Taylor formiilii

Ry .(t) = / (t —v)f"(v)dv

olmak tlizere

f@) = f(z) + [(2)(t — 2) + Ryalt) (4.5)
dir. Buradan ortalama deger teoreminden

Rf,a:(t) — f”(st,x) (t _ :E)2

esitligi saglayan bir &, € (min{x,t}, max{z,t}) vardir. Boylece (4.5) esitligi

1) = F@) + Fa)(e - 2) + T8 g gy (4.6)

bigiminde yazilabilir. T\ operatorlerini (4.6) esitligine uygulanirsa Lemma

4.1.2’den

J"(ea)

IT(f0) - 1(a) 1< 73 (|

(e — x)Q,x)

62



"
B

5 T ((61 — x)2,m)
1= a)
2 A+1
elde ederiz. Boylece her A > 0 igin
"1

IT5(f, ) = f(=z)] <

8A

elde edilir. [J

4.2.5 Teorem: f € C?[0, 1] olsun. Bu durumda her A > 0 icin

| Ta(f,2) = f(2) 1< 72 ()

esitsizligi saglanir.

Ispat: f € C2[0,1] olmak iizere 0 < h < tmin{z, 1 — 2z} i¢in

o (2) :%/_ /_ [27(x + 11+ 12) = fla + 20+ 202) bty

>
|

bi¢iminde taninsin. Buradan

[ g(@) |= [{27@+2m) = 2@+ )+ @)} + {1 = 2m) = 2@ = ) + (@)}

elde edilir. Boylece

2
| 9%(95) < 5—2W2(f> 0)

ve
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'/a h(t)dt' <20 sup | h(u)]

—a u€[—a,a]

elde edilir. Dolayisiyla

h h
2 2

1@ -0@) 1= |3z [ [ {#+ 00 =2 w20 +20) + 1@ b

h
2

< %/g /2 |z + 1 +15) = 2f(x + 201 + 2t5) + f(2)] dirdty < ws(f,0)

h
2

olur. Son esitsizlik ve Teorem 4.2.4 kullanilirsa

FTAC) = FASITNG = gn) |+ Ta(gn) = gn [+ 1 f = gn
SIS = gn [T+ 1 T3(gn) —gn [+ 11 f = gn |l

— 9 f =g |+ | Talgn) — g 1< 2en(f,0) + ) o [

1 2

< 2wo(f,9) + 8—/\§w2<f7 6) = wa(f,0) (2 + 4/\152)

olur. Boylece 0, = \%\ segerek istenilen sonuca ulasilir. [

4.2.6 Teorem: K(f,6,), (2.6) ile tammlanan Peetre K-fonksiyoneli ve 0y = §

olsun. Bu durumda her f € C|0, 1] ve t € [0, 1] sabit degeri i¢in

| TA(f) = f llepy< 2K(f,6x)

olur.
Ispat: K(f,0,), (2.6) ile tammlanan Peetre K-fonksiyoneli ve 0y = 1 olsun.

Bir g € C?[0,1] igin u;, € (min{z,t}, max{z,t}) olmak {izere




olur. Bu durumda ¢ € [0,1] i¢in 7) operatoriinii bu esitligin iki tarafina

uygulanicak olursa

| Ta(g,2) — g(x) |<] g'(2) [| Tx ((e1 — x), 2) | (4.7)

5 16"@) | T (e — 2%, 2) |

elde edilir. Buradan Lemma 4.1.2 goz oniine alirsa (4.7) esitsizligi

1 (1l —x)
T _ < - " TN 77
| T(g0) — 90) 1< 5 1 9"(0) | 25—
bi¢iminde yazilabilir. Boylece
" 1 1
| Tx(9) — g llcou<Il 9" llcioy B\ <|l g llezj0.) N (4.8)

olur. Diger taraftan T) operatorleri lineer operatorler oldugundan

| Ta(g,x) — g(@) [<| TN(f — g,2) | + | fz) — g(z) | + | Th(g,2) — g(z) |
bulunur. Buradan da

| Ta(f) = fllcon< 2| f =g llcion + | Ta(9) — g |l (4.9)

olur. (4.9), (4.8) ile goz 6niine alindiginda ise, son esitsizlik

1
I'T\(9) = 9 lleon< 2{ If =g lleoay + 1 9(2) e 5} (4.10)

bigiminde yeniden yazilabilir. Eger (4.10) esitsizliginin iki tarafinin g € C?[0, 1]
olmak ftizere 9, = % i¢in infimumunu alinacak olursa ispat tamamlanir. Burada

dikkat edilmelidir ki A\ — oo oldugunda ) — 0 olur. [
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Siradaki teorem T) operator dizisinin f fonksiyonuna Zygmund modiili ile

yaklagim hizini verir.

4.2.7 Teorem: f € C[0,1] olsun. Bu durumda her 0 < 6 < 1 ve t € [0,1]

, 7 \/X , )\

olur.

Ispat: f € C[0,1] olmak iizere her 0 < § < 1 ve ¢t € [0,1] sabit olsun.

Teorem 2.1.6’daki egitsizlik, Teorem 4.2.6’ye uygulanirsa

K(f,6) < C | (f,v8) +min{1,6} || f Il
ve buradan da § = % secilirse,

1 1
IT3(F2) = £(0) lown< 2C [on (£ro= ) 43 1 S lown]  (012)

elde edilir. Boylece + < wa(f, %) ise (4.12) esitsizligi,
1
I T0(F:2) = F0) o< 2C (14 0 F o) (£, 75 ) (413

verir. Aksi taktirde ws ( f ) < Lise, (4.12) esitsizlig,

1
9 \/X

(4.14)

> =

I TA(f,2) = f(@) lepn< 2C (1+ ]| £ llcoa)
olur. Béylece (4.13) ve (4.14)'de 2C (1+ || f |lcp,) = Cf secilirse (4.11) elde

edilir. U

4.3 Voronovskaya Tipi Teorem
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Onemli asimptotik formiillerden biri [4, 21] kaynaklarinda Bernstein
operatorleri i¢in Voronovskaya teoremini ispat eden Voronovskaya tarafindan

verilmigtir. Pozitif operator dizileri i¢in benzer tip teoremler [29, 30]

Voronovskaya-tipi bir teorem verilmistir.

4.3.1 Teorem: f € C?|0,1] olsun. Bu durumda her z € (0, 1) sabiti i¢in

I A[T3(f,2) — f(@)] = ga(1 - 2)"(x)

olur.
Ispat: f € C?[0,1] olsun. Bir z € (0,1) sabit noktas: i¢in Taylor formiiliinii
kullanirsak her ¢ € (0, 1) i¢in, g(¢, ) kalintisinin Peano formu ve ¢(¢, z) € C?[0, 1]

icin limy_, g(t, z) = 0 olmak iizere

f@) = fz) + f(a)(t — ) + %f”(x)(t — @)’ +g(t,2)(t — 2)*

dir. Sonug 4.1.1°de verilen T)(eg, x) = 1 esitliginden

Ta(f,z) = f(z) = f(@) T (e — ), ) + %f”(ﬂf)TA((el — )’ )

+T) (g9(t, z)(e1 — z)*, 2)

olur. Buradan Cauchy-Schwarz esitsizligi ile

N
N

Ty (9(t, z)(t — )%, z) < [T ((e1 — 2)*, 2)] 2 [Th (¢°(t, 2), z)]

elde edilir. p(t, ) = ¢g*(t, x) fonksiyonu t € [0,1] i¢in Teorem 4.1.3’in kogullarim

sagladigindan

lim T} (¢*(t,z),z) =0

A—00
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dir. Ustelik Lemma 4.1.3 g6z Oniine alirsa,

AT (g(., x)(er — z)?, 2)
ve buradanda

1
3 :
S My rimge @@ (B,

NI

bulunur. Bu son esitsizlik ise

lim AT (g(.,z)(ex — 2)*,2) =0

A—00

sonucunu verir. Boylece yukaridaki sonuclar ve Lemma 4.1.2’den

lim A T3, 2) — £ ()] = (1 — 2)f"(2)

A—00
elde edilir. [J
4.4 Bernstein Operatoriiniin ()Z}’&plSl

n = 1,2, ... i¢gin klasik B, : C[0,1] — C0, 1] Bernstein operatorleri olsun. A,gn)

Bernstein operatorlerinin 6zdegerleri olmak tizere

/\(n) L n' 1

= —, k=0,1,2,...
k (n_k)lnk7 07 <

olur [31]. Ozfonksiyon esitligi m,, dereceden n’yi asmayan polinomlarin kiimesi ve

b;'nin derecesi j olmak tizere {bg, b1, ..., b, } tabanna gore,
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bi¢iminde yazilirsa B, (f) operatoriiniin tagidigi polinomun derecesini azalttig
goriilir. Bu ise bize bir iist liggen matris sistemini verir. b;’'ler e; monomileri
oldugunda asagidaki kogegenlestirme teoremi Cooper [31] makalesinde vermistir.

Bu notun amaci operatoriin ozyapisina dair ek bilgi vermektir.

B.(f)(z), Z;'V:o b;jz? bigiminde bir polinom olmak iizere

o

b(] 10 0 Qo
bl 01 % # aq
0 0 (”7—11) ] % ]

= . . . ... . . (4.14)
bn—l . . . . . Qp—1
by 00 0 ... 2 an

nN(n—N)!

%
olsun. Diger bir deyigle b = Pd@, P = (tjx) = S(k, )=~ olsun. Bu {ist {iggen

nk (n— J)
matris B,, nin 7y’ye kisitlamasiin bir matris gosterimidir. Aciktir ki 6zdegerler
bu matrisin kosgegeni tlizerindeki elemanlaridir. Buradan B, f = Af olmas1 icin

gerek ve yeter kosul n = 1,2,... olmasidir. A\ = 1 ozdeger uzay1 iki boyutludur

fakat geri kalan 6zdegerlerin uzaylar ¢ok boyutlu degildir.

Ayrica bu matrisin P71 = (I) = (—1)’“‘%(/{;,2’)@ biciminde bir tersi

vardir.

pp= itjkzkz
k=0

oldugu ic¢in ters matris
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1 0 0 0 0
1 2 N—1_N—
0 1 D2 (=DMt
n 3n (=DN"25(N,2)
00 n—1 (n—1)(n—2) niN-1

—s(N,N—1)nN (n—N+1)!
n!
nN (n—N)!
n!

dir.

Simdi A = 1’in geometrik yapisini inceleyelim. B, — I matrisi

00 0 0
00 1 AT
00 =t SEDn-1)
n!
OOO...m_]_

olsun. Bu matrisi egolonlagtirirsak B,’nin rankinin N — 1 oldugunu goriiliir.
A = 1'nin ozuzay1 iki boyutlu ve diger biitiin o6zdegerlerin 6zuzaylar: ise

bir boyutludur.

4.5 T, Operatoriiniin (")zyaplsl

Ty operatoriiniin 1[0, 1] Hilbert uzayma operator olarak etki ettigini
diistinmek ne kadar dogal gortinse de operatoriimiiz agik¢a bu uzayda simirsizdir.
Ancak Ty operatorii C[0, 1] Banach uzayna smirlandirilir ise operator sinirh ve
| Ta]] = 1 olacaktir. Bazi ¢ > 0’ler i¢in (1+c)- ¢apl kapali diski igeren bir bolgedeki
analitik fonksiyonlarin uzay: iizerine kisitlanan 7\ 'nin kisitlamasi ile hesaplamaya
baglayalim. f orjin etrafinda Taylor serisine agilabileceginden f(z) = >, f,2"

yazilabilir boylece agagidaki gibi bir hesaplama ile
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0 k=0
_ o ' k = (Az)k
_kzzofk/o Ky (x, t)t*dt kzzofk o
_ — i - k—j Jod
— ZWZ(_D s(k, j)Nz
k=0 \"* =0
elde edilir. Buradan
00 k
T(F0) = 3 e SO sk )V (4.16)
k=0 =0

olur. Cauchy formiinden yararlamlacak olursa M, sup{|f(2)| : |z| < 1+ ¢} olmak

uzere

FM(0)
!

mv{ 'SMu+@*,

bulunur. Boylece f € (2 ve (4.16) esitligi Th'min ¢? {izerindeki matris
gosteriminin etkisini ifade eder. Matris gosterimi iist iiggenseldir buradan
operatoriin ozdegerleri bu matrisin kogegeni iistiindeki elemanlaridir. Yani

k=0,1,--- icin

olur. Buradan 0, A, — 0 oldugundan bu operatoriin spektrumu icindedir.

7N, (N + 1)-boyutlu derecesi N’i agmayan polinomlarin kompleks uzayini
gostersin. Simdi 7y iizerinde T operatoriiniin spektrumunu inceleyelim. Bunun

icin f € my olsun.
N
f(z) = Z fi?®
k=0
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(4.16)’dan ve Tamim 2.3.13’ten T\ (f, z),

0 0 0
bo 0 1 (N=1)!\ o
b 31 - N
! 00 2 (DN s(N 2N “

A2 = M
- S . -
n —s(N,N=1)A n
b oo o0 . .. — oy

0 By

bi¢iminde gosterilir.

. . g i Y .,

Diger bir deyisle b = Ad, A = (tj) = (=1) Js(k’,j)(f\‘ﬁ olur. A {ist ii¢gensel
matrisi Ty 'nin 7y kisitlamasinin bir matris gosterimini verir. Agiktir ki 6zdegerler
kogegen elemanlaridir. Buradan T)f = Af olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
A = 1,2, ... olmasidir. Bu ise gosterir ki A = 1 6zdegeri iki boyutlu uzaya sahip

iken geri kalan tek boyutludur. Ayrica

N
AATE =D "t
k=0

%

_ g% ((_1)’”3(&1')(;\\1) X ((—1)j_k5(ja kf)%) = 0y

oldugundan matrisin inversi A" = (hy) = (—=1)* 7S (k, i) 2% olur. Bu durumda
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10 0 . .. 0
_1\N—-1
O 1 —% ()\1]\)7—1
_{\N—-2/oN—-1__
0 0 AL G A VeV
Al =
0 —SIVN-1)(A)n—1
. . . N
NN
AN

bi¢gimindedir. Jimdi A = 1’'in geometrik yapisini inceleyelim. A — I matrisi

00 0 0 0
1 (=DN"IA (=1)N—1)
00 A+l O ! o
0 0 = _—1 (DN 2s(N=1.2)A? (=D ~25(N,2)\?
(M2 ) MN_1 o
AN —s(N,N—1)\N-1
0 .o e 1 —]S,)\)N
A
0 .o 0 m—l

bi¢imindedir. Bu matrisi esolonlagtirirsak 7'— A’nin rankinin N —1 oldugu goriiliir.

Buradan A = 1’in 6zuzay1 iki boyutlu ve digeri ise bir boyutludur.

T — A'nin 6zdegerleri,

bi¢giminde ifade edilir.

p,(cn), k. dereceden monik 6zfonksiyonlar1 gostersin ve

py =1, pl=x—-1/2 (4.17)

alalim. Elde edilen bu sonuclar asagida bir teorem seklinde ifade edilmistir.
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4.5.1 Teorem: T\ operatori her f € C]0,1] igin Aé’\) ve p,(c’\) sirastyla

ozdegerleri ve ozfonksiyonlari olsun. Bu durumda

T\(f) = AYF Ve,
diagonal formda ifade edilebilir. Burada 6zdegerler
k=0,1,2,.. (4.18)
bi¢iminde verilir ve

1=AP =AMV > AV > AP > > AW >0

Y

'i saglarlar. Bu durumda A; nin bir 6zfonksiyonu k. dereceden

k
M) = kN = o — Bt 4.19
polinomudur. Bu polinomun katsayilari ise j = 2,3, ....; k icin
k
clk,k, ) =1, clk—1k )\ = B (4.20)

ve

. AT = . .
clk—j, kN = e <)\k_1 — E) ‘ : s(k—i,k—j)c(k—i,k,\),

=0 (/\)k—z
formiilleriyle hesaplanabilir.
ispat: p,(g’\) = Z];:o asx® olsun. Bu durumda pp'nin  ozdegerleri
Ay = % olur. p,(c’\)’mn ozdegeri i¢in Thpr — Agpr = 0 esitligi saglanmalidir.

Bu esitlikten

74



| 0 0 . g 0

Mk
0 (=DF sk, DN (=1 Ls(k+1,1)A
C Mk Nket1 ' ax
0 (=1)F=25(k,2)A2  (=1)k25(k4+1,2)A?
o By By ' 42
—s(ko—1)A=1  s(k+1,k—1)AF—1 -
o .. op B g1
—s(k+1,k))
0 .. 0 W Qe
Met A

olur. Bu lineer sistem ise ¢oziilebilirdir. Dolayisiyla sadece matris esitligi ile ay # 0

oldugu goriliir. [J

4.5.1 Not: Ozfonksiyonlarm bir listesi agsagida verilmistir. Ilk dort

ozfonksiyon A'dan bagimsizdir.

Dordiincii 6zfonksiyon ise A'ya baghdir. Asagida besinci 6zfonksiyon carpanlarina

ayrilarak verilmigtir.

1++5 1—-+5 1
p”‘(x):x(x_l){(‘”_ 2 )(‘T— 2 >_5(5/\+6)}

(4.20) kullanilirsa (4.19) igin ilk katsayilar agagidaki gibidir.

ek, \) =1, 0<k<A\
k
ch=LkN =7, 1<k<)
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s(kok—2)+Es(k— 1L,k —2)(A+k—1)
c(k—2,k,A)=—{ (2k —3)A + (k- 1)(k —2)

},2gkgx

4.6 Ustel Operatorlerin (")zyaplsl

Bu béliimde Sy, tistel operatoriiniin 6zel halinin 6zyapisi incelenmistir. Bunun

icin Tamim 2.3.12’de p(t),

p(t) = at® + bt +c,

olsun. 7y derecesi en fazla N olan polinomlarin uzayr olmak itizere S
operatoriiniin - 7y  iizerindeki etkisini  diisiinelim. Bu uzay CN*'de

T

Sajt! — (ag,a1,- - ,an)’ olarak tammsm. Bu bolimiin ana teoremi asagida

verilmigtir.

4.6.1 Teorem: S)'nin my'ye kisitlamasinin = ozdegerleri 1  ve
[ (L +ja/A), n=1,2,--- (N — 1)dir. A = l'in 6zuzay1 1 ve ¢ tarafindan
iiretilir. A = []’_,[1 + ja/A)'nin ézuzay1 ise (n + 1). dereceden bir polinomla
tretilir.

Ispat: Acktir ki n > 1 icin Je WA\, t,u)udu n. dereceden bir
polinomdur. Fakat bunun esas teriminin [[7_,[1 + ja/A) oldugu iddia

edilirse tumevarimla

a n _ A n
a/RW,\(A,t,u)u du—p(t) /RWA()\,t,u)u (u—t)du

elde edilir. Bu ise Sy'nin 7y'ye kisitlamasinin  kosegen elemanlar
L1 J[- 1+ ja/A),n = 1,2,--- | N — 1 olan bir iist ficgensel matris oldugunu

gosterir. Boylece teoremin ispati tamamlanir. [J
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5. SONUC VE ONERILER

Bu caligmada elde edilen yeni sonuglar ti¢lincii ve dérdiincii béliimlerde yer

almaktadar.

Bu tez caligmasinin iclinci kisminda Fourier tabanli yaklagimda
uygulanan Kismi, Cesaro ve genellestirilmis de la Vallée toplanabilme
metodlart  lineer olmayan Fourier tabanina  genisletilmistir.  Ayrica
S.  Prosdorff tarafindan ele alman Holder metriginde trigonometrik
polinomlar ile yaklasim hizinin degerlendirilmesi de lineer olmayan
Fourier  tabanli  seriler igin  incelenmistir.  Ayrica  genellestirmeleri
dikkate alarak, Holder metriginde, Cesaro, genellestirilmis de La Vallée
toplanabilme metodlar1  kullamlarak ~ H2, LP(II) ve C(II) uzaymnda
periyodik fonksiyonlara yaklagimin hiz1 ile ilgili ortaya c¢ikan sonuglar

verilmigtir.

Yaklagimlar teorisinde c¢esitli operatorlerin yaklasim hizlar1 stireklilik
modulleri ve K-fonksiyonelleri yardimiyla verilmektedir. Sireklilik modiili
ve K-fonksiyoneli arasinda da tezde verdigimiz egitsizlikler gecerlidir.
1-boyutlu uzaylarda bu tiir yakinsama hizlar1 bir ¢cok caligmada incelenmistir. Biz
de bu tezde yeni tammmladigimiz T\ operatorii icin benzer sonuclar: inceledik ve
tanimlanabilecek yeni operatorler i¢in benzer caligmalara bir kaynak olugturmaya

caligtik.

Bu sonuglar ile ilgili degerlendirmeler ve acik kalan problemler ile ilgili 6neriler

asagida verilmistir.

Bu caligmada ele alinan uzaylarda farkli toplanabilme metodlar: ile lineer

olmayan Fourier tabaninda yukardaki problemler yeniden incelenebilir. Ayrica



farkli fonksiyon siniflari ve bu siniflar tizerinde ele alinan normlara gore yaklagimin

derecesinin belirlenmesi ile ilgili problemler ele alinabilir.

Yaklagim teorisinin bazi diiz ve ters teoremleri lineer olmayan Fourier
tabanina genisletilip ispatlanabilir ve bu teoremlerin iyilestirmeleri elde

edilebilir.

Ayrica T, operatoriintin lineer kombinasyonlari ile daha iyi yaklagim sonuglari

elde edilebilir.
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