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ÖZET 

GENİŞLETİLMİŞ GENEL HECKE GRUPLARININ KAMUTATÖR ALT 

GRUPLARI 

YÜKSEK LİSANS TEZİ 

ŞULE KAYMAK 

BALIKESİR ÜNİVERSİTESİ FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ 

MATEMATİK ANABİLİM DALI 

(TEZ DANIŞMANI: DOÇ.DR.ÖZDEN KORUOĞLU) 

BALIKESİR,  ARALIK - 2013 

 

Bu tez beş bölümden oluşmaktadır. Birinci bölümde, çalışma tanıtılmıştır. 

İkinci bölümde, diğer bölümlerde kullanılacak tanımlar, örnekler, 

teoremler ve metodlar verilmiştir. 

Üçüncü bölümde,      Genel Hecke Gruplarının kamutatör alt gruplarının 

grup sunuşları ile      Hecke Gruplarının kamutatör alt grupları arasındaki 

ilişkiler verilmiştir. 

Dördüncü bölümde,  ̅    Genişletilmiş Genel Hecke Gruplarının 

kamutatör alt gruplarının grup sunuşları verilmiş ve  ̅    Genişletilmiş Hecke 

Gruplarının kamutatör alt gruplarıyla ilişkisi incelenmiştir. 

Beşinci bölümde, tezden elde edilen sonuçlar ve ileride yapılacak 

çalışmalar için açık problemler verilmiştir. 
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ANAHTAR KELİMELER: 
 

 

ABSTRACT 

COMMUTATOR SUBGROUPS OF THE EXTENDED GENERALIZED 

HECKE GROUPS  

MSC THESIS 

ŞULE KAYMAK 

BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE 

MATHEMATICS 

(SUPERVISOR: ASSOC. PROF. DR. ÖZDEN KORUOĞLU ) 

BALIKESİR,  DECEMBER 2013 

 

This thesis consists of five chapters. In the first chapter, the study is 

introduced. 

In the second chapter, it is given that the definitions, examples, theorems 

and methods which are used in the other chapters are briefly recalled. 

In the third chapter, the presentations of the commutator subgroups of the 

Generalized Hecke Groups      are investigated and some relations between these 

presentations and commutator subgroups of  the Hecke Groups      are given. 

In the fourth chapter, the presentations of the commutator subgroups of the 

Extended Generalized Hecke Groups  ̅    are given and some relations between 

these presentations and commutator subgroups of the Extended Hecke Groups 

 ̅    are investigated. 

In the fifth chapter, the results obtained from the thesis are summarized 

and open problems for future studies are given. 
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1. GİRİŞ 

Hecke grupları literatüre, E. Hecke’nin 1936 yılında yaptığı “Über die 

Bestimmung Dirichleter Reichen durch ihre Funktionalgleichungen” isimli çalışması 

ile girmiştir.  ( ) ile gösterilen Hecke grupları,   sabit bir pozitif sayı olmak üzere  

 ( )   
 

 
  ve  ( )      

kesirli doğrusal dönüşümleri ile üretilir. Ayrıca E. Hecke,  ( ) Hecke gruplarının 

Fuchsian olması için gerekli ve yeterli şartın  

    veya          
 

 
 (               ) 

 olması gerektiğini göstermiştir [1]. 

     denilerek      değerleri için  

    (  )  ⟨   |       ⟩                                   (1.1) 

Hecke gruplarının sunuşu elde edilir. 

         
 

 
 (                        ) 

değerlerine karşılık gelen  (  )  Hecke grupları ile bunların normal alt grupları 

Cangül tarafından çalışılmıştır [2]. Hecke grupları ile ilgili ayrıntılı bilgilere [3-11] 

nolu kaynaklardan ulaşılabilir. En önemli Hecke grubu     değerine karşılık gelen 

   (   )  modüler gruptur. Modüler grubun sayılar teorisi, fonksiyonlar teorisi gibi 

matematiğin birçok dalıyla ilgisi gösterilmiştir  [2,12-16]. 

Lehner [17] nolu makalede, 

 ( )          ile  ( )   
 

    
   

lineer dönüşümleri yardımıyla üretilen      genel Hecke gruplarını tanıtmıştır. 

Burada      denilerek  

      ⟨   |       ⟩        (             )          (1.2) 

grup sunuşları elde edilmiştir. Bu gruplarda     için       (  )  eşitliğinden 

(1.1) deki Hecke grupları elde edilir. Bu gruplar    sembolü ile de gösterilir. 

 ( )  
 

 ̅
 yansıma dönüşümünü      Hecke gruplarına katarak elde edilen 

genişletilmiş Hecke grupları, Bizim ve Şahin tarafından tanıtılmıştır. Bu grup 
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 ̅(  )  ⟨     |                        ⟩       
    (1.3) 

sunuşuna sahiptir. Genişletilmiş Hecke gruplarının kamutatör alt grupları ve 

aralarındaki bazı ilişkiler de [16,18-23]  nolu kaynaklarda verilmiştir. 

     genel Hecke gruplarına   ( )  
 

 ̅
 yansıma dönüşümü katılarak  

        ̅    ⟨     |                            ⟩       
     (1.4) 

genişletilmiş genel Hecke grupları elde edilir. Bu grup    ile    dihedral gruplarının 

   ile birleştirilmiş serbest çarpımına izomorftur [24]. Bu gruplarda     için 

 ̅     ̅(  ) eşitliğinden (1.3) teki genişletilmiş Hecke grupları elde edilir. 

Bu tezde      genel Hecke grupları ile  ̅    genişletilmiş genel Hecke 

gruplarının kamutatör alt grupları incelenmiştir.      değeri için     
  birinci 

kamutatör alt gruplarının, [2] de verilen     
  grupları ile çakıştığı görülmüştür. 

Ayrıca  ̅   
  nun özel durumu olan     yerine yazıldığında [18] ve [19] nolu 

kaynaklardaki   ̅   
  elde edilmiştir. 

Bu çalışmada yapılanları bölümlere ayırarak kısaca tanıtalım. 

Çalışmanın ilk bölümü tezin gelişimini anlatan, tezin bölümlerinin tanıtıldığı 

giriş bölümüdür. 

Çalışmanın ikinci bölümünde, tezin diğer bölümlerinde kullanılacak tanımlar, 

teoremler ve metodlar verilmiştir. 

Tezin üçüncü bölümünde, genel Hecke gruplarının kamutatör alt grupları 

incelenmiş, üreteçleri bulunmuş ve grup sunuşları verilmiştir. 

Dördüncü bölümde, genişletilmiş genel Hecke gruplarının kamutatör alt 

grupları incelenmiş ve üreteçleri bulunarak grup sunuşları elde edilmiştir. 

Beşinci bölümde, elde edilen sonuçlar verilmiş ve ileride yapılabilecek 

çalışmalar için açık problemlerden bahsedilmiştir. 
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2. ÖN BİLGİLER  

Bu bölümde tezin diğer bölümlerinde kullanılacak olan kavramlar 

tanımlanmış, temel teoremler ve metotlar verilmiştir. 

2.1 Möbiüs Dönüşümleri  

Çalıştığımız Hecke gruplarının elemanları birer möbiüs dönüşümüdür. Bu alt 

bölümde, bu dönüşümleri tanıtıp, bu dönüşümler ile     matrisler arasındaki 

ilişkileri vereceğiz.      { } olmak üzere şu tanımı verelim: 

 

2.1.1 Tanım :         birebir, örten ve meromorf fonksiyonlara    

kümesinin bir otomorfizmi denir [25]. 

    kümesinin  tüm otomorfizmlerinin kümesi     (  )  ile gösterilir. Yani, 

   (  )  { |                                          }  

şeklindedir.  

 

2.1.2 Teorem :    kümesinin, tüm otomorfizmlerinin kümesi aşağıdaki 

gibidir; 

         (  )  { ( )| ( )  
    

    
                  } [25].  

2.1.2 Teoremde dikkat edilirse         verilmiştir. Eğer          

olsa,  ( ) sabit fonksiyon olur ve birebirlik şartı bozulur. 

 

2.1.3 Tanım:   ( )  
    

    
, (                 ) biçimindeki 

dönüşümlere, möbiüs dönüşümleri (kesirli doğrusal dönüşüm) denir [25]. 

 

2.1.4 Teorem : Möbiüs dönüşümleri, fonksiyonların bileşke işlemine göre bir 

gruptur [26]. 
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2.1.3 Tanımdaki       değerine  ( ) dönüşümünün determinantı denir ve 

  ile gösterilir. Möbiüs dönüşümleri için verilen           koşulu yerine 

          kullanılabilir. Çünkü pay ve payda   √  ile bölünürse,     

sonucu bulunur.   

Matrislerde çarpma işlemi yapmak, fonksiyonların bileşke işlemine göre daha 

kolaydır. Bunun için, möbiüs dönüşümleri ile matrisler arasında birebir ilişkiyi 

inceleyelim. Bu ilişki,  ( )  
    

    
 yerine (

  
  

)  matrisini kullanmak olacaktır. 

Bunun için bazı tanım ve teoremler verelim. 

 

2.1.5 Tanım: (
  
  

) biçiminde                      koşullarını 

sağlayan     matrislerin kümesine   de genel lineer grup denir ve   (   ) ile 

gösterilir. 

 

2.1.6 Teorem :     (   )     (  ) 

(
  
  

)  
    

    
 

şeklinde tanımlanan dönüşüm bir epimorfizmdir [25]. 

 

Dikkat edilirse 2.1.6 Teoremdeki dönüşüm birebir değildir. Çünkü (
  
  

) 

matrisi 
    

    
 dönüşümünün yanında, bu dönüşümün   katına da gidebilir. Dolayısıyla 

birebirlik yoktur.   dönüşümünün çekirdeğini   ile gösterelim. (       ) Gerekli 

işlemler yapılırsa        kümesinin     { } koşulu altında (
  
  

)  biçimindeki 

matrislerden oluştuğu görülür. Bu elemanları  

(
  
  

)   (
  
  

)     

olarak da ifade edebiliriz. Birinci izomorfizma teoreminden aşağıdaki teoremi 

verebiliriz. 

 

2.1.7 Teorem :   (   )      (  )⁄  [25]. 
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  (   )  ⁄  bölüm grubu için    (   )  simgesi kullanılır ve bu grup 

projektif genel lineer grup olarak adlandırılır.    (   ) nin elemanları,      

     koşulunu sağlar ve bu matrislerin   katı da aynı dönüşümü belirler. 

Şimdi   (   )  kümesinden    { }  kümesine şöyle bir dönüşüm 

tanımlayalım:  

      (   )    { } 

(
  
  

)        

dönüşümü       (   ) olmak üzere    (   )     ( )      ( ) özelliğinden 

homomorfizmadır. Üstelik örten olduğundan bir epimorfizmdir. Bu epimorfizmin 

çekirdeği   (   )  ile göstereceğimiz, determinantı 1 olan matrislerdir.   (   ) 

kümesine özel lineer grup denir. Yine birinci izomorfizma teoreminden aşağıdaki 

teoremleri verebiliriz.  

 

2.1.8 Teorem :   (   )   (   )⁄    { }   [25]. 

 

2.1.9 Teorem :    (  )     (   )     (   )  [25]. 

 

   (   )  nin elemanları,           koşulunu sağlar. Ayrıca bu 

matrislerin negatifleri de aynı dönüşümü belirler. 

 

Şimdi  , üst yarı düzlemi göstermek üzere, reel katsayılı doğrusal 

dönüşümlerin kümesi olan,  

   (   )  { ( )| ( )  
    

    
                  } 

ile ilgili şu teoremi verelim. 

 

2.1.10 Teorem:    ( )     (   )  [25]. 

 

2.1.11 Tanım:    { ( )| ( )  
  ̅  

  ̅  
                   } 

kümesinin elemanlarına   üst yarı düzlemin anti-otomorfizmleri denir. 

 

2.1.12 Teorem:      (   )     bileşke işlemine göre bir gruptur [25]. 
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2.1.13 Teorem: Hecke grupları    (   )  nin alt grubudur. Genişletilmiş 

Hecke grupları ise   nin bir alt grubudur. 

2.2 Hecke Grupları 

Erich Hecke, 1936 yılında “Über die Bestimmung Dirichleter Reichen durch 

ihre Funktionalgleichungen” adlı çalışmasında Hecke gruplarını aşağıdaki gibi 

tanımlamıştır. 

 

2.2.1 Tanım :   sabit bir pozitif sayı olmak üzere , 

 ( )   
 

 
  ve  ( )       

kesirli doğrusal dönüşümleri ile üretilen gruplara Hecke grupları denir ve  ( ) ile 

gösterilir.  

Tanımlanan  ( ) ve  ( ) dönüşümleri yardımıyla       alınırsa 

 ( )   
 

   
 

elde edilir. 

 

2.2.2 Teorem :     veya     bir tamsayı olmak üzere, 

         
 

 
       

ise  ( ) grubunun bir temel bölgesi,  

   {    | |    |      | |     ⁄ } 

kümesidir [1]. 

 

Ayrıca E. Hecke diğer     değerleri için    kümesinin bir temel bölge 

olmadığını da göstermiştir.      veya     olması durumunda  ( )  grubunun 

sonlu üreteçli bir grup olduğu görülür. Ayrıca  ( ) grubu,    (   ) nin ayrık bir 

alt grubu olduğundan  ( ) grubu Fuchsian bir grup olur. (Ayrık gruplar ve Fuchsian 

gruplar için ayrıntılı bilgiler [27,28]  nolu kaynaklarda bulunabilir. 
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2.2.3 Teorem :  ( )  Hecke gruplarının Fuchsian olması için gerekli ve 

yeterli koşul     veya          
 

 
 (              ı) olmasıdır [1]. 

         
 

 
 ,       durumuna karşılık gelen Hecke grupları   (  ) 

veya      ile gösterilir. Bazı      Hecke grupları ve bunların normal alt grupları [2] 

de çalışılmıştır. 

 

2.2.4 Teorem:      Hecke grubunun sunuşu, 

     ⟨   |       ⟩        

şeklinde 2 mertebeli devirli grup ile   mertebeli devirli grubun serbest çarpımıdır [2]. 

 

     Hecke gruplarında,     değerine karşılık gelen      Hecke grubu daha 

çok modüler grup olarak adlandırılır ve    (   )  ile gösterilir. Modüler grup 

matematikçiler tarafından çok çalışılan bir gruptur. Modüler grubun kendisinin yanı 

sıra önemli bazı alt grupları çok sayıda çalışmada kullanılmıştır. M. Newman [12,29] 

nolu makalelerde bu alt grupları incelemiş ve aralarındaki ilişkiyi göstermiştir. 

2.3 Genişletilmiş Hecke Grupları  

Burada 2.2 Bölümde verilen Hecke gruplarından,   ( )  
 

 ̅
 yansıma 

dönüşümü yardımıyla elde ettiğimiz genişletilmiş Hecke gruplarından kısaca 

bahsedeceğiz. Genişletilmiş Hecke grupları ile ilgili temel bilgilere [18-20,22,23,30-

32]  kaynaklarından ulaşılabilir.  

Faydalanacağımız   ( )  
 

 ̅
  dönüşümü birim çembere göre yansımadır.   

    veya     bir tamsayı olmak üzere          
 

 
 ,       

değerleri için      ile gösterilen Hecke gruplarından yararlanarak şu tanımı verelim. 

 

2.3.1 Tanım : Hecke gruplarına,   ( )  
 

 ̅
  anti-otomorfizmini ekleyerek elde 

edilen gruplara genişletilmiş Hecke grupları denir.  
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Genişletilmiş Hecke grupları  ̅(  ) veya  ̅    ile gösterilir ve otomorfizmler 

ile anti-otomorfizmleri bulundurur.   

Şimdi de genişletilmiş Hecke gruplarının aşağıda vereceğimiz yansımalar 

yardımıyla  grup sunuşunu bulalım.   

         
 

 
        

olmak üzere, 

  ( )  
 

 ̅
    ( )    ̅    ( )  

  ̅

  ̅   
 

yansımaları yardımıyla, genişletilmiş Hecke gruplarının sunuşu 

 ̅    ⟨        |  
    

    
  (    )

  (    )
   ⟩ 

yazılabilir [18,31]. Burada      ,            ,        olarak alınırsa  ̅    

genişletilmiş Hecke gruplarının sunuşu,  

 ̅    ⟨     |         (  )  (  )   ⟩ 

olarak bulunur. 

 

2.3.2 Teorem:  ̅    genişletilmiş Hecke grupları,    ile    nun    ile 

birleştirilmiş serbest çarpımına izomorftur.  

İspat : Teoremde yer alan dihedral grupların sunuşları,  

   ⟨   |      (  )   ⟩     

ve  

   ⟨   |      (  )   ⟩     

şeklindedir. 

  〈 〉     alt grubu için,  

       

    

birim dönüşümü  yardımıyla 

 ̅         
     ve 

 ̅    ⟨     |         (  )  (  )   ⟩ 

bulunur. 

 

Özel olarak     değeri için elde edilen  ̅    genişletilmiş modüler grup ve 

bazı normal alt grupları [16,30,33] nolu kaynaklarda incelenmiştir.  
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2.4  Kamutatör Alt Grupları 

Bu bölümde kamutatör ve kamutatör alt grup kavramları tanıtılacaktır. 

Ayrıntılı bilgiler [34,35] nolu kaynaklarda bulunabilir. 

 

2.4.1 Tanım:    bir grup olmak üzere         elemanları için  

[     ]    
    

       eşitliğine    ile    elemanlarının kamutatörü denir. Bunu n 

elemana genellersek 

[          ]  [[         ]   ] 

olarak bulunur. 

 

  grubunun boş kümeden farklı    ve     alt gruplarını alalım.    ve    alt 

gruplarının kamutatör alt grubu,  

[     ]  ⟨[     ]|           ⟩ 

olarak tanımlanır.     ( ) ile gösterilen birinci kamutatör alt grubu ise  

   [   ]  ⟨[   ]|     ⟩ 

biçiminde tanımlanır.   grubunun kamutatör alt grupları arasında, 

   ( )   ( )   ( )    

şeklinde bir ilişki vardır. Herhengi  ( ) kamutatör alt grubu, 

 ( )  ⟨[   ]|     (   )⟩ 

biçiminde tanımlanır. 

Ayrıca kamutatör alt gruplar tamamen değişmez özelliğe de sahiptirler [35]. 

Kamutatör alt grupların tanımı ve bu özellikten dolayı normal alt grup oldukları 

açıktır.  Kamutatör alt gruplar için çok önemli olan şu iki teoremi verelim:  

 

2.4.2 Teorem:   grubunun    ile bölüm grubu    ⁄  değişmelidir [34]. 

 

2.4.3 Teorem :  ,    grubunun normal alt grubu ve   ⁄  değişmeli olsun. O 

halde   ⁄  bölüm grubu    ⁄  nün bir alt grubudur  [34]. 

 

2.4.4 Sonuç :    ⁄  bölüm grubu   grubunun en geniş değişmeli bölüm 

grubudur.  
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2.4.5 Sonuç :   ,   grubunun normal alt grubu ve   ⁄  değişmeli ise   ,   

grubunun alt grubudur. 

2.5 Grup Sunuşları 

Bu bölümde grup sunuşu tanımlanarak bazı grupların grup sunuşları 

verilmiştir. 

 

2.5.1 Tanım:   bir küme (üreteç sembollerinin kümesi) ve    kümesi 

üzerinde devirsel indirgenmiş kelimelerden oluşan R *  (bağıntı kelimelerinin kümesi) 

olsun.  Bu durumda, 

  ⟨ |  ⟩ 

ikilisine bir grup sunuşu denir.   ve    kümelerinin her ikisi de sonlu ise    

sunuşunun sonlu olduğunu söyleriz . 

 

2.5.2 Tanım:   mertebeli bir eleman tarafından üretilen gruba    mertebeli 

devirli grup denir ve    ile gösterilir.    grubunun sunuşu, 

   ⟨ |    ⟩ 

şeklindedir.  

 

2.5.3 Tanım: Bir düzgün  -genin simetrilerinden oluşan gruba  -inci 

dihedral grup denir ve     ile gösterilir.    grubunun sunuşu; 

   ⟨   |      (  )   ⟩ 

veya  

   ⟨   |      (  )   ⟩ 

veya  

   ⟨   |      (  )   ⟩ 

şeklindedir. 

 

2.5.4 Tanım:    elemanlı bir kümenin bütün permütasyonlarının kümesi, 

fonksiyonların bileşke işlemine göre bir grup oluşturur. Bu gruba simetrik grup denir 

ve    ile gösterilir. Çift permütasyonların kümesi de bu grubun bir alt grubunu 

oluşturur. Bu gruba alterne grup denir ve    ile gösterilir.  
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2.5.1 Serbest Gruplar 

Bu bölümde, serbest gruplar tanımlanarak, serbest gruplarla ilgili bazı temel 

teoremler verilmiştir. 

 

2.5.1.1 Tanım :    bir   grubunun alt kümesi ve   herhangi bir grup olmak 

üzere, 

       

şeklinde herhangi bir dönüşüm için, 

      

   dönüşümünün uzantısı olan tek bir   homomorfizması varsa   grubuna   

üzerinde serbesttir denir [36]. 

 

2.5.1.2 Tanım :  ( ) ile gösterilen serbest gruplar için   kümesine  ( )  

serbest grubunun tabanı denir.   kümesinin eleman sayısına  ( ) grubunun rankı 

denir ve  | | ile gösterilir. 

 

2.5.1.3 Teorem :    ve   kümeleri üzerinde tanımlanan serbest gruplar için 

| |  | |   ( )   ( ) dir [36]. 

 

2.5.1.4 Teorem :   kümesi üzerindeki serbest grubun sunuşu   〈 |  〉 

şeklindedir  [36]. 

 

2.5.1.5 Teorem : Bir    elemanı tarafından üretilen sonsuz mertebeli devirli 

grubun sunuşu   〈 |  〉 şeklindedir. 

İspat : Sonsuz mertebeli devirli grupta, sonlu mertebeli bir eleman 

olmadığından       olur.  

 

2.5.1.6 Sonuç: Sonsuz  mertebeli devirli gruplar, serbest gruptur. 

İspat : 2.5.1.5 Teoremden sonuç görülür. 

 

2.5.1.7 Sonuç : (   ) grubu, rankı 1  olan serbest gruptur. 
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2.5.1.8 Teorem (Nielsen-Schreier) : Bir serbest grubun her alt grubu da 

serbest gruptur  [36]. 

2.5.2 Direkt Çarpım Grubu  

  ve    herhangi iki grup ve   bu iki grubun direkt çarpım grubu olmak üzere 

  grubunun sunuşu aşağıdaki gibi tanımlanmıştır. 

 

2.5.2.1 Teorem :   ve   grupları sırasıyla 

   ⟨ |  
  ⟩ ve    ⟨ |  

  ⟩ 

sunuşlarıyla verilsin.  Bu iki grubun direkt çarpım grubu olan    nin sunuşu 

   ⟨   |  
    

     ⟩ 

şeklinde tanımlanır. Burada  

          {                } dir  [36]. 

2.5.3 Serbest Çarpım Grubu  

  ve   herhangi iki grup olmak üzere bu iki grubun serbest çarpım grubunun 

sunuşu aşağıdaki gibi tanımlanmıştır.   

 

2.5.3.1 Teorem :   ve   grupları sırasıyla 

   ⟨ |  
  ⟩ ve    ⟨ |  

  ⟩ 

sunuşlarına sahip olsun. Bu durumda   ve   gruplarının serbest çarpımı olan 

      grubunun sunuşu, 

   ⟨   |  
    

  ⟩ 

şeklinde tanımlanır  [36]. 

 

Verilen iki grup için serbest çarpımın sunuşunu verdik.  Serbest çarpım grubu 

keyfi sayıdaki gruplar için de tanımlanabilir : 

Eğer    ⟨     |       ⟩ gruplarının bir koleksiyonu ise bu grupların 

        serbest çarpımı, üreteçleri    ların üreteçlerinin ayrık birleşimlerinden ve 

bağıntıları da    ların bağıntılarının ayrık birleşimlerinden oluşan gruptur. 
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2.5.4 Birleştirilmiş Serbest Çarpım 

  ve   herhangi iki grup olsun.     alt grubu verilsin.       birebir 

homomorfizması için   ve   gruplarının    alt grubu ile tanımladıkları birleştirilmiş 

serbest çarpım grubu ile ilgili ayrıntılı bilgilere [36,37] kaynaklarından ulaşılabilir. 

Bu grup        ile gösterilir ve sunuşu aşağıdaki gibidir. 

 

2.5.4.1 Teorem :   ve   grupları sırasıyla 

   ⟨ |  
  ⟩ ve    ⟨ |  

  ⟩ 

sunuşlarıyla verilsin.     alt grubunun üreteç kümesi   olmak üzere        

grubunun sunuşu 

   ⟨   |  
    

  { ( )   |   }⟩ 

şeklinde tanımlanır  [36]. 

 

2.5.4.2 Örnek:  ⟨ |    ⟩ ve   ⟨ |    ⟩ devirli gruplarını alalım.     

  ile   gruplarının serbest çarpımı 

    ⟨   |       ⟩ 

biçimindedir.   〈  〉 olmak üzere   nın alt grubudur. 

      

      

birebir homomorfizması yardımıyla      grubunun sunuşu, 

     ⟨   |       (  )(  )    ⟩ 

bulunur. Bu sunuşun kısaltılmış hali 

     ⟨   |          ⟩ 

şeklindedir. 

2.6 Reidemeister-Schreier Metodu 

Bu metod çalışmamızda çok önemli bir yer tutar. Çalıştığımız grupların sonlu 

indeksli normal alt gruplarının üreteçlerini bularak, grup sunuşlarını bu metod ile 

belirleyeceğiz. 
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 , {  } üreteçleri ile üretilen bir grup ve   ,   grubunun sonlu indeksli bir 

normal alt grubu olsun. Metod önce    için bir Schreier transversali seçmekle ve 

sonra da bu transversalin, üreteçlerin ve koset gösterimlerinin elemanlarının sıralı 

çarpımlarının alınmasıyla, aşağıdaki gibi uygulanır. 

Bir   Schreier transversali aşağıdaki koşulları sağlayan koset gösterimlerinin 

bir kümesinden oluşur: 

(i)     

(ii)   sağ sadeleştirme altında kapalıdır. Yani eğer                ise 

             
 elemanı da    kümesinde olmalı. 

 ,   için bir Schreier transversali olsun.   nin bir Schreier üreteci aşağıdaki 

formda olacaktır [2].  

(  nın bir elemanı)x(   grubunun bir üreteci)x(önceki çarpımın koset gösterimi)
-1  

 

 

2.6.1 Örnek:    (   )       modüler grubun birinci kamutatör alt 

grubunu bulalım. 

     grubunun sunuşu 

     ⟨   |       ⟩ 

biçimindedir.     
  kamutatör alt grubu      grubunun normal alt grubudur ve bölüm 

grubu; 

        
 ⁄  ⟨   |             ⟩        

sunuşuna sahiptir.     
  kamutatör alt grubunun üreteçlerini bulmak için bir Schreier 

transversali olarak 

  {               } 

kümesini seçelim. Burada mümkün olan bütün çarpımlar aşağıdaki gibidir. 

    ( )      

    ( )      

    (  )             

     (   )      (  )       

     ( )           

      (  )       (  )    

    ( )      

    (  )      

    (  )      

     ( )      

     (   )      

      ( )      

Ayrıca (        )          ve (   (  )     )       (  )   olarak 

yazılabilir. 
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Böylece     
  kamutatör alt grubun grup sunuşu, 

    
  ⟨           |   ⟩      

olarak bulunur. 
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3. GENEL HECKE GRUPLARININ KAMUTATÖR ALT 

GRUPLARI  

Bu bölümde      genel Hecke gruplarının tanımı ile bu grupların sunuşları 

verilmiştir. Reidemeister-Schreier metodu kullanılarak, birinci kamutatör alt 

gruplarının grup sunuşları bulunmuştır.       Hecke gruplarının kamutatör alt 

gruplarının grup yapıları [2] de verilmiştir. 3.2.1 Teoremde,       genel Hecke 

gruplarının birinci kamutatör alt gruplarının grup sunuşları elde edilmiştir. Bu grup 

sunuşunda      yazıldığında [2] de elde edilen kamutatör alt grubun, grup sunuşu 

ile çakıştığı görülmüştür. Bu bölümdeki 3.2.1 Teorem ilk defa verilmiştir. Ayrıca bu 

bölümdeki bazı sonuçlar [38] nolu kaynakta yer almıştır. 

3.1 Genel Hecke Grupları 

Bu alt bölümde Lehner’in [17] nolu kaynakta tanımladığı genel Hecke 

grupları tanıtılmış ve grup yapısı verilmiştir. 

 

3.1.1 Tanım:  ( )     p     ve  ( )  
  

   p
 kesirli lineer dönüşümlerini 

alalım.      olmak üzere      genel Hecke grubu aşağıdaki gibi tanımlanmıştır. 

          | 
                             

şeklinde tanımlanan gruplara genel Hecke Grupları denir [17,24]. 

 

Şimdi bu grupla ilgili birkaç teorem verelim. 

 

3.1.2 Teorem [17]:           | 
        genel Hecke grupları         

grupları tarafından içerilir. 

 

3.1.3 Teorem [17]:       genel Hecke grupları için temel bölge  

 (     )  {       | |  ( p    )    |  ( p  )⁄ |   ⁄ } 

şeklindedir. 
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3.2 Genel Hecke Gruplarının Kamutatör Alt Grupları 

Bu bölümde genel Hecke gruplarının birinci kamutatör alt grupları, 

Reidemeister-Schreier yöntemi kullanılarak bulunmuştur. Bu grupların özel hali olan 

     Hecke gruplarının kamutatör alt grupları, Cangül tarafından [2] de çalışılmıştır. 

Bu çalışmada     
  kamutatör alt gruplarında     yazılarak [2] de geçen     

  ile 

çakıştığı gösterilmiştir. Bu alt bölümde      genel Hecke grupları için       

  durumları ele alınmıştır. 

 

3.2.1 Teorem:      ⟨   |       ⟩        genel Hecke gruplarının 

birinci kamutatör alt grubu; (   ) (   ) üretece sahiptir ve grup sunuşu  

    
  〈         ,            , ... ,         (   )   ,           ,   

           , … ,          (   )   , … ,             (   ) ,  

            (   ), … ,            (   )  (   ),           ,           , …, 

           (   )|    〉 

 şeklindedir.  

İspat:   Öncelikle         
 ⁄  grubunu belirleyelim. 

        
 ⁄  ⟨   |             ⟩        

kamutatör alt grubunun üreteçlerini bulmada kullanacağımız Reidemeister-Schreier 

metodu için  

  {                                                     

                                                      } 

transversalini seçelim. Buradan  

    ( )      

    (  )      

     (  )      

  

       ( )      

    (  )             

     (   )              

  

 

    ( )      

    (  )      

     (   )      

  

       (     )      

    (  )      

     (  )      
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       (     )          (   )     

     (   )              

      (    )               

  

        (      )           (   )     

      (   )               

       (    )                

  

         (      )            (   )     

  

        (     )              (   )  

         (      )               (   )  

  

           (        )              (   )  (   )  

        ( )              

         (  )               

  

           (    )              (   )  

       ( )      

     (   )      

      (   )      

  

        ( )      

      (    )      

       (    )      

  

         (  )      

  

        (      )      

         (      )      

  

           (    )      

        (      )      

         (      )      

  

           (    )      

Yukarıda elde ettiğimiz eşitlikleri aşağıdaki gibi daha sade hale getirebiliriz. 

(                                (   )          )
  

         , 

(                                   (   )           )
  

          , 

  

(        (   )             (   )               (   )  (   )            (   ))
  

        (   )    

Buradan     
  kamutatör alt grubunun üreteçleri; 

          ,           , ... ,         (   )   ,           , 

           , … ,           (   )   , … ,            (   ) , 

            (   ), …,            (   )  (   ),          ,           , … , 

           (   )  olmak üzere (   ) (   )  tanedir. Bu üreteçlerden 

yararlanarak     
  kamutatör alt grubunun sunuşu 
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  〈         ,            , ... ,         (   )   ,           ,  

           , … ,          (   )   , … ,             (   ) ,  

            (   ), … ,            (   )  (   ),           ,           , …, 

           (   )|    〉 

olarak bulunur. 

 

Şimdi de      ,      ve      gruplarının birinci kamutatör alt gruplarını örnek 

olarak verelim. 

 

3.2.2 Örnek:      grubunun birinci kamutatör alt grubunu bulalım. 

     grubunun sunuşu      ⟨   |       ⟩ şeklindedir.  

        
  ⟨   |             ⟩⁄        

  {               }, 

    ( )      

    ( )      

    (  )             

     (   )              

     ( )           

      (  )            

    ( )      

    (  )      

    (  )      

     ( )      

     (   )      

      ( )      

Burada, (        )                   ve  

(         )                     dir. Böylece grup sunuşu   

    
  〈              |    〉 

biçimindedir. Üreteç sayısı 

 (   ) (   ) ,     ve     için (   ) (   )    dir. 

 

3.2.3 Örnek:      grubunun birinci kamutatör alt grubunu bulalım. 

     ⟨   |       ⟩ için         
 ⁄  bölüm grubu  

        
  ⟨   |             ⟩⁄        

sunuşuna sahiptir. 

  {                      }   
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    ( )      

    ( )      

    (  )             

     (   )              

     (   )              

     ( )           

      (  )            

      (  )            

    ( )      

    (  )      

    (  )      

     (  )      

     ( )      

     (   )      

      (   )      

      ( )      

  

Burada (        )                   , 

(         )                     , 

(         )                      olduğu görülür. O halde kamutatör alt 

grubun sunuşu  

    
  〈                      |    〉 

biçimindedir. Üreteç sayısı  

 (   ) (   ) ,     ve     için (   ) (   )    tür. 

 

3.2.4 Örnek:       grubunun birinci kamutatör alt grubunu bulalım. 

        
 ⁄  bölüm grubunun sunuşu şu şekildedir. 

        
  ⟨   |             ⟩⁄        

  {                             }, 

    ( )      

    ( )      

    (  )             

     (   )              

     (   )              

     (   )              

     ( )           

      (  )            

      (  )            

      (  )            

    ( )      

    (  )      

    (  )      

     (  )      

     (  )      

     ( )      

     (   )      

      (   )      

      (   )      

      ( )      

Dikkat edilirse (        )                   , 

(         )                     , 
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(         )                     , 

(         )                     olduğu görülür. 

Buradan kamutatör alt grup  

    
  〈                              |    〉 

olarak bulunur ve üreteç sayısı  (   ) (   ) ,     ve     için 

(   ) (   )    tür. 

 

[2] nolu kaynakta da yer alan     
  kamutatör alt grubunun sunuşunu bulalım. 

 

3.2.5 Örnek:      grubunun birinci kamutatör alt grubunu bulalım. 

     ⟨   |       ⟩  Hecke grubudur. 

         
  ⟨   |             ⟩⁄        

şeklindedir. 

  {                              }, 

    ( )      

    ( )      

    (  )             

     (   )              

  

       (     )          (   )     

     ( )           

      (  )            

  

        (    )           (   )  

    ( )      

    (  )      

    (  )      

     (  )      

  

       ( )      

     (   )      

      (   )      

  

        ( )      

  

Burada (        )                   , 

(         )                     , 

  

 (       (   )   )
  

           (   )          (   ) 

olarak yazılabilir. 

Bu durumda     
  grubu 

    
  〈                         (   )|    〉 
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şeklindedir. Üreteç sayısı  (   ) (   ) genel formülünde,     için  

(   ) (   )      dir. 

 

3.2.6 Uyarı: 3.2.5 Örnekte      için bulunan kamutatör alt grubu, [2] de 

çalışılmıştır ve     
  kamutatör alt gruplarında     yazıldığında aynı sonuçların 

elde edildiği görülür. 

 

Şimdi ise      ,      ,      ve      gruplarının birinci kamutatör alt gruplarını 

elde edelim. 

 

3.2.7 Örnek:      grubunun birinci kamutatör alt grubunu bulalım.  

     ⟨   |       ⟩  ve 

        
  ⟨   |             ⟩⁄        

tür. 

  {                           }, 

    ( )      

    (  )      

     ( )      

    (  )             

     (   )              

     (   )              

      (    )               

      ( )            

       (  )             

    ( )      

    (  )      

     (   )      

    (  )      

     ( )      

     (   )      

      ( )      

      (    )      

       (  )      

  

Burada,  

(                )   (           )                        , 

(                  )   (            )                          , 

(        )           , 

(         )            . 

olarak yazılabilir. Böylece birinci kamutatör alt grubun sunuşu  

    
  〈        ,           ,           ,            |    〉   olarak bulunur. 

Üreteç sayısı (   ) (   ) ,     ve     için (   ) (   )    tür. 
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3.2.8 Örnek:      grubunun birinci kamutatör alt grubunu bulalım. 

     ⟨   |       ⟩  ve 

        
  ⟨   |             ⟩⁄        

 biçimindedir. 

  {                                       }, 

    ( )      

    (  )      

     ( )      

    (  )             

     (   )              

     (   )              

     (   )              

      (    )               

      (    )               

      ( )            

       (  )             

       (  )             

    ( )      

    (  )      

     (   )      

    (  )      

     (  )      

     ( )      

     (   )      

      (   )      

      ( )      

      (    )      

       (    )      

       (  )      

  

Burada, 

(                )   (           )                        , 

(                  )   (            )                          , 

(                  )   (            )                          , 

(        )           , 

 (         )            , 

 (         )              

yazılırsa kamutatör alt grup  

    
  〈                                                          |  〉 

şeklinde bulunur. Üreteç sayısı 

(   ) (   ) ,     ve     için (   ) (   )    dır. 

 

3.2.9 Örnek:      grubunun birinci kamutatör alt grubunu bulalım. 

     ⟨   |       ⟩  ve 

        
  ⟨   |             ⟩⁄        
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biçimindedir. 

  {                                                   }, 

    ( )      

    (  )      

     ( )      

    (  )             

     (   )              

     (   )              

     (   )              

     (   )              

      (    )               

      (    )               

      (    )               

      ( )            

       (  )             

       (  )             

       (  )             

    ( )      

    (  )      

     (   )      

    (  )      

     (  )      

     (  )      

     ( )      

     (   )      

      (   )      

      (   )      

      ( )      

      (    )      

       (    )      

       (    )      

       (  )      

  

Burada, 

(                )   (           )                        , 

(                  )   (            )                          , 

(                  )   (            )                          , 

(                  )   (            )                            

yazılabilir. Ayrıca (        )            

(         )            , 

(         )            , 

(         )              tür. 

Böylece kamutatör alt grup 

    
  〈                                                         

                      |   〉  

biçiminde bulunur. Üreteç sayısı 

(   ) (   ) ,     ve     için (   ) (   )    dir. 
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3.2.10 Örnek:      grubunun birinci kamutatör alt grubunu bulalım. 

     ⟨   |       ⟩ için         
 ⁄  bölüm grubu  

         
  ⟨   |             ⟩⁄        

sunuşuna sahiptir.  

   {                                                   }, 

    ( )      

    (  )      

     ( )      

    (  )             

     (   )              

  

       (     )          (   )     

     (   )              

      (    )               

  

        (      )                   

      ( )            

       (  )             

  

         (    )            (   )  

    ( )      

    (  )      

     (   )      

    (  )      

     (  )      

  

       ( )      

     (   )      

      (   )      

  

        ( )      

      (    )      

       (    )      

  

         (  )      

  

Burada, 

(                )   (           )                        , 

(                  )   (            )                          , 

  

(         (   )        (   )   )
  

  (          (   )   )
  

   

           (   )               (   )   , 

(        )           , 

(         )            , 

                            

(       (   )   )
  

           (   )  

eşitlikleri vardır. Böylece kamutatör alt grup   
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  〈                               (   )                   

                         (   )|   〉 

biçiminde bulunur.  Üreteç sayısı 

(   ) (   ) ,     için (   ) (   )   (   ) dir. 

 

Aşağıda     
  ve     

  ile     
  ve     

  gruplarının grup sunuşları elde 

edilmiştir. 

 

3.2.11 Örnek:      grubunun birinci kamutatör alt grubunu bulalım. 

     ⟨   |       ⟩ için         
 ⁄   bölüm grubu  

        
  ⟨   |             ⟩⁄        

sunuşuna sahiptir.  

  {                                                        }, 

    ( )      

    (  )      

     (  )      

     ( )      

    (  )             

     (   )              

     (   )              

     (   )              

      (    )               

      (    )               

      (   )               

       (    )                

       (    )                

    ( )      

    (  )      

     (   )      

     (   )      

    (  )      

     (  )      

     ( )      

     (   )      

      (   )      

      ( )      

      (    )      

       (    )      

       (  )      

      ( )            

       (  )             

       (  )             

      (    )      

       (    )      

       (  )      

  

Dikkat edilirse, 

(                            )   (       )  . 

 (        )           , 
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(                               )   (        )    

 (         )            , 

(                               )   (        )    

 (         )              

olduğu görülür. Burada kamutatör alt grup; 

    
  〈                                            

                                                      |   〉 

şeklinde bulunur. Üreteç sayısı  

(   ) (   ) ,     ve     için (   ) (   )    dur. 

 

3.2.12 Örnek:      grubunun birinci kamutatör alt grubunu bulalım. 

     ⟨   |       ⟩ için         
 ⁄  bölüm grubu  

        
  ⟨   |             ⟩⁄        

sunuşuna sahiptir. 

  {                                                

                                   }  

    ( )      

    (  )      

     (  )      

     ( )      

    (  )             

     (   )              

  

       (     )          (   )     

     (   )              

      (    )               

  

        (      )           (   )     

      (   )               

       (    )                

  

         (      )            (   )     

    ( )      

    (  )      

     (   )      

     (   )      

    (  )      

     (  )      

  

       ( )      

     (   )      

      (   )      

  

        ( )      

      (    )      

       (    )      

  

         (  )      
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      ( )            

       (  )             

  

         (    )            (   )  

      (    )      

       (    )      

  

         (  )      

Burada  

(                            )   (       )   (        )           , 

(                               )   (        )   
 

 (         )            , 

                                 

(        (   )             (   )             (   ))
  

 (         (   ))
  

  

 (          (   ))
  

        (   )     

eşitlikleri vardır. Böylece kamutatör alt grup 

    
  〈                               (   )                

                        (   )                                (   )|   〉

 şeklinde elde edilir. 

Üreteç sayısı  (   ) (   ) ,     için (   ) (   )   (   ) dir. 

 

3.2.13 Örnek:      grubunun birinci kamutatör alt grubunu bulalım.  

     ⟨   |       ⟩  grubunun birinci kamutatör alt grubuyla olan bölüm 

grubu 

        
  ⟨   |             ⟩⁄        

sunuşuna  sahiptir. 

  {                                                               

                                            }  

    ( )      

    (  )      

     (  )      

     (  )      

     ( )      

    (  )             

     (   )              

     (   )              

    ( )      

    (  )      

     (   )      

     (   )      

     (   )      

    (  )      

     (  )      

     (  )      
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     (   )              

     (   )              

      (    )               

      (    )               

      (    )               

      (   )               

       (    )                

       (    )                

       (    )                

      (   )               

       (    )                

       (    )                

       (    )                

      ( )            

       (  )             

       (  )             

       (  )             

     ( )      

     (   )      

      (   )      

      (   )      

      ( )      

      (    )      

       (    )      

       (    )      

       (  )      

      (    )      

       (    )      

       (    )      

       (  )      

      (    )      

       (    )      

       (    )      

       (  )      

Burada  

(                                       )   (       )    

 (        )           , 

(                                           )   (        )    

 (         )            , 

(                                           )   (        )    

 (         )            , 

(                                           )   (        )    

 (         )              

eşitlikleri vardır böylece kamutatör alt grup 

    
  〈                                                        

                                                                          

                                                                        |  〉 

biçimindedir. 

Üreteç sayısı  (   ) (   ) ,     ve     için (   ) (   )      dır. 
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3.2.14 Örnek:      grubunun birinci kamutatör alt grubunu bulalım.  

     ⟨   |       ⟩ grubunun birinci kamutatör alt grubuyla bölüm grubunu 

oluşturalım. Bu grup 

        
  ⟨   |             ⟩⁄        

sunuşuna sahiptir. 

  {                                                  

                                                       }  

    ( )      

    (  )      

     (  )      

     (  )      

     ( )      

    (  )             

     (   )              

  

       (     )          (   )     

     (   )              

      (    )               

  

    ( )      

    (  )      

     (   )      

     (   )      

     (   )      

    (  )      

     (  )      

  

       ( )      

     (   )      

      (   )      

  

        (      )           (   )     

      (   )               

       (    )                

  

         (      )            (   )     

      (   )               

       (    )                

  

         (      )            (   )     

      ( )            

       (  )             

  

         (    )            (   )  

        ( )      

      (    )      

       (    )      

  

         (  )      

      (    )      

       (    )      

  

         (  )      

      (    )      

       (    )      

  

         (  )      
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Burada, 

(                                       )   (       )    

 (        )           , 

(                                           )   (        )    

 (         )            , 

  

(        (   )             (   )             (   )             (   ))
  

  

 (         (   ))
  

 (          (   ))
  

        (   )     

eşitlikleri dikkate alındığında H'5,q kamutatör alt grubu 

    
  〈                               (   )                 

                                     (   )                            

              …          (   )                                (   )|  〉 

şeklinde bulunur. Üreteç sayısı  (   ) (   ) ,     için 

 (   ) (   )   (   ) dir. 
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4. GENİŞLETİLMİŞ GENEL HECKE GRUPLARININ 

KAMUTATÖR ALT GRUPLARI 

Bu bölümde genişletilmiş genel Hecke grupları tanıtılmış ve Reidemeister-

Schreier metoduyla kamutatör alt gruplarının sunuşları bulunmuştur. 4.2.1, 4.2.4, 

4.2.6, 4.2.9 Teoremleri ilk defa verilmiş olup, bu bölümdeki bazı sonuçlar, [38] nolu 

kaynakta yer almıştır. 

4.1 Genişletilmiş Genel Hecke Grupları 

Bu bölümde genel Hecke gruplarına  ( )  
 

 ̅
 yansıma dönüşümü eklenerek 

 ̅    genişletilmiş genel Hecke grupları tanımlanmıştır. 

 

4.1.1 Tanım : Genel Hecke gruplarına,  ( )  
 

 ̅
  yansımalarını ekleyerek 

elde edilen gruplara genişletilmiş genel Hecke grupları denir ve  

 ̅    ⟨     |                            ⟩       
   

sunuşuna sahiptir. 

 

4.1.2 Teorem:  ̅    genişletilmiş Hecke grupları,    ile    nin    ile 

birleştirilmiş serbest çarpımına izomorftur.  

İspat : Teoremde yer alan dihedral grupların sunuşları,  

   ⟨   |      (  )   ⟩     

ve  

   ⟨   |      (  )   ⟩     

şeklindedir. 

  〈 〉     alt grubu için,  

       

    

birim dönüşümü ve 2.5.4.1 Teoremi yardımıyla 
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 ̅         
     ve 

 ̅    ⟨     |         (  )  (  )   ⟩ 

bulunur. 

 

4.1.3 Örnek:      Hecke grubuna   elemanı eklenerek  ̅    genişletilmiş 

Hecke gruplarının sunuşları, 

 ̅    ⟨     |                        ⟩ 

şeklindedir. 

4.2 Genişletilmiş Genel Hecke Gruplarının Kamutatör Alt Grupları 

Bu bölümde genişletilmiş genel Hecke gruplarının,   ve   tamsayılarının 

durumlarına göre kamutatör alt grupları incelenmiştir.   tek ve   tek durumunda  ̅   
  

nun      olduğu gösterilmiştir. Ayrıca  ̅   
  kamutatör alt gruplarında     özel 

durumu olan grupların sunuşlarının [19] nolu kaynakta elde edilenlerle aynı olduğu 

görülmüştür. 

 

İlk olarak   ve   tamsayılarının tek olma durumunu inceleyelim. 

 

4.2.1 Teorem:  ̅    grubunun birinci kamutatör alt grubu,   tek ve    tek ise,  

 ̅   
  ⟨   |       ⟩        

sunuşuna sahiptir. 

İspat: Öncelikle bölüm grubunu oluşturalım,  

 ̅    ̅   
 ⁄  〈     |                               

                                        〉 tir. 

                  ve             olduğundan       

     bulunur. Böylece, 

     ve      olduğundan     dir. 

                  ve             olduğundan       

     ve buradan 

     ve      olduğundan      dir. Böylece bölüm grubu,  
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  ̅    ̅   
  ⁄ ⟨ |    ⟩     

  {   }, 

    ( )      

    ( )          

    ( )      

    ( )          

    ( )      

    ( )      

Burada            ve           eşitlikleri dikkate alındığında, 

 ̅   
  ⟨   |       ⟩        

bulunur. 

 

4.2.2 Uyarı:  4.2.1 Teoremden    tek ve    tek durumu için  

 ̅   
  ⟨   |       ⟩       

olduğu görülür. 

 

4.2.3 Örnek:  ̅    grubunun birinci kamutatör alt grubunu bulalım. 

 ̅    ⟨     |                          ⟩ 

dir. Buna göre bölüm grubu 

 ̅    ̅   
 ⁄  〈     |                             

                                        〉 

şeklinde oluşturulur. 

                ve             olduğundan       

     olur ve 

     ve      olduğundan     dir. 

                ve             olduğundan       

     bulunur. Böylece  

     ve      olduğundan     dir. Böylece bölüm grubu,  

 ̅    ̅   
  ⁄ ⟨ |    ⟩     

olarak bulunur. 

  {   }, 

    ( )      

    ( )          

    ( )      

    ( )          

    ( )      

    ( )      

Burada           ve           eşitlikleri dikkate alındığında, 

 ̅   
  ⟨   |       ⟩       

bulunur. 
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Şimdi   tek ve   çift olma durumunu inceleyelim. 

 

4.2.4 Teorem:  ̅   
  grubunun birinci kamutatör alt grubu,   tek ve   çift ise, 

 ̅   
  ⟨          |   (  )  ⁄  (     )   ⟩        ⁄     

sunuşuna sahiptir. 

İspat: Öncelikle bölüm grubunu oluşturalım. 

 ̅    ̅   
 ⁄  〈     |                               

                                        〉  

bölüm grubu, 

                 ve             olduğundan           , 

            ve  

                 ve             olduğundan           , 

             eşitliklerine göre düzenlendiğinde, 

 ̅    ̅   
  ⁄ ⟨   |             ⟩        

olarak bulunur. 

  {        }, 

    ( )      

    ( )          

    ( )          

     (  )              

    ( )      

    ( )       

    (  )             

     ( )           

    ( )      

    (  )      

    ( )      

     ( )      

   

Burada, (         )   (       )        ,          ,                

         eşitlikleri vardır. Böylece kamutatör alt grup,  

 ̅   
  ⟨          |   (  )  ⁄  (     )   ⟩        ⁄     

olarak elde edilir.  

 

4.2.5 Örnek:  ̅    grubunun birinci kamutatör alt grubunu bulalım. 

  ̅    ⟨     |                          ⟩, 

 ̅    ̅   
 ⁄  ⟨     |                                            ⟩ 

bölüm grubu,                 ve             olduğundan  

          ,             ve  

                ve             olduğundan           , 

             eşitliklerine göre düzenlendiğinde, 
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 ̅    ̅   
  ⁄ ⟨   |             ⟩        

şeklinde elde edilir. 

  {        }, 

    ( )      

    ( )          

    ( )          

     (  )              

    ( )      

    ( )       

    (  )             

     ( )           

    ( )      

    (  )      

    ( )      

     ( )      

   

Burada, (         )   (       )        ,          ,                

         eşitlikleri vardır. Böylece kamutatör alt grup,  

 ̅   
  ⟨          |   (  )  (     )   ⟩ 

olarak bulunur.  

 

Şimdi   çift ve   tek olma durumunu inceleyelim. 

 

4.2.6 Teorem:  ̅    grubunun birinci kamutatör alt grubu,    çift ve    tek ise,  

 ̅   
  ⟨          |(  )  ⁄     (     )   ⟩     ⁄        

sunuşuna sahiptir. 

 İspat: 

 ̅    ̅   
 ⁄  〈     |                               

                                        〉  

bölüm grubu,                 ve             olduğundan 

          ,              ve  

                ve             olduğundan           , 

            eşitliklerine göre düzenlendiğinde,  

  ̅    ̅   
  ⁄ ⟨   |             ⟩        

biçiminde bulunur. 

Schreier transversali olarak   {        } kümesini seçelim. 

    ( )      

    ( )       

    (  )             

     ( )           

    ( )      

    ( )          

    ( )          

     (  )              

    ( )      

    (  )      

    ( )      

     ( )      
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Burada                    ,              ,          ,  

(         )   (       )         eşitlikleri dikkate alındığında, kamutatör 

alt grup 

 ̅   
  ⟨          |(  )  ⁄     (     )   ⟩     ⁄        

olarak bulunur.  

 

4.2.7 Örnek:  ̅    grubunun   tek değerleri için birinci kamutatör alt grubunu  

bulalım. 

 ̅    ⟨     |                          ⟩ 

grubu için kamutatör alt grupla oluşturulan bölüm grubu şu şekildedir; 

 ̅    ̅   
 ⁄  ⟨     |                                    ⟩ 

bölüm grubu,                  ve             olduğundan 

          ,             eşitliklerine göre düzenlendiğinde,  

 ̅    ̅   
  ⁄ ⟨   |             ⟩        

grubu elde edilir. 

  {        }, 

    ( )      

    ( )      

    (  )             

     ( )           

    ( )      

    ( )          

    ( )          

     (  )              

    ( )      

    (  )      

    ( )      

     ( )      

   

Burada, ,         ,           , (         )            , 

                 eşitlikleri vardır. Böylece kamutatör alt grup,  

 ̅   
  ⟨     |   (   )   ⟩        

olarak bulunur.  

 

4.2.8 Uyarı:  ̅   
  kamutatör alt gruplarının sunuşunda     ve   tek 

tamsayıları için [19] da verilen  ̅    nun birinci kamutatör alt gruplarının sunuşu ile 

çakışmaktadır. 

 

Şimdi   ve   tamsayılarının çift olma durumunu inceleyelim. 
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4.2.9 Teorem:  ̅    grubunun birinci kamutatör alt grubu,    çift ve    çift 

ise,  

 ̅   
  ⟨                          |(  )  ⁄  (  )  ⁄  (      )  ⁄  

                      (      )  ⁄   ⟩     ⁄     ⁄     ⁄     ⁄    

sunuşuna sahiptir.  

 İspat: Bölüm grubu şu şekilde oluşturulur: 

 ̅    ̅   
 ⁄  〈     |                              

                                                        〉 

Bölüm grubu,              ve              eşitliklerine göre 

düzenlendiğinde,  

 ̅    ̅   
  ⁄ ⟨     |                            ⟩             

şeklinde bulunur. 

  {                    } Schreier transversalini seçelim. 

    ( )      

    ( )       

    (  )             

    (  )             

     ( )           

     ( )           

    ( )      

    (  )      

    ( )       

    (  )             

     ( )           

     (   )                 

    ( )      

    (  )      

    (  )      

    ( )      

     (   )      

     ( )      

     (   )                 

      (  )               

     ( )           

      (  )               

     ( )      

      (  )      

   

Burada              ,         ,             ,         , 

                      , 

(          )   (        )           ,  

(            )   (          )         , 

(            )   (       )           

eşitlikleri vardır. Böylece kamutatör alt grup 

 ̅   
  ⟨                          |(  )  ⁄  (  )  ⁄  (      )  ⁄  

                      (      )  ⁄   ⟩     ⁄     ⁄     ⁄     ⁄    

biçiminde bulunur. 
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4.2.10 Örnek:  ̅    grubunun   çift değerleri için birinci kamutatör alt 

grubunu  bulalım. 

 ̅    ̅   
 ⁄  ⟨     |                                     ⟩ 

bölüm grubu,              ve              eşitliklerine göre 

düzenlendiğinde,  

 ̅    ̅   
  ⁄ ⟨     |                            ⟩             

grubu elde edilir. 

  {                    }, 

    ( )      

    ( )      

    (  )             

    (  )             

     ( )           

     ( )           

     (   )                 

      (  )               

    ( )      

    (  )      

    ( )       

    (  )             

     ( )           

     (   )                 

     ( )           

      (  )               

    ( )      

    (  )      

    (  )      

    ( )      

     (   )      

     ( )      

     ( )      

      (  )      

   

Burada  

          ,         ,             ,         ,  

(          )   (        )           ,  

(            )   (          )         ,  

(            )   (       )                

eşitlikleri vardır. Böylece kamutatör alt grup 

 ̅   
  ⟨              |(  )  ⁄  (      )  ⁄   ⟩     ⁄     ⁄    

şeklinde elde edilir. 

 

4.2.11 Uyarı:  ̅   
  kamutatör alt grubunda     ve   çift tamsayı özel 

durumu [19] nolu kaynakta elde edilen durum ile çakışmaktadır. 
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5. SONUÇ VE ÖNERİLER 

Bu tezde      genel Hecke grupları ile  ̅    genişletilmiş genel Hecke 

gruplarının birinci kamutatör alt grupları incelenmiş ve grup sunuşları elde edilmiştir. 

Çalışmada yer alan 3.2.1, 4.2.1, 4.2.4, 4.2.6, 4.2.9 Teoremleri ilk defa gösterilmiştir. 

İleride yapılacak çalışmalar için bu grupların kuvvet alt gruplarının grup 

sunuşları ve grup simgeleri incelenebilir. 
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