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OZET

GENISLETILMIS GENEL HECKE GRUPLARININ KAMUTATOR ALT
GRUPLARI
YUKSEK LiSANS TEZi
SULE KAYMAK
BALIKESIR UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTIiTUSU
MATEMATIK ANABILiM DALI
(TEZ DANISMANI: DOC.DR.OZDEN KORUOGLU)
BALIKESIR, ARALIK - 2013

Bu tez bes boliimden olugsmaktadir. Birinci boliimde, ¢aligma tanitilmistir.

Ikinci boliimde, diger béliimlerde kullanilacak tamimlar, ornekler,
teoremler ve metodlar verilmistir.

Uciincii béliimde, H, , Genel Hecke Gruplarinin kamutatdr alt gruplarinin
grup sunuslan ile H,, Hecke Gruplarmm kamutatér alt gruplari arasindaki
iliskiler verilmistir.

Dordiincti - boliimde, Hp,q Genisletilmis  Genel Hecke Gruplarinin
kamutator alt gruplarimin grup sunuslari verilmis ve Hz_q Genisletilmis Hecke
Gruplarinin kamutatdr alt gruplariyla iliskisi incelenmistir.

Besinci boliimde, tezden elde edilen sonuglar ve ileride yapilacak
calismalar i¢in acik problemler verilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: genel Hecke gruplar, genisletilmis genel Hecke
gruplari, kamutator alt gruplar.



ABSTRACT

COMMUTATOR SUBGROUPS OF THE EXTENDED GENERALIZED
HECKE GROUPS
MSC THESIS
SULE KAYMAK
BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE
MATHEMATICS
(SUPERVISOR: ASSOC. PROF. DR. OZDEN KORUOGLU)

BALIKESIiR, DECEMBER 2013

This thesis consists of five chapters. In the first chapter, the study is
introduced.

In the second chapter, it is given that the definitions, examples, theorems
and methods which are used in the other chapters are briefly recalled.

In the third chapter, the presentations of the commutator subgroups of the
Generalized Hecke Groups H,, , are investigated and some relations between these
presentations and commutator subgroups of the Hecke Groups H, , are given.

In the fourth chapter, the presentations of the commutator subgroups of the
Extended Generalized Hecke Groups H, , are given and some relations between
these presentations and commutator subgroups of the Extended Hecke Groups
H, , are investigated.

In the fifth chapter, the results obtained from the thesis are summarized
and open problems for future studies are given.

KEYWORDS: generalized Hecke groups, extended generalized Hecke groups,
commutator subgroups.
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SEMBOL LIiSTESI

Simge Ad1

Z Tamsayilar kiimesi

C Karmagik sayilar kiimesi

Co Genisletilmis karmasik sayilar kiimesi

Aut(C,,) C kiimesinin tim otomorfizmlerinin kiimesi

GL(2,0C) C de genel lineer grup

PGL(2,0) Projektif lineer grup

SL(2,C) Ozel lineer grup

PSL(2,0) Determinant1 1 olan projektif lineer grup

PSL(2,7Z) Modiiler grup

PSL(2,R) {V(Z)|V(z) =22, 0,b,c,d € Rad — be = 1

U Ust yar1 diizlem

Gy {U(z)|U(z)=j:2;a,b,c,dE]R,ad—bcz—l}

H,, A== ZCOSZ ,1 < A1 < 2 i¢in Hecke gruplari

ITIZ,q A=4q4= 2COS§ , 1< A< 2 igin genisletilmis Hecke
gruplari

H,, Genel Hecke gruplari

ITIp,q Genisletilmis genel Hecke gruplari

F ( Hp'q) Genel Hecke gruplarmin temel bolgesi

[G: H] Indeks

(0 Devirli grup

D, Dihedral grup

Sa Simetrik grup

A, Alterne grup

P = (X|R*) Grup sunusu

F(X) X tabanli serbest grup

AXB Direkt ¢arpim grubu

A*B Serbest carpim grubu

Ax:B Birlestirilmis serbest carpim grubu

[x1, 23] x; ile x, elemanlarinin kamutatorii

G’ Birinci kamutator alt grup

G/G' G nin G’ kamutator alt grubu ile boliim grubu

X Schreier transversali

|X| F (X) grubunun ranki
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1. GIRIS

Hecke gruplari literatiire, E. Hecke’nin 1936 yilinda yaptigi “Uber die
Bestimmung Dirichleter Reichen durch ihre Funktionalgleichungen” isimli ¢aligmasi
ile girmistir. H(A) ile gosterilen Hecke gruplari, A sabit bir pozitif say1 olmak tizere

t(z) = —i veu(z)=z+ 21
kesirli dogrusal doniigiimleri ile tretilir. Ayrica E. Hecke, H(4) Hecke gruplarinin
Fuchsian olmasi i¢in gerekli ve yeterli sartin

A=2veyal =21, = ZCOSS, (q = 3 bir tamsayn)

olmasi gerektigini gostermistir [1].
s = tu denilerek A = A, degerleri igin
H(2,) = (tslt2 =sa =1) (1.1)

Hecke gruplarinin sunusu elde edilir.

s
A=2q = 2c055, (q = 3 tek tamsay1ve q = 4,6)

degerlerine karsilik gelen H (Aq) Hecke gruplar ile bunlarin normal alt gruplari
Cangiil tarafindan c¢aligilmistir [2]. Hecke gruplar ile ilgili ayrintili bilgilere [3-11]
nolu kaynaklardan ulagilabilir. En 6nemli Hecke grubu q = 3 degerine karsilik gelen
PSL(2,Z) modiiler gruptur. Modiiler grubun sayilar teorisi, fonksiyonlar teorisi gibi
matematigin birgok daliyla ilgisi gosterilmistir [2,12-16].

Lehner [17] nolu makalede,

1
z=p

v(z) =z+ A, +A4ilex(z) = -

lineer doniisiimleri yardimiyla iretilen Hp, genel Hecke gruplarini tanitmistir.
Burada y = xv denilerek
Hyg=xylxP=yi=0)=C,+xCi(2<p=<q=<op+q>4) (1.2)
grup sunuslar elde edilmistir. Bu gruplarda p = 2 igin H, 4 = H (Aq) esitliginden
(1.1) deki Hecke gruplari elde edilir. Bu gruplar H, sembolii ile de gosterilir.
r(z) = % yansima doniisiimiinii H, , Hecke gruplarina katarak elde edilen

genisletilmis Hecke gruplari, Bizim ve Sahin tarafindan tanitilmistir. Bu grup
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H(Aq) =(t,s,7r[t? =sT =r* =L, tr =rt,sr =rs™ ') = D, *z, Dg (1.3)
sunusuna sahiptir. Genisletilmis Hecke gruplarinin kamutatdr alt gruplart ve

aralarindaki bazi iligkiler de [16,18-23] nolu kaynaklarda verilmistir.

Hy, 4 genel Hecke gruplarma r(z) = éyanmma doniistimii katilarak

Hprq

=,y rlx? =yl =r?=Lxr =rxP~Lyr = ry? 1) = D, 4, Dy (1.4)
genisletilmis genel Hecke gruplar elde edilir. Bu grup Dy, ile D4 dihedral gruplarmin
Z, ile birlestirilmis serbest ¢arpimina izomorftur [24]. Bu gruplarda p = 2 igin
H,, = H(A,) esitliginden (1.3) teki genisletilmis Hecke gruplart elde edilir.

Bu tezde H,, genel Hecke gruplari ile H,, genisletiimis genel Hecke
gruplarinin kamutator alt gruplari incelenmistir. p = 2 degeri i¢in Hy , birinci
kamutator alt gruplarmin, [2] de verilen Hj, gruplar ile cakigtigi goriilmiistiir.
Ayrica 17,’,,61 nun 6zel durumu olan p = 2 yerine yazildiginda [18] ve [19] nolu
kaynaklardaki Hj , elde edilmistir.

Bu ¢alismada yapilanlari boliimlere ayirarak kisaca tanitalim.

Calismanin ilk boliimi tezin gelisimini anlatan, tezin bolimlerinin tanitildig:
girig bolimiidiir.

Calismanin ikinci boliimiinde, tezin diger boliimlerinde kullanilacak tanimlar,
teoremler ve metodlar verilmistir.

Tezin tgilincii bolimiinde, genel Hecke gruplarinin kamutator alt gruplar
incelenmis, iiretecleri bulunmus ve grup sunuslari verilmistir.

Dordiincti bolimde, genisletilmis genel Hecke gruplarmin kamutator alt
gruplar1 incelenmis ve liretecleri bulunarak grup sunuslar elde edilmistir.

Besinci boliimde, elde edilen sonuglar verilmis ve ileride yapilabilecek

caligmalar i¢in agik problemlerden bahsedilmistir.



2. ON BILGILER

Bu boliimde tezin diger boliimlerinde kullanilacak olan kavramlar

tanimlanmis, temel teoremler ve metotlar verilmistir.

2.1 Mobiiis Doniisiimleri

Calistigimiz Hecke gruplariin elemanlar1 birer mobiiis doniistimiidiir. Bu alt
boliimde, bu doniigiimleri tanitip, bu doniisiimler ile 2 X 2 matrisler arasindaki

iliskileri verecegiz. C,, = C U {oo} olmak tizere su tanimi verelim:

2.1.1 Tanmm : f:C, — C, birebir, 6rten ve meromorf fonksiyonlara C,
kiimesinin bir otomorfizmi denir [25].
Ce kiimesinin tiim otomorfizmlerinin kiimesi Aut(C,) ile gosterilir. Yani,
Aut(Cy) ={f|f:C, » Cw, f birebir, 6rten, meromorf fonksiyon}
seklindedir.

2.1.2 Teorem : C, kiimesinin, tim otomorfizmlerinin kiimesi asagidaki
gibidir;
az+b
Aut(C,) = {V(z)|V(z) =——a, b,c,d € C,ad — bc # O} [25].
2.1.2 Teoremde dikkat edilirse ad — bc # 0 verilmistir. Eger ad — bc = 0

olsa, V(z) sabit fonksiyon olur ve birebirlik sart1 bozulur.

az+b
cz+d

2.1.3 Tamm: V(z) =

, (a,b,c,d € C,ad — bc # 0) bi¢imindeki

doniistimlere, mobiiis doniistimleri (Kesirli dogrusal doniisiim) denir [25].

2.1.4 Teorem : Mobiiis dontistimleri, fonksiyonlarin bileske islemine gore bir

gruptur [26].



2.1.3 Tanimdaki ad — bc degerine V (z) doniisiimiiniin determinant1 denir ve
A ile gosterilir. Mdbilis doniistimleri i¢in verilen A = ad — bc # 0 kosulu yerine
A = ad — bc = 1 kullanilabilir. Ciinkii pay ve payda +VA ile boliiniirse, A = 1
sonucu bulunur.

Matrislerde ¢arpma islemi yapmak, fonksiyonlarin bileske islemine gére daha

kolaydir. Bunun i¢in, mdbilis doniisiimleri ile matrisler arasinda birebir iliskiyi

b) matrisini kullanmak olacaktir.

. . e 1. __az+b . a
inceleyelim. Bu iliski, V(z) = — yerine (C d

Bunun i¢in bazi tanim ve teoremler verelim.

2.1.5 Tamm: (‘C‘ b) biciminde a,b,c,d € C, A = ad — bc # 0 kosullarim

d
saglayan 2 X 2 matrislerin kiimesine C de genel lineer grup denir ve GL(2,C) ile

gosterilir.

2.1.6 Teorem : 0:GL(2,C) —» Aut(C,)

(a b) az+b
—>

c d cz+d

seklinde tanimlanan doniisiim bir epimorfizmdir [25].

Dikkat edilirse 2.1.6 Teoremdeki doniisiim birebir degildir. Ciinkii (‘; 2)

matrisi % doniigiimiiniin yaninda, bu doniisiimiin k katina da gidebilir. Dolayisiyla

birebirlik yoktur. 8 doniisiimiiniin ¢ekirdegini K ile gosterelim. (K = ¢ek ) Gerekli

0

islemler yapilirsa ¢ek 6 kiimesinin A € C \ {0} kosulu altinda (:)1 1

) bigimindeki
matrislerden olustugu goriiliir. Bu elemanlari

(0 2=2G )=

olarak da ifade edebiliriz. Birinci izomorfizma teoreminden asagidaki teoremi

verebiliriz.

2.1.7 Teorem : GL(2,C)/K = Aut(C,) [25].



GL(2,C)/K bolim grubu ic¢in PGL(2,C) simgesi kullanilir ve bu grup
projektif genel lineer grup olarak adlandirilir. PGL(2, C) nin elemanlari, A = ad —
bc # 0 kosulunu saglar ve bu matrislerin k kati da ayn1 doniistimii belirler.

Simdi GL(2,C) kiimesinden C\ {0} kiimesine s0yle bir doniisim
tanimlayalim:

det: GL(2,C) - C \ {0}

(Z Z)Had—bc

dontisimit M, N € GL(2,C) olmak tizere det(M.N) = det(M) .det(N) o6zelliginden
homomorfizmadir. Ustelik 6rten oldugundan bir epimorfizmdir. Bu epimorfizmin
cekirdegi SL(2,C) ile gosterecegimiz, determinanti 1 olan matrislerdir. SL(2,C)
kiimesine ozel lineer grup denir. Yine birinci izomorfizma teoreminden asagidaki

teoremleri verebiliriz.
2.1.8 Teorem : GL(2,C)/SL(2,C) = C\ {0} [25].
2.1.9 Teorem : Aut(C.) = PGL(2,C) = PSL(2,C) [25].

PSL(2,C) nin elemanlari, A = ad — bc = 1 kosulunu saglar. Ayrica bu

matrislerin negatifleri de ayn1 doniisiimii belirler.

Simdi U, st yart diizlemi gostermek iizere, reel katsayili dogrusal

dontisiimlerin kiimesi olan,

az+b
cz+d

PSL(2,R) = {V(z)

V(z) = ;a,b,c,dE]R,ad—bc=1}

ile ilgili su teoremi verelim.

2.1.10 Teorem: Aut(U) = PSL(2,R) [25].

2111 Tamm: G, = {U(z)|U(z) =2, 4 bc,d € R,ad — bc = —1}

cz+d

kiimesinin elemanlarina U st yar1 diizlemin anti-otomorfizmleri denir.

2.1.12 Teorem: G = PSL(2,R) U G, bileske islemine gore bir gruptur [25].



2.1.13 Teorem: Hecke gruplari PSL(2,R) nin alt grubudur. Genisletilmis

Hecke gruplari ise G nin bir alt grubudur.

2.2  Hecke Gruplan

Erich Hecke, 1936 yilinda “Uber die Bestimmung Dirichleter Reichen durch
thre Funktionalgleichungen” adli calismasinda Hecke gruplarim1 asagidaki gibi

tanimlamustir.

2.2.1 Tanum : A sabit bir pozitif say1 olmak {izere ,
t(z) = —i veu(z) =z+ A1
kesirli dogrusal doniisiimleri ile tiretilen gruplara Hecke gruplart denir ve H(A) ile
gosterilir.

Tanimlanan t(z) ve u(z) doniisimleri yardimiyla s = t.u alinirsa

@)= ——
sl = zZ+ A

elde edilir.

2.2.2 Teorem : A > 2 veya q = 3 bir tamsay1 olmak {izere,

/1=/1q=2cosz,1S/1<2
q

ise H(A) grubunun bir temel bolgesi,
F,={z€U||Rez|<A/2,|z| > 1}
kiimesidir [1].

Ayrica E. Hecke diger 4 > 0 degerleri i¢in F; kiimesinin bir temel bolge
olmadigin1 da goéstermistir. A = A, veya A = 2 olmast durumunda H(4) grubunun
sonlu tretegli bir grup oldugu goriiliir. Ayrica H(A) grubu, PSL(2, R) nin ayrik bir
alt grubu oldugundan H (1) grubu Fuchsian bir grup olur. (Ayrik gruplar ve Fuchsian
gruplar i¢in ayrintili bilgiler [27,28] nolu kaynaklarda bulunabilir.



2.2.3 Teorem : H(A) Hecke gruplarinin Fuchsian olmasi ic¢in gerekli ve

yeterlikosul A = 2 veyad = 4, = 2cos§, (q = 3 bir tamsay1) olmasidir [1].
A=1q= 2COS§, 1 < 1 < 2 durumuna karsilik gelen Hecke gruplart H (Aq)

veya H, , ile gosterilir. Baz1 H, ; Hecke gruplari ve bunlarin normal alt gruplari [2]

de caligilmstir.

2.2.4 Teorem: H, ; Hecke grubunun sunusu,
Hyq = (ts|t? =sd=1) = C, * (,

seklinde 2 mertebeli devirli grup ile q mertebeli devirli grubun serbest ¢arpimidir [2].

H, 4 Hecke gruplarinda, g = 3 degerine karsilik gelen H, ; Hecke grubu daha
¢cok modiiler grup olarak adlandirilir ve PSL(2,7Z) ile gosterilir. Modiiler grup
matematikgiler tarafindan ¢ok c¢alisilan bir gruptur. Modiiler grubun kendisinin yani
sira onemli bazi alt gruplari ¢ok sayida ¢aligmada kullanilmistir. M. Newman [12,29]

nolu makalelerde bu alt gruplari incelemis ve aralarindaki iliskiyi gostermistir.

2.3 Genisletilmis Hecke Gruplar:

Burada 2.2 Bolimde verilen Hecke gruplarindan, 14(2) =§ yansima

doniislimii yardimiyla elde ettigimiz genisletilmis Hecke gruplarindan kisaca
bahsedecegiz. Genisletilmis Hecke gruplar ile ilgili temel bilgilere [18-20,22,23,30-
32] kaynaklarindan ulasilabilir.

Faydalanacagimiz r; (z) = é doniisiimii birim gembere gore yansimadir.
A =2 veya q =3 bir tamsayr olmak lzere A =4, = Zcosg ,1<4A<2

degerleri igin H, 4 ile gosterilen Hecke gruplarindan yararlanarak su tanimi verelim.

2.3.1 Tamim : Hecke gruplarina, r;(z) = % anti-otomorfizmini ekleyerek elde

edilen gruplara genisletilmis Hecke gruplar: denir.



Genisletilmis Hecke gruplart H (Aq) veya Hz‘q ile gosterilir ve otomorfizmler
ile anti-otomorfizmleri bulundurur.
Simdi de genisletilmis Hecke gruplarinin asagida verecegimiz yansimalar

yardimiyla grup sunusunu bulalim.
s
A=Ay =2cos=,1<1<2
q

olmak iizere,

—Z
Az +1
yansimalar1 yardimiyla, genisletilmis Hecke gruplarinin sunusu

r(z) = Z 12(2) = —2,13(2) =

ﬁz,q = (1,1 13ln % =1 =% = () = ()9 = 1)
yazilabilir [18,31]. Burada r =1, t =rr, = ryry, s =37y olarak almursa H,
genisletilmis Hecke gruplarinin sunusu,
Hy, =(t,sr|t? =r*=s9=(tr)*> = (rs)* = 1)

olarak bulunur.

2.3.2 Teorem: H,, genisletilmis Hecke gruplar, D, ile D, nun C, ile
birlestirilmis serbest ¢garpimina izomorftur.

Ispat : Teoremde yer alan dihedral gruplarin sunuslari,

G, =(tr|t?=r?=(tr)?=1)=D,

ve
G, =(s,7ls? =r*=(rs)* =1) = D,
seklindedir.
A = (r) < G; alt grubu igin,
¢:A- G,
rer

birim donilisiimii yardimiyla
Hyq = Gy *c, G, Ve
Hyq =(t,s,r|t? =s1=1%= (tr)*> = (rs)* = I)

bulunur.

Ozel olarak q = 3 degeri icin elde edilen H, 5 genisletilmis modiiler grup ve

bazi normal alt gruplar1 [16,30,33] nolu kaynaklarda incelenmistir.
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2.4 Kamutator Alt Gruplar

Bu boliimde kamutator ve kamutator alt grup kavramlar1 tanitilacaktir.

Ayrmtili bilgiler [34,35] nolu kaynaklarda bulunabilir.

2.4.1 Tammm: G bir grup olmak iizere x;, x, € G elemanlar1 igin
[x1, x,] = x7 x5 1x; x, esitligine x, ile x, elemanlarmin kamutatdrii denir. Bunu n
elemana genellersek
[x1, %2, o) Xn] = [[%1, o) Xn_1], 2]

olarak bulunur.

G grubunun bos kiimeden farkli X; ve X, alt gruplarini alalim. X; ve X, alt

gruplariin kamutator alt grubu,
[X1,X2] = ([x1, x2]|x1 € X3, x; € X3)
olarak tamimlanir. G' = G ile gosterilen birinci kamutator alt grubu ise
G'=1[G,G) =([A,B]|A,B € G)
bi¢iminde tanimlanir. G grubunun kamutator alt gruplari arasinda,
G=60>c0 s 2> ...
seklinde bir iliski vardir. Herhengi G () kamutatér alt grubu,
G¢™ = ([4,B]|4, B € GV)

bigiminde tanimlanir.

Ayrica kamutator alt gruplar tamamen degismez ozellige de sahiptirler [35].
Kamutator alt gruplarin tanimi ve bu 6zellikten dolayr normal alt grup olduklar

aciktir. Kamutator alt gruplar i¢in ¢ok 6nemli olan su iki teoremi verelim:
2.4.2 Teorem: G grubunun G'ile boliim grubu G /G’ degismelidir [34].

2.4.3 Teorem : N, G grubunun normal alt grubu ve G/N degismeli olsun. O
halde G /N boliim grubu G /G’ niin bir alt grubudur [34].

2.4.4 Sonu¢ : G/G' bolim grubu G grubunun en genis degismeli bolim

grubudur.



2.4.5 Sonug : N, G grubunun normal alt grubu ve G/N degismeli ise G', N

grubunun alt grubudur.

2.5  Grup Sunuslari

Bu bdliimde grup sunusu tanimlanarak bazi gruplarin grup sunuslari
verilmistir.

2.5.1 Tamm: X bir kiime (lirete¢ sembollerinin kiimesi) ve X kiimesi
lizerinde devirsel indirgenmis kelimelerden olusan R~ (bagint1 kelimelerinin kiimesi)
olsun. Bu durumda,

P = (X|R")
ikilisine bir grup sunusu denir. X ve R* kiimelerinin her ikisi de sonlu ise P

sunusunun sonlu oldugunu soyleriz .

2.5.2 Tammm: n mertebeli bir eleman tarafindan iiretilen gruba n mertebeli
devirli grup denir ve C, ile gosterilir. C,, grubunun sunusu,
Cp = (ala™ =1)
seklindedir.

2.5.3 Tammm: Bir diizgin n -genin simetrilerinden olusan gruba n -inci
dihedral grup denir ve D,, ile gésterilir. D,, grubunun sunusu;
D, ={a,bla® = b? = (ab)™ =I)

veya

D, ={a,b|la? = b™ = (ab)? =)
veya

D, = {a,bla™ = b? = (ab)? =1I)
seklindedir.

2.5.4 Tammm: n elemanh bir kiimenin biitlin permiitasyonlarinin kiimesi,
fonksiyonlarin bileske islemine goére bir grup olusturur. Bu gruba simetrik grup denir
ve S, ile gosterilir. Cift permiitasyonlarin kiimesi de bu grubun bir alt grubunu

olusturur. Bu gruba alterne grup denir ve A,, ile gosterilir.
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2.5.1 Serbest Gruplar

Bu boliimde, serbest gruplar tanimlanarak, serbest gruplarla ilgili bazi temel
teoremler verilmistir.

2.5.1.1 Tammm : X bir F grubunun alt kiimesi ve G herhangi bir grup olmak
lizere,
Oy X -G
seklinde herhangi bir doniisiim igin,
O:F->G
®, doniisimiiniin uzantis1 olan tek bir ® homomorfizmas: varsa F grubuna X

tizerinde serbesttir denir [36].

2.5.1.2 Tammm : F(X) ile gosterilen serbest gruplar igin X kiimesine F(X)
serbest grubunun tabani denir. X kiimesinin eleman sayisina F(X) grubunun ranki

denir ve |X] ile gosterilir.

2.5.1.3 Teorem : X veY kiimeleri lizerinde tanimlanan serbest gruplar icin
|1X| =|Y| & F(X) = F(Y) dir [36].

2.5.1.4 Teorem : X kiimesi lzerindeki serbest grubun sunusu P = (X| )
seklindedir [36].

2.5.1.,5 Teorem : Bir t elemani tarafindan tiretilen sonsuz mertebeli devirli
grubun sunusu P = (t| ) seklindedir.
Ispat : Sonsuz mertebeli devirli grupta, sonlu mertebeli bir eleman

olmadigindan R* = @ olur.

2.5.1.6 Sonug¢: Sonsuz mertebeli devirli gruplar, serbest gruptur.

Ispat : 2.5.1.5 Teoremden sonug goriiliir.

2.5.1.7 Sonug : (Z, +) grubu, ranki 1 olan serbest gruptur.
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2.5.1.8 Teorem (Nielsen-Schreier) : Bir serbest grubun her alt grubu da

serbest gruptur [36].

2.5.2 Direkt Carpim Grubu

A ve B herhangi iki grup ve G bu iki grubun direkt ¢arpim grubu olmak {izere

G grubunun sunusu asagidaki gibi tanimlanmustir.

2.5.2.1 Teorem : A ve B gruplar sirasiyla
Py = (X|R1) ve Pg = (Y[R )
sunuslariyla verilsin. Bu iki grubun direkt carpim grubu olan G nin sunusu
P; =(X,Y|Ri,R;,R")
seklinde tanimlanir. Burada
R* = {xyx~ly l:x € X,y € Y} dir [36].

2.5.3 Serbest Carpim Grubu

A ve B herhangi iki grup olmak iizere bu iki grubun serbest carpim grubunun

sunusu asagidaki gibi tanimlanmustir.

2.5.3.1 Teorem : A ve B gruplart sirasiyla
Py = (X|R7 ) ve Pg =(Y|R;)
sunuglarina sahip olsun. Bu durumda A ve B gruplarmin serbest ¢arpimi olan
G = A * B grubunun sunusu,

Pg =(X,Y|R{,R3)
seklinde tanimlanir [36].

Verilen iki grup i¢in serbest ¢arpimin sunusunu verdik. Serbest ¢arpim grubu
keyfi sayidaki gruplar i¢in de tanimlanabilir :

Eger A, = (Ur.A,|bag. A, ) gruplarinin bir koleksiyonu ise bu gruplarin
G =x A, serbest carpimu, liretecleri A, larin iireteclerinin ayrik birlesimlerinden ve

bagintilar1 da 4, larin bagintilarinin ayrik birlesimlerinden olusan gruptur.
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2.5.4 Birlestirilmis Serbest Carpim

A ve B herhangi iki grup olsun. € < A alt grubu verilsin. ¢: C — B birebir
homomorfizmasi i¢in A ve B gruplarmin C alt grubu ile tanimladiklart birlestirilmis
serbest ¢arpim grubu ile ilgili ayrintili bilgilere [36,37] kaynaklarindan ulasilabilir.

Bu grup G = A *¢ B ile gosterilir ve sunusu asagidaki gibidir.

2.5.4.1 Teorem : A ve B gruplar sirasiyla
Py = (X|R1 ) ve Pp = (Y|R3 )
sunuslariyla verilsin. C < A alt grubunun iireteg¢ kiimesi Z olmak tizere G = A *¢ B
grubunun sunusu
Pe =(X,Y|R},R3,{¢(2)z" |z € Z})
seklinde tanimlanir [36].

2.5.4.2 Ornek:A = (ala* = I) ve B = (b|b® = I) devirli gruplarmi alalim.
A ile B gruplarmin serbest ¢arpimi
AxB ={(a,bla* = b® =1)

bi¢imindedir. C = (a?) olmak iizere A nin alt grubudur.

$:C > B

a’ v~ b3
birebir homomorfizmasi yardimiyla A *¢ B grubunun sunusu,

AxcB = {(a,bla* = b® = p(a®)(a®) L =1)
bulunur. Bu sunusun kisaltilmis hali
AxcB=(a,bla* =1,a% = b3)

seklindedir.

2.6 Reidemeister-Schreier Metodu

Bu metod calismamizda ¢ok 6nemli bir yer tutar. Calistigimiz gruplarin sonlu
indeksli normal alt gruplarinin {ireteglerini bularak, grup sunuslarin1 bu metod ile

belirleyecegiz.
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G, {g;} tretegleri ile uretilen bir grup ve H, G grubunun sonlu indeksli bir
normal alt grubu olsun. Metod once H igin bir Schreier transversali segmekle ve
sonra da bu transversalin, iireteglerin ve koset gosterimlerinin elemanlarinin sirali
carpimlarinin alinmasiyla, asagidaki gibi uygulanir.

Bir Z Schreier transversali asagidaki kosullar1 saglayan koset gosterimlerinin
bir kiimesinden olusur:

MI1ex

(ii) X sag sadelestirme altinda kapalidir. Yani eger g;,.g;,..9; € X ise
9i,- i, - 9i,_, €lemanit da X kiimesinde olmali.

¥, H i¢in bir Schreier transversali olsun. H nin bir Schreier {ireteci asagidaki
formda olacaktir [2].

(X nin bir eleman1)x( G grubunun bir tireteci)x(6nceki ¢arpimin koset géste:rirni)‘1

2.6.1 Ornek: PSL(2,Z) = H,5 modiiler grubun birinci kamutatdr alt
grubunu bulalim.

H, 3 grubunun sunusu

Hys =(t,s|t? =s3=1)
bigimindedir. H; 5 kamutator alt grubu H, 3 grubunun normal alt grubudur ve bolim
grubu;
Hy3/Hj3 = (t,s|t? =s3> =1ts = st) = C, X C3
sunusuna sahiptir. H; 3 kamutator alt grubunun iireteclerini bulmak i¢in bir Schreier
transversali olarak
* ={l,t,s,5%ts, ts?*}

kiimesini se¢elim. Burada miimkiin olan biitiin ¢arpimlar asagidaki gibidir.

L.t.() =1, L.s.(s)™1=1,
t.t.(D"1 =1, t.s.(ts)"t =1,
s.t.(ts)™ = sts71t71, s.s.(s®)t =1,
s?t.(ts?)71 = s%t(s?) e, s.s. (D7 =1,
ts.t.(s)"! = tsts7}, ts.s.(ts>) 1 =1,
ts?.t.(s?)7t = ts%t(s?) 71, ts?.s. ()" =I.

Ayrica  (sts™it™H)l=tsts7t  ve (s%t(s?) "t = ts?t(s?)7!  olarak

yazilabilir.
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Boylece H, 3 kamutatdr alt grubun grup sunusu,
Hj 3 = (tsts? ts?ts| Y= Z+Z

olarak bulunur.
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3. GENEL HECKE GRUPLARININ KAMUTATOR ALT
GRUPLARI

Bu béliimde H, , genel Hecke gruplarinm tanimi ile bu gruplarin sunuslary
verilmistir. Reidemeister-Schreier metodu kullanilarak, birinci kamutator alt
gruplarinin  grup sunuslar1 bulunmustir. H,, Hecke gruplarmin kamutator alt
gruplarmin grup yapilar1 [2] de verilmistir. 3.2.1 Teoremde, H,, genel Hecke
gruplarinin birinci kamutator alt gruplarinin grup sunuslari elde edilmistir. Bu grup
sunusunda p = 2 yazildiginda [2] de elde edilen kamutator alt grubun, grup sunusu
ile gakistig1 goriilmistiir. Bu boliimdeki 3.2.1 Teorem ilk defa verilmistir. Ayrica bu
boliimdeki bazi sonuglar [38] nolu kaynakta yer almistir.

3.1  Genel Hecke Gruplar

Bu alt boliimde Lehner’in [17] nolu kaynakta tamimladigi genel Hecke
gruplar1 tanitilmis ve grup yapist verilmistir.

3.1.1 Tanm: v(z) =z + 4, + A, ve x(z) = ﬁ kesirli lineer doniisiimlerini
~p

alalim. y = xv olmak iizere H, , genel Hecke grubu asagidaki gibi tanimlanmugtir.
Hpg=<xylx? = yi=l>=(+(;, 2<p=<q=<»p+tq>4

seklinde tanimlanan gruplara genel Hecke Gruplar1 denir [17,24].
Simdi bu grupla ilgili birka¢ teorem verelim.

3.1.2 Teorem [17]: H,,=<x,y|xP = yP=I> genel Hecke gruplari H, = H,,

gruplari tarafindan igerilir.

3.1.3 Teorem [17]: H, , genel Hecke gruplar i¢in temel bolge
F(Hy,)={x+iyeU:lx| <, +1)/2, |zF@,/2)|=1}
seklindedir.
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3.2  Genel Hecke Gruplarinin Kamutator Alt Gruplari

Bu bolimde genel Hecke gruplarinin birinci kamutator alt gruplari,
Reidemeister-Schreier yontemi kullanilarak bulunmustur. Bu gruplarin 6zel hali olan

H, 4 Hecke gruplarinin kamutator alt gruplari, Cangiil tarafindan [2] de calistimustir.
Bu c¢alismada H{)‘q kamutator alt gruplarinda p = 2 yazilarak [2] de gegen H2,,q ile
cakigtig1 gosterilmistir. Bu alt bolimde H,, , genel Hecke gruplarn igin2 < p < ¢q <

oo durumlari ele alinmistir.

3.2.1 Teorem: H, , = (x,y|x? = y1 =) = C, = C, genel Hecke gruplarinin

birinci kamutator alt grubu; (p — 1). (g — 1) tiretece sahiptir ve grup sunusu

Hy, = Geyxy~Ix7? ) xylxy2x72 | .., xy9 lxy~@ Dy 2 | x2ypylx-3
xtyZxyTix73 L, xPy@Tlxym@Uxm3 0 xPTyxy im0
xP=2y2xy =2y~ @D, xPT2y a7y~ @Dy mD) P lyxy Tl )Py 2y
xP~ly T lxy=@ D] )

seklindedir.
Ispat: Oncelikle H, ,/Hy, ; grubunu belirleyelim.
Hpq/Hpq = (x,yIxP = y? =1, xy = yx) = C, X C,
kamutator alt grubunun ireteglerini bulmada kullanacagimiz Reidemeister-Schreier
metodu i¢in
Y ={Lx,x%x3 ..., xP" Ly, y2, ., yT L xy, xy?, .., xy? L, x2%y, x2y?,
v, X2y 07 3y x3y2, L, x3y a7 L xPTly xPTIy2 L xPT 1yl

transversalini se¢elim. Buradan

Lx.(x)"1=1, Ly.() 1 =1,
x.x.(x®) 1 =1, x.y.(xy)"t =1,
x%x.(x3) 1 =1, x2y. (x2y) =1,
xPLx. (D=1, xP~ly (xPly) 1 =1,

y.x. (xy)t = yxy a7l y.y. () =1,
1

yZox. (xy?) ™t = yixy~ix 71, y2y. () =1,
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yaha (ey ™) = y Ty~ @ Dx yity. (DTt =1,

xy.x. (x?y)™1 = xyxy 1x72, xy.y. (xy?)~t =1,
xy?.x. (x?y?) ™ = xy*xy*x 2, xy?y. (xy®) Tt =1,
xy®hx (x?yd7H) T = xy Ty~ @ DX xyTly. ()7t =1,
rty.x. ()t = xyry it ¥,y =1,
x?y?x. (Py?) 7 = xPy2ay T, xty?y. (x*y*) =1,
xzyq—l_x_ (x3yq—1)—1 — xzyq—lxy—(q—l)x—3’ nyq—l_y_ (xz)—1 =1
xP~2y. x. (xP1y) 7t = xP2yxytxm D), xP~2y.y. (xP~2y?) 71 =,
Xp_zyz.x. (Xp_lyz)_l = xp_zyzxy_zx_(p_l)’ xp—ZyZ.y. (xp_2y3)_1 =1,

xP2y071 x (xP~Llyd1)"1 = xP=2y -1y =(@-Dy--1) xP72yd-1 y (xP~2)"1 = ],
Py y Py =1
xPly2 y (xP7ly3) 1l =,

xP Ty () =P hyxy T,

xP Ty (y2) 7 = 2Py ay 7,

APy, (I = Py Ly, XTIyt (P =
Yukarida elde ettigimiz esitlikleri asagidaki gibi daha sade hale getirebiliriz.

1

3 Xp_zyxy_lx‘(p‘l).xp‘lyxy‘l)_l = yxy_lx_ ,

(xyxy 1x~ 2. x2yxy 1x73 ...

1

3 ...xp_zyzxy—zx—(p—l)_xp—lyzxy—z)—l = y2xy~2x71,

(xyzxy_zx_z. xzyzxy_zx‘
(ny—lxy—(q—l)x—z_ x2ya=lxy=@Dx=3  3P=25,0-1x)~@-Dy-p-1), xp_lyq_lxy_(q_l))—l
= yq_lxy—(q—l)x—l

Buradan H,’,,q kamutator alt grubunun iiretecleri;

xyxy~lx7? | xy?xy?x7?, .., xy@7lxy @ Dx72 | xZyxy~lx=3
x2y?xy~2x73 ..., xPy0lxy=@Dx=3 0 xP2yxy i1
xP2y2xy~2x =00 xP72yd (@ Dy == xPlyyy =l xPly2yxy=2

xPlya71xy~@ D olmak iizere (p—1).(q—1) tanedir. Bu iiretelerden

yararlanarak Hy, , kamutatdr alt grubunun sunusu
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2 2 3

Hj, = (xyxy™x72 | xy?xy™2x7% , .., xy9lxy=@Dx=2 | x2yxy~ix73

x2y?xy~2x73 | . x2ydlxy=@Dy=3 xP~2yxy~1x=(@-1D
xP2y2xy 2x= P  xP72y071xy=@ D=0y P-lyyy =l xPoly2xy=2
xp_lyq_lxy_(q_1)| )

olarak bulunur.

Simdi de H; 3 , H, 4 Ve H; 5 gruplarmin birinci kamutator alt gruplarini 6rnek

olarak verelim.

3.2.2 Ornek: H, ; grubunun birinci kamutatdr alt grubunu bulalim.
H, 5 grubunun sunusu H, 5 = (x,y|x* = y3 = I) seklindedir.
H2,3/Hé,3 =(x,ylx* =y> =1L,xy = yx) = C, X C3
2 = {Ijxjy'sznyxyz}’

Lx.(x)"1=1, Ly.(y)™ =1,
x.x.(D71=1, x.y.(xy)"t =1,

y.x. (xy) ™ = yxytxTh y.y.H =1,

y2ox. (xy?)t = yPlxy2x T, yiy. (Dt =1,
xy.x.(y)™" = xyxy™, xy.y. (xy?)™t =1,
xy?. x.(y?) ™t = xy?xy?, xyty.(x)"t=1.

Burada, (yxy~1x 1)t = xyx~ly 1 = xyxy~1 ve

(y2xy 2x 1)1 = xy?x~1y~% = xy2xy~? dir. Bdylece grup sunusu
Haz = (xyxy ™, xy®xy~?| )

bi¢imindedir. Ureteg sayist

p—1.(q—1),p=2veq=3i¢in(2—-1).(3—1) = 2dir.

3.2.3 Ornek: H, , grubunun birinci kamutatdr alt grubunu bulalim.
Hyp, = (x,y|x? = y* = 1) igin H, 4 /H, 4 bdliim grubu
H2,4/Hé,4 =(x,ylx?=y*=Lxy =yx) =C, X,
sunusuna sahiptir.

T ={l,xyv%y3xy xy? xy3},
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L.x.(x)"'=1, Ly.(y) =1,

x.x.(D7t=1, x.y.(xy) =1,

y.x. (ey)™h = yxy~txT, y.y.- ()t =1,

yiox (xy?) ™t =ylxy i, y: iyt =1,

yiox (xy®) Tt = yiayx T, yiy.(Dt=1,
xy.x.(y)™" = xyxy™, xy.y. (xy?)t =1,
xy?.x. (y?) 7t = xy*xy~?, xy?y. (xy®)t =1,
xy3.x.(y3) = xy3xy 3, xy3.y.(x)"1 =L

Burada (yxy 1x 1)1 = xyx~ly~t = xyxy~1,
(2xy~2x~ 1)1 = xy2x~1y~2 = xy2xy =2,
(V3xy3x )™t = xy3x7 1y ™3 = xy3xy~3 oldugu goriiliir. O halde kamutatdr alt
grubun sunusu
Hyq = (xyxy™, xy?xy =2, xy%xy ™3| )
bigimindedir. Ureteg sayisi
p—-1.(g—1),p=2veq=4icin(2—1).(4—1) = 3 tiir.

3.2.4 Ornek: H, s grubunun birinci kamutatdr alt grubunu bulalim.
Hys/ Hé'5 boliim grubunun sunusu su sekildedir.
Hys/Hys = (x,ylx* = y° = L,xy = yx) = C; X Cy
2={Lxy,y%y% v xy,xy?, xy®, xy*},

L.x.(x)"*=1, Ly.(y) =1,

x.x.(D"'=1, x.y.(xy) =1,

y.x. (xy)™ = yxy a7l y.y.H =1,

y2ox (xy?) ™t =ylxy2x 7l yiy. () =1,

yiox (xy®) Tt =yixy a7l iyt =1,

yhoe oyt =ytay Tt yty. (D=1,
xy.x.(y)™t = xyxy™, xy.y.(xy?)™t =1,
xy?.x.(y*)7t = xy®xy~?, xy?.y. (xy*) Tt =1,
xy>x. ()t = xyxy 3, xys.y. (xyH)t =1,
xyt x. (yH ™ = xytxy~t, xyty. (x)"t=1.

Dikkat edilirse (yxy tx 1)1 = xyx~ly~1 = xyxy~1,
Oy 277 = xy?xTly T = xyPxy T,
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Py = xyix Ty T = xytay T
(rxy tx ™)™ = xytx~ly™* = xy*xy~* oldugu goriiliir.
Buradan kamutator alt grup

Has = (xyxy ™, xy®xy =2, xy3xy =3, xy*xy ™ )
olarak bulunur ve iireteg sayist (p —1).(q —1),p =2veq = 5igin
(2—1).(5—1) = 4 tir.

[2] nolu kaynakta da yer alan Hz"q kamutator alt grubunun sunusunu bulalim.

3.2.5 Ornek: H, , grubunun birinci kamutatdr alt grubunu bulalim.
H,, = (x,y|x* = y? = I) Hecke grubudur.

Hyq/Hpq = (x,ylx? = y7 = Lxy = yx) = G, X

seklindedir.
T={Lx,yv% ..,y L xy,xy?, ..., xy? 1},
Lx.(x)"1 =1, Ly.(y) =1,
x.x.(D71=1, x.y.(xy) =1,
y.x. (ey) ™t =yxy i, y.y. ) =1,
y2.x. (xy?)™t = y2xy~2x7, y2.y.(y3) =1,
ya o Gy 7 = y Ty~ @Dx T, YLy (D=1,
xy.x. ()7 = xyxy~t, xy.y.(xyH) ™t =1,
xy?x. (¥t = xy?xy?, xy?y. (xy)t =1,
xy ™ hx (yi™) 7t = xy T xy~ @D, xyi Ly ()t =1

Burada (yxy 1x 1)1 = xyx~ly~! = xyxy~1,

(xy =2 x) T = xy*x Ty T = xy*xyT?,

(y 2y~ @D 1) = xy-1xly=@D = xydley=@)
olarak yazilabilir.

Bu durumda H, , grubu

Hé.q = (xyxy 1, xy?xy~?, ...,xyq—lxy—(q—1)| )
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seklindedir. Ureteg sayis1 (p — 1). (g — 1) genel formiiliinde, p = 2 igin
(2—-1).(g—1)=q — 1dir.

3.2.6 Uyarn: 3.2.5 Ornekte p = 2 i¢in bulunan kamutatdr alt grubu, [2] de
calisilmistir ve H{)‘q kamutator alt gruplarinda p = 2 yazildiginda ayni sonuglarin

elde edildigi goriiliir.

Simdi ise H3 3 , H3 4 , H3 5 Ve H3 4 gruplarinin birinci kamutatdr alt gruplarini

elde edelim.

3.2.7 Ornek: H; 5 grubunun birinci kamutatdr alt grubunu bulalim.
H3 3 = (x,ylx*> =y3*=1) ve
Hs3/H;3 = (x,ylx® =y3 =Lxy = yx) = C3 X C3
tur.

T ={l,x,x%y,y%xy,xy% x%y, x2y?},

L.x.(x)"*=1, Ly.(y)™ =1,
x.x.(x®) =1, x.y.(xy) =1,
x2x.(Dt=1, x2y. (x?y) 1 =1,
y.x.(xy) ™t = yxy~lx y.y.- ) =1,
y2ox (xy?)™t = yixyTix 7, yiy. (D' =1,
xy.x. (x?y)™1 = xyxy~1x7?, xy.y. (xy?)™1 =1,
xy?. x. (x?y?)71 = xy2xy~2x72, xyty.(x)" =1,
x*y.x. (¥)7h = xPyxy x*y.y. (x*y*)~t =1,
x%y%. x.(y?)t = x2y2xy~?, x2yly. (x®) 1 =1.

Burada,

2 2

(ePyxyhyxy ") T = (Pyaty T T = xyx TPy T = xyxy T,

(nyzxy—Z'nyy—Zx—l)—l — (x2y2x2y—2x—1)—1 — xny—Zy—Zx—Z — xnyy—Zx—Z,
rxy~tx™ )™ = xyx Tty

(y2xy—2x—1)—1 — xny—ly—Z.

olarak yazilabilir. Boylece birinci kamutator alt grubun sunusu

Hys = (xyxly™! xy?x~1y~2 | x2yx~2y~1, x?y2x~2y~%| ) olarak bulunur.

Ureteg sayist (p —1).(q — 1) ,p =3 ve q = 3igin (3 —1).(3 — 1) = 4 tiir.
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3.2.8 Ornek: H; , grubunun birinci kamutatdr alt grubunu bulalim.
Hs 4= (x,ylx® =y*=1) ve
H3,4/Hé,4 =y} =y*=Lxy=yx)=C;3xC,
bi¢cimindedir.

> ={,x,x%,y,v%y% xy,xy% xy3 x%y, x?y?, x?y°},

Lx.(x)"'=1, Ly.(y) =1,
x.x.(x*)"1 =1, x.y.(xy) =1,
x2x.(Dt =1, x2y. (x?y) =1,
y.x. (ey) ™t = yxy i, y.y. O =1,
yiox (ey?) ™t = yiayTix T, yiy. )t =1,
yiox (xy®) Tt = yiay T, y .yt =1,
xy.x. (x?y)™1 = xyxy~1x7?, xy.y. (xy?)™1 =1,
xy?.x. (x%y?)71 = xy?xy~%x7?, xy%y. (xy3) 1 =1,
xy3.x. (x?y3)71 = xy3xy~3x72, xy3y.(x)"t =1,
x2y.x.(y)7t = xZyxy 1, x2y.y. (x2y?) 1 =1,
x2y2 % (y2)! = x2y2xy~2, x2y2y. (x2y3) "1 = 1,
x2y3.x.(y®) 1 = x2y3xy 3, x2y3y.(x®) 1 =1.
Burada,
(ePyxy™hyxy T T = (Pyx?y T )T = xyx TPy T2 = xyxy TR,
(x2y?xy 2. y2xy~2x 1)1 = (x2y2x2y2x" )7 = xy?x "2y 2x 7% = xyZxy2x 72,
(e?yPxyyPay a7 = (Pyixty ) T = xySx Tty A = xyPay T

rxy )™ =xyx Tty

(nyy—Zx—l)—l — xny—ly—Z,

(y3xy 3x~1)"1 = xy3x~1y~3

yazilirsa kamutator alt grup

HéA- — (xyx—ly—l’xny—ly—Z’ xy3x—1y—3’ nyx—Zy—l’ nyZx—Zy—Z’ nySxy—Sl )
seklinde bulunur. Ureteg sayisi

p—-1.(g—1),p=3veq=4icin(3—1).(4—1) =6dr.

3.2.9 Ornek: H; 5 grubunun birinci kamutator alt grubunu bulalim.
Hys = (x,ylx3=y°>=1) ve
Hss/Hzs = (x,y|x® = y° =, xy = yx) = C3 X Cs
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bigimindedir.

T ={Lxx%y,y%y3y% xy, xy?, xy3, xy*, x%y, x2y?, x?y3, x%y*},

Lx.(x)"t=1, Ly.(y) =1,
x.x.(x?) =1, x.y.(xy) =1,
x2x.(D1=1, x2y. (x?y) =1,

y.x. (ey) ™t =yxy i, y.y. O =1,
yiox (ey?) ™t = yiay T, yiy. )t =1,
yix (xy®) Tt = yixy T, yiy. N =1,
yhox (yH) Tt = yhay T, yhy (DM =1,
xy.x. (x?y)™1 = xyxy~1x7?, xy.y. (xy?)™1 =1,

xy?. x. (x?y?)71 = xy2xy~2x72, xy2.y. (xy®) 1 =1,
xy3.x. (x?y3)7 1 = xy3xy~3x72, xy3.y.(xyH 1 =1,
xy* x. (x2yH) 71 = xytxy~tx 72, xyty.(x)" =1,

x*y.x. ()7t = xPyxy~h x*y.y. (xPy?) Tt =1,
x2y2 % (y2)! = x2y2xy~2, x2y2.y. (x2y®) 1 = I,
x2y3.x. (3! = x2y3xy~3, x2y3.y. (x2y*) 1 = 1,
x2ytox. (yH T = x2ytxy ™t xtyty. (x®) 1 =1

Burada,

(Pyxy tyxy )T = (PyxPy T T = xya Tty e = xyxy T2,
(x2y?xy 2. y2xy~2x 1)1 = (x2y2x2y2x" )7 = xy?x "2y 2x 72 = xyZxy2x 72,
(e?yPxy 2y ey a7 = Py ixty ) T = xySx Tty T = xyPay T
Ce2ytay™hytay ™) T = Py Py i) T = xy TPy T = ey ey TR

yazilabilir. Ayrica (yxy 1x™1)71 = xyx~1y~1
(yzxy—zx—l)—l — xyzx—ly—21
(y3xy—3x—1)—l — xy3x—1y—31
rxy *tx )71 = xytx~ly~* tir.
Boylece kamutator alt grup
Hy s = (oyx~ly 1 xy?x1y=2, xy3x 1y =3 xyte -y~ x2yxy =L, x2y2xy 2,
x*yixy =3, x?ytxy™ )
bigiminde bulunur. Ureteg sayis1

(p—1).(q—1),p=3veq =5icin (3 —1).(5—1) = 8 dir.
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3.2.10 Ornek: H3 , grubunun birinci kamutatér alt grubunu bulalim.
Hs 4 = (x,y|x* = y? = I) i¢in H3 ;/Hy , bSlim grubu
Hsq/H3q = (x,ylx® = y? =[xy = yx) = C3 X C,
sunusuna sahiptir.

T={Lx,x%y,v% ..,y L xy, xy?, ..., xy?T7 L x2y, x%y?, .., x2y97 1},

L.x.(x)"t1=1, Ly.(y)t=1,
x.x.(x®)"1 =1, x.y. (xy)"t =1,
x2x. (D=1, xty.(x*y)"1=1,
y.x. (ey) ™t =yxy a7 y.y. O =1,
yiox (ey?)~t = yray a7, Y2y ) =1,
yaTha ey ™) =y Ty @D, yily.(DT =1,
xy.x. (x?y)™1 = xyxy~1x7?, xy.y. (xy?)"1 =1,
xy?. x. (x%y?)™t = xy?xy~2x7?, xy?y. (xy3) 1 =1,
xyd 1 x, (x2y9 )71 = xy91xy =97 1x 72, xy? Ly . (x)"t =1,
x2y.x. ()t = x2yxy~t, x2y.y. (x2y?)L = I,
x*y?x. (y?)7h = xtyixy 2, xtyty. (?y) =1,
x2yd 1 x. (y9™ )71 = x2ya-1xy—(@-D), x2yl~ly (x*)7 = 1.
Burada,
(Pyxy Lyxy a7 = (PyxPy )T = xyx Ty e = xyxy e,
(ePy?xy 2y ey T2x )T = (PyPxfy T2 T = xyfx Tty A = xyfay T

(xzyq_lxy_(q_l)_ yq_lxy_(q_l)x_l)_l = (xzyq_lxzy_(q_l)x_l)_l

2

— xyq_lx_zy_(q_l)x_ = xyq_lxy_(q_l)x_z,

(yxy a1t = xyx~1y ™,

(yzxy—zx—1)—1 — xy2x—1y—2,

(yq_lxy_(q_l)x_l)_l — xyq_lx_ly_(q_l)

esitlikleri vardir. Boylece kamutator alt grup
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Hi, = (eyx "ty ™ xy2x ty ™2, L, xy T Ty 7@ x2yxy =1, x2y2xy 2,
e, x2y Ty =@ | )
bi¢iminde bulunur. Ureteg sayis1

p—1.(q—1),p=3i¢in(3—-1).(q —1) =2(q — 1) dir.

Asagida H,, Ve H‘;'q ile H5’,5 ve H5"q gruplarinin grup sunuslar1 elde

edilmistir.

3.2.11 Ornek: H, , grubunun birinci kamutator alt grubunu bulalim.
Hyq = (x,y|x* = y* = 1) igin H, ,/Hy, 4 bdliim grubu
Haya/Hys = (x,ylx* = y* = Lxy = yx) = (4, X G,
sunusuna sahiptir.

Y = {1, X, x2' X3, ¥y, y2, y3, Xy, xyZI Xy3, ny, x2y2, x2y3’ x3y’ x3y2’ x3y3}’

Lx.(x)"1=1, Ly.(y) t=1,
x.x.(x*)1=1, x.y.(xy) "t =1,
xtx.(x3) =1, x2y.(x%y) =1,
x3.x.(Dt=1, x3y.(x3y)t =1,

y.x. (ey) ™t =yxy i, y.y. O =1,
v (xy®) ™ = yixyTix T, yiy. )t =1,
yiox (xy®) Tt =yixy yiy. (DTt =1,
xy. x. (x?y)™1 = xyxy~1x72, xy.y. (xy?)"1 =1,

xy?. x. (x?y?)71 = xy2xy~2x72, xy2.y. (xy®) 1 =1,

xy®x (x?y®) ™ = xyixy a7, xy®y. ()t =1,

x%y. x. (x3y)71 = x?yxy~lx73, x%y.y. (x?y?) =1,
x2y2. x. (x3y2)~! = x2y2xy~2x~3, x2y2y. (x2y3) "t =1,

x2y3.x. (x3y%)~1 = x2y3xy~3x~3, x2y3.y. (k) =1,
x3y.x.(y)" = x3yxy 1, x3y.y. (x3yH) =1,
x3y2.x. (yZ)—l — x3y2xy—2’ x3y2.y. (x3y3)—1 — I,

x3y3.x. (y3) 7t = x3y3xy 73, x3ydy.(x3)" =1

Dikkat edilirse,
Ceyxy tx 2 x2yxy Ix 3. x3yxy )71 = (xyx3y~1)~L
= Coyxly™H) T = yaxy i
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(xnyy—Zx—Z_nyny—Zx—3.x3y2xy—2)—1 — (xy2x3y—2)—

= (xy2x~ly=2)~1 = y2xy=2x~1

1

(xnyy—Sx—Z_nySxy—Sx—Blx3y3xy—3)—1 — (xy3x3y_3)_1

= (xy3x~1y=3)~1 = y3xy3x~1

oldugu goriiliir. Burada kamutatdr alt grup;

Hy 4 = (xyxy 1x7%, xy?xy~2x 72, xy3xy 3x 72, x%yxy 1x~

3

2772 0mnary—2~—3 2433 a;—3~—3 .3 —1 3472700y —2 37330, —3
L XEYExy X T xfyCxy a0, xPyxy T Xyt xy T4 xCy S xy T )

seklinde bulunur. Ureteg sayisi

p—1.(q—1),p=4veq=4icin (4—1).(4—1) =9 dur.

3.2.12 Ornek: H, 4 grubunun birinci kamutatdr alt grubunu bulalim.

Hyq = (x,ylx* = y = I) i¢in H, ;/H, , bSlim grubu

Hyq/Hyq = (x,y|x* =y = Lxy = yx) = C, X (g

sunusuna sahiptir.

Y ={Lx,x%x3y,v% ..,y L xy, xy?, ..., xy? 1, x%y, x%y?,

e, X2y X3y, x3y2 L x3y971}
Lx.(x)"' =1,
x.x.(x®) =1,
x2x.(x3) =1,

x3.x. (D=1,

y.x. (xy)™t = yxy lx71,
1

yrox (xy®)™t = y2xy~ix 7,

Y hx (ey?) 7 = y iy~ @ Dx

xy.x. (x?y)™1 = xyxy~1x7?,
2

xy?.x. (x?y?)71 = xy2xy~2x72,

xyd tx., (x2yd7 )71 = xyd-1xy=(@Dyx=2

x2y.x. (x3y)71 = x2yxy~1x73,

x2y2_x_ (x3y2)—1 — x2y2xy—2x—3’

xzyq—llx. (x3yq—1)—1 — xzyq—lxy—(q—l)x—3’
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Ly.)™" =1,
x.y.(xy) =1,
x2y.(x%2y) =1,
x3.y.(x3y)" =1,
yy. ) =1,
yiy. )t =1,

yi Ly (D=1,
xy.y. (xy*)™t =1,
xy?y. (xy®)~t =1,

xy? Ly . (x)"1=1,
x*y.y. (x?y*)~t =1,

xy?y. (x*y3) T =1,

x2y?ly (x®) =1,



Byx. ()= Pyxy T By.y. Pyt =1,
2y x (v = 2Pyixay 2, x’yy. (*y)T =1,

x3yd=1 x, (y4~1)71 = x3yd-1xy~(@-D), 3yt Ly . (x3) =1
Burada
(yxy ™ x 72 x?yxy tx 3 P yxy ™) T = Coyxdy DT = (eyax Tty T T = yay i,
(xyzxy—zx—Z.nyny—Zx—3.x3y2xy—2)—1 — (xy2x3y—2)—1

= (ey?x 7ty )T = y2ay T

(xyq_lxy_(q_l)x_z_xzyq_lxy_(q_l)x_B_x3yq_1xy_(q_1))_1 = (xyq_1x3y_(q_1))_1
= (xyq_lx_ly_(q_l))_l = yq_lxy_(q_l)x_l

esitlikleri vardir. Boylece kamutatdr alt grup

2 3

Hyq = (xyxy ™ x™2, xy?xy 2x 7%, ., xy T txy =@ D=2 x2yxy 1y~
L x2y2ay~2x73, L x 2y ey (@ DX 3 3 yxy T a3y 2xy T2, L a8y iy~ (@] )
seklinde elde edilir.

Ureteg sayist (p —1).(q —1),p = 4igin (4—1).(q — 1) = 3(q — 1) dir.

3.2.13 Ornek: Hs 5 grubunun birinci kamutatdr alt grubunu bulalim.
Hss = (x,y|x®> = y® = I) grubunun birinci kamutatdr alt grubuyla olan bolim
grubu
Hss/Hss = (x,y|x® = y° = [,xy = yx) = C5 X Cs
sunusuna sahiptir.
T = {Ix, 2%, x%, 2%, 3,92, v, y4, 2y, 2y2, 293, xy*, x2y, x2y2, 2%y3, x2y4, 23y

3.,2 3.,3 3.,4 .4 4.2 4..3 4 .,4
,x3y2, x3y3, 3y, xty, xty?, xty3, x* vy}

Lx.(x)"1 =1, Ly.(y)™1=1,
x.x.(x®)1 =1, x.y.(xy)7t =1,
x2x.(x3)1 =1, x2y.(x2y)t=1,
x3x. (xH) =1, x3y. (x3y) =1,
xtx. (D=1, xty. (x*y) =1,

yox. (xy)~t = yxy a7l Y.y =1,
y2ox (xy?) ™t = yixyPxh yiy. ()1 =1,
ya (xy®) 7t = yixy iy .M =1,
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yha eyt = yray T yrty. (D=1,

xy.x. (x*y)~t = xyxy~'x7?, xy.y. (xy?)~t =1,
xy? x. (x?y?) "t = xy*xy?x7?, xy?y. (xy®) ™t =1,
xy®.x (x?y3) 7t = xydxyx 2, xy?y. (xyH) ™ =1,
xytox. (2yH) 7l = xytxyTtx7?, xyty. (x)"1 =1,
x%y.x. (Fy)t = xPyxy a3, x*y.y. (xPy?) "t =1,
x2y2.x. (x3y?)~! = x2y2xy2x~3 x2y2.y. (x2y3)~l =]
x2y3.x. (x3y3) ™ = x2y3xy~3x73, x2y3.y. (x2yHt =1,
X2yt x. (3yM) L = x2ytxy~tx 73, xtyty. (x3) "t =1,
x3y.x. (xty) T = Hdyxy T, 3y y. (Py) Tt =1,
x3y2.x. (xty?)~1 = x3y2xy x4 x3y2.y. (x3y3H) =1
x3y3.x_ (x4y3)—1 — x3y3xy_3x_4, x3y3.y_ (x3y4-)—1 — I,
3yt x. (xtyM) ! = 3ytay~tx 4 x3yty. (x3) =1,
xty.x. ()t =xtyxy T xty.y. (xty) Tt =1,
xtyx ()7 = xtyixy 2, xty?y. (x*yH) T =1,
x4y3.x. (y3)—1 — x4y3xy—3, x4y3.y. (x4-y4-)—1 — 1,
xtytox. (y*) T = xtytxy T, xtyty. (M) =1
Burada

(eyxy Ix 2. x2yxy 1x 3. x3yxy Ix~* xtyxy 1) = (xyxty 1)1

= Geyx~ly D)1 = yxy~Ix 1,

(xy2xy~2x72.x2y%xy~2x 3. x3y2xy2x 4 xty2xy~2) 1 = (xy?xty~2)~1
= (xy?x~ly=2)1 = y2xy~2x~1,
(xy3xy3x2.x2y3xy3x 3. x3y3xy3x 4 x4y xy~3) "1 = (xySxty~3)~1

= (xy3x~1y=3)~1 = y3xy~3x1,

Gey*xy 4 x 2. 22y oy 43 Bytay 4t xty ey )1 = (xytaty )

= (xy*x~ly ™)1 = ytyy~tx1

esitlikleri vardir boylece kamutator alt grup

Hgs = (xyxy tx=2, xy?xy=2x =2, xy3xy 3x 72, xy*xy~*x 72, x2yxy~1x 73,
x2y2xy =253, x2y3xy~3x3, x2ytxy~tx~3, x3yxy~lx~t, x3y2xy~2x~4,

x3y3xy—3x—4,x3y4xy—4x—4-’ x4-yxy—1, x4-y2xy—2’x4y3xy—3’x4-y4-xy—4—| )
bi¢imindedir.

Ureteg sayist (p—1).(q—1),p=5veq=5icin (5—1).(5—1) =16 dur.
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3.2.14 Ornek: Hs , grubunun birinci kamutator alt grubunu bulalim.

Hs, = (x,y|x> = y? = I) grubunun birinci kamutatér alt grubuyla bdliim grubunu

olusturalim. Bu grup

Hsq/Hsq = (x,y|x° =y = I,xy = yx) = Cs X (g

sunusuna sahiptir.

— 2 3 4 2 -1 2 -1 2 2.,2
T={lxx% x> x*y,y% .., yT L xy, xy?, ., xy?T xfy, xty

2.,0=1 3 43202 30,G=1 Ay, A2 4 .,q-1
s e Xy xCy, xtys, L xly T xty, xtys, L xt yTh)

Lx.(x)t=1,
x.x.(x*)"1 =1,
x2x. (x>t =1,
x3.x.(xH) =1,

xtx. (D =1,

y.x. (xy)™t = yxy 'x71,
1

yrox (xy®)™t = yixy~2x 7,

ya7 1 x. (xyd 1)1 = ya - 1xy =@ Dx-1

xy.x. (x?y)™1 = xyxy~1x7?,

xy?.x. (x?y?)7 = xy?xy~2x72,

xyd7tx. (x2yd 1)1 = xyd1xy=@Dx=2
x2y.x. (x3y)71 = x2yxy~1x73,

x2y2.x. (x3y2)—1 — nyny—Zx—3’

xzyq—l_x_ (x3yq—1)—1 — xzyq—lxy—(q—l)x—3’

x3y.x. (x*y)7 = x3yxy x4,

x3y2.x. (x4y2)—1 — x3y2xy—2x—4’

x3yq‘1.x. (x4yq—1)—1 — x3yq—1xy—(q—1)x—4,
x*y.x. ()"t = xtyxyl,

x*y2x. (y3)~1 = x*y2xy 2,

x4yq—1.x. (yq—l)—l — x4yq—1xy—(q—1),
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Ly.N™ =1,
x.y.(xy) =1,
x2y.(x?y)t=1,
x3.y.(x3y) =1,
xty.(x*y) =1,
y.y.- ) =1,
yiy. )t =1,

yity. (D=1,
xy.y. (xy?) "t =1,
xy?.y. (xy®)~t =1,

xy? Ly (x)"1=1,
xty.y. (*y) 7 =1,
x2y?y.(x?y3)"1 =1,

x2yt™ly. (x¥) =1,
3y.y. (Py) =1,
x’yry. (y)T =1,

x3yly (3 =1,
xty.y. (xtyH) Tt =1,

xtyy. (xtyH)T =1,

xty?ly (xH) =1L



Burada,

(eyxy Ix 2. x2yxy tx 3. x3yxy Ix ™t xtyxy )7 = (xyxty 1)1
= (oyx~ly™1)1 = yxy~lxL,
(ey2xy~2x2. x2y2xy~2x3, x3y2xy~2x 4 xty2xy~2)~1 = (xy2xty=2)~1
= (ey2x~ly=2)"1 = y2xy~2x 1,

(xyq_lxy_(q_l)x_Z_ xzyq_lxy_(q_l)x_3_ x3yq_1xy_(q_1)x_4_ x4yq_1xy_(q_1))_1
— (xyq_1x4y_(q_1))_1 — (xyq_lx_ly_(q_l))_l — yq_lxy_(q_l)x_l
esitlikleri dikkate alindiginda H's  kamutator alt grubu

He, = (eyxy a2, xyey 2x72, L, xy T ey (@ D72, x2yxy " 1x 73,

x2y2xy~2x73, L, x2y T xy =@ Dy 3 x3yxyix T x3yixy x4,
X3y ley=@ Dyt xtyxy=l xty2xy2, L xtydTlxy~ (@D )
seklinde bulunur. Ureteg sayis1 (p —1).(q — 1) ,p = 5i¢in

(5-1).(q — 1) = 4(q — 1) dir.
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4. GENISLETILMIS GENEL HECKE GRUPLARININ

KAMUTATOR ALT GRUPLARI

Bu boliimde genisletilmis genel Hecke gruplari tamitilmis ve Reidemeister-
Schreier metoduyla kamutator alt gruplarinin sunuslart bulunmustur. 4.2.1, 4.2.4,

4.2.6, 4.2.9 Teoremleri ilk defa verilmis olup, bu boliimdeki bazi sonuglar, [38] nolu
kaynakta yer almistir.

4.1 Genisletilmis Genel Hecke Gruplar:

Bu boliimde genel Hecke gruplarina r(z) = %yans1ma dontisiimii eklenerek

H, , genisletilmis genel Hecke gruplar1 tammlanmustir.

4.1.1 Tamim : Genel Hecke gruplarina, r(z) =% yansimalarini ekleyerek
elde edilen gruplara genisletilmis genel Hecke gruplari denir ve

— — vl — 2 — — D=1 e — e q=1y ~
Hyo,=(x,y,r|xP =yl =r*=1xr =rxP"yr =ry?) = D, *¢, D,

sunusuna sahiptir.

4.1.2 Teorem: H,, genisletilmis Hecke gruplari, D, ile D, nin C, ile

birlestirilmis serbest ¢arpimina izomorftur.
Ispat : Teoremde yer alan dihedral gruplarm sunuslari,

G =(tr|tP=r*=(tr)>=1)=D,
ve

IR

D

G, =(s,r|s?=1r2=(rs)?2 =1) q

seklindedir.
A = (r) < G; alt grubu igin,
¢: A - GZ

rer

birim doniisiimii ve 2.5.4.1 Teoremi yardimiyla
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Hp g = Gy *c, G, Ve
Hyq = (t,s,r[t? =59 =12 = (tr)* = (rs)* = I)

bulunur.

4.1.3 Ornek: H,, Hecke grubuna r eleman: eklenerek H,, genisletilmis
Hecke gruplarinin sunuslari,
HZ,q = (x,y,r|x2 — yq = 7"2 — I,XT' =TrXyr = T'y_l)

seklindedir.

4.2  Genisletilmis Genel Hecke Gruplarimin Kamutator Alt Gruplar:

Bu boliimde genisletilmis genel Hecke gruplarinin, p ve q tamsayilarinin
durumlarina gére kamutator alt gruplari incelenmistir. p tek ve g tek durumunda ﬁz'),q
nun H,, oldugu gosterilmistir. Ayrica Hé,,q kamutator alt gruplarinda p = 2 6zel
durumu olan gruplarin sunuglarinin [19] nolu kaynakta elde edilenlerle ayn1 oldugu

gorilmiistiir.
[k olarak p ve q tamsayilarmin tek olma durumunu inceleyelim.

4.2.1 Teorem: Hp,q grubunun birinci kamutator alt grubu, p tek ve g tek ise,
Hyq=(xylx? =yl =1)=C,+(,
sunusuna sahiptir.
Ispat: Oncelikle béliim grubunu olusturalim,
Hyo/Hyq =(x,y,rlxP =yl =12 =Lxr =rxP"Lyr = ry?™t,
Xr =rx,yr =ry,xy = yx ) tir.

V=rxr ve xr =rx = x = rxr oldugundan x 1 =x =

xr =rxP 1= x”
x2 = I bulunur. Bdylece,
x% =1 ve x? = I oldugundan x = I dir.

yr=ry? 1=y l=ryr ve yr =ry=y =ryr oldugundan y 1 =y >
y? =1 ve buradan

y? =1ve y9 = I oldugundan y = I dir. Béylece boliim grubu,
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Hyq/Hpq =(rlr? =1) = C,

r={lr},
Lx.(D7'=x, Ly.(D"t'=y, Lr.(r)™' =1,
rox.(r)™t =rxr’t, r.y.(r) "t =ryri, rr.(D =1

1 = y~1 esitlikleri dikkate alindiginda,

Burada rxr~! =x"1veryr-
Hyq=(xylx? =yl =1)=(C,+(,

bulunur.

4.2.2 Uyan: 4.2.1 Teoremden p tek ve g tek durumu igin
H;’J,q =(x,ylx?P =yl =1)= Hp,q
oldugu gortiliir.

4.2.3 Ornek: H; 5 grubunun birinci kamutatdr alt grubunu bulalim.
Hys =(x,y,rix®*=y>=r?=Lxr=rx"Lyr =ry™?1)
dir. Buna gére boliim grubu
Hys/Hys = (x,y,rIx3=yS=r2=Lxr=rx"Lyr=ry™},
Xr =TX,yr =71y, Xy = yX )
seklinde olusturulur.

Y=rxr ve xr =rx=x =rxr oldudundan x =x" 1=

xr=rx"1=x"
x% =1 olur ve
x% =1 ve x3 = I oldugundan x = I dir.
yr=ry 1=y l=ryr ve yr=ry=y=ryr oldugundan y =y 1=
y? = I bulunur. Bdylece
y? =1 ve y® = I oldugundan y = I dir. Boylece béliim grubu,
H3,5/Hé,5 =(rlr* =1)= G,

olarak bulunur.

2={lr},
Lx.(Dt'=x, Ly.(D"t'=y, Lr.(r)™t =1,
r.x.(r)™t =rxr r.y.(r)"t=ryr7t, rr.(D7' =L

Burada rxr~! = x~1 ve ryr~! = y~1 esitlikleri dikkate alindiginda,
Hsys = (x,ylx® =y> =1) = Hys

bulunur.
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Simdi p tek ve q ¢ift olma durumunu inceleyelim.

4.2.4 Teorem: Hz},,q grubunun birinci kamutator alt grubu, p tek ve q gift ise,

Hyq = (x,y%yxy xP = (y)V2 = (yxy ™ )P = 1) = C, * Cgyp * Gy
sunusuna sahiptir.

Ispat: Oncelikle boliim grubunu olusturalim.
Hyo/Hyq =(x,y,rlxP =yl =r2=Lxr =rxP~Lyr = ry?™t,

Xr =TX,Yyr =1y, Xy = yX )
boliim grubu,
xr =rx '=>x1=rxr ve xr =rx = x =rxr oldugundan x = x"1=>x% =1,
x2=xP=I=>x=1ve
yr=ry 1=y l=ryrve yr=ry=y=ryr oldugundan y =y !> y? =1,
y? =y9 =] = y? =] esitliklerine gore diizenlendiginde,
Hyo/Hyq =y rly? =r*=Lyr=ry) = C, x(,

olarak bulunur.

={Lyryr},

Lx.(D7=x, Ly.(y)™ =1, Lr.(r)"1 =1,
yx. (N =yxy™, y.y. (D7t = y?, yr.r) =1,
r.ox.(r) " =rxri, r.y.(yr) "t = ryr-1y-1, r.r.(D)™ =1,

yr.x.(yr) = yrxr~y7t,  yroy.(r)"t = yryr7t, yr.r.(y) "t =1

Burada, (yrar~ly =)=t = (yxly )L = yxy L, rart = x 7L ryr-ly -l = y2,

yryr~1 = [ esitlikleri vardir. Bdylece kamutatdr alt grup,
Hpq = (x,y% yxy  |xP = (y2)¥2 = (yxy )P = 1) = C * Cgy2 * G

olarak elde edilir.

4.2.5 Ornek: H; , grubunun birinci kamutatdr alt grubunu bulalim.
Hyy=(x,yrix®=y*=r?=Lxr=rx"1,yr =ry™1),
Hyu/Hsy = (x,y,7Ix® =yt =r? =Lxr =rx L yr =ry L xr =rx,yr =ry,xy = yx)
boliim grubu, xr = rx~! = x~! = rxr ve xr = rx = x = rxr oldugundan
x=x1ox?=[x*=x3=I=2x=1ve
yr=ry 1=y l=ryrve yr=ry=y=ryr oldugundan y =y 1= y2 =1,

y? = y* =1 = y? = [ esitliklerine gore diizenlendiginde,
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H3,4/H§,4 =(y,rly*=r2=Lyr=ry)=C, x(,

seklinde elde edilir.

L={Lyryr}

Lx.(D7!=x, Ly.(y)t=1, L.t.(r) =1,
yox. ()= yxy T y.y. (Dt =y? yr.om)t =1,
r.x.(r)"t=rxr r.y.(yr)"t =ryr-ly71, ror. (D7t =1,

yr.x.(yr) L =yrxr~ly7l yroy. ()"t = yryr1, yr.r.(y) "t =1

Burada, (yrxr 'y ™)™ = (yxTly )T = yxy T rar Tt =x7h ryr Ty T =y

yryr~1 = [ esitlikleri vardir. Bdylece kamutatér alt grup,
Hya = (6,y%yxy Hxd = (2% = (yxy ™ = 1)

olarak bulunur.
Simdi p ¢ift ve g tek olma durumunu inceleyelim.

4.2.6 Teorem: Hp_q grubunun birinci kamutator alt grubu, p ¢ift ve q tek ise,
Hyq = (x%y, xyx_1|(xz)p/2 =yl = (xyx )4 =1) = Cpyz2 % Cq * Cy
sunusuna sahiptir.
Ispat:
Hypq/Hpq = (x,y,7|xP =yt =1 = Lxr = rxP~Lyr = rya71,
X7 =TX, Y7 = 1Y, XY =YX )

1 = rxr ve xr = rx = x = rxr oldugundan

boliim grubu, xr = rx~1 = x~
x=x1=a2x?*=[x>=xP=I1=2x>=1ve
yr=ry 1=y l=ryr ve yr =ry =y =ryr oldugundan y =y 1= y2 =1,
y? =y9 =] = y = | esitliklerine gore diizenlendiginde,

Hy o /Hpq =(x,rIx* =12 =Lxr =rx) = C, X C,
bi¢iminde bulunur.

Schreier transversali olarak £ = {I, x, r, xr} kiimesini se¢elim.

Lx.(x)1=1, Ly.(Dt'=y, Lr.(rn)™t=1,

x.x. (D71 = x?, x.y. ()7t = xyx7?, x.r.(xr)" ' =1,
r.x.(xr)™t = rxr~1x71, r.y.(r) t=ryrt, rar.(D" =1,
xr.x. (r)™t = xrxrl, xr.y. (xr)™t = xryr~1x71, xr.r.(x)"t =1
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Burada rxr x'=rxrxl=x"2% |, xrxrl=rrl=1 , ryrl=y1 |

(eryr~1x™ 1)1 = (xy~1x71) "1 = xyx~1 esitlikleri dikkate alindiginda, kamutatdr
alt grup
Hpq = (x%y,xyx M (x)P/? = y9 = (xyx™)T = 1) = Cppa x Cg * g

olarak bulunur.

4.2.7 Ornek: Hz'q grubunun q tek degerleri i¢in birinci kamutator alt grubunu
bulalim.
Hy,=xyrix*=yl=r’=Lxr=rx"Lyr=ry™)
grubu i¢in kamutator alt grupla olusturulan boliim grubu su sekildedir;

Hz,q/ﬁé,q ={(x,y,rlx2=yi=r2=Lxr=rx,yr =ry Lyr =ry,xy = yx)
bolim grubu, yr=ry 'y l=ryr ve yr=ry=y=ryr oldugundan
y=y 1=y2=1]v%2=y9=] =y =] esitliklerine gore diizenlendiginde,

Hyo/Hyq =(x,rlx? =12 =Lxr =rx) =, X C,

grubu elde edilir.

>={l,xr xr}
Lx.(x)"'=1, Ly.(D =y, L.r.(r)"1 =1,
x.x.(D71=1, x.y.(x)"t = xyx1, x.r.(xr) 1 =1,
r.x.(xr)™t = rxr~x71, r.y.(r)"t =ryri, ror.(D"t =1,
xr.x. ()™t = xrxr~t, xr.y. (xr)™ = xryr~1x71, xr.r.(x)"t =1
Burada, , xrxr =1, ryr’i=y"1 | (ryrIx™D) 1t =xyx"! =xyx |,
raxr~1x™! = rarx = I esitlikleri vardir. Bdylece kamutator alt grup,

Hyq = (v, 2yxly® = (yx)T = 1) = Cg * G,

olarak bulunur.

4.2.8 Uyar:: H;J,q kamutator alt gruplarinin sunusunda p = 2 ve q tek
tamsayilari i¢in [19] da verilen H, , nun birinci kamutatdr alt gruplarinin sunusu ile

cakigsmaktadir.

Simdi p ve g tamsayilarinin ¢ift olma durumunu inceleyelim.
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4.2.9 Teorem: H,, grubunun birinci kamutatdr alt grubu, p ¢ift ve q cift
ise,
Hyq = (%, y% xyxy™, xy?x = yx?y (P2 = (y*) /% = (xy?x~H)9/?
= (yx?y P2 = 1) = Cppp * Cpa * Capa * Cppa * L
sunusuna sahiptir.
Ispat: Bolim grubu su sekilde olusturulur:
Hyo/Hpq = (x,y,rlxP =y =1 =Lxr =rxP"Lyr = ry?
Xr =TX,yr =1y, Xy = yX )
Boliim grubu, x2 =xP =1 =x? =1 ve y?2 =y91 =] = y? =] esitliklerine gore
diizenlendiginde,
Hyo/Hpq =(x,y,rIx* =y* =r> = Lxr =rx,xy = yx,yr =ry) = C; X C; X C,
seklinde bulunur.

¥ ={l,x,y,r,xy, xr,yr,xyr} Schreier transversalini segelim.

Lx.(x)"t1=1, Ly.(y)™ =1, Lr.(N™t=1,
x.x. (D7 =x?, x.y. (xy) =1, x.r.(xr)"1 =1,
yox. Gey) = yay i, yy. ()Yt =y2, yor m = 1
rox. (xer) ™t = raer~1x71, r.y. (yr) L =ryr~ly 1 rr.(D"t=1,
xy.x.(y)"t = xyxy~1, xy.y.(x)71 = xy?x71, xy.r.(xyr)"t =1,
xr.x.(r)™t = xrxr1, xr.y. (xyr)™! = xryr~ly~1x71, xr.r.(x)"t =1,
yr.x.(xyr) ! = yrar~ly~1x71, yr.y.(r)™t = yryr~1, yr.or.(y)"t =1,

xyr.x. (yr)~t = xyrxr~1y~1, xyr.y. (xr)"t = xyryr~x7t,  xyr.or.(xy) Tt =1
Burada rxr x ' =x"2, xrar ' =Lryrly =y 2 yryr 1 =1,
yxy~txThoayxy ™t = yx?y T
Goyrar~ty™) ™ = (eyx~ly™H T = yxy T
rar~ly ™)™t = (yx Tty )T = xyxy T
Geryr~ly=lx )1 = (xy~2x~1)"1 = xy2x~!
esitlikleri vardir. Boylece kamutatdr alt grup
Hyq = (x2, %, xyxy ™, xy*x ™1 yx?y AP = ()72 = (xy®x~H)?
= (yx?y P2 = 1) = Cppp * Cqya * Cqpa * Cppa * L
biciminde bulunur.
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4.2.10 Ornek: H,, grubunun q cift degerleri i¢in birinci kamutator alt
grubunu bulalim.

Hyq/Hyq = (x,y,rlx? =yl =r2 =Lxr =rx,yr = vy, yr = ry,xy = yx)
bolim grubu, x2 =xP =1=>x%=1 ve y? =y9 == y? =] esitliklerine gore
diizenlendiginde,

Hyq/Hyg =, y,rlx? =y* =r? = Lxr =rx,xy = yx,yr =ry) =C; X C; X C,
grubu elde edilir.

X={l,x,y,r xy xryr,xyr},

Lx.(x)"t=1, Ly.() =1, Lr.(r) =1,

xx. (D=1, xy. (xy)t =1, xr.(xr)™ =1,

y.x. (ey) ™t =yxy T, y.y. (D1 =y?, yor.(yr) =1,

r.x. (xr)™t = rer~1x71, r.y. (yr) "t =ryr-ly71, ror.(D7t=1,
xy.x. (V)7 =xyxy~t, xy.y. ()t =xy?x7t, xy.r.(xyr)™t =1,

xr.x. (r)™t = xrxr1, xr.y. (xyr) "t = xryr~ly 1x71, xror.(x)71 =1,

yr.x. (xyr)™t = yrar~ly lx 71, yr.y.(r)~t = yryr~1, yr.r.(y)"t =1,

xyr.x.(yr)~t = xyrxr~1y~1, xyr.y. (xr)"t = xyryr~1x7t,  xyr.or.(xy) =1
Burada

1 1

rar IxTt=Lxrert=Lryr iyt =y yryrt =1,
Geyrar=ly™1)1 = (eyx~ly=D)t = yxy~lx1,
Orar Ty~ T = (T ly Tl D T = xyxy T
(xryr—ly—lx—l)—l — (xy—zx—l)—l — xyzx—l — xyzx
esitlikleri vardir. Boylece kamutator alt grup
Haq = (xyxy ™ y2, xy2x| (v 9% = (xy®x DY = 1) = Copp * Cgpp * L

seklinde elde edilir.

4.2.11 Uyarn: H{,_q kamutator alt grubunda p = 2 ve q cift tamsayr 6zel

durumu [19] nolu kaynakta elde edilen durum ile cakismaktadir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tezde H,, genel Hecke gruplan ile Hp’q genisletilmis genel Hecke

gruplarinin birinci kamutator alt gruplari incelenmis ve grup sunuslari elde edilmistir.
Calismada yer alan 3.2.1,4.2.1,4.2.4,4.2.6, 4.2.9 Teoremleri ilk defa gosterilmistir.
Ileride yapilacak caligmalar igin bu gruplarin kuvvet alt gruplarinin grup

sunuslar1 ve grup simgeleri incelenebilir.
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