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OZET

MORREY UZAYLARINDA YAKLASIM TEORISININ
BAZI PROBLEMLERI

Nuriye Pinar TOZMAN

Balikesir Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik Anabilim Dal

(Doktora Tezi / Tez Damismam : Prof. Dr. Daniyal M. ISRAFILOYV)
Balikesir, 2009

Bu c¢aligmanin amact Morrey uzaylar1 ve Morrey-Smirnov siniflarinda yaklasim
teorisinin bazi problemlerini incelemektir.

Bu tez bes boliimden olugmaktadir. Birinci boliim, yaklagim teorisi ve bu
teorinin gelisimi ile ilgili bir kronolojik bilgi icermektedir.

ikinci béliimde, diger boliimlerde kullanilacak olan temel kavramlara yer
verilmistir. Ayrica bu boliimde, fonksiyon uzaylarmin tanimi, Faber serileri ve Faber
operatorii hakkinda genel bilgiler bulunmaktadir.

Ucgiincii boliim, iki kesimden olugmaktadir. Birinci kesimde, Morrey uzaylarinda
yaklasim teorisinin diiz ve ters teoremleri ispatlanmistir. Ikinci kesimde ise, bu
teoremlerin iyilestirmeleri yapilmistir.

Dordiincii boltim, iki kesime ayrilmaktadir. Birinci kesimde, Morrey-Smirnov
smiflarinda diiz ve ters teoremler incelenmistir. Ikinci kesimde, bu teoremlerin
iyilestirmeleri yer almaktadir.

Son boliim, bu tezde elde edilen sonuglarin 6zetinden olusmaktadir.

ANAHTAR SOZCUKLER : Morrey uzay1, Morrey-Smirnov smifi, Faber serisi, Faber
operatorii, diiz teorem, ters teorem.
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ABSTRACT

SOME PROBLEMS OF APPROXIMATION THEORY
IN THE MORREY SPACES

Nuriye Pinar TOZMAN

Balikesir University, Institute of Science, Department of Mathematics

(Ph. D. Thesis / Supervisor : Prof. Dr. Daniyal M. ISRAFILOV)
Balikesir-Turkey, 2009

The purpose of this work is to investigate some problems of approximation
theory in the Morrey spaces and the Morrey-Smirnov classes.

This thesis consists of five chapters. The first chapter includes some
chronological information about the approximation theory and its progress.

The second chapter is assigned for basic consepts related to other chapters.
Furthermore, it contains the definition of function spaces, general properties of the Faber
series and the Faber operator.

The third chapter consists of two sections. In the first section, direct and inverse
theorems of approximation theory in the Morrey spaces are proved. In the second
section, these theorems are improved.

The fourth chapter is seperated into two sections. In the first section, direct and
inverse theorems in the Morrey-Smirnov classes are investigated. In the second section,
the improvement of these theorems is obtained.

Last chapter provides the summary of all the results obtained in this thesis.

KEY WORDS : Morrey spaces, Morrey-Smirnov classes, Faber series, Faber operator,
direct theorem, inverse theorem.
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1. GIRIS

Yaklasim teorisinde, bir takim 6zelliklere sahip fonksiyonlara daha iyi
Ozelliklere sahip, basit fonksiyonlarla yaklasim problemleri arastirilmaktadir.
Cogunlukla bu basit fonksiyonlar kiimesi olarak arastirilan fonksiyonlar uzaymin bir alt
uzay1 alinir. Basit ve iyi Ozelliklere sahip olduklari i¢in polinomlar ve rasyonel

fonksiyonlar kiimesi bu tip alt uzaylar olarak diisiiniilebilir.

Yaklasim  teorisinin  temel problemlerinden biri  yaklasim  hizinin
degerlendirilmesidir. Bununla birlikte fonksiyonlarin yaklasim hizi verildiginde, bu
fonksiyonlarin 6nemli 6zelliklerinin arastirilmasi problemi de diger temel problemlerden
biridir. Temel uzaydaki fonksiyonlarin o6zelliklerine gore yaklasim hizinin istten
degerlendirilmesi ile ilgili problemlere yaklasim teorisinin diiz problemleri, bunun tam
tersi olan yani fonksiyonun yaklasim ozelliklerine gore bu fonksiyonun 6zellikleriyle
ilgili bilgi veren problemlere ise yaklasim teorisinin ters problemleri denir. Istenilen

durum, diiz ve ters teoremlerin gerek ve yeter kosul olarak ifade edilebilmesidir.

Bu tezde Morrey uzaylart ve Morrey-Smirnov siniflarinda yaklagim teorisinin
diiz ve ters problemleri incelenmektedir. 1938 yilinda Morrey tarafindan tanimlanan
Morrey uzaylari, agirlikli Lebesgue uzaylariyla birlikte eliptik diferansiyel denklemlerin
¢Oziimiinde, potansiyel teoride, maximal ve singiiler operator teorisinde ve uygulamali
matematigin bir¢ok mekanik problemlerinde énemli bir rol oynamaktadir. Bildigimiz
kadartyla literatiirde bu uzaylarda yaklasim problemleriyle ilgili bir sonug
bulunmamaktadir. Tezin esas amaci bu boslugu biraz da olsa doldurmaktir. Temel uzay
olarak alinan Morrey uzaylar1 Lebesgue uzaylarinin, Morrey-Smirnov simniflari ise klasik

Sminov siifinin genellestirmeleridir.



T:=(0,27) arahiginda tammh L°(T) Lebesgue uzaylarinda polinomlarla

yaklasimin hizi pek ¢cok matematikgi tarafindan arastirilmistir. 1951 yilinda Stechkin

tarafindan diiz teorem ispatlanmis [1], 1966 yilinda ise M. F. Timan tarafindan bu
teoremin iyilestirmesi yapilmigtir [2] Bu uzaylarda ters teorem 1950 yilinda A. F.
Timan ve M. F. Timan tarafindan verilmis [3] , 1958 yilinda ise M. F. Timan tarafindan

bu ters teoremin iyilestirmesi ispatlanmisgtir [4] .

Ep(G), p>1 Smirnov siniflarinda polinomlarla yaklasimin hizi1 ¢ok sayida

matematikei tarafindan incelenmistir. Sinir1 analitik egri olan, basit baglantili ve sinirh

G bolgesi durumunda, EP (G) siifindaki diiz teorem Walsh ve Russel tarafindan 1959

yilinda ispatlanmustir [5].

' diizgiin Jordan egrisi, | ise I' nin uzunlugu ve z=2(s) bu egrinin yay
uzunluguna gore parametrizasyonu, 9(5), 0<s<l, T' izerinde S parametresine

karsilik gelen noktadaki teget ile reel eksenin pozitif yonii arasindaki a¢i1 olsun. &

fonksiyonunun a)(H, s) stireklilik modiiliiniin

ﬂ@ds<oo, >0 (1.1)
kosulunu sagladigi durumda E° (G) smifinda diiz ve ters teoremler 1960 yilinda Al’per
tarafindan ispatlanmistir [6] Al’per’in sonuglari, 1969 yilinda p >1 icin Kokilashvili
[7], 1977 yilinda p>1 igin Anderson [8] tarafindan genisletilmistir. 1987 yilinda
Israfilov, Faber polinomlarinin yaklasim 6zelliklerini kullanarak, E° (G) , I<p<oo,
simifinda bir diiz teorem ispatlamistir [9] Bolge simirmin Carleson egrisi olmasi

durumunda, Israfilov ve Cavus L° (F ) , 1< p<wo, Lebesgue uzaylarinda diiz teoremi



elde etmislerdir [10]. Bu sonuglar Israfilov ve Giiven tarafindan agirlikli Lebesgue ve

agirhkli Smirnov simflarina da tasmmustir [11], [12], [13], [14].

Bu tezin ikinci bdliimiinde temel tanimlar ve yaklasan polinomlarin

bulunmasinda kullanacagimiz Faber serileri tanimlanmistir. Tezin 3. ve 4. boliimleri
yeni bilimsel ¢alisma niteligi tasimaktadir; ti¢iinci boliimiinde L™ (T), 0<a<2,
1< p<oo, Morrey uzaylarinda diiz ve ters teoremler ispatlanmis ve bu teoremlerin
tyilestirmeleri yapilmistir. Dordiincii boliimde (1.1) kosulunu saglayan egrilerle siirl
G bolgelerinde tanimli EP“ (G) , 0<a<2, 1< p<owo, Morrey-Smirnov siniflarinda

diiz ve ters teoremler incelenmis ve bu teoremlerin miimkiin olan iyilestirmeleri

ispatlanmistir.



2. ON BILGILER
2.1 Tamimlar ve Fonksiyon Siniflar

[a,b] R olmak iizere siirekli bir I":[a,b] - C fonksiyonuna C ’de egri denir.

I’ kompleks diizlemde bir egri olsun. Eger I' bir ¢embere homeomorfik (topolojik
esyapill) ise buna bir Jordan egrisi denir. [' egrisinin siirli degisimli bir
parametrizasyonu varsa bu egriye sonlu uzunluklu egri denir. T" kompleks diizlemde
sonlu uzunluklu bir Jordan egrisi olsun. Jordan egri teoremine gore, her Jordan egrisi
kompleks diizlemi biri sinirli digeri sinirsiz olan iki basit baglantili bolgeye ayirir. G
ile T egrisinin i¢ bolgesini, G~ ile I" egrisinin dis bolgesini gosterelim, yani G := IntT’
ve G =ExtI" olsun. Genelligi kaybetmeden 0eG alacagiz. Ayrica
T:= {z eC:[| :1} veya T :=(0,27), D:=InfT ve D™ :=ExtT olsun. w=¢(z), G

den D™ ye

M>0

p(0) =00, li
Z—>0 Z

kosullarini saglayan konform doéniisiim olsun. y, @ 'nin ters doniislimiinii géstersin.

2.1.1 Tamm: I' kompleks diizlemde sonlu uzunluklu bir Jordan egrisi olsun.

0<a<2 ve p=>1 olmak iizere

1
p
1
ey = 15— [ |f @I | <o0
* |BAT| 2 s

|7




kosulunu saglayan f €L’

loc

(I') fonksiyonlarinin kiimesine L”“(I") Morrey uzay: denir.
Buradaki supremum C ’nin tiim B yuvarlan iizerinden alinir. Bu uzay bir Banach
uzayidir ve o =2 oldugu durumda L”(T") uzayiyla, & =0 oldugu durumda da L*(T")

uzaytyla ¢akisir. f e L7(I) ise f e L”(I") dir.

I'=T =(0,27) oldugu durumda bu tanim asagidaki gibi de verilebilir.

0<a <2 ve p=>1 olmak lizere

p

1 [lr@)|adl; <

e
2

|7

(T = S’}lp |[|

kosulunu saglayan f e L”

loc

(T) fonksiyonlarinin kiimesine L”*(T) Morrey uzayr denir.

Buradaki supremum tiim / — T araliklari tizerinden alinir.

2.1.2 Tanmm: I',, 0<r<1, D diskinin G bolgesi lizerine konform doniisiimii
altinda {w:|w| =r,0<r< 1} ¢emberinin gorlintiisii ve 1< p <o olsun. G bolgesinde

analitik olan ve
sup [ |£(2)] |dz| <0
0<r<l r,

kosulunu saglayan f fonksiyonlariin kiimesine E”(G) Smirnov sinifi denir [15] .

Her f € E”(G) fonksiyonu I' {izerinde hemen her yerde acisal limit degerine
sahiptir ve eger f 'nin agisal limiti i¢in ayni notasyon kullanilirsa f € L7 (") dir. Ayrica

G = D oldugu durumda, H”(D):= E”(D) olarak tanimlanan uzaya Hardy uzay: denir.



213 Tamm: 0<a <2 ve p=>1 olsun. G bdlgesinde analitik olan ve
E™(G)={f e E\G):f e I’*()
kosulunu saglayan f* fonksiyonlarinin kiimesine E”“(G) Morrey-Smirnov sinifi denir.
EP*(G) smif;, 0<a <2 ve p>1 oldugunda

|7

Ere(G) |

7(T)

normuyla bir Banach uzayidir; o =2 i¢in klasik E”(G) Smirnov sinifiyla, o =0
durumunda ise £”(G) ile gakisir. Ayrica G =D oldugu durumda, H"*(D):= E"*(D)

olarak tanimlanan uzaya Morrey-Hardy uzay: denir.
Eger, I' (1.1) kosulunu saghyor ise T {izerinde hemen her yerde [16] geregince
0<c S‘w'(w)‘£c2<oo 2.1
kosulu saglanir, ve dolayisiyla her B — C yuvari igin
|BAT|2¢;|B,NT| 22)

olacak sekilde B, c C yuvari ve ¢, >0 sayist vardir. Bu esitsizlik bize f e L™ (F)

iken f = foy €L’ (T) oldugunu verir.

2.1.4 Tamm: I" sonlu uzunluklu Jordan egrisi olsun. Her » >0 i¢in



sup{‘FmD(z,r)‘:zeF} <cr,

olacak sekilde ¢ > 0 sayis1 varsa I" egrisine bir Carleson egrisi denir. Burada D(z, r) ,

, T D(z,r) kiimesinin yay

z merkezli » yarigapl bir agik disk ve ‘F N D(z,r)

uzunlugudur [17].

215 Tamm: fe ["*(T), 0<a<2 ve p>1,igin

En (f)L”'”’(T) = il;:f||f_tn

(T)’

sayisina derecesi n’yi asmayan trigonometrik polinomlar iizerinden f ’nin en iyi

yaklagim hatasi denir.

2.1.6 Tamm: f e E"“(G), 0<a <2 ve p>1,igin

E,(f)grei =i0f|f =,

7%(r)?

sayisina derecesi n’yi agmayan cebirsel polinomlar iizerinden f ’nin en iyi yaklagim

hatas1 denir.

2.1.7 Tanim: T sonlu uzunluklu bir egri olsun. Eger @:T — [0,00] 8lgiilebilir
fonksiyonu i¢in a)‘l({O,oo}) kiimesinin ol¢iimii 0 ise @ fonksiyonuna bir agirlik

fonksiyonu denir.

2.1.8 Tamm: p e (l,oo) ve l+l =1 olsun. I' iizerinde tanimli ve
P 9



1

1 1
1 » 11 ~q ! *
Stgrpilig[gr(;t)w (r)|a’r|J {«‘%I ® (T)|a’z‘|] <o (*)

(t.2)

kosulunu saglayan @ agirhk fonksiyonlarmin smifi 4, (') ile gosterilir. (*) kosuluna

Muckenhoupt- A, kosulu denir. Burada I'(z,&) = {z' el:|r—1|< 5} dur [17].

2.1.9 Tamm: " kompleks diizlemde sonlu uzunluklu bir Jordan egrisi olsun.

feL, (T) olmak iizere

[ |f(@)dr, zeT

BNl

M(f)(z)=supr—q

fonksiyonuna f fonksiyonunun Hardy-Littlewood maximal fonksiyonu denir. Buradaki

supremum C ’nin tim B yuvarlar1 tizerinden alinmaktadir [18].

2.1.10 Tanim: o, I' lizerinde taniml1 bir agirlik fonksiyonu olsun. Hemen her

yerde
M(a))(z) < ca)(z), zel
olacak sekilde ¢ >0 sayisi varsa w’ya 4, (T") Muckenhoupt agirlig denir [19].

2.1.11 Tanim: u,,u,,...,u, ve m,,m,,...,m,, n€N", reel sayilarin dizileri olmak

lzere

n n—1
Zuvmv = ZUV (mv - mv+1 ) + Unmn
v=l

v=l



formiiliine Abel transformu denir. Burada U, =u, +u, +...+u,, k=1,2,..,n, dir [20].

I" sonlu uzunluklu bir Jordan egrisi, G := Infl" ve G := ExtT’ olsun. f e L (T)

igin

. 1
f (2)22_%1'1%614 zeG

Ve

. 1 .
f (z)=%l%d§, zeG

seklinde tanimlanan f* ve f~ fonksiyonlari, sirasiyla G ve G~ de analitiktir ve

f7(0)=0 dir.

2.1.12 Tanm: feL (') fonksiyonunun bir zel noktasindaki Cauchy

singtiler integrali,

olarak tanimlanir. Buradaki 5(2,8), z merkezli ¢ yarigaph kapali disktir [17].

f* ve f~ fonksiyonlarindan birinin T {izerinde hemen her yerde agisal limit

degerleri varsa, S ( f )(z) Cauchy singiiler integrali I iizerinde hemen her yerde vardir

ve f7 ve f~ fonksiyonlarindan digerinin de I" {izerinde hemen her yerde agisal limit



degeri vardir. Tersine, S(/)(z) Cauchy singiiler integrali I iizerinde hemen her yerde

varsa, f* ve f  fonksiyonlarinin I" iizerinde hemen her yerde agisal limit degerleri

vardir. Her iki durumda da hemen her z €T i¢in [21] geregince

1(2)=5(1)() 451 (2)
F(2)=5(1))-57(2)

esitlikleri saglanir ve dolayisiyla I' {izerinde hemen her yerde

f=r-r

olur.

S:f->S8 ( f ) lineer operatoriine Cauchy singtiler operatérii denir.

2.2 Faber Serileri ve Faber Operatorleri

I' kompleks diizlemde sonlu uzunluklu bir Jordan egrisi olsun. G ile T’

egrisinin i¢ bolgesini gosterelim. |22 |’den bilindigi gibi,
grg

fonksiyonu D~ de analitiktir ve

10



zeGvewe D™ (2.3)

acilimi gegerlidir. Burada F, (z) , G igin k£ =0,1,... dereceli Faber polinomu olup

Fk(z)=¢k(z)+2ij¢ e, zec, k=012, 2.4)

7w §—z

integral gdsterimine sahiptir. Eger f e E”“(G) ise feE'(G) ve dolayisiyla Cauchy

integral gosteriminden

f(2) ! jf(g)dg“: ! If(w(w))m, zeG (2.5)

dir. Simdi

a,=a,(f) :—LJfO(W) dw, k=0,1,2,...

- . k+1
iy w

ile /'€ E"(G) fonksiyonunun Faber katsayilarini tammlayalim. Burada

fo(w)= (v (w)),

w|:1

dir. (2.3) ve (2.5) gosterimleri goz oniine alimirsa, f € E” (G) fonksiyonu igin

1()-La (A ()

11



seri gosterimi elde edilir. Bu seriye f fonksiyonunun Faber serisi denir.

P ile derece kisitlamasi olmadan biitiin polinomlarin ailesini, P(D) ile bu

ailenin D iizerindeki izini gdsterelim. P (D) iizerinde bir L(P) operatoriinii

L(P)(z) =~ '[P(W)W'(W)dwz 1 jP((o(g))dg, zeG 2.6)
olarak tanimlayalim.

L(gakwa =L§":akj%')(_gdw= kz(;aka (z)

27i oo

esitliginin dogrulugu kolayca goriiliir.

Eger z'€ G iken I 'nin i¢inden agisal yollar boyunca z'— z limiti alinirsa, I°

tizerinde hemen her yerde
L(P)(z)=S5(Pop)(z)+5(Poo)(2) ex)

esitligi bulunur.

12



3. MORREY UZAYLARINDA YAKLASIM

3.1 Morrey Uzaylarinda Diiz ve Ters Teoremler

3.1.1 Yardime1 Sonuglar

felP(T), 0<a<2 ve p>1 olsun.

Ap(f,)

X h>0,r=12,..

LPe (T

w, ,(f,1):= sup‘
' |h|<t

seklinde tanimlanan a);,a(f,-):((),+oo)—>[0,+oo) fonksiyonuna f fonksiyonunun r.

mertebeden duizgunlik modili denir. Burada

ALCEx) = (~1) (L] f (x+kh)

dir.

Bu sekilde tanimlanan r. diizgiinliik modiilii tez boyunca sik sik kullanacagimiz

asagidaki ozelliklere sahiptir:

1) Her f, f, e L"*(T) i¢in @, ,(f, + f,,) <o ,(f,,) + @, ,(f,,"),
2) o, (f,nt)<n'e, ,(f,1), neN,

3) of (f,A)<(1+1) @) (f,1), 1>0.

13



3.1.1.1 Onerme: f e L”*(T), 0<a<2vel<p<o olsun. keN" ve
derecesi N ’yi asmayan her T, trigonometrik polinomu i¢in

T

n

neN

<cn|T,|

LP(T)”?

Lp.zx (T)
olacak sekilde n’den bagimsiz bir ¢ >0 sabiti vardir.

Ispat: k=1 durumunu ispatlayalim. Genel durum tiimevarim yontemiyle

gortliir. 1, T ’nin altaralii, y, onun karakteristik fonksiyonu ve My, ise y, nin
Hardy-Littlewood maximal fonksiyonu olsun. R. Coifman-R. Rochberg’in bir
sonucundan [23] M y, fonksiyonu T fizerinde A Muckenhoupt agirhigidir, yani T
iizerinde hemen her yerde M (M y,)<cM y, dir. Dolayisiyla L*(T,@), we A (T),

agirhikli Lebesgue uzaylarindaki trigonometrik polinomlar i¢in olan Berstein esitsizligi

kullanlirsa [24]

T (1) 7 (t)dt

T, (1) dt =

T

<. JT (0] M (1)

!

<c [T, (1) Mz, (t)dt

T

elde edilir.

M (0% 2 (0% 227 2, (1)

k=0

denkligi yukaridaki esitsizlige uygulanirsa
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|P p
T er) :Slllp|||lj .[T“ (t)‘ dt
1 N
< C6 Slllp|||1_0‘ _.[Tn (t)‘p [Zl (t)+§2 Zkl(zk“l\zkl) (t)jdt
2 Z
=c;sup— [[T, (t)|" dt+c,sup Loy T, (1) dt
: |||175 I : |||17E k=0 (2¢1n24)
- 1
<c, ||Tn|||’_)pva,(T)+Z:2‘2k sup—— J. T (t)‘pdt
k=0 ! |||1*5 K|
Y Ay SR SRS B P
k=0 | 2k+1| 2 okH |
<o [T 63 2 i o
k=0 : |||1"E|
<€ [Tall ey * oo [l
<e. T,
sonucuna ulasilir. Ciinki i2_2k+(k+l)[l_2] <o dur. O

k=0

3.1.2 Temel Sonuclar

L"“(T), 0<a<2 ve 1< p<oco, Morrey uzaylarindaki diiz teorem asagidaki

sekilde verilir.

3.1.2.1 Teorem: f e L™ (T), 0<a <2 ve l<p<w,olsun. Her r e N" igin

15



Ey () <[ F ()=S0 (F2)] oy SCa (F.1/(n41)), neN™ (3.

1P (
olacak sekilde ¢,C >0 sabitleri vardir. Burada S, ( f,0):= Z ae"’ dur.
k=-n

Ispat: Teoremin ispat;, L° (T) Lebesgue uzaylarinda Stechkin tarafindan

ispatlanan diiz teoremin ispat yontemiyle benzerdir [1] . O

Bu teoremin bir sonucu olarak, H?* (D), 0<a <2 ve 1< p <o, uzaylarindaki

Taylor toplamlarinin yaklagim 6zelliklerini gosteren asagidaki 6nermeyi verebiliriz.

3.1.2.2 Onerme: fer‘“(D), O0<a<2 ve I<p<o olsun. Eger Z:bkwk

k=0

serisi f fonksiyonunun Taylor toplami ise

M:
7;7
éx

<cwp,(f.1/(n+1)), reN’

LP(T)

o

k=0

olacak sekilde bir ¢ > 0 sabiti vardir.

ispat: feH™ (D), Y ae" serisi onun smir fonksiyonu olan f (eig) nin

k=—c0

Fourier serisi ve

S,(f.0)= Zn: ae*’
k=-n

olsun. f e H?(D) oldugundan

16



o - 0, k<O
“ b, k>0

dir. Teorem 3.1.2.1°den

<ca}, (f.1/(n+1))

LP#(T)

=[f(e”)-s.(f.0)
™

LPe
esitsizligi elde edilir. o

P (T ) , 0<a<2 ve 1< p<owo, Morrey uzaylarindaki ters teorem asagidaki

sekilde verilir.

3.1.2.3 Teorem: f € L"“ (T), 0<a<2vel<p<ow olsun. Her r e N" i¢in

a);,aﬁf,ﬂscn”Zn:k”Ek(f)LM(T), neN* (3.2)

k=1
olacak sekilde n’den bagimsiz bir ¢ > 0 sabiti vardir.

Ispat: Teoremin ispati Onerme 3.1.1.1 géz Oniine alinarak ve L° (T)

uzaylarindaki uygun sonucun ispat1 adim adim takip edilerek yapilir [25, S.208] . O

3.2 Morrey Uzaylarinda Diiz ve Ters Teoremlerin Iyilestirmeleri

Bu bélimde bir énceki bolimde verilen, L**(T), 0<a<2 ve 1<p<ow,

Morrey uzaylarindaki diiz teorem Teorem 3.1.2.1 ve ters teorem Teorem 3.1.2.3’{in

tyilestirmeleri yapilacaktir.

17



3.2.1 Yardime1 Sonuglar

f el (T), 0<a<2 ve p=1, fonksiyonu ve f eslenik foksiyonunun

Fourier serileri sirastyla

Ve

olsun. Burada
A, (f,x)=a,cos ux+b, sinpux, u=12,..
ve

A (f,x):: a, sinyx—bﬂ cosux, u=L2,..

i
dir.

Basit hesaplardan sonra f 'nin A} ( f ,X) r. farki igin h >0 adimla

(—1)%12’i (f,x)sinr%, r tek ise
AL (F,x)~ K=

—1%2rw f,x)sin" —, r¢iftise
(-1)2 2 2 A(1.%) kzh
k=1

18



Fourier serisi bulunur.

2
= z A»(f,x), u=12,..

y=2#7
olsun.

3.2.1.1 Teorem: (Morrey uzaylarinda Littlewood-Paley Esitsizligi)

fel”™(T),0<a<2vel<p<o olsun. Her veN" igin

olacak sekilde sadece p ve o’ yabagl c,C >0 sabitleri vardir.

Ispat: Oncelikle ikinci esitsizligi ispatlayalim. |, T nin altaraligi, y, onun
karakteristik fonksiyonu ve My, ise y, nmn Hardy-Littlewood maximal fonksiyonu
olsun. R. Coifman-R. Rochberg’in bir sonucundan [23] My, fonksiyonu A
Muckenhoupt agirhgidir, yani T iizerinde hemen her yerde M (M y,)<cMy, dur.

Dolayisiyla agirlikli Lebesgue uzaylarindaki Littlewood-Paley esitsizligi kullanilirsa

[26, Teorem 1]

p
I (f.x) dx J'Z (f,x) x (x)dx
| |u=2"" T |u=2""
- p
I Z (f.x)| M g, (x)dx
=2""

19



- p/2
Y. Br(f.x) Mg, (0)dx

u=v

1

bulunur.

o0

Mz, (X)le (X)+2272k){(2“|\2k|)(x)

k=0

denkligi yukaridaki esitsizlige uygulanirsa

p/2

; 272'( Z(2k+1 112K I) (X)dx

p/2

SCBI DBL(f.x) x4 (X)dx+c,
T

u=v T

> BI(f.x)

u=v

p/2

dx

p/2

dx+c, 27

k=0 PAREIVAY

> BI(f.x)

u=v

elde edilir.

Yukaridaki esitsizligin normu alinirsa,

p
dx

> A(f.x)

‘u:2v71

sup—— |

1-=Z
N

p/2

dx

p

>BI(f.%)

u=v

k=0 2512k

1 0
+ Sl’llp | I |17a/2 2272'(

LP%(T)

St

20



12 p/2
<c. (iBj(f,x)j s 2% sup—i [ ISB2(F.x) o
o LP(T) k=0 | | 2y Ju=v
" /2P
<c, (ZBj(f,x)J
”zv L (T)
. p/2
o, S ke gy R I ZB f,x)| dx
k=0 N A ok | | =y
" /2P
<c, (ZBj(f,x)J
”zv L (T)
. p/2
+Cl722—2k+(k+1)(1 al2) Sup J‘Z dx

k=0 || | |u=v

O —2k+(k+1) -2
sonucuna ulasilir. Cilinkii ZZ ( j
k=0

<o dur. Ters esitsizlik benzer yontemle

ispatlanir. O

3.2.1.2 Teorem: (Morrey uzaylarinda Marcinkiewicz Carpan Teoremi)

{ﬂ’v }lio ?

4]<M, QZI\Aj—AH < v=0,1,..

21



kosullarin1 saglayan reel sayilarmn bir dizisi olsun. Eger f elL”” (T), O<a<2,

l<p<oo ve f~>ce ise
v=0

el

LPe (T LPe (T)

h~ icvﬂvew ve |h|
v=0

olacak sekilde he L™ (T) ve bir ¢ >0 sabiti vardir.

Ispat: Bu teorem, Teorem 3.2.1.1’in ispat yontemi gdz oniine alnarak ve

agirlikli Lebesgue uzaylarinda Kurtz tarafindan ispatlanan Marcinkiewicz Carpan

Teoremi [26,Teorem 2] kullanilarak ispatlanir.

3.2.1.3 Onerme: f e L"*(T),0<a<2vel< p<ow olsun.

(i) Eger f *nin Fourier serisinin n.kismi toplamu S (f):=S,(f,0) ise

E, (F) g | S0 ()

olacak sekilde f ’den bagimsiz bir ¢ >0 sabiti vardr.

(ii) Eger f ’nin eslenik fonksiyonu f ise

u

el

P ( LP4(T)

olacak sekilde f ’den bagimsiz bir ¢ >0 sabiti vardr.

Ispat: (i) Esitsizligin ilk kisminin ispat1 agiktir. Ikinci kismin ispati ise Teorem

3.2.1.1’in ispat yéntemi ve [27, Teorem 8] kullanilarak yapilir.

22



(i) [27, Teorem 1] kullamlarak kolayca ispatlanir.

(1) deki esitsizligin bir sonucu olarak, her v € N i¢in

v

Lp’“(T) :Hf o Z Aﬂ(f’)

Ezv"fl ( f )LW(T) < H f- Szv"fl ( f )

u=0

LP a (T )

(3.3)

> A (f.) <cE,. ().

LP#(T)

(M)

elde edilir.

Asagidaki Onermenin ispati Lebesgue uzaylarindaki genellesmis Minkowski

esitsizliginin ispat yontemi dikkate alinarak gerceklestirilir.

3.2.1.4 Onerme: (Morrey Uzaylarinda Genellesmis Minkowski Esitsizligi)

O<a<2vel<p<owo olsun. I, ve I,, T ’nin alt aralig1 olmak iizere, 6, €1, i¢gin

9(6,)=0 ve |, x1, iizerinde f(6,,6,)>0 dlgiilebilir fonksiyonlar i¢in

fg(@z) f (~,92)d¢92

=S I g (Hz)Hf (0, )Hdez

L)
esitsizligi gegerlidir.
3.2.2 Temel Sonuglar

Simdi Teorem 3.1.2.1in iyilestirmesini gosterelim. Asagidaki teoremde verilen

(3.4) esitsizligi, Teorem 3.1.2.1°de verilen esitsizlikden daha iyidir.  Ornegin,

En(f)LM(T) =#, neN' ve reN" ise

23



(3.1) esitsizliginden 1< p <o igin
a);,a(f,h)ZChr, h>0

elde edilir.

Asagida ispat edecegimiz (3.4) esitsizliginden 1< p <2 i¢in

1 1/2
a);’a(f,h)ZCh(lnﬁj , h>0,

2< p<o iginise

1

1/p
a);,a(f,h)ZChr(lnﬁj . h>o0,

bulunur. Buradan  diizgiinliik modiiliniin (3.4) esitsizliginde alttan daha iyi

degerlendirildigi anlasilir.

3.2.2.1 Teorem: f e " (T),0<a<2vel<p<o olsun. Her re N* igin

1y
o, (f.1/(n+1))> ni{va”Ey e )} , neN’ (3.4)

olacak sekilde n’den bagimsiz bir c= C( P, r,a) >0 sabiti vardir. Burada

y= max( p,2) dir.

24



Ispat: Verilen bir n dogal sayisi igin 2™ <n < 2™ kosulunu saglayan dogal say1

m olsun. Ayrica

n Vﬂ*l Vy
Oy = {z vz E/(f )Lp‘a(T)} , 1<y<ow, reN

v=l

olsun. (3.3) kullanilirsa

n_ -l 1y m+l 2"-1 luyr—l Vr
D o U

s v
v=1 n v=l ;4:2“

m+1 2vyr 4
< {Z; n’" E;V*‘—1 ( f )LW(T)}

- ) , 1y
<> T A, (f.x)
vl pu=2" LP4(T)
ve Teorem 3.2.1.1 uygulanirsa
m+1 2V7r 0 4 v
Onry $1 2275 | 2 A(TX)
v=l u=2"" LP4(T)
m-+1 2vyr © 12| v
<Cp ZW (Z B2 ( f,x)j (3.5)
v=l u=v vaa(T)

elde edilir.

1< p<2 ve y=2 olsun. Genellesmis Minkowski esitsizliginden
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L 0/2 2/p 1/2

m+2vr 1 0

Bt {2 [sgpwm [[Se0) dx] }
v= | \ u=v

m+1 22vr 0 p/2 1P
<c, {s?p| T I(Z 252 f,x j x} (3.6)
|

v=l

bulunur.

Son esitsizlige Abel transformu uygulanirsa,

22vr 22r(m+]) © p/2
§n,r,2 <Cp sup 1 al2 [ )+ nZ' Z B/ZJ ( f ’X)] dx
|

v=l n pH=m+1

22vr p/2
Olsup — I( = — B (f X)] dx}
1\ v=l

| ) o2 VP
+C20 [Sﬁlpw[( Z Bfl ( f , X)J dX] (37)
|

elde edilir.

Littlewood-Paley esitsizligi, (3.3) ve Teorem 3.1.2.1 sirastyla (3.7) esitsizliginin

sonuncu teriminde kullanilirsa

ol Sen)

(S]] salSao

u=2"

1/p

= <cC,,

L (T) L(T)
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21

f-> A (f.x)

=0

=Cy

< Co Eszl ( f )LW(T)

LP<(T)

<cuo, (f.1/2")<c,0, (f.1/(n+1)

oldugu gortliir.
(3.7)’nin ilk terimi géz Oniine alinirsa,

1/p

1 m 22vr p/2
e [EI

1\ v=1
p 1/p
dx}

1 m 2'-1 2vl’ o
=C,, supwjz —Aﬂ(f,x)sm 2i dx

' || Hv=tu=2""n"sin

1 o2
SCZS Supmj‘z r Bv(f,X)
! ||| v N

elde edilir.

2VI’

(3.8)

21 . .
A =— ve v=12,..m olmak tzere {/1 } . sistemi Teorem

‘ nrsinrﬁ .
2n

3.2.1.2’nin kosullarini saglar. Dolayisiyla Teorem 3.2.1.2 uygulanirsa

A A (f,X)sinri

o 1p
dx}
2

u=l n
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1
< Cy sumej
S

1
<C,, supmj
R U

Aﬂ(f,x)smr%

T
LN

b 1/p
dx]
b 1/p
dx]

DA, (f.x)sin" = H
= 2n

<Cymy, (,1/(n+1)) (3.9)

bulunur.

Boylece (3.9), (3.8) ve (3.7) esitsizlikleri kullanilirsa

5,0 <Cr, (ij
n+1

oldugu gortiliir.
2<p<ow ve y=p olsun. (3.5) esitsizligi gbz Oniine alinirsa

1/
p p

= suin)

LP<(T)

1 m+l 2VPF ® 5 p/2
=Cyp Sl|1p|||]_a/2 IZ (Z Bﬂ(f,X)j dx
u=v

r
| v=l np

1/p

1/p

m+1 221/!’ 0 p/2
SCZQ{SlIlp| & MJ(Z ZB fx] x} (3.10)

elde edilir.
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(3.10) ile (3.6) esitsizlikleri aynm1 oldugundan dolayi, 1< p<2 durumunda

izlenen yol takip edilerek ispat tamamlanir. O

Simdi Teorem 3.1.2.3’{in iyilestirmesini gosterelim. Asagidaki teoremde verilen
(3.11) esitsizligi Teorem 3.1.2.3’de verilen (3.2) esitsizliginden daha iyidir. Ornegin,

En(f)LM(T) =%, neN' ve reN" ise

Teorem 3.1.2.3’den 1< p < igin

a);,a(f,h)gchrln%, h>0

elde edilir.
Asagida ispat edecegimiz (3.11) esitsizliginden 1< p <2 igin

L\?
a);,a(f,h)ﬁch'(lnﬁj , h>0,

2< p<oo iginise

1 1/2
a);,a(f,h)SChr(lnFj . h>0,

bulunur.  Buradan diizglinlik modiilinin (3.11) esitsizliginde iistten daha iyi

degerlendirilmis oldugu anlasilir.

3.2.2.2 Teorem: f e L"*(T),0<a <2 vel<p<oo olsun. Her re N* i¢in
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n 1p
w;,a(f,l/n)S%{Zvﬂr"lEf(f)Lpﬁ(T)} , heN" (3.11)

olacak sekilde n’den bagimsiz bir Cc= C( p, r,a) >(0 sabiti vardr. Burada

p= min( p,2) dir.

Ispat: Verilen bir n dogal say1s1 igin 2™ <n < 2™ kosulunu saglayan dogal say1

m ve h>0 olsun. Her r e N igin

A;(f,x)zAL(f,x)—A;(Szm,, f,x)+A;(Szm,1 f,x)

AL (F =Sy F.X)+ A7 (S0 F.X) (3.12)

2m—l

olur. Onerme 3.2.1.3 (i) kullanilirsa

f

AL(F-S, Tl

3030Hf—8

zm—l pru (T)

‘L”"”(T)

<c,E,.. (f) (3.13)

L2 (T)
bulunur.

Eger r tek ise (¢ift oldugu durum da benzer sekilde ispatlanir.), Littlewood-

Paley esitsizligi kullanilarak (3.12)’nin ikinci terimi i¢in

A, (Szm" f")

()

& ., vh -
2 ;sm Tﬂ(f,)

Lp.a (T )

<c, (Z Bj(f,-;r,h)j2 (3.14)

=l
LP(T)
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elde edilir. Burada B ( ) Z sin" — ( ) dir.

y=2#"1

Basit hesaplamalardan sonra,

(i Bi(f"’r’h)jz < . 1/p
. LP<(T) Zm: B (f,-;r,h) i , p<2
i LP(T)

oldugu kolayca gdriiliir. Yani £:=min(p,2) igin

Bﬂ(f,-;r,h)

1/p
s
LP(T)

olur.

Simdi

B, ( f~, T, h)” ( )ifadesi g0z Oniine alinirsa, Abel transformundan
LP(T

B, (7.r.0)= 3 sin A (7]

ot 2 e
+sinr@§ A(f.)

y=2#"1

elde edilir. Dolayisiyla

31
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(3.16)

bulunur.

Onerme 3.2.1.3 (i) ve H]‘N—Sn(f)

< rs + . . o ..
<cE (f)LM(T), neN", esitsizligi goz

Oniine alinirsa

_il Aj(f") - _il Aj(f,-)—i Aj(f,-)
j=2# P (T) j=2# j=v+l LP(T)
< _il Aj(f") + i Aj(f")
j=2* LP4(T) j=v+l LP(T)
<cyE,. ( f)LM(T) +Cy,E, ( f)Lp’"(T)
<GBy ( f~)LM(T)
elde edilir.

Burada E, ( f~) <cE,(f) kullanilirsa

L= (T) L>(T)

> A(F)

j=2y—l

< Css Ezf‘*l-1 ( f )LW(T)

LP(T)

bulunur. Benzer sekilde
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oldugu gortliir.

Son iki esitsizlik (3.16)’da kullanilirsa

B,(f,5r.h)

22 . (V + 1) h . vh
LPe(T) < C35 Ezu—1_1 ( f )Lp.a(T) Z |:Sll’lr T—Sll’lr 7}

-

+CyE, (f )LM(T) sin

< Cyy EZ“"—I ( f )va“(T) h™24" + Cas EZ“"—I ( f )L”*“(T) h*2*"

< By, () N2 (3.17)

elde edilir.

(3.15) ve (3.17) esitsizlikleri sirasiyla (3.14)’e uygulanirsa

5 /8
. LP#(T)

" 1p
<Cy {Z EZﬁ””l—l(f)va'z(T) hfﬁzwﬂ} (3.18)

Ay (Sz"‘" f")

poim = O (Z

bulunur.

(3.12), (3.13) ve (3.18)’den
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AL(T5)

oldugu goriliir ve modiiliin tanimindan

r 1 Iy
wp,a(f,l/n)s%{Ezm (F)pory + S [22 wEL,

u=1

bulunur.

Kolayca gérmek miimkiindiir ki

B 22rﬁ el -1 B
Ezm ! ( f )LW(T) < 2mrﬁ 7; 1V Ev ( f )Lp""(T)

ve 2" <n< 2™ oldugundan

r 23r om! e o
a)p,a ( f ,l/n) < Cy3 F{ z v / lEf ( f )LM(T):|

v=2""241

3r -2 1/p
rB-1 ﬂ
[Zv = Lp"( )}

1/
c '
Sn—{z:v/)’ 1Eﬁ(f)Lpl(T)}

elde edilir. O
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4. MORREY-SMIRNOYV SINIFLARINDA YAKLASIM
4.1 Morrey Smirnov Siniflarinda Diiz ve Ters Teoremler
4.1.1 Yardimci Sonuglar

4.1.1.1 Onerme: T bir Carleson egrisi ve feL’*(T), 0<a<2, I<p<w

olsun. Bu durumda

Is(r)

L7(T) < C”f

4 (r)
olacak sekilde ¢ =c(p,a,I")> 0 sayis1 vardir.

Ispat: B kompleks diizlemde bir yuvar, y, onun karakteristik fonksiyonu ve
My, ise y, nin Hardy-Littlewood maximal fonksiyonu olsun. R. Coifman-R.
Rochberg’in bir sonucundan [23], M y,. - fonksiyonu I' ilizerinde 4, Muckenhoupt
agirhigidir, yani hemen her yerde M (M y, .)<cMy, . dir. Dolayisiyla S(f)
singiiler operatoriiniin L” (I, @), w e A, (T), agirhkl Lebesgue uzaylarindaki simirhiligs

kullanlirsa [28]

IS =[S 20 (2

<c¢ys _[‘S(f)(z)‘p M Yy (2)|d2]

<Cy '”f(Z)‘p M 11 (2)|dz|
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elde edilir.

My, ¢ (Z) ~ Xpar (Z) + 2272/« Z(zk“B\sz)mr (Z)

k=0

denkligi yukaridaki esitsizlige uygulanirsa,

sup I ‘S |dz|
|B ml"| 2 BAT
< Cyy sup (Z)‘P (Zer (Z) + 2272]( l(z**‘B\sz)mr (Z)j|dz|
*|B mr|“5 T =0
e [ (e
B |B(‘\F| 2 BAT
+C,; sup 22% I ‘f(z)‘p |dz]

|Bm1"| 5 k=0 (2 B\2* B)r

= 1
S ¢y [”f”;»“(r) +kZ=(;2 “ SuP a J. ‘f(z)‘p|dz|]

| ml‘| 2 21 BAr

<e, ipya(r) +c47iz—2k+(k+l)(l—zj Supﬁ J’ ‘f(z)‘p |dZ|
2B AT| 2 2'BAr

Scy ”f r(r) + C4822 SuP I ‘f |dZ|
k=0 |B ﬁr "2 BAr
< c47 ||f 17 ( ) +C49 ||f [L’p,a )
< Cso "f 7(r)?
ciinkii 227% kﬂ)( 2] <o dur. O
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4.1.1.2 Sonug: f e[’ (T), 0<a<2vel<p<w ise [FeH" (D) dir.

Ispat: f eI’ (T) ise felL”(T) dir. Dolayisiyla f"eH”(D) ve f°

fonksiyonu T {iizerinde hemen her yerde

agisal limit degerlerine sahiptir. Bu esitlik ve Onerme 4.1.1.1 kullamlirsa f* e L7 (T)

elde edilir. H”“ ( D) nin tammindan f* e H" (D) oldugu goriiliir. o

Bunun araciligiyla, eger f € E”“(G) ise f,(w)= f [l,y ] oldugundan
fO dr
+ D
fo 27[1 I T—w ve
f d 4.1)
_ 0 T _
= , D
fo 27n I T—w ve

fonksiyonlarinin sirasiyla H”“* (D) ve H” (D’) ye ait oldugu goriiliir.

feE"(G), 0£a<2 ve p=>1, fonksiyonu i¢in r. diizgiinliik modiilii

Q;’»a (f’t):= a);,a (f;;at)a r=1,2,...
olarak tanimlanir.

4.1.1.3 Onerme: T (1.1) kosulunu sagliyor ise L : P(D) — EP (G), O<ax<2

ve 1< p <oo, lineer operatorii sinirlidir.
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Ispat: (2.7) den T iizerinde hemen her yerde

L(P)(z)=S(Pop)(2)+5(Po0)()

esitliginin dogru oldugu biliniyor. Onerme 4.1.1.1 ve (2.1) esitsizligi iistteki esitlige

uygulanirsa

|£(P)

17 (r) < Csy “(P ° (D)HLp‘a(r) < Cs "P

e (T)
bulunur. o

L:P(D)—> E"(G), 0<a<2 ve 1< p<oo operatéri P(D) den H"*(D)
ye sinirlt ve lineer operator olarak genisletilebilir ve L:H”“ ( D) — EPe (G) ,

genisletilmis operatorii igin

L(f)(z)= 2; 1 / 1/(/‘/;1)4;(//'—(:}) dw, zeG, feH" (D) (4.2)

gosterimi gecerlidir.
4.1.1.4 Onerme: Eger I' (1.1) kosulunu saglyor ise
L:H"(D)>E"(G), 0<a<2vel<p<w
lineer operatdrii bire bir ve ortendir.

Ispat:  feH" (D) ve
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f ’nin Taylor agihmi olsun. f, (w):= f(rw), 0<r<1 olmak iizere her B C yuvari

i¢in

;f

|B mT|l_% BAT

= 15 )= L) Zar () e
|BmT|l7 T

e L (15 (0)= £ Mz s ()]
B mT|]7 T

olur. Daha 6ncede belirttigimiz gibi R. Coifman-R. Rochberg in bir sonucundan [23] ,

My, €4 (T) dir.  Ustelik feH ”’”‘(D) fonksiyonu, smir fonksiyonu olan

fel’” (T) fonksiyonunun Poisson integralidir. [29]’deki Teorem 10 gbz Oniine

alinirsa

lim

r—l

/. (w)—f(w)‘p My, + (w)|dw| =0

bulunur. Dolayisiyla (4.3) den

lim
r—l

fo=r

=0

()
olur. L:H"*(D)— E"(G), 0<a <2 ve 1< p <o, operatdriiniin siirliligindan

lim|L(£,)-L()

r—l

ey =0 (4.4)
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elde edilir.

Zakwk serisi |w|=r<1 diskinde diizgiin yakinsak oldugundan, Zakrkwk
k=0 k=0

serisi T iizerinde diizgiin yakinsaktir. Dolayisiyla z € G i¢in

bulunur.

[30,5.43] "deki Lemma 3 kullanilirsa, L(f,) nin a, (L( /.)) Faber katsayilari

i¢in
1 (L(f)eyw(w
ak(L(fr)):Qﬂ'ii ( ‘lkﬂ( )dW
2 1 (F ow(w
ve buradan
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a(L(f))>a, rol (4.5)

bulunur. Simdi Holder esitsizligi ve (2.1) kullanilirsa

\ak<L(ﬁ>)_ak(L(f))‘=| 1 I[L(ﬂ)—fi(f)]w(W)dW

. k+1
‘2mT w'

< [LL0) L0 Jew ()

=2 L) -G (e

< [[LU)-L)E) e

(r)

<c|L(f)-L()

74 (r)

elde edilir. Bu ve (4.4) bize, r -1 iken g, (L( fr)) —>a, (L( f )) yakinsamasini verir
ve (4.5) kullanilarak a, (L(f)) =a,, keN bulunur.  Eger L(f)=0 ise

o, =a, (L( f )), keN ve bdylece f =0 oldugu goriilir. Bu ise L operatdriiniin

birebir olmas1 anlamina gelir.

Ortenligi gostermek igin f e E”“(G) fonksiyonu alip f, = foy e’ (T)
fonksiyonunu goz 6niine alalim. (4.1) de tanimlanan f;" ve f; fonksiyonlarinin agisal

sinir degerlerinin T iizerinde hemen her yerde
J () =S(fo)w)+ fu(w)/2, fo (w) =S (o) (w) = fo (w)/2
gosterimlerine sahip oldugu goriiliir ve dolayisiyla T {izerinde hemen her yerde
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So(wW)= 15 (w)= 1y (w)

olur. f; ()=0 ve f; € H'(D) oldugundan, a, (), k € N Faber katsayilar1 igin

fo(w
ak 27zz-|. vovk”
. .jf’Ofl”)dw—l.ijSK)dw
2wis w 2riy W

ﬁ) +
T 27 I k” W (fo )

bulunur. Buise bize f 'nin q, ( f ) , k € N, Faber katsayilarinin, f;" nin orjindeki

Taylor katsayilar1 oldugunu verir. Yani

oldugu goriiliir. E” (G) uzaymda ayn1 Faber katsayilarina sahip iki farkli fonksiyon

olamayacagindan L( f(f) = f olur ve boylece L operatorii ortendir. O

4.1.2 Temel Sonuclar

Morrey-Smirnov siniflarindaki diiz teorem asagidaki sekilde verilir.
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4.1.2.1 Teorem: G cC, (1.1) kosulunu saglayan I' egrisiyle simirli basit
baglantili bdlge olsun. f e E**(G), 0<a <2 ve p>1ise reN" igin

E,(f)preie) S0 (f:1/(n 1)), neN’

olacak sekilde » ’den bagimsiz bir ¢ >0 sayis1 vardir.

Ispat: Onerme 3.1.2.2 gbz 6niine alinirsa

n

k
fo _zakw

k=0

<c

17%(T)

‘f—Zaka
=0

(T)
esitsizligini saglayan ¢ >0 sayismin var oldugunu gostermek yeterlidir.
Si(w)= 1" (w)= 1y (w), weT
esitliginde w=¢(z) yazilirsa T {izerinde hemen her yerde
£(2)=15 (2(2))- 1 (2(2)) (4.6)

elde edilir. z'e G™ olsun. (4.6) ve (2.4) gosterimi kullanilirsa

San )=o) {4 ac
U k ) A [¢(§)]k
:kioak [(p(z')] +2jzilk_0 - d¢
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+2;1 —J%g(f’z(f“))+ﬁgci(2')) i
zgak [p(z)] + 2;_ j ﬁ’_;(f(z' D
| Yale@)] -1 (e(0)
+27rirk=0 ¢z %

bulunur. f, cpeE” (G‘) ve ( fio (o)(oo) =0 oldugundan, smirsiz bdlgeler i¢in olan

| Ifo(qo(é))

2miy. {—z'

d¢=—f; ((p(z ")) Cauchy integral gdsterimi kullanilirsa

SaF (=)= Ya o(=)] - fi (o)

k=0 k=0

| Yale@)] -1 (e(0)

42 ' d¢

esitlikleri ve (4.6) kullanilirsa " iizerinde hemen her yerde

1(6)-Fak () =3 £ (o) -Talol] |

k=0

|55 (o2)- S o) | @)
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bulunur.

I', (1.1) kosulunu sagladigindan (2.1) uygulanirsa

1|5 o) Salo@1| = ] |- o] o o
< ¢4 I ﬁ*(w)—zn:akwkp|dw|

ve (2.2) kullanilirsa
n k p
s [ |15 (0(2))-2alo(z)] | lez
i |BmF| 2 BAT k=0

1 . n P
< ¢5; SUp———— J. 1o (W)=Y aw'| |aw]

% |B, AT| 2 me k=0
elde edilir. Buradan
1 ((p(z))—Zak [(p(z)]k <c|fy (w)—Zakwk
k=0 L7(T) k=0 17(T)

oldugu gortliir.
Onerme 4.1.1.1 ve yukaridaki esitsizlik sirastyla (4.7) e uygulanirsa

n

fy (w)=2aw

k=0

<c
7% (T)

V()-San ()

(T)

olacak sekilde ¢ >0 sayis1 bulunur. Onerme 3.1.2.2 teoremin ispatin1 tamamlar. o
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Morrey-Smirnov siniflarindaki ters teorem asagidaki sekilde verilir.

4.1.2.2 Teorem: G cC, (1.1) kosulunu saglayan I" egrisiyle siirlt basit
baglantili bdlge olsun. f e E**(G), 0<a <2 ve p>1ise reN" igin

olacak sekilde n den bagimsiz bir ¢ > 0 sabiti vardir.

Ispat:  feE"(G) olsun. Onerme 4.1.1.4 den L(f(f):f dir.

L:H?”(D)— E””(G) operatori siirl, lineer, birebir, drten oldugundan
(D) (G) op g
L' EP(G)— H™ (D)

operatdrii de siurhdir. P e P, keN, E”* (G) de f’e en iyi yaklasan polinomlar

olsun. L (Pk) e P, (D) oldugu agiktir ve boylece

R S -,
=l (n)-1'(R)
“Jflr-2l .

gl o A R

4(T)

elde edilir. Son esitsizlik ve H”* (D) durumunda Teorem 3.1.2.3 uygulanirsa
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r 1 r + 1
Qp,a (f,;j = a)p,a (f;) 7;)
< cn’erHEk (f()* )HW(D)
k=1
Llukz:tk”Ek (f)E”"‘(G)

<cen” Y KE, (f).ew(c)

k=1

<cn™”

elde edilir. o

B>0 ve r:=[B]+1 olsun. Budurumda
Lip, ,(B)={f €E*(G): @,,(f.6)=0(¢"), 5>0)
ile Lip, ,(B), 0<a <2 ve p>1, genellesmis Lipschitz sinifini tammlayalm.

4.1.2.3 Sonug: Teorem 4.1.2.2°nin kosullar1 altinda, eger
— -p +
En(f)E,,_,I(G) —O(H ), B>0, neN

ise reN" ve 6 >0 igin

o(s") L r>p
Q. (f.6)= 0(5'Blog(l/5)) , r=p
o(s") L r<p

olur.
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4.1.2.4 Sonug: Teorem 4.1.2.2°nin kosullar1 altinda, eger

E, (f)EM(G) :O(n'ﬂ), £>0, neN

ise f € Lip, ,(B) olur.

4.1.2.5 Teorem: Teorem 4.1.2.2°nin kosullar1 altinda, eger £>0 ise

asagidakiler denktir:

(1) felLip,,(B)
(2) E,(f)ynq) =0(n”). VneN-.

4.2 Morrey-Smirnov Siniflarinda Diiz ve Ters Teoremlerin iyilestirmeleri

Bu béliimde bir 6nceki bolimde verilen, E?* (G) , 0<a<2 ve p2>1, Morrey-

Smirnov smniflarindaki diiz teorem Teorem 4.1.2.1 ve ters teorem Teorem 4.1.2.2’nin
iyilestirmeleri yapilacaktir.  Sonuglarin gergekten bir iyilestirme oldugu Bolim
3.2.2’deki uygun sonuglarin ispatlarinda izlenen yol takip edilerek goriiliir.

4.2.1 Temel Sonuclar

Asagidaki teorem Teorem 4.1.2.11n iyilestirmesidir.

4.2.1.1 Teorem: G cC, (1.1) kosulunu saglayan I" egrisiyle sinurlt basit
baglantili bdlge olsun. f e E**(G), 0<a <2 ve p>1ise reN" i¢in
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1
1 c u 2
o |7 > e (F). U penNt 4.
P (f n+1j (n+1)r {VZ—;V ! (f)Ep' (G)} "e (48)

olacak sekilde 7 den bagimsiz bir ¢ > 0 sabiti vardir. Burada y = max (p,2) dir.

ispat: f e E"*(G) olsun. Onerme 4.1.1.4°den L( f(;): f dir. Buradaki f;’

fonksiyonu (4.1)’de tanimlanan fonksiyondur. Teorem 3.2.2.1°’den

1 1
Qr — |= a)r +’_
p’a(f n+1j p’“(fo n+1j
n 1y
> vI"UEN () } , neN’ (4.9)
(n+1)r {VZ:; ( 0 )L"”(T)
olacak sekilde n’den bagimsiz bir c¢=c(p,r,a)>0 sabiti vardi.  Burada

y = max(p,2) dir.

fo~>a, ( 1o )WA olsun. (4.2) ve (2.3) gosterimleri kullanilirsa
k=0

elde edilir. Burada S, f,” nin Taylor serisinin kismi toplamidir. Bunlarla birlikte L
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operatoriiniin sinirlhilig da kullanilirsa

E, (f gty <17 =5.(1)

7(r)

“[e(s)-c(s:.)

(1)

<[z]

1 =Si(A)

#(T)

<cl]

E,(f) (4.10)

7 (T)
bulunur.

(4.10) esitsizligi (4.9)’ da kullanilirsa,

1 c u ¥
Qr Z yr—lE;/ +
(| R P B

elde edilir. o
Asagidaki teorem Teorem 4.1.2.2°nin iyilestirmesidir.

42.1.2 Teorem: G cC, (1.1) kosulunu saglayan I' egrisiyle sinirli basit
baglantili bdlge olsun. f e E**(G), 0<a <2 ve p>1ise reN" igin

1

. 1 ¢ |~& 4 B .
Qp’a[f’;jgn’{z_;‘/ﬁ lEf(f)Epﬂ(G)} , neN (4.11)

olacak sekilde n» den bagimsiz bir ¢ > 0 sabiti vardir. Burada f = min( p,2) dir.
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Ispat: L:H"“(D)— E"*(G) operatorii smrl;, 1-1 ve &rten oldugundan,

L' :E"(G)— H" (D) lineer operatorii de smirlidir.

feE"™ (G) fonksiyonuna en iyi yaklasan polinomlar P € P,, v e N*, olsun.

Yani

E,(f )iy =/ —E

yig ( F)

L’I(PV*)GPV(D), v dereceli bir polinom oldugundan, L' operatdriiniin

sinrliligr kullanilarak

E, (f‘; )H”ﬂ(m <A -1 (Pv*) (T
=& (1)~ (2)

<le'l-~

17 (T)

17%(T)

13

E,(f)praa) (4.12)

elde edilir.

(4.12), Teorem 3.2.2.2 ve E, (fo* )W(T) =E, (fo+ )HM(D) esitligi gz Oniine

alinirsa
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1

< el pp e #
< n" {;V EV (fo )L”*“(T)}
1

LY (& 7
SM{;WHM (f )E"’“(G)}ﬂ

1
n E
<< {Z VB (f), (G)}

v=l

bulunur. o

52



5. SONUC

Bu calismada elde edilen yeni sonuglar {i¢iincli ve dordiincii boliimlerde yer

almaktadir.

Ucgiincii béliimde Morrey uzaylarinda yaklasim teorisinin diiz ve ters teoremleri

ispatlanmis ve bu teoremlerin iyilestirmeleri elde edilmistir.

Dérdiincii boliimde ise Morrey-Smirnov siniflarinda yaklasim teorisinin diiz ve

ters teoremleri ispatlanmis ve bu teoremlerin iyilestirmeleri verilmistir.
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