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OZET

GENELLE STIiRILM iS M*-GRUPLAR

Sebahattinik iKARDE $
Balikesir Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisi
Matematik Anabilim Dali

(Doktora Tezi / Tez Dangmani : Dog. Dr. RecepSAHIN)
Balikesir, 2008

Bu tez be bolimden olgmaktadir. Birinci bélimde kompakt Klein
yuzeylerinin otomorfizmleri ve bu konunun ilerlemele ilgili kronolojik
bilgi verilmistir.

Ikinci bolumde cakma suresince gerekli olan temel, tanimlar,
kavramlar, yontemler ve teoremler verigti.

Ucglincl bolimde, M*-gruplar tanitilgtir.  Gengletilmis moduler
grupta bilinen sonuglarn kullanarak yeni M*-grupnékleri verilmitir.
Bunlara ek olarak genedfégriimis moduler gruba yeni bir ganti ekleyerek,
bolim gruplari elde edilmgir. Ayrica bu bolim gruplarindan bazilarinin
M*-grup oldugu gosterilmgtir.

Dorduncti  boélimde, ilk olarak genefigilmis M*-gruplar
tanimlanmgtir. Daha sonra genedlilmis M*-gruplar ile gengletiimis
Hecke gruplari arasindakigiki verilmistir. Son olarak bir G geneligrilmis
M*-grubunun super ¢ozuilebilir olmasi igin gerekk yeterli kgulun q>3

asal say ve r bir pozitif say! ikd@| = 4q oldugu gosterilmitir.

Son bolimde, elde edilen sonuglarin bir 6zeti wasir.

ANAHTAR SOZCUKLER : Modiler grup, genletiimis moduler grup,
Hecke gruplari, gesletiimis Hecke gruplar, periyodik indirgengnkelime,
tek Uretecli bolum grubu, Klein yuzeyi, otomorfizgnubu, NEC grup, M*-
grup, genellgtirilmi s M*-gruplar.



ABSTRACT
GENERALIZED M*-GROUPS

Sebahattinik iKARDE $
Balikesir University, Institute of Science
Department of Mathematics

(Ph. D. Thesis / Supervisor: Assoc. Prof. Dr. RecefAHIN)
Balikesir, 2008

This thesis consists of five chapters. In the first chapter some
chronological information about automorphism of compact Klein surfaces
and their progress are given.

In the second chapter, the definitions, notations and theorems used in
the other chapters are recalled.

In the third chapter, the notion M*-group is introduced. Then, by
using known results on the extended modular group, some new examples of
M*-groups are given. In addition, it has been obtained quotient of the
extended modular group by adding an extrarelation to the existing relator set.
Also, it is shown that some of the one relator quotients of extended modular
group are M*-group.

In the fourth chapter, firstly, generalized M*-groups are defined.
Then, it is shown that there is a relationship between extended Hecke groups
and generalized M*-groups. Finally, it is proved that a generalized M*-group
G is supersoluble if and only if |G| =4q" for q>3, prime number, and for

some positive integer r.

In the last chapter, abrief summary of the results obtained is given.

KEY WORDS: Modular group, extended modular group, Hecke groups,
extended Hecke groups, cyclically reduced word, one relator quotient, Klein
surface, automorphism group, NEC group, M*-group, generalized M*-
groups.
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1. GIRIiS

Riemann ylzeylerinin otomorfizmlerinin mumkin olam geng gruplarini
bulma problemi literatiirde 6nemli bir problemdBu problemin tarihsel geimi [1,
2, 3, 4, 5, 6] kaynaklarinda detayh bir bicimddaatmistir. Simdi biz kisaca bu
tarinsel gekimi Ozetleyelim. Riemann ylzeyleri teorisi topokojcebirsel ve
analitik olarak Gi¢ ana ik altinda gelmistir. Biz bu tezde Riemann yizeylerinin
cebirsel olarak gelen bolumi ile ilgilenegdz.  Cebirsel olarak Riemann
yuzeylerinin otomorfizmlerinin mimkin olan en gemruplarini bulmak teorinin
gelisiminde 6nemli bir rol oynamgtir. Bu problemin temelleri “kompleks cebirsel
egrilerin otomorfizmleri grubu” cagilirken ortaya atilngtir. Balangigta, polinom
denklemleri vasitasi ile verilen kompleks cebimsgllerin otomorfizmleri hakkinda,
egri eliptik ya da rasyonel olmadikga, bilgi vermedrdu. Ilk olarak Schwarz 1879

yilinda cinsig > 2olan bir C grisi i¢cin Aut(C) otomorfizm grubunun mertebesinin

sonlu oldgunu gosterdi ,[7]. Daha sonra Hurwitz kendi aéi dizdglesen unli

formulind kullanarak Aut(C) otomorfizm grubunun mertebesiniB4(g—1)den

buyik olamayagani gosterdi ,[8]. Hurwitz den daha ©6nce komplaebirsel

geometrinin klasik sonuglarini kullanarak Kleig=2 igin Aut(C) otomorfizm
grubunun mertebesinin 48 den biuyik olamagauaGordon iseg =4 i¢in Aut(C)

otomorfizm grubunun mertebesinin 120 den buyuk algmeaini gosterdi, [9].
1895 yilinda Wilman,g =5 igin, Aut(C) otomorfizm grubunun mertebesinin 120

den buyik olamayagai, g=6 icin Aut(C) otomorfizm grubunun mertebesinin
420 den buyik olamayagai gordd, [10, 11]. Boylecg =2, 4, 5, 6 igin Hurwitz
sinirinin sglanmadg gosterilmg oldu. Fakat Klein,g =3 olmasi halindeAut(C)
otomorfizm grubunun mertebesinik68= 84(3- 1 oldugunu gostermstir. Bununla
birlikte g=3 cinsli tek eri oldugunu ve bu grinin x’y+ y*+ x=0 oldugunu
gosterdi. Bu Hurwitz'in dgru yolda oldguna inanmasini géadi. Kompleks

cebirsel grilerin Riemann yuzeyleri ile gkisi Riemann’in yapgi argtirmalar ile

ortaya cikmgtir.  Riemann, kompleks cebirselgrderin transandantal yolla



calsilabilecesini ispatlamstir.  Gergekte C Uzerindeki tek dgskenli cebirsel
fonksiyon cisimlerini transandantal yolla gatak mumkin dgldi ama kompakt
Riemann yuzeyleri Uzerindeki meromorfik fonksiyanlacismini calgmak
mumkindi. Bundan dolayr kompleks cebirsgtilerin otomorfizm gruplari ile

Riemann ylizeylerinin otomorfizm gruplarinin benaketugunu gosterilmtir.

Bu yeni baky agisi teorinin ilerlemesini gamuitir. Artik cebirsel grilerin
otomorfizm gruplarini ¢agmak Riemann yuzeylerinin otomorfizm gruplarini

calsmaya denk oldu. 1908 yilinda PoinEampms oldugu ¢calsmada cebirsel cinsi
g>2 olan her S kompakt Riemann yuzeyidiyI' (U Ust yari dizlem v bir

Fuchsian grup) yorunge uzay! olarak temsil edigdgdini gosterdi, [5]. Boylece

problemU/I" ydringe uzayinimAut(U/T") otomorfizm grubunun ¢alilmasina denk

oldu. Cunku bu Fuchsian gruplarin yoéringe uzaylaribirer Riemann yuzeyi
oldugu gd0sterildi. Bundan dolayr Fuchsian gruplar Riamayulzeylerinin

calgiimasinda ¢ok dnemli bir rol oynagtir, [12, 13, 14].

Ancak teori Fuchsian gruplar ile sinirli kalmatm Duzlemin yon korumayan
donlstimlerini de bulunduran dogiamler grubu goz 6nine alingnve bu kez bu
grubun non-Euclidean crystallographic (NEC) ayrik gruplari incelenmeye
baslanmstir. Bu NEC gruplarin yoriinge uzaylari birer Kleytizeyi oldgundan
teori Klein yuzeyleri tUzerinde de calmaya balanmstir. NEC gruplar Klein
yuzeylerinin ¢akilmasinda ©6nemli bir rol oynastrr. Klein ylzeylerinin
otomorfizm gruplarinin mertebeleri i¢cin sinir bulknartik yeni bir problem

olmustur. ilk olarak May 1977 yilinda cinsg > 2olan bir kompakt Klein ytzeyin
otomorfizm grubunun mertebesinir?(g — 1) den buyuk olamayageni gostermitir.
Bu otomorfizm gruplarinin mertebesinih2(g—1) olmasi durumunu ise ayrica
inceleyip, bu gruplarin vagini calsmaya balamigstir, [15]. May mertebesi

12(g—1) olan bir sinirli kompakt Klein yuzeyin otomorfizgrubunu bir M*-grup

olarak tanimlanstir, [15]. Ayrica r gengletilmis moduler grubu ile M*-gruplar

arasinda birebir bir gki oldugunu ortaya koymgtur.



Son yillarda M*-gruplar ile ilgili bir cok yayinapilims [16, 17, 23, 26,31] ve bu
gruplarin neler olabilege tartisiimistir.  Yeni M*-grup ornekleri bulmak, Klein
yuzeylerinin otomorfizm gruplarini daha iyi gahak icin ciddi bir problem haline

gelmitir.

Bu tezde,I' geniletiimis modiler grubu ile ilgili bilinen sonuclari kullarsk
yeni M*-grup érnekleri bulmaya catik. Ayrica T geniletilmis modiler grubunun
daha geneli olan geghéetiimis Hecke gruplarlﬁ(ﬂq) ile kompakt Klein yuzeyleri

arasinda bir ikinin olup olmadgini argtirdik.

Ikinci bolimde, tezin daha sonraki bolumlerinde kullagana bazi temel

tanimlar, teoremler ve yontemler ele aligimi

Ucgtinci bolumde, M*-grup kavrami tanitignve M*-gruplarla ilgili birtakim

sonug ve ornekler verilgtir. Daha sonral gengletiimis moduler grubu ile M*-
gruplar arasindaki gkilerden bahsedilmgtir. Ayrica gengletilmis moduler grubun
normal alt gruplarindan yararlanarak, daha 6nce liiedat yer almangiyeni M*-
grup ornekleri verilmitir. Son olarak genelféiriimis moduler gruba yeni bir [ganti
ekleyerek, bolum gruplari bulunmwe bu bolim gruplarindan bazilarinin M*-grup

oldugu gosterilmgtir.

Dordinct bolimde, M*-grubun tanimi genglielerek genellgtiriimis M*-
grup tanimi yapilimtir. Daha sonra bu gruplar ile ilgili bir takim 6zelekl
verilmistir.  Ayrica genellgtiriimis M*-gruplar ile gengletiimis Hecke gruplari
arasindaki iki gosterilmgtir. Bu iliski yardimi ile de geneligirilmis M*-gruplarin
2, 4 ve D (p asal say) indeksli alt gruplarn hakkinda bilgiler eldelneitir.
Bununla birlikte bu gruplarin siiper ¢ozilebilir olmaginigerek ve yeter kol

verilmistir.



2. BOLUM

Tezin bu boliminde daha sonraki bolimlerdgikgacasimiz bazi temel

tanimlar, teoremler ve yontemler ele alinacaktir.
2.1 Topolojik Gruplar ve Topolojik Dontsiim Gruplari

2.1.1 Tanim:G hem bir grup, hem de bir Hausdouiay olsun. Eer,
F :GxG—>G inf :G -G
(9.h)— gh g->g’

Orten dongimleri stirekli iseG ye bir topolojik grup denir.

2.1.2 Ornek: (R,+) grubu, R deki alsilmis topoloiji ile birlikte bir topolojik

gruptur.

2.1.3 Tanim: G bir topolojik grup veX herhangi bir topolojik uzay olmak

uzere,[G, X] siral giftini ele alahm.

A Gx X X
(9,% - gAX

Orten ve surekli doniiimu gagidaki kosullar gergeklerse[G, X] e bir topolojik

dondsum grubu denir.
i) g, he Gve xe X igin, gA(hAX) = gh\ %
i) ee G, G nin birimi olmak tzere , hexe X i¢in, eAXx= Xx.
Eger X topolojik uzay biliniyor ise[G, X] gosterimi yerine kisac#& yazilr

ve “G topolojik donigiim grubd diye soylenir.



2.2 Ayrik Gruplar

2.2.1 Tanim: G bir topolojik grup olsun. Eer her ge G 0gesi igin {g

kiimesiG nin bir kongulugu iseG ye ayrik grup denir.

2.2.2 Ornek: (Z,+) grubunu ele alalim. Z tzerinde R ’nin olusturdusu

topoloji ile Z ayrik gruptur.

2.2.3 Tanim: [G, X] bir topolojik doéngum grubu ve geG olsun.

{xe X: gx= ¥ kimesine g gesinin sabit noktalari kiimesi denir.

2.2.4 Tanim: (a)G bir grup veG, c G olsun. N(G)) ={te G: tGt'= G}
kiimesineG, In normallgtiricisi denir.
(b) Z(G)={teG: tg= gt Vge G kimesine G, alt kumesinin

merkezlgtiricisi denir.
2.3 Da@rusal Kesirli Dontsumler

az+ b

2.3.1 Tanim: a,b,c,de C ve ad-bc=1 olmak lzere,w=T(2 = q
cz+

Burada gercel katsayil @ousal dongimler ile calsacaimizdan bu

donlstimlerin

PSI2R)={T 2: T =222 apcer ad bel
cz+d
alt kiimesi ile
G={U(D: U 3=22"P apc iR ad be-1
cz+d

bicimindeki kiimeyi alalim.G kiimesiniG = PSL(2,R)u G bigiminde olgturalim.

2.3.2 Teorem:U, Ust yari diizlemi gostermek lizere;
Aut(U) = PSI(2,R) dir, [16].



2.3.2 Tanim: G' kiimesine ust yari duzlemin anti otomorfizmlerikiimesi

denir.
2.4 Bir DOnUsimin Sabit Noktalari

2.4.1 Tanmm: Herhangi bir T(2)e PSIK2,R) donkimi icin T(2=z

esitli gini gergekleyen z noktalaringnin sabit noktalari denir.

2.4.2 Teorem: PSL(2,R) deki herhangi bir doniimiin en fazla iki sabit

noktasi vardir. G' kiimesinin elemanlarinin ise ya iki sabit noktasdw ya da sabit

noktalarinin kimesi bir cemberdir.

2.4.3 Tanim: T(Z):az+cl:;€ PSI2,C) donGuminda ele alallm. a+d
CZ+

sayisinal donisimundn izi denir véz(T)ile gosterilir.

2.4.4 Tanim: a)T(2 € PSI(2,R) alalim.

i) |[a+d/>2 ise T dontimine hiperbolik dongim denir ve bu déniim
RuU{e} kiimesinde iki sabit noktaya sahiptir.

i) |a+ d|<2 ise T dongumine eliptik dongiim denir ve bu domnim
RuU{e} kiimesinde birbirinin genigi olan iki sabit noktaya sahiptir.

iii ) |a+d/=2 iseT dénisimine parabolik dégim denir ve bu déniim
RuU{e} kiimesinde bir tane sabit noktaya sahiptir.

b) T(2 e G alalim;

i) a+d=0 iseT donisimiine kayan yansim#bnistimi denir veR U {oo}

kiimesinde iki sabit noktaya sahiptir.

i) a+d=0 ise T dongumuneyansima doniiimi denir ve sabit noktalari

[E,Oj merkezliﬁ yaricapli gemberin noktalaridir.
c C



2.45 Tanim: Bir T € PSL(2,C) donumu ve herhangi bilS dongimi

verilsin. T'= STS' donsimineT donisiminin glenigi denir.

2.4.6 Teorem: (a)T € PSL(2,R) donGumu;
hiperbolik isew= kz ( k=1, k> 0),

Wl o Z-1
eliptik ise — =€’ —— 0 # 2nr,
Wi Z+i

parabolik isew= z+1
donlstimleri ile sleniktirler.
(b) U e G' dOnisUmd ise;
kayan yansima isev= 4z (1 <0,4 #-1)
yansima isen=—z

donlstimleri ile sleniktir.
2.5 NEC-Gruplar ve Fuchs Gruplari

2.5.1 Tanim: (a) G topolojik dongim grubunun ayrik bir alt grubuna
Euclidean olmayan kristallografik grugNén Euclidean crystallographic groyip
denir ve kisaca NEC-grup bi¢iminde gdsterilir.

(b) PSL(2,R) nin alt grubu olan NEC-gruplafeuchsgrubu denir.

2.5.2 Tanim: T" bir Fuchs grubu olsun. sagidaki kosullari gercekleyen bir
kapalF kimesinel” icin bir temel bdlge denir.

(i) F her yéringeden en az bir eleman igerir.

(i) F° her yoringeden en ¢ok bir eleman igerir.

(i) F-F° kiimesinin hiperbolilalani x(F - F°) =0 dir, [17].

2.5.3 Teorem:I" bir Fuchs grubu vd", I' nin indeksi sonlu olan bir alt

grubu olsun. Ber F ve F, sirasiileI’ ve I', in temel bolgeleri ise;

()
[r:n]=#5 e

dir, [6].



2.6 Gruplarin NEC Gdsterimleri

Riemann-Hurwitz Formult kullanilarak bir NEC-grubumperbolik alani
hesaplanabilir. Fakat bu formil NEC-grubu iginikegtemel bdlgeye mamlidir.
1974 de Singerman [18] nolu kaynakta NEC-gruburettiiplik alanini hesaplarken
temel boélgeden gamsiz bir yontem gsedtirmistir. Bu yontem sadece gruplarin
isaretlerinin incelenmesine pladir. Bundan dolayi, bu kisimda [17] nolu kagaa
sadik kalarak, NEC-gruplarigaretlerini ve gosterimlerini tanitagia.

Yonlendirilebilir bolim uzayina sahip bif grubunun NEC gdsterimi;

(g,+,[rq,n},...,rﬂ {( . @1) ( D .o rg)}) (2.6.1)

bicimindedir. Yonlendirilemez bdlim uzayina sahipgrubun NEC gdsterimi ise;

(g—[mln}qﬂ {( 7.9 %1) ( D0 rg)}) (2.6.2)
bicimindedir. Buradag yeU/I" bolim uzayinin cinsi denir. Bununla birlikte
(nrl,nrz,...,r}&) parantezlerine periyot devirleri denim ve n; sayilari dal’ nin

yon koruyan elemanlarinin mertebeleridir ¥e nin periyotlari olarak adlandirilir.
m lere has periyotlar denir.

Bir grubun NEC gdsterimi teklik ile belirli oldiwundan birl", NEC-grubunun
gosterimi verildginde bolim uzayinin topolojik yapisi da verigndiemektir.

Bos devirli bir NEC-grubunun gdsterimi

(0m[ M, m,e ] {() A )})

bicimindedir. Eer bu bg periyot devirlerin sayigiise bu gosterim kisaca

(o:m[m. ... ] {( )

halini alir.
Bir Fuchs grubu deliksiz bir yonlendirilebilir kbih uzayina sahip
olacgindan butun periyotlar has periyotlar olacaktiroldyisi ile bu grubun NEC

gosterimi;
(0.m[ m. ... m] {( )})

olur ya da kisaca



(g5, .o )

biciminde ya2|I|r.

denir. Eger yoringe uzay! yonlendirilebilir ise gruba yorderiebilir yiizey grubu

denir. Bu grubun gosterimi ise

(9 14 })
ya da kisaca
bicimindedir.
Periyodu bulunmayan ancak yansimalar bulunduraplgra kenarh yizey

gruplari denir.

(o[ 1{O)})

gosterimine sahip bir gruba-kenar bilesenli, kenarli, yonlendirilebilir ylizey grubu

(oL 1{O)})

gosterimine sahip bir gruba ise kenar bilesenli, kenarli, yonlendirilemez yilizey

denir.

grubu denir.

2.6.1 Teorem: (&), isareti (2.6.1) deki gibi olan bir NEC-grup olsun.uB
durumdal” nin temel bélgesinin alani
K 1 Lo 1 1
a0 = 20 29 -2+ 3 @ pra) 3 ()
i1 m 112 n
olur.
(b) T, isareti (2.6.2) deki gibi olan bir NEC-grup olsunu Burumdal™ nin
temel bolgesinin alani
H) = 2@ -2y @+ }w+22 =)
i=1 i=1 j= l q
olur, [17].



2.6.2 Yardimci Teorem: A hiperbolik alaniz(A) <% olan bir NEC-grup

olsun. Bununla birliktel" ylzey grubuA nin normal alt grubu olsun. O zaman

asagidaki gosterimlerden birine sahiptj]:

o(A) H(A)
(0;+;[1:4(2,2,2,n)}) 7(n-2)/2n (n>3)
(0;+;[1:{(2,2,3,3)}) rl3
(0;+;[1:{(2,2,3,4)}) S /12
O;+;[-;{(2,2,4,3)}) 57112
0;+:[-:{(2,2,3,5)}) Tx115
(0;+;[-:{(2,2,5,3)}) 77 115
(0;+:[31:{(2,2)}) 7l3
(0;+;12,31:{()D 7l3

2.7 Klein Yuzeyleri ve Otomorfizmleri

2.7.1 Tanim: (a)S bir yuzey veU, S nin agik bir alt kimesi,Ac C veya
AcC"={zeC:imz=0} olsun. ¢:U —> A doniimi bir topolojik ¢ yapi
dondumu ise(U,¢) ikilisine bir harita ¢hart) denir.

(b) S bir Hausdorffbaglantili topolojik uzay ve{Ui el } kiimesiS ailesinin
acik bir alt ortasi olsunS E:{(Ui,¢i) el } ailesi ile birlikte bir ylzey olgturur.

Bu X ailesineS tizerinde biatlasdenir.

2.7.2 Tanim: S bir ylizey veU, Ust yari dizlemin kapamiolsun. Bu

durumda
6(8):{56 U:4(Y) TJUzerindeaglk, ancak deaglkgtii&'eqpi(s)eR}

kiimesiS nin kenari olarak tanimlanir.

2.7.3 Tanim: A bostan farkh bir kiime olmak tGzerd : A— C dongimu

analitik ya da anti analitik bir dogiim ise f dongiiminedianalitik doniyimdenir.
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2.7.4 Tanim: Bir X atlasi ile verilmg kenarsiz bir ylizey&iemann yuzeyi

denir.

2.7.5 Tanim:Bir X atlasi ile verilmg kenarli yada kenarsiz bir ylizelféein

ylzeyi denir.
2.7.6 SonucKlein yuzeyi yonlendirilebilir bir ylizey ise Riemarylzeyidir.

2.7.7 Teorem:S ylzeyi kenarsiz ve yonlendirilebilir isg > 2, kenarli ve
yonlendirilebilir ise2g + r > 3, yonlendirilemez iseg + r > 3 olacak bigimde
cinsi g olan ve r tane kenar lme sahip bir kompakt Klein yiizey olsun. Bu

durumdal’ ya bir yuzey grubu ya da sinirli yuzey grubu olrﬁlalereS;% dir,

[4]

2.7.8 SonugYukaridaki teoreme uymayan yuzeyler,

kenarsiz yonlendirilebilir isgy =0 kire veyag =1 tor,

kenarli yonlendirilebilir ise g=0,k=1 kapal disk veya g=0,k=2
karmgik dizlem,

kenarsiz ve yonlendirilemez isg=1,k= 0 projektif duzlem,g=2, k=0

Klein sisesiveya g =1, k=1 Mobilusseridi,
bigimindedir, [4].

2.7.9 Tanim: (a)Sve S' yonlendirilebilir Klein yuzeyleri topolojik gyapili
olsunlar. f:S— S ydn koruyan (korumayan) topolojiksyapi dongiminu ele

alalim. Bgerf, Sve S' Uzerindeki dianalitik yapilara gore bir morfizmugor isef

ye konform (ters konform) topolojiksgapi donigiima denir.

(b) S ve S yonlendirilemeyen Kleinyuizeyleri topolojik gyapili olsunlar.

f:S— S topolojik eyapr déngumunu ele alahm. ger f, S veS Uzerindeki
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dianalitik yapilara gére morfizm oluyor ise f yerbkonform topolojik gyap!

doénistimi denir.

(c) S ve S Klein yuzeyler ve f:S— S konform topolojik gyap!
dondsumind olsun. O zamadve S' yuzeylerine konform denktirler ya da cebirsel
denktirler denir.

2.7.10 Tanim: (a) S yonlendiriemeyen bir Klein yuzeyi olsun. Bir

f :S— S konform topolojik gyapi dongimuneS nin bir otomorfizmi denir.

(b) Syonlendirilemeyen bir Kleiryizeyi olsun. Birf :S— S konform (ters

konform) topolojik gyapi dongiimine S nin bir + otomorfizmi (—otomorfizmi)

denir.

2.7.11 Teorem: G, cebirsel cinsig>2 olan bir X Klein yuzeyinin

otomorfizm grubu olsun. Bu durumd@| <12(g- 1) dir, [15].

2.8 Hecke Gruplari

Erich Hecke, 1936 yilinda “Uber die Bestimmung Biietscher Reichen
durch ihre Funktionalgleichungen” adli gatasinda Hecke gruplaringagidaki gibi

tanimlamgtir.

2.8.1 Tanim: A sabit bir pozitif sayl olmak tzere
T(z):—E ve U(2)=2z+41
z

kesirli dogrusal dongumleri ile Uretilen gruplara Hecke gruplari deng M(1) ile

gosterilir.

TanimlananT (z) ve U(z) donistmleri yardimiylaS=T.U alinirsa

S(9=-—1

z+ 1
elde edilir, [19].
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2.8.2 Teorem: 1 > 2 veyaq = 3 bir tamsayi olmak tizere

A= =2cos— , KA< :
q

ise H (A1) grubunun bir temel boélgesi

FA:{ZGU:|Rej<%H:>J}

kiimesidir, [19].

Ayrica E. Hecke, gier A>0 deserleri i¢in F, kimesinin bir temel bdlge
olmadpini da gosterngtir. A= 4, veya A >2 olmasi durumundad (1) grubunun
sonlu uretegli bir grup oldiu goralar. AyricaH (1) grubu, PSL(2,R) nin ayrik bir
alt grubu oldgundanH (4) bir Fuchs grup olur.

2.8.3 Teorem: H(A) Hecke gruplarinin Fuchs olmasi i¢in gerekli véeye

kosul A>2 veyai= 1, = 2cos” (g=3 bir tamsay1) olmasidir, [19].
q

2.8.4 Teorem:H(4,) Hecke grubunun bir susu,
H(/lq):<T,S: T=S= b; G* Gseklinde, 2 mertebeli bir devirli grup ile g

mertebeli bir devirli grubun serbest carpimidiQ][2

2.9 Genjletilmis Hecke Gruplari

=

Burada 2.8 BoOlumde verilen Hecke gruplarind&(2== yansima
z

dondsumindn katilmasiyla elde ddiimiz gengletilmis Hecke gruplarindan kisaca

bahsedecsz.

R(2 :i donumu birim gcembere gore bir yansimadir.
z
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A>2 veya >3 bir tamsayl olmak Uzerel=/1q=2COS£ , KiA< 2
q

degerleri icin H(A) ile gosterilien Hecke gruplarindan yararlanagak tanimi

verelim.

2.9.1 Tanim:Hecke gruplarinaR (2 :i anti-otomorfizmini eklenerek elde
z

edilen gruplara gegletilmis Hecke gruplari denir, [21].

Gengletilmis Hecke gruplarlﬁ(;t) ile gdsterilir ve otomorfizmler ile anti-

otomorfizmleri bulundurur.

Simdi de gengletiimis Hecke gruplarinin sagida verecgimiz yansimalar

yardimiyla bir grup surgunu bulalim.

/"t:;tq:ZCOSz , K 1< zolmak tizere,
q

_ 2
R(D=-2 R(D=—

R(2=

NI~

yansimalari yardimiyla, gestetiimis Hecke gruplarinin sugu

H(%)=(R.R.R: R= B= R=( RF=( RR=)
olarak yazilabilr BuradaR=R,T= RR= RR S R, olarak allnlrsaﬁ(;tq)
gengletiimis Hecke gruplarinin sugu

H(4)=(T,S R T= R= 8=( TR=( R%= )
olarak bulunur.

A > 2 degerleri igin yansimalar yardimiyla,

H(4)=(R.R.R: R= B= BR=( RF'= )
ve R=R,T= RR= RR § R, ssitliklerinden, H(A) genkletiimis Hecke
gruplarinin sungu,

H(4)=(T,S R P= R= S=( TR=( RS= )

olarak yazilabilir.
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2.10 Bazi Ozel Normal Alt Gruplar

Simdi bu tezde kullanagamiz bazi 6zel normal alt grup tanimlarini ve bu al

gruplara ait bazi dzellikleri verelim.

2.10.1 Uggen Gruplar

[,m,n>2 kosulunu sglayacak sekilde tamsayilar olsunlar.  Acllari

z/l,z/m, z/n olan bir hiperbolik iggeni géz 6niine alalim

Sekil 2.1. z/l,z/m ve z/nacili hiperbolik ticgen

01,092,03 Sekil 2.1 deki yansimalar VB grubu bu ¢ yansima ile Uretilen

" =(0y0,0,0/=0/=0;=(cp)=lg) =g ) =)
seklinde bir grup olsun.

Dikkat edilirse o1,02,03 yon korumayang,c,, 6,6,, 6,6, yon koruyan
elemanlardir. x=6,6, ve y=c,5, alahm. Boylecex, A etrafinda 2z/l, y de B

etrafinda 2z/m radyanlik dénmexy ise C etrafinda2z/n radyanlk dénmedir.

Buradanl grubunun sadece yon koruyan elemanlarindagaolbirI" alt grubunu

elde ederiz:

F:<x,y:>d: Y =(xy"= I>.
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2.10.1.1 Tanim:T =(x,y: X = y'=(xy" = ) alt grubu bir Fuchs gruptur

ve (I, m, n)ile gosterilir. Bul" alt grubuna bir tiggen grubu deriit.alt grubu r

grubunun 2 indeksli bir alt grubudur.

2.10.1.2 Teorem:Eger |—1+1+—1>1 ise Uc¢gen grubu sonILT1,+i+—l<1
m n m n

ise sonsuz mertebelidir, [24].
Simdi tez boyunca kullanaganiz bazi 6zel iggen gruplarini tanitalim:

2.10.1.3 Tanim:M, G grubunun bir alt kiimesi olsunG nin M yi kapsayan
butiin alt kimelerinin arakesitinin glurdusu kiime bir gruptur. Bu grubll nin

urettigi grup denir ve(M) ile gésterilir. M nin elemanlarina ddM) grubunun

Uretecleri denir.

2.10.1.4 Tanim:Bir G grubu icin, G=(M) olacak bi¢cimde birM =G
bulunabiliyor ise G yeM kiimesi ile Uretilmg grup denir. Eer M sonlu bir kiime ise
G ye sonlu uretilmi grup; ac G ve M={ g ise G ye a ile uretilmj devirli grup
denir. G, n mertebeli bir devirli grup iseC, ;<a| d= I> biciminde gosterilir. Bu

devirli gruplarin ti¢ggen grup gosterimléti n, n)veya(n, 1, n)bigcimindedir.

2.10.1.5 Tanim:(a, b | = F = I, ba= a'b
sunumuna sahip gruplara dihedral grup denirDyeile gosterilir ve|Dn| =2n dir.

D, grubunun t¢gen grubu olarak gosterimi(se2, 2) bigcimindedir.

2.10.1.6 Tanim:X bostan farklin elemanh bir kime olsunX ten kendisi
Uzerine 1-1 ve Orten fonksiyonlarin giurdusu kiime bilgke islemine goére bir
gruptur. Bu gruba simetrik grup denir v8 ile gdsterilir. Bu grubun gift
permuitasyonlarinin ofturdusu alt kiimede bir gruptur. Bu gruba alterne grupide

ve A, ile gosterilir.
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2.10.1.7 Teorem: (a)S, grubu {(1 2), (1 3), ..., (b } kiimesinin elemanlari
tarafindan uretilir.

(b) S, grubu {1 2), (23), ....1 -1} kiimesinin elemanlari tarafindan
uretilir.

(c) S, grubu {(1 2), 123.n }) kiimesinin elemanlari tarafindan tretilir.

2.10.2 Kuvvet Alt Gruplarn

G ninm. kuvvet alt grubum pozitif bir tamsay! olmak tize® grubunun tiim
elemanlarininm. kuvvetleri ile GUretilen alt grup olarak tanimlanve G" ile

gosterilir.

2.10.2.1 Tanim:G bir grup veH bu grubun bir alt grubu olsunEger her

f :G— G endomorfizmi igin f(H) c H oluyorsa,H ye tamamen dgsmez (fully

invariant) 6zellige sahiptir denir.

2.10.2.2 Teorem: (a) Kuvvet alt gruplari tamamen gigmez 0zellge
sahiptirler.
(b) G grubununH alt grubu, tamamen gsmez 0zellge sahipseG nin

normal alt grubudur, [22].

2.10.2.2 Teoremden kuvvet alt gruplarinin nornitageuplar old@gu sonucu
bulunur.  Kuvvet alt gruplarinin tanimindangagda verecgimiz 0zellikler
kolaylikla gorulebilir. G herhangi bir grupm ve n pozitif tamsayilar olmak tzere

kuvvet alt gruplari igin
G">G™ ve
(Gm)n > Gmn

Ozelliklerine sglanir.
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2.10.3 Komutator Alt Gruplar

2.10.3.1 Tanim: G bir grup olmak Uzerex,x e G elemanlari igin
[x,%]=Xx"'%"xx esitligine x ile x, elemanlarinin komutatéri denir. Bumu

elemana genellersgk, X,,..., % ]=[[ X,..., X ,], %] olarak bulunur.

G grubunun bpkimeden farkh X, ve X, alt gruplarini alalim. X, ve X, alt

gruplarinin komutatér alt grubu,

[X, X, ]=<[% X]: xe X %e X>olarak tanimlanir. G grubunun

G' =GO ile gosterilen birinci komutator alt grubu ise
G'=[G G=( AB: AB: G biciminde tanimlanir.G grubunun komutatér

alt gruplari arasinda,
G=G">G">G?>..

seklinde bir iliski vardir. HerhangiG™ komutator alt grubu,
G”=([AB: ABe G)

biciminde tanimlanir.
2.10.3.2 TeoremG grubunun,G’ ile bolim grubuG/ G’ desismelidir.

2.10.3.3 Teorem:N, G grubunun normal alt grubu olsunG/ N desismeli
bir grup olmasi igin gerekli ve yeterli kol G/ N bolim grubunurG/ G’ nln bir alt

grubu olmasidir.

2.10.3.4 Sonu¢G/ G’ bélum grubu G grubunun en geunligsismeli bolum
grubudur.

2.10.4 Cozulebilir ve Super Cozulebilir Normal AltGruplar

2.10.4 1 Tanim:(a) i =0,1,..., n olmak tzereG <G, Gy={lg} ve G, =G

olsun. Heriicin,G < G, ozelligini saglayan
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Gy<aG <aGq...aG
serisine G grubunun bir alt normal serisi denir.

(b) i1=0,1,..., n olmak GzereG, <G olsun. EBer G grubu, hei i¢in G;,,/G;

b6lim grubu dgismeli olacak bigcimde bir alt normal seriye sahip Gegrubuna

¢Ozulebilir Golvablg grup denir.

(c) 1=0,1,....,n olmak uzere,G <G olsun. Ber G grubu, her i icin,
Gi;1/G boluim grubu devirli olacak bigcimde bir alt normsgriye sahip iseG

grubuna super ¢ozilebilisgpersolvablegrup denir.

(d) Ggc G cGyc...c G,, G nin normal alt gruplarinin bir zinciri olsun.

Heriicin G,/ G < Z(G/ G) oluyorsaG ye bir merkez seri denir.
(e) Bir G grubunun bir merkez serisi
GcGcGe..cG

olsun. Ber G, = {16} ve G, = G oluyor iseG ye nilpotent grup denir.

() G nin tim normal nilpotent alt gruplari ile Uretileft grubaFitting Alt
grup denir veFitG ile gosterilir.

(9) G bir grup veM <G olsun.G nin M yi kapsayarM ve G den baka hi¢

bir normal alt grubu yoksk! ye G nin maksimal normal alt grubu denir.

(i) G herhangi bir grup olsun. G nin butiin maksimainmal alt gruplarinin
arakesiti ile olgturulan grubeFrattini alt grubu denir. Ozel olarak G nin maksimal
normal alt grubu yoksa Frattini alt grubu kendi¢arak kabul edilir. Frattini alt

grubuFratG ile gosterilir.

2.10.4.2 Teorem G sonlu bir grup olsun. ger G grubunun her maksimal alt

grubunun indeksi asal sayi i$e grubu stiper ¢ozilebilir bir gruptur, [22].
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2.10.4.3 Teorem :Eger G sonlu bir grup veG/ FratG boélum grubu super
¢Ozulebilir iseG grubu da super ¢ozilebilir bir gruptur, [22].
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3. BOLUM

Tezin bu boluminde M*-grup kavrami tanitilacak ve-fuplarla ilgili

birtakim sonuc ve ornekler verilecektir. Daha soRr genkletiimis modler grup
ile M*-gruplar arasindaki i$kilerden bahsedilecektir. Ayrica geleitiimis moduler
grubun normal alt gruplarindan yararlanarak, daizediteratiirde yer almagyeni
M*-grup ornekleri verilecektir. Son olarak gensatlelmis moduler gruba yeni bir
baginti ekleyerek bolum gruplari elde edilecek bu bdlgruplarinin bazilarinin M*-

grup oldw@gu gosterilecektir

3.1 M*-Grup

D kapali diski cinsi 0 olan bir kompakt Klein yiizdiyi D tek bir dianalitik
yaplya sahiptir.
G cinsi g > 2 olan X sinirh kompakt Klein yizeyinin bir otomorfizm dsu

olsun. Bu durumdab = X /G boélum uzayi tek bir dianalitik yapiya sahiptir éki

7 X—>® bolim doéngumi Klein yuzeyinin bir morfizmidir. Bununla bikiie
|G|:r olmak Uzere z donumi ®©=X/G bolum uzaymininr yaprakh bir
ortustdir.  Hurwitz formilt kullanilarakG| <12(g -1) oldusu ve |G|=12(g-1)

olmasi i¢in gerekli ve yeterli kolun © = X /G boélim uzayinirD diski oldusu Coy
L. May tarafindan [15] nolu makalede gdsterildiythzamandazr : X> © boluim

donistimi 6D sinirini dort noktada ayirir. Bu noktalkr=k, = k, =2 ve k, = 3 tlr,
[23].

F, koselerindeki agllan%, 12 12 veﬁ3 olan hiperbolik bir poligon olsun.

A, F poligonun dort kenarindaki yansimalar ile Uretilein NEC-grup olur. Bu

durumdaA grubunun gosterimi

(R,R. R, R: R=RB= R= R=( RE=( RR=( ,RR=( ,RR)
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bigiminde olur.
F poligonuA grubu igin bir temel bolgedir ve hiperbolik alani

T T
F)=27-=—- = -
u(F) >

r_T
3 6

ol

drr.

Simdi T" sinirh yizey grubtA nin sonlu indeksli bir normal alt grubu olsun.
O zamanA/T,Y = H/T kompakt Klein yizeyinin bir otomorfizm grubuduEger Y
ylzeyinin cinsig > 2 ise

_2z(9-1) _ B _2n(@-1 .,
|A/F|_—”/6 12(g-1)|A/T] e 12(g-1)

olur. Bu durumda he@ sonlu grubu igin bir buyuk otomorfizm grubu eldelied

Buradag: A— G homomorfizmi 6rtendir vekerg sinirh bir yiizey grubudur [15].

Artik bu gruplarla ilgili sonuglara wabilmek icin M*-gruptanimini verelim.

3.1.1 Tanim: Eger sonlu bir G grubw,  vey gibi birbirinden ve birimden

farkh ¢ eleman tarafindan uretilir ve

a’*=p*=y’=(ap)’=(ay)’

bagintilarini s&larsa bu G grubuna bir M*-gruplenir. Buradafy elemanin
mertebesine d& grubunun indeksi denir. g&r By elemaninin mertebesgiise G

grubuna big indeksli M*-gruptur denir, [15].

3.1.2 Teorem:G, q indeksli bir M*-grup ve afy elemaninin mertebegi

olsun. Bu durumd&, p indeksli bir M*-grup olur.

ispat: a'=a, B =ap ve y' =y alinir ve 3.1.1 Tanimdaki sunum kullanilr

ise G grubunurp indeksli bir M*-grup oldgu goralir, [6]. [
3.1.3 Sonug¢Bir M*-grup birden fazla indekse sahiptir.
3.1.4 Teorem:G, mertebesil2(g -1)olan g > 2cebirsel cinsli bir kompakt

sinirli Klein ytizeyinin otomorfizmlerinin bir grulolur < G bir M*-gruptur, [15].
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3.1.5 Tanim: Cebirsel cinsig > 2 olan birX yiizeyi mertebesl2(g -1) olan

bir otomorfizm grubunu iceriyor ise bu yizey grubumaksimal simetriye sahiptir
denir, [6].

3.1.6 Teorem:G sonlu grubunurmg indeksli bir M*-grup olmasi igin gerekli
ve yeterli kgul G grubunun, maksimal simetriye sahikenar bilgenli bir Klein

ylzeyinin |G| =29k mertebeli bir otomorfizm grubu olmasidir, [6].

3.1.7 Ornek: G=D, = D,xC, dihedral grubunu ele alalim. Bu grubun
sunumu<x, y:X =y =(xy°= I> bicimindedir. Bu sunumda = xyx, S = yxy ve
y =y doniumii yapilir ise yaa, 8,7 :a”=p*=y’=(@p )’ =(ay )= (By)°=1) yada
(a7 @V =(B)=(')=@B V=)= @py)=1) sunumu elde edilr.
Ayrica G =D, = D,x C, grubu 12 mertebeli teM*-gruptur. Simdi bu grubunun ait

oldugu maksimal simetriye sahip Klein ylzeyinin hangit¢i old@gunu belirleyelim.

G grubunun mertebesi 12 okgluindan cebirsel cinsg =2 olur. AyricaG grubunun
yukarida buldgumuz sunumlari diiinildisiinde indeksi ya 2 ya da 6 dir. 3.1.6
Teorem dgunuldisiinde de verilen Klein ylizeyinin kenar B#alerinin sayisk =3
veya k=1 olarak bulunur. Son olarak bu Klein yizeyinin atmik cinsini
hesaplayalim. 2=g=2p+ k-1 oldugu disunulur ise p=0 veya p=1 olarak
bulunur. O halde bu yizey ya 3 delikli bir kirezgyidir ya da 1 delikli tor
yuzeyidir.

3.1.8 Ornek: G=S, simetrik grubunu ele alalim. Bu grubun Uretegleri
a=012), f=(34) ve y=(14) veya o' =(12), p'=(12)(34) ve y'=(14) olarak
disundlebilir. Bu Uretecglerden farkli treteglerin delunduyu ve her farkli Greteg

icin farkli bir yizey bulunabilegg g6z ardi edilmemelidir. Biz bu farkl iki Gretec

alalim. Bu durumda G grubunun sunumu ya
(a.B.y:a*=p*=y*=@@p) =y )= Br)*=1) ya da
(o' By @Y =(B)=(') =B )=@7')= @p)'=1) bigimindedir. G=S,

grubunun 24 mertebeli olgu disunulir ve yukaridaki sunumlar hesaba katil@sa
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grubunun 3 veya 4 indeksli bir M*-grup olgw bulunur. Simdi bu grubun ait oldgu
maksimal simetriye sahip Klein yiizeyinin hangi éippldusunu belirleyelim. G

grubunun mertebesi 24 olgundan cebirsel cinsg=3 olur. AyricaG grubunun

yukarida buldgumuz sunumlar diiinildisiinde indeksi ya 3 ya da 4 tur. 3.1.6
Teorem dgunuldisiinde de verilen Klein yuzeyinin kenar Bialerinin sayisk = 4
veya k=3 olarak bulunur. Son olarak bu Klein yuzeyinin atggik cinsini
hesaplayalim. 3=g=wp+ k-1 (w=1 veyaw=2) oldugu disunular ise p=0
veya w=1 igin p=1 olarak bulunur. O halde bu yuzey ya 4 delikli kiire
yuzeyidir ya da 3 delikli gercel projektif dizlemdi

3.1.9 Ornek: g =3,4,5,6,1ve 21 icin elde edilen M*-gruplar sirasi 18, ,
§xS,C,xS, A,C,xA, §Sx§veC,xC,x A tir, [15].

3.1.10 Ornek: G™*" grubu a, b, c elemanlari tarafindan tretilen vgagidaki
sunuma sahip olan bir grup olsun :
(abdd="t=¢=(al=(bf=(cf=(ahe= )l
Bu sunumda
t=bc,u= cave v=Dbca
olarak diginulirse
(Lu V== V= (t)7= ()" = (uy’ = (ty = )
elde edilir. Burada n=3 alinirsa, sonlu ol&h®" gruplari birer M*-grup olurlar. Bu
G"%" gruplarini sonlu yapan, g ver degerleri [24] nolu makalede veriligtir. Bu

makalede d§ilk mertebeli sonlu G**" gruplardan M*-grup olanlar tabloda

verilmigtir.
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Grup Mertebe Cins

G*** 24 3
G**® 60 6
G*o 120 11
G*>"® 336 29
G*>"* 504 43
G*®® 672 57
G>" 1092 92
G 2184 1€
G**° 3420 2¢
G*8 4320 3¢
G*oH 12144 101
G>'*® 12180 101
G*"*® 21504 17¢

3.1.11 Teorem: (i) p#2, 3, 7 veyal olacak bicimde bir asal say ise
PSL(2,p) grubu bir M*-gruptur,

(i) p=3olacak bicimde p asal sayilari iciPSL(2, §) grubu bir M*-
gruptur,

(i) n>2bir dogal sayl isePSL(2,2") grubu bir M*-gruptur,

(iv) n>4 olan bir ¢ift sayl isePSL(2,3") grubu bir M*-gruptur, [25].

3.1.12 Teorem:Eger G bir M*-grup, N <G ve |G/ N|>6 ise G/ N bolim

grubu da bir M*-gruptur, [26].

3.1.13 Teorem:En az 12 mertebeli sonlu k& grubunun bir M*-grup olmasi

icin gerekli ve yeterli keul G grubunun, T geniletiimis modiler grubunun

homomorfik bir géruntiisi olmasidir, [26].
Simdi 3.1.13 Teoremden dolayr M*-grup ilE geniletilmis modiiler grup

arasinda direk bir gki vardir. Bu ilski sayesinde M*-gruplari ¢ainak yerinel’

gengletiimis moduler grubu calilip, bu grupta bulunan sonuglar M*-gruplara
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taginabilir. O haldel’ genkletilmis modiiler grup hakkinda biraz bilgi verip, bu grup

ile ilgili bazi sonuglar yardimi ile yeni M*-grupridekleri bulalim.

3.2T Genisletilmis Moduler Grup

z+1

uretilen PSL(2,R) grubunun ayrik alt grubuna modduler grup denif vike gosterilir.
I moduler grubu
r=(ts f=s=h=G*GC)

sunguna sahiptir.

(b) T moduler grubunun ureteglerine(z) =

NI~

eklenmesiyle elde edilen gruba ggeiilmis moduler grup denir ve ile gosterilir.
T geniletilmis modiler grubu,

l: ={t, s, I‘|t2 =s=r’= (tl‘)2= (Sr)2: I)=D, *c, D,

sunwyuna sahiptir. Buradar,(z) =

NI~

- A ,
, (z)=-z ve r,(z)==— olmak uzere
z+1

t=ry, =rr,, s=tr, ver =r, alinirsa,l’ geniletiimis modiler grubu

r =<I’1,I’2,I’3b’12 =f 22 = 32: (r, 2)2:'(r1 934 )
sunyguna sahip olur. Ayrica

fir,—or, r,orr,,r,—r, (veyaf:it>rt, s-»s, r-r)

fonksiyonul_" gensiletilmis moduler grubunun bir ghotomorfizmasidir, [26].

3.2.2 Tanim: (a) m pozitif bir tamsayi olmak tizerE genjletilmis modiiler

grubunun tim elemanlarinin m. kuvvetinin alinmasiide edilen kiime tarafindan

uretilen alt gruban. kuvvet alt grubwenir vel" ile gosterilir. Ayrlcal_"m ar dr.
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(b) T geniletiimis modiler grubunun herhangi bir elemaninin matris

.. o a
gosterimi A= {
c

b _r
d]’ a,b, c,deZ, ad-bc+1 ve I' , ' geniletiimis moduler

grubunun komdatator alt grubu olsun. Her hie 1 tamsayisi igin

fn:{Aeﬂazdzil ve b= =0 (n}

Mn:{Ael_"|azd ve b= =0 (r)}

[ =[nT
N, =M AT
N =N AT

normal alt gruplarind” geniletilmis modiiler grubunun temel denklik alt gruplari
denir. Bu alt gruplarin timi sonlu indekslidirgegE ' geniletilmis modiiler

grubununl_"n alt grubunu iceren biK alt grubu varsa b alt grubuna denklik alt

grubu denir.

3.2.3 Sonug: () <M,
(i) N. <M,
(i) T, <T,
(iv) T, <T.

Ispat: 3.2.1 Ttanim ve alt kiime pantilar kullanilarak basitce goriilebilir]

3.2.4 TeoremI' <N, .
fspat: 3.23 Sonucgtan, I.< M, oldugunu  biliyoruz.  Buradan

I, =[nnl<IA M =N, oldusu goralir ve ispat biter(]

3.25 SonugI’ <N <M.

Ispat: 3.2.3Sonug ve 3.2.4 Teoremden acikga goriilebilir.

3.2.6 SonugT'n <N <M .
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Ispat: 3.2.3Sonug ve 3.2.4 Teoremden acikga goriilebilir.

3.2.7 Teorem:n>2 ise [, =T.

ispat: Ael, olsun. Bu durumda=d=1 modn veya a=d=-1 modn

olmalidir. Bu durumdatl= detA=ad -bc= 1 elde edilir. Buradan d& eI’ ve

3.2.3 Sonugtar”, <T» oldusu distiniiliirse ispat bitrgiolur. n=2 durumunda ise
= - o (14— 1 4
[', #n olur. Bunu ters bir drnekle goreblllrlz(6 1]el“z fakat (6 Jel‘z.

0

3.2.8 Teorem:Eger n, 4 e tam bolinen veya=3 mod4 seklinde bir asal
sayl iseM_ =N_ olur.

Ispat: 3.2.5 SonugtanN <M, oldusunu biliyoruz. Simdi M, <N,

: . a
oldugunu gosterirsek ispatl tamamignoluruz. {
c

3]6 M, olsun. Bu durumda

a=d=+1 modn ve b=c=0olmalidir. Hipotezdem, 4 e tam bdlinen veya

p=3mod4 tipinde bir dgal sayidir n, 4 e tam bdliunen bir ¢gal sayl veya

b
p=3mod4olsun. Bu durumdad- bc=1 elde edilir. Bu durumda dE’;la d] el
c

elde edilir ve 3.2.2 Tanimdan ispat tamamlanir.

Simdi T genkletilmis modiiler grubu ile ilgili literatiirde yer alan baz

yardimci teoremler verelim.

3.2.9 Teorem: I' geniletiimis modiler grubun komiitator alt grubﬁ

olsun. O zaman

i) T/T =C,xC,, T =(ir, ryg5Jtr, )’ =irys, '+ Y€ €

i) T /T =C,xC,, [26].
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3.2.10 Teorem:T' geniletilmis modiiler grubunun indeksi 2 olan 3 tane alt

grubu vardir. Bunlar

To=(r,r,ryr ) =&,y .z =y =2 = ()= (x> = D*, D,

T=(r, =& yx° =y =C,*C,

If =(r,, rr,) = ,y|x2 =y =C,*C,

ispat: N, T' geniletilmis modiler grubunun 2 indeksli normal alt grubu ise
T/N bélim grubu dgismelidir ve T c N cT kapsamasi il€/T =C,xC,= D,

olusundan ispat biterl]

3.2.11 Teorem:I' geniletiimis moddiler grubunun 6 indeksli 2 tane normal alt

grubu vardir. Bunlar
re =) *rrge ?)2>*<(r1 ;rzr ,,€ € €
ve

Co=()*(rfyy*¢ frdn,r, D€ € £

Buradal*f =T, dir, [27].

3.2.12 Teorem:(i) ‘1_"/1_"6‘ =432.
(i) 1< m< 72 olmak Uzere*l:/l:am‘ sonludur.

ispat : (i) ‘f/faHf/rﬁ

oldugunu [28] nolu kaynaktan biliyoruz, ayrica

|F/F6|:216 oldugu da [29] nolu kaynaktagosterildi. Simdi bolum grubunun
ozellikleri kullanilirsa;

T =[Fre

:\f/r“r/rﬂ =2|r/r=2.216= 43:

oldugu gorulur.
(ii) Yukaridaki ispata benzer bigcimde;

FE|<rre

:\f/r\|r/r6m|=2|r/r6”1
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olur. Biz 2<m< 71ig¢in |F/F6”‘| indeksinin sonlu oldgunu [29] nolu kaynaktan

biliyoruz. Bu yukaridaki gtlikten de 2<m< 71 oIdugunda‘l_"/l_"Gm‘ indeksinin de

sonlu oldgu gorular. [

3.2.13 Teorem:T gengletilmis modduler grubunun 12 indeksli 2 tane normal

alt grubu vardir. Bunlar

/=< (rr )y, reerrs, >
ve

L, =<(rf)’, €1552)°>
bicimindedir.

Ispat: I' Modiiler grubunl” komiitator alt grubu vé™, temel denklik alt
grubu [29] nolu kaynakta cajilmistir. |['/T'|=6 ve |['/T,|=6 oldusu ve
ureteclerinin sirasi ilel” =< (r,r,)’ry roerry, > T, =<(rr)% (y5r )® > oldugu
gosterilmitir. Biz ‘1_"/1"‘ =2 oldugunu biliyoruz. Buradan da;

IT/T|=[C /1|0 /T = 2.6= 12
ve

IT/T,|=[F/T|[r/T,|=2.6=12

oldugu gorulr ve ispat biterl]

3.2.14 Teorem:I' moduler grup", moddler grubun temel denklik alt

grubu, p, n nin asal bir béleni ve> 2 olmak tzere;
ir/r,| =1n3n(1—i2)
2 d

dir, [30].
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3.215 Teorem: n=p, p tek asal sayl vet>1 tamsayl ise

T/N_ = PSW(2, p) veyal'/N, = PSL(2, pdir, [27].

Asagida T genjletilmis modiiler grubun, kuvvet, komutator alt gruplari ve

temel denklik alt gruplari arasindakigKiyi gosterersekil verilmigtir:

Sekil 3.1. T grubunun normal alt gruplari

3.2.16 Teorem:Eger G bir M*-grup ise\G/G’ 9 dir, [26].

4velG'/G"
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3.2.17 Teorem:G bir M*-grup olsun.G grubunun O tane, 1 tane ya da 3 tane

2 indeksli alt grubu vardir. Bu ug¢ alt grup
G =(a, 7, ByP). G,=(apB, ay), G,=(B.,ay)

seklindedir, [31].

Ispat: 3.2.10 Teoremdel geniletilmis moduler grubunun 2 indeksli 3 tane

normal alt grubu oldgunu ve 3.1.13 Teoremden de bir grubun M*-grup dtaési
icin r gengletilmis moduler grubunun homomorfik bir gérintiisti olmaeedtisini
de biliyoruz. Bu durumd& bir M*-grubu en fazla 3 tane 2 indeksli normal gduba
sahiptir. Bu alt gruplar d& geniletilmis modiler grubunun 2 indeksli normal alt

gruplarinin homomorfik goruntileri olacaktir. Buead, > a,r, > ve r,—>y

dondumu yapilirsa bu alt gruplar
Glz<a1 7 ﬂ7ﬂ>’ Gz =<0!ﬂ, 0{]/>, Gs :<ﬂ1a7>

seklinde olurlar.[]

3.2.18 Teorem Eger G bir M*-grup iseG en fazla 1 tane 4 indeksli normal
alt gruba sahiptir ve b&' ={ay, fyraf) alt grubuduf31].

3.2.19 Teorem :Eger G bir M*-grup iseG en fazla 2 tane 6 indeksli normal

alt gruba sahiptir. Bu alt gruplar

G, =(aB)y*(ayaf(ay)®)y*(ay) afay)
ve

G, =(B)*Br)*{y(ay)By(ay))
seklindedir.

Ispat: 3.2.11 Teoremdei geniletilmis moduler grubunun 6 indeksli 2 tane

normal alt grubu oldgunu ve 3.1.13 Teoremden de bir grubun M*-grup dfaési
icin r gengletilmis moduler grubunun homomorfik bir gérintlisti olmaeedtiini

biliyoruz. Bu durumdaG bir M*-grubu en fazla 2 tane 6 indeksli normal gitiba
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sahiptir. Bu alt gruplardd geniletilmis moduler grubunun 6 indeksli normal alt

gruplarinin homomorfik goéruntileri olacaktir. Bdear, »a,r,—> f ve r,—>y
dondumu yapilirsa bu alt gruplar

G, =(apf)*(ayaf(ay)’)=(ay) afay)  ve Gy =(B)=(yBy)*(y(ay)Br(ay))

seklindedir. []

3.2.20 Teorem: ()T /T’ ve T/T, boliim gruplari birer M*-gruptur.

(i) T/T° bolim grubu bir M*-gruptur.
Ispat: (i) 3.2.13 Teoremden ve 3.1.12 Teoremden acikga goruliir

(i) 3.2.12 Teoremden ve 3.1.12 Teoremden agikca gortiltr

3.2.21 Teorem:m, 1<m< 72 biciminde bir dgal sayl ise[/T°" bolim

grubu bir M*-gruptur.

Ispat: 3.2.12 Teorem ve 3.1.12 Teoremden kolayca goriilir.

Simdi gensgletilmis moduler grubun indeksi 6 dan buyuk olan bazi nbatia
gruplari ile ilgili birtakim sonuclar verelim. Gaietiimis moduiler grubun bu
gruplara bélinmesiyle elde edilen bolim gruplarimemomorfik gdruntuleri 3.1.12

Teoremden dolayi bir M*-gruptur.

3.2.22 Yardimci Teorem: Her bir n>2 tamsayisi ic;inl_"/l"n bir M*-

gruptur, [15].

3.2.23 Teorem:(i) Her bir n> 2 tamsayisi i(;inl_“/l_“n bir M*-gruptur.

(i) Her bir n> 2 cift tamsayis! icinC'/ N. bir M*-gruptur.
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(i) Egern, 4 ile tam bolinen bir d@l sayi veyap =3 (4) olacak bigimdeki

bir p asali ile bolunebiliyor isel_"/Mn bir M*-gruptur.

(iv) Eger n=1,2,4,€ veya n= p', p tek asal sayl ve >1 bir tamsayi ise
1_“/Nn bir M*-gruptur.

ispat: (i) n>2 tamsayisi olsun bu durumda 3.2.14 Teorem ve 3.2.22
Yardimci Teoremdeir /T bir M*-grup olur.

(i) 3.2.7 Teoremdem> 2 icin T =T, oldugunu biliyoruz. Buradan da

|1":Nn|:‘l_":Nn >6 olur ve 3.1.12 Teoremden de/N, bélim grubu M*grup

olur.
(i) 3.1.8 Teoremdenger n, 4 ile tam bolinen bir d@l say veyap=3 (4)
olacak bigimdeki bip asalina boltnebiliyor iséM_ = N_ olur. Bu durumda (ii) den

ispat tamamlanir.
(iv) Genel oIarakN% ;{ae Zn:azzl}/{i]} oldugunu biliyoruz. Simdi
hipotez gergi

N
n=1= %n;{il}: N, =T,
n=2:>N/ = (+1) = N, =T
rn_ - n n?
n:4:>N/ = (+1) = N, =T
rn_ - n n?

N,/ _
n=6= %n ={z} = N, =T,
olur ve (i) den ispat bu durumlar icin tamamlan§imdi dep asal ven= p', p tek

asal sayl vet>1 tamsayl olsun. Bu durumda [27] nolu kaynak yardite
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/N, =PSK2, p veya T'/N =PSL2, p) olduunu ve 3.2.22 Yardimci

Teoremden bu gruplarin bir M*-grup olgunu biliyoruz. [

3.2.24 SonugHer g>2 tamsayisi sinirli bir kompakt Klein ytizeyinin igsi

sonsuz ¢oklukta M*-grup yoktur.

33T Genisletilmis Moduler Grubuna Bir Urete¢ Eklenmesi ile Elde

Edilen Bolum Gruplari

Bu kisimdal' gengletiimis moduiler grubunun gantilarina var olanlardan
farkl olan bir b&ntiy1 belli kisitlamalarla ekleyerek bolum grupfarelde etmeye

calsacasiz. Bu bolim gruplarinin bazilarinin M*-grup ofglitnu gésterecgz.

r gengletilmis moduler grubunun sunumunun 3.2.1 (b) Tanimdan
C=(t, s Mt =s=1r"=(tr)’= (sr)*= 1)
oldugunu biliyoruz. Simdi bu sunumd < e, < 2 olmak Utzere;
w=R(t §n=trs trsz...tr$ = |
veya
w=R(tsn=1ts rns r..t§ = |

biciminde ba&intilarindan birini ekleyerell_“ gengletilmis moduler grubunun bdlim

gruplarini elde edelim. Burada kelimesinin igindekit lerin, r lerin ve s lerin

sayisini sirast ile (W), e(w ve e(w seklinde gdsterelim. deleces(V\b:Zei
i=1

olaca aciktir.

3.3.1 Teorem: w kelimesi w=R(tsnN=tSt&...18 veya

w=R(t s n=ts t&...t8 bigcimindedir.
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ispat: [27] nolu kaynaktanT geniletimis modiler grubunun Uretegleri

arasindar =rt , rs=s'r ve r’> =1 bagintisi oldgunu biliyoruz. Ber e (W cift ise

bu baintilar w kelimesinde kullanilarak w=R(t, s = ts' t&...t8 seklinde

bulunur. Ber e(w) tek ise bu bantilar w kelimesinde kullanilarak

w=R(t sn=tst&...t8 kelimesi elde edilir ve ispat bitef]

3.3.2 Sonuge (W =0 veyae (W) =1.

Ispat: 3.3.1 Teoremden acikga goriiliir.

3.3.3 Teorem: Eger ¢(W=0 ise 1<e (W<2 ve &er g (w)=n ise
n<e(w<2ndir.
Ispat: €(W) =0 olsun. Bu durumdav=s veyaw= s olacaktir. (W= n

oldugunda ise hert ye kagillk ya s ya da s’ kullanilacaktir. Buradan da

n<e(w<2relde edilir. [J

Simdi w kelimesi igin k =0 olmak lGzerege (W =k, e(W=1 ve e (W=0

olsun. Bu durumda bu uzunlukta yazilabilecek tlefinkelerin sayisi basit bir

k
kombinasyon hesabi "%I ] olarak bulunur. Bu kelimeler arasinda birbirirenk

olan kelimelerde vardir. Burada birbirine denk ajan kelimelerin sayisi da [32]

k/d
nolu kaynakta bulunmu ve MMO:% Z {q)(d)((l k)/dﬂ oldugu
d/(k,1-k) -

gosterilmitir.  Bu formudl yardimiyla, M, =M =M, 5 =M, .71

n,nl 0

oldugu kolayca goralir. Ayrica g@r n tek sayl ise M, ., =M , ..
Moz oMo gz o 0 Mgy 0 M 5 o ven cift sayl iseM ., ;=M ., .
n,—, n,—z, ! ! ’ !
M, 20=M, o0 M 5 =M ,  ssitlikleri de bulunur. Dger taraftam
’ ' ' ' n,—-1,0 n,—+1 0

2

tek dgzal sayl olmak Uzere b kelimesindek =n ve I:BnT—l ise w* kelimesinde
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dek=nvel= 3n+1 oldugu gorulir. Benzer olarak ¢ift bir dogal sayl oldgunda

bir w kelimesindek=n ve | :3—;—1 ise w' kelimesinde k=n vde:3—2n +1 olarak

bulunur. Buradan bir w kelimesini eklemekig" kelimesini eklemek arasinda bir

fark yoktur ve ayni bolum gruplarini gosterir. Bebe &er k=n ve n tek ise
3n o 3n .

I 27_1 ye kadar vek =n ve n ¢ift ise | 27_1 ye kadar inceleme yapmamiz

yeterli olacaktir.

3.3.4 Ornek: ¢(W=5 ve e(w=8 olsun. Bu durumda bu uzunlukta
yazilabilecek tum kelimelerin say|Eé55] =10 olarak elde edilir. Ayrica birbirine

denk olmayan kelimelerin sayisi da yukarida verilesrmul kullanilarak

5/d
1 (d)( ] =2 olur. Yani birbirine denk olmayan kelimelerin ssiyi2
5d/(5,3) 3/d

tanedir ve bunlartstst t$t§ ve tsttstdté dir. Burada ts’tStd tst veya
tsts t$ t$ t: kelimelerini, bu kelimelertststs t$ t& kelimesine denk oldtundan

hesaba katmayiz. B('jylecel_" gengletiimis modduler grubunun sunumuna
w=tstst$ t§ t&=  bagintisini  ekleyebiliriz. Bu durumda bolim grubunun
sunumunu

s, Mt? == r’= (tr)’ = (sr)*= tststs t$ t8= )

olarak elde ederizw=tstst$ t§ t§= bagintisinda basitslemler yapilarak
stst$ t§= ts
elde edilir. Ayrica
(tst)® = tsttst= t$ -
oldusunu biliyoruz. Yukaridaki iki baintidan s*=1 elde edilr. O zaman
elimizdeki bainti
{, s, r|t2 =S =r’=(tr)’= (sr)’=s’= I
halini alir. Burada da Igantilar arasindaki igkiler incelenirse

{, r|t2:r2:((r)2:I )
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sunumu elde edilir. Bunun anlami elde edilen boljmmbunun(2,2,2)= D, dort

mertebeli dihedral grubuna izomorf ofglidur.

Dikkat edilirse bu 6rnek icing(w) =5 ve e (w) =8 oldusundank =5 ve

| =8 dir. Ayrica k=5 ve | =7 durumunda daM, , ;=M , . oldugu goraldr.

k=5 ve | =8 durumunda bulunan birbirine denk olmayan kelimalégrslerik =5
ve | =7 durumundaki kelimelerdir. Bdylece bu durumlaradece birini incelemek

yeterli olacaktir.

Bl —1i 1: ~
3.3.5 Teorem:Eger k>1, | >1vem= lise A(t, S r)—CZ'
Ispat: 1<¢ <2 olmak lizerets®ts?...t§" r= | basintisini r gengletilmis

moduler grubun suuna ekleyerek%(t S 1) bolum grubunun sunumunu

%(t,s gLt =s'= = ()= (19)"= (1 5"..18 )= )
olarak elde ederiz. Buradats®ts?...ts" r= | baintisindan yararlanarak
ts*ts?...ts" = rolur. Bu b&mnti bolim grubunda r yerine yazilirsa
tP=s’=(t"t$2... 1§ )’ = (§ 8. fs)’= ( 15 &.. t§ V=
bagintilari elde edilir. Buradgs™ts?...t$'y = (t§ t§... t8 ¥ esitli gi dustnulur ve
bazi hesaplamalar yapilirsa= | bulunur. Bununla birlikté ¢ift ise r =1 , k tek ise
de t=r elde edilr. Her iki durumda d%(t’ s r);<t:t2 =1)=C,elde edilir ve
ispat biter.[J

o — i 1: = r
3.3.6 SonucEger k>1, | >1vem= C ise /?(t,s r)_CZX/R(t s)°

3.3.7 Ornek: k=6, =9 ve m=1 durumuna kawlik gelen kelimelerden

biri olan R(t, s r)= tstst$ tsfs fs kelimesini secelim. Bu durumd%(t s 1)

b6lim grubunun sunumu ;

%(t, S r)5<t’5’ rit’=s’=r’=(tr)* = (rs)’ = (tststs tst8 )= )
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biciminde olur. tststs tst§ t§ £  bagintisi yardimi iletststs tsté ts=  bagintisini
elde ederiz. Bu [anti bolum grubunun sugundar yerine yazilir ise ggidaki

bagintilar bulunur.
t? = s° = (tststs$ tsts §°=( ttststs tStshtd=( tsbots thts-t .
Burada (tststg tsts p=I bagintisi kullanilarak

tstst$ tstd ttstses tts=t tstdtPt$ts tststvd s tstisis= | bagintilar  elde
edilir. Bu son bgintida aitligin her iki tarafinis ve t ile isleme koyarsak
st2tgts= 8 t3 bagintisinl elde ederiz. Bu son bufgimuz bgintiyr da boélim
grubundaki (tststs tstd 2= | bagintisinda yerine yazarak;
(tststs tstd 2= tststs tis?ts tststs tsta=ts bagintisini elde ederiz. Buradan da
tststs t$ t8 ts&s tsts is elde edilir. tststs t$ t8 tsis+ | ve
tststs t$ t8 tsts tsts is bazintilari yardimi ile de stt$= | elde -edilir.
Buradan das?=1 ve s=1 elde edilir. s=1 bagntisini R(t,s,r) kelimesinde
yerine yazar ve(tr)>=1 yani tr =rt oldugu distniliir isek cift oldugundan ise

r=1 ve t2=1  bulunur. Sonu¢ olarak boélim grubunun sunumu

%(t, S r)5<t =1 > =C, seklinde olur.[

Buradak <7, 1<14 ve m=0 oldgunda olgan butiin kelimeleri ve 3.3.5
teoremden ayri tutulan k=0 ve 1=0 durumlarini ieog olgan bolim gruplarinin
sunumlari ve grup yapilari bulungtur. Bulunan boélim gruplarinin grup sigtas
ve grup yapilari gagidaki tabloda detayl bir bicimde goOsteriktni. Dikkat edilirse
b6lim grubunun cebirsel yapisi 3.1.9 O6rnekte velelelen birine gtse o zaman

boltm grubu bir M*-gruptur.
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Eklenen Kelime

B6lum Grubunun Sunumu

Bolum
Grubunun
Cebirsel Yapisi

0|0 |1|r <t,s,r:t?=s%=r2=(tr) 2=(rs)%=r=1 > C,

0|1 |0|s <t,s,r:;t=s3=r2=(tr) 2=(rs)%=s=1 > D,

O| 1 | 1sr <t,s,r:2=s3=r2=(tr) 2=(rs)?=sr=I| > C,

0|2 |0 <t,s,r:t2=s8=r2=(tr) 2=(rs)?2=s?=| > D,

0|2 | 1| <t,s,r:t2=s3=r2=(tr) 2=(rs)?=s2r=| > C,

1] 0 |Oft <t,s,r:t2=s8=r2=(tr) 2=(rs)?=t=| > S,

110 |1tr <t,s,r:t2=s3=r2=(tr) 2=(rs)3=tr=| > S,

1/ 1 |0|ts <t,s,ré=s8=r2=(tr) 2=(rs)%=ts=I > C,

1] 2 | 0|ts? <t,s,r:B=s3=r2=(tr) 2=(rs)?=ts%=| > C,

2| 2 | O]tsts <t,s,r:e=s3=r2=(tr) 2=(rs)2=tsts=I > C,xS,

2| 3 | 0|tst® <t,s,r:t2=s8=r2=(tr) 2=(rs)?=tstg=I > C,xC,

3| 3 | 0] tststs <t,s,r:#=s3=r2=(tr) 2=(rs)%=tststs=I > C,xA

3| 4 | O] tststs <t,s,r:t2=s8=r2=(tr) 2=(rs)%=tstst$=1 > C,

4| 4 | O] tstststs <t,s,ra=s3=r2=(tr) 2=(rs)%=tstststs=I > C,xS,

4| 5 | O] tstststs <t,s,r:t2=s8=r2=(tr) 2=(rs)2=tstststs=1 > D,

4| 6 | O] tststéts? <t,s,r:t2=s8=r2=(tr) 2=(rs) 2=tstst$t=I > SxS,

4| 6 | O] tsttst <t,s,r:t2=s8=r2=(tr) 2=(rs) 2=tstgtstg=I > C,x(C,x A,)
4| 7 | O] tsttsts? <t,s,r:t2=s8=r2=(tr) 2=(rs)=tsttst = > D,

4| 8 | O] t2tstst<? <t,S,:r;t?=s3=r2=(tr) 2=(rs)=tsAtts*=1 > C,xS,

5| 5 | O] tststststs <t,s,r#=s3=r2=(tr) 2=(rs)%=tststststs=I > C,xA

5| 6 | O] tststststd <t,s,r:t2=s3=r2=(tr) 2=(rs)?=tstststst3=| > S,

5| 7 | O] tststst&s? <t,s,r:t2=s8=r2=(tr) 2=(rs)2=tstststst*=I > C,

5| 7 | 0] tstststst® <t,s,r:t2=s8=r2=(tr) 2=(rs)2=tstst$tst$=I > C,

6| 6 | O] tstststststs <t,s,PEs3=r2=(tr) 2=(rs)?=tstststststs=I > sonsuz

6| 7 | O] tstststststs <t,s,r:t?=s8=r2=(tr) 2=(rs)?=tstststststz=| > D,

6| 8| O] tststststds? <t,s,r:t2=s3=r2=(tr) 2=(rs)2=tststststds*=| > C,xS,

6| 8| O] tststst@sts <t,s,r:t?=s8=r2=(tr) 2=(rs)?=tststststst$=I > D,

6| 8| O] tstststststs <t,s,r:t3=s8=r2=(tr) 2=(rs)2=tstst$tststs=1 > C,x(C,xS,)
6| 9| O] tstststasts? <t,s,r:t2=s3=r2=(tr) 2=(rs)2=tststststts*=1 > C,x(C,x A,)
6| 9 | O] tstststst$ts? <t,s,r:t?=s%=r2=(tr) 2=(rs) *=tststStstSt=I > sonsuz

6| 9| O] tstststs’tsts <t,s,r:t2=s3=r2=(tr) 2=(rs)2=tstst$ttst$=1 > C,x(C,xC,)
6| 9| 0] tstStsttsts <t,s,r:t?=s%=r2=(tr) 2=(rs) *=tsttstStst$=I > sonsuz

7| 7 | O] tststststststs <t,s,Bts%=r2=(tr) 2=(rs)?=tststststststs=I > sonsuz

7| 8 | O] tststststststs <t,s,r:t?=s8=r2=(tr) 2=(rs)?=tststststststs| > C,

7| 9 | O] tststststséts <t,s,r:t?=s8=r2=(tr) 2=(rs)?=tstststststds=| > S,
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7| 9| O] tststststdsts <t,s,r:t2=s3=r2=(tr) 2=(rs)%=tstststst&ste=| > C,xA
7| 9| O] tststst@ststs <t,s,r:t?=s8=r2=(tr) 2=(rs)?=tststststststs=I > S,
7|10 | O] tststststdsts <t,s,r:t?=s8=r2=(tr) 2=(rs)?=tstststst¥ts*=| > C,
7|10 | O] tststst&stts? <t,s,r:t2=s3=r2=(tr) 2=(rs)2=tststststst$ts*=| > C,
7|10 | O] tststststststs <t,s,r:t?=s8=r2=(tr) 2=(rs)?=tststttststs=I > C,
7|10 | O] tststst&stst$ <t,s,r:t?=s8=r2=(tr) 2=(rs)?=tstststéttst$=| > C,
7|10 | O] tststststStst$ <t,s,r:t?=s8=r2=(tr) 2=(rs)?=tststStstgtst$=| > C

N
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4. BOLUM

Bir dnceki bolimde M*-gruplar ile gegletiimis moduler grup arasindaki
iliski verilmisti. Bu bolumde ise M*-gruptan daha genel olan djegirilmis M*-
grup tanimi yapilacak, daha sonra bu gruplar iggliilbir takim Ozellikler
verilecektir. Ayrica geneligiriimis M*-gruplar ile gengletiimis Hecke gruplari
arasindaki ikki gosterilecek, bu ki yardimi ile de geneligirilmis M*-gruplarin 2,
4 ve D (p asal sayi) indeksli alt gruplari hakkinda tégielde edilecektir. Bununla

birlikte bu gruplarin super ¢ozilebilir olmasi igerek ve yeter kil verilecektir.
4.1 Genellgtirilmi § M*-grup

Gengletilmis Hecke gruplarﬁ(ﬂq) (q=3 asal say1) ve bu gruplarin bazi

normal alt gruplari ile bu gruplar arasindakskileri [34] nolu makalede ¢alirken

ilging bir genel durum ile karlastik. Bu makaledekn =3 i¢in gengletilmis Hecke
grup ﬁ(/lq) ile ilgili bulunan tim sonuglar M*-gruplar ile ilgili somglar ile
cakslyordu. Yani bu makaledekg>3 asal sayl iken bulunan sonuglar, M*-

gruplarin daha geneli olan gruplar igin elde edjlmiuyordu. Boyleceq>3 asal

sayl durumundaﬁ(;tq) gengletiimis Hecke gruplar ile cebirsel cinsip>2
mertebesi4—qz(p—l) olan sinirli kompakt Klein ylzeylerinin otomorfizmleri
q_

arasinda bir ikki kurma fikri ortaya ¢ikmy oldu. Simdi bu konuda ilerleyebilmek

icin asagidaki tanimi verelim.

4.1.1 Tanim: (a) =3 bir asal say;,G grubu sonlu bir grup ve,, r,, r,

birbirinden ve birimden farkli G¢ eleman olsungeE G bu U¢ eleman tarafindan

uretilir ve
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2 2 2 2 q
n=r, =r, =(rr) =(ry) =1
bagintilarini sglarsa, buG grubuna geneligirilmi s bir M*-grup denir.
(b) G grubu genellgtirilmis bir M*-grup olsun. Eer (r,r,) =1 oluyorsat ye
G grubunun indeksi denir.
|
(c) G grubu geneligiriimis bir M*-grup olsun. Eer (r,r,r,) =1 bagintisi da

sunumda var iskye deG grubunun indeksi denir.

4.1.2 Sonug:G grubu genellgtiriimis bir M*-grup olsun. Ber G nin indeksi

2ise G = Dy olur.

Ispat G grubu indeksi 2 olan bir genegt@gilmis M*-grup olsun. Bu
durumdaG grubunun surgu

2 2 2 2 q 2
<I’1,I’2,I’32I’l =r, =ry :(rfz) :(rfa) =(I’{Q>EC2><Dq

seklinde olacaktir. Buradan da = D, elde edilir. [J

T

. n.g
4.1.3 Ornek: G gruplarinina, b, c elemanlari tarafindan retifgdive bu

elemanlar arasindaki patinin

(a b ca =b =c = (ab) = (bc) = (ca) = (abc) =)

oldugu Gguncu boluimde soylengtii
t=bc, u=ca vev=bca

olarak diglnaltrse

2 2 2 2

t, u, vit =u =v = (tu) :(tv)n:(uv)q:(tuv)r =1)

nq,r
elde edilir. Buradan=p (p asal sayi) alinirsa, sonlu ola@ gruplar bir

q,r

genellgtiriimis M*-grup olur. Bu G gruplarini sonlu grup yapam q ver

degerleri [24] nolu kaynakta verilrgir. Bu kaynakta verilen gruplara gorestid

q,

mertebeli sonluG genellgtirilmi g M*-gruplar gagidakisekildedir.
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Grup Mertebe Cins

G*3* 24 3
G>%* 60 6
G>3 120 11
G’*® 336 29
G"** 504 43
G 1092 92
G 2184 183
G 12180 1016
G 215a 1793

4.1.4 Yardimci Teorem:G mertebesi § dan blyuk ya dasé olan sonlu bir

grup olsun.G nin bir genellgtiriimi s M*-grup olmasi i¢in gerek ve yetgart G nin

ﬁ(kq) gengletilmis Hecke grubunun homomorfik bir gortinttisu olmasidir.

Ispat: Gereklilik 4.1.1 Tanimdan kolayca goriilur. Yetiligin ise ﬁ(;tq)
gengletiimis Hecke grubunun indeksig2dan buyuk yadasé bir G;ﬁ(;tq)/N
bolim grubunu ele alalim. gérN {r, r,, r,.rr, rr.} elemanlarindan birini ieriyor

ise bolum grubunun indeksiqg2dan kiguk olur. Bu ise hipotez ile ¢g&ii

yarattgindan N, {r, r,, r,.,ry,ry.} elemanlarindan birini icermez.  Dolayisiyla
., r,, r,sirast ileR,, R,, R, e resmedilir ise G nin bir geneit&ilmis M*-grup

oldugu gorular. [J

Simdi de 4.1.4 Yardimci Teoremden faydalanabilmekn igﬁ(;tq)

gengletiimis Hecke gruplari ve bu gruplarin normal alt gruplaakkinda bilinen
bazi sonuglari verelim. Bu sonugclari kullanarak -ftiptan daha genel olan

genellgtiriimis M*-gruplar hakkinda bazi sonuglar elde edire
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4.2 ﬁ(;tq) Genisletilmi s Hecke Gruplarn ve Genellgtirilmi § M*-grup

Buradaﬁ(;tq) geniletilmis Hecke gruplari icinH (4,) Hecke gruplarindan
yararlanacgiz. A4, =2Cos” ve g=3,5,7.. seklinde asal sayllardlr.ﬁ(;tq) nin
q

grup sungu,
2 g
H(4,)=<T,S|T =S =1>=C,*C, (4.2.1)

bicimindedir, [20].

4.2.1 Tanim: ﬁ(;tq) Hecke gruplarinin (4.2.1) deki Ureteclerif¥z) =

Nl |~

yansima dongiimuni katarak elde edilen gruplarﬁ(;tq) geniletilmis Hecke

gruplari denir, [21].

422 Teorem:ﬁ(;tq) gengletilmis Hecke gruplari,

_ 2 q 2 2 2
H(4,)=<T,S,R|IT =S =R =(TR) =(RS) =1 > (4.2.2)
sunguna sahiptir, [21].

Buradaki T(z):—} elemani, 2 mertebeli bir eliptik dogiim,
z

S(2) =-

ise p mertebeli bir eliptik dogumdur. R(z):—i ise 2 mertebel
2+ Aq y4

yansimadir.

4.2.3 Teorem: ﬁ(;tq) gengletiimis Hecke gruplarindaki sonlu mertebeli
g-1
2

2
elemanlar,T,R,TR,S,S , ..., S elemanlarindan biri ilesgeniktir, [35].

4.2.4 Teorem: ﬁ(;tq) gengletilmis Hecke gruplari,D, ile Dq nin C; ile

kariimli serbest ¢carpimidir.

Ispat: D, ve D4 dihedral gruplarin suslari sirasi ile,
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G

2 2 2
<T,R:T =R =(TR) :I>;D2
ve

G,

q 2 2
<S,R:S =R =(RS) :I>;Dq§eklindedir.

A=<R><G, alt grubu igin,

¢:A—>G,
R— R

0zde donumu yardimi ile

H(2)=G*. G, ve

— 2 q 2 2 2
H(/lq):<T,S,R|T =S =R = (TR) :(RS) = >

bulunur. J

4.2.5 Teorem: (i)ﬁ(;tq)/ﬁ,(;tq) =V, =C,xC,,
(i) H (4,)=(S)*(TST),
(i) H (4)/H (4)=V.=C,xC,,
q
— 2 q-1 2 2 2
(iv) H (4,) tabani[STST],[STST],...,[STS TL[S,TSTL[S,TST],...
2 q-1 q-1 q-1 2 q-1 q-1
[S, TS T},...,[S ,TST],[S ,TST]...,[S ,TS T]olan serbest gruptur.
(V) n>2 tamsayilari igir*ﬁ(;tq):ﬁ(n) (A)| =00
Ispat: (i)-(iv) ispatlari [36] nolu kaynakta verilrtir.
(v) ﬁ”(ﬂq) ikinci komutator alt grubunun Ureteclerine gdgnelilik

kattigimizda elde edilen:”(;tq)/ﬁm(;tq) bolim grubu sonsuz mertebeli ¢cikar. Yani

ﬁm(;tq), ﬁ”(;tq) icinde sonsuz indekslidir. Bgekilde komutator alt gruplarin

serisine devam edilirséd (1): H " (1) = o0 oldugu bulunur. [
q q
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426 Teorem: () a, THRT, S—S,R—R olacak bigcimde bir
otomorfizm olmak tizerd (4)=H(4)na(H(4,)) ssitligi saslanir.
(i) H'(4), ﬁ,(;tq) grubunurg indeksli alt grubudur.

(iii) ﬁ”(/lq), H'(4,) grubunurg indeksli alt grubudur.
ispat: (i) Hem H(4,) hem de a(H(4,), ﬁ(/lq) gengletilmis Hecke

grubunun 2 indeksli normal alt gruplari olduklarindah(A,) ~a(H(4,)) 4 indeksli
tek normal alt grup olaH’ (4,) birinci komutator alt grubunasié olur.

(i) |H (4,) T H'(4,) :‘H (4,)/H 2(/1q)

.‘Hz(ﬂq)/H’(ﬂq)

&sitli gi ile bulunur.

(i) ‘ﬁ'(;tq)/ﬁ” (4) olacasindan ispat biterL]

_ ‘ﬁ’(;tq)/ H'(4,)

.‘H A)/H (4)

4.2.7 Teorem:ﬁ(;tq) gengletilmis Hecke gruplarinin iki indeksli tg¢ tane

normal alt grubu vardir. Bunlar,

2 q
H(ﬂq):<T,S‘T =S =1>=C,*C,,

_ 2 q q 2 2
Ho(2,)=<RSTST |R =S =(IST) = (RS) = (RTST) =1>=D, *, D,
ve

2 q
a(H(4,))=<TR,S|(TR) =S =1>=C,*C,
alt gruplaridir.

Ispat: N, ﬁ(;tq) geniletilmis Hecke grubunun 2 indeksli normal alt grubu
ise ﬁ(;tq)/N bolum grubu dgismelidir ve ﬁ,(;tq)c N cﬁ(;tq) kapsamasi ile

ﬁ(ﬂq)/ﬁ/(ﬂq) =C,xC, = D, olusundan ispat biter[]

Asagida ﬁ(;tq) gengletiimis Hecke grubunun kuvvet, komutator alt gruplar

ve temel denklik alt gruplari arasindakgkitlyi gosterersekil verilmistir:
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a(H(4))

H (1)

q

[
—2pm 2pm
H (4)=H (4)

Sekil 4.1 H(4,) gruplarinin normal alt gruplari

4.2.8 Sonug:G genellgtiriimis bir M*-grup ve N, G nin indeksi 2 dan buyuk
normal bir alt grubu olsun. Bu durumda/ N boélim grubu bir geneldéiriimis M*-grup

olur.
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Gengletiimis Hecke gruplan literatirde [32, 34, 35, 36] noluaykaklarda
calisiimistir. Burada bizim ¢agmamizda dnemli bir yer tutacak olagggudaki yardimci

teoremi verelim.

4.2.9 Yardimci Teorem: g > 3bir asal say! olmak Uzere
() H(Aq)/H (4g) =V, = CyxCy,
(i) H (4g) =< RRs, RRRR,(RRYT=RRRR Y =1 >

(iii) H (4q)/H (4g) =V = CyxCqy, [36].

4.2.10 Sonugq > 3bir asal say! is+ﬁ (4g): H”(;tq)‘ =4q? dir.

ispat: ‘ﬁ(ﬂq):ﬁ (Aq) H (A):H (4g) = 4d°.

- ‘ﬁ(zq) TH (Ag)

4.2.11 Sonug¢G grubu genellgtirimis bir M*-grup ise|G : G|, 4 U boler véG':G"|,
q? vi boler.

ispat G grubu genellgirimis M*-grup oldusundan dolaylﬁ(;tq) gengletilmis
Hecke grubunun homomorfik bir gorintusudir. Dolayile |G:G’| bo6lim grubu
ﬁ(ﬂq)/ﬁ,(ﬂq) grubunun homomorfik bir gérintusu olacaktir. 4.X&dimci Teorem

den dolay||G:G’| ya 4 tir ya da 4 U bdler. gari de benzer bigimde ispatlanir.

4.2.12 Yardimci Teorem:ﬁ(;tq) gengletilmis Hecke grubunun indeksi 2 olan 3

tane alt grubu vardir. Bunlasagidaki sekildedir ;
I, =(R,R,RRR,) I',=(RR,RR} I =(R,RR}, [33]

4.2.13 SonugcBir genellgtirilmis M*-grup indeksi 2 olan ya 3, ya 1, ya da O tane alt
gruba sahiptir. Ayrica indeksi 4 olan bir tanegaliba sahiptir.
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Ispat G grubu bir genellgiriimis M*-grup olsun. Bu durumd&:G/|, 4 u boler.
Yani ya|G:G|=4 ya|G:G|=2 ya da|G:G|=1 olur. |G:G|=4 iseG nin 3 tane 2
indeksli alt grubu vardir. |G:G’|:2 ise 2 indeksli tek alt grup vardir. O da& dur.
|G:G’| =1 ise 2 indeksli normal alt grup yoktur]G:G’| =4 oldugunda G grubuﬁ(;tq)

gengletiimis Hecke grubunun bir homomorfik géruntist giddadan bu iki indeksli 3 alt

grup da 2 indeksli normal alt gruplarin birer honawfik gérintiisi olacaktir. Yani bu alt
gruplar T, =(R,R,RRR,).I',=(RR,RR} I =(R,RR) gruplarinin  birer
homomorfik gorintlst olacaktir.  Dolayisi @g=<r,r3, 44 ,>, Gy, =<ry 3>,
G5 =<r,,Ir3> gruplart G grubunun 2 indeksli alt gruplari olur§imdi G grubunun 4

indeksli alt grubunu diiinelim. Bu alt grupﬁ(ﬂq) gengletiimis Hecke grubunun bir

b6lim grubunun homomorfik goruntust olgoaan ﬁ(/lq) gengletilmis Hecke

grubunun da 4 indeksli 1 tane alt grubu @dodanG grubunun da 4 indeksli tek bir alt

grubu vardir ve b, =< rjr3,r4 41 ,> bicimindedir. [J

4.2.14 Yardimci Teorem: ﬁ(;tq) gengletilmis Hecke grubunun indeksigolan 2
tane alt grubu vardir. Bu alt gruplagagidaki bigcimdedir;
s =< RR;>* <(RRY'RRE{RRYI>* <(RRL’RRERR)S Z>*..* { RR) {"RR(RR) 3>

I'g=<R,>* < RRRy>* < RERRY'RRERR)' >..* <RRR) R B(RR) 7>

4.2.15 SonugBir genellagtirilmis M*-grup indeksi 2) olan 2 tane alt gruba sahiptir.

Bunlar
G =<ffo>* <(rFrp 4rp}0ts* <«(rpkiraGrn)d 2> (rydhre(sr) 3>

Gg=<lo>* <Ifofa>* <rgr{}rsEru)lsc.* <r(ynI2regr) 32>
bicimindedir.

Ispat 4.2.13 Sonug un ispatina benzer bicimde ispatlanahilir.

4.2.16 Yardimci Teorem:(a) G sonlu super ¢ozulebilir bir grup olsun. Bu durumda
G’ komdutator alt grubu nilpotent gruptur,
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(b) H, G sonlu grubunun nilpotent normal alt grubu®é¢ H' super ¢ozilebilir is&
super ¢ozulebilir gruptur,
(c) G sonlu stper ¢ozilebilir grup i€8, | =Gy < G; < G,<...< G, =G bigiminde

devirli bolim gruplari azalan asal mertebeli norneslye sahiptir, [22].

4.2.17 Teorem:q>3asal say vé&, q ya bgl bir genellgtirilmi g M*-grup olsun. O
zaman G nin slper ¢Ozulebilir grup olmasi igin gerekli ve yetedit r eZ" icin
|G|=4q" olmasidir.

ispat: ilk énce teoremin birinci kismini ispatlayalim. Varsayalim G siiper
¢Ozulebilir bir grup olsun. Bu durumda 4.2.16 Yardiieoremden dolayG’' komutator
alt grubu nilpotent gruptur.ﬁ/(;tq) komdutator alt grubu mertebesiadan iki eleman
tarafindan Uretildiinden dolayiG' komutator alt grubu q gruptur. Buradan gigrup
tanimindanr e Z* igin |G|:qr olur. Ayrica G/G’" komutator alt grubuﬁ(ﬂq)

grubunun bir bolim grubunun homomorfik goérintisduglnu biliyoruz. Simdi bu

verilerden

6=[6:G/ 6] = 4
bulunur ve ispatin ilk kismi sona egwlur.

Simdi varsayalim kiG mertebesi4q" olan bir genellgtirilmis M*-grup olsun. G nin
stiper ¢ozulebilir oldgunu timevarim ile gosteregie. Iddia r =1icin dogrudur ¢uink
|G| =4q olur ve mertebesidtolan tek genellgiriimis M*-grup C, x D, = Dy, dihedral
gruptur. BoyleceC, x Dy = Dy, dihedral grubu stiper ¢ozulebilir bir gruptu§imdi
varsayalim kir>2 olsun. G grubu Burnsidep-q teoremi gergi [22 sayfa 240]
cozulebilir bir grup olur. 4.2.11 Sonug ggrdG:G'| 4 U bolersimdi biz |G:G'|=4
oldugunu gostermeye caadcaiz. Varsayallm ki |G:G’|:2 olsun. Bu durumda

|G’:G”| =g olur. Diger taraftanG/G" bélum grubunun mertebegg? olur. 4.2.8 Sonuc

tandolayl G/G" bolim grubu geneligirilmis M*-grup olur ve 2q2, 4q yu boler. Bu ise
bir celigkidir. Bundan dolay! varsayim yastir. Yani |G:G’|:4 olur. AyricaG’ grubu

mertebesiq olan iki eleman tarafindan Uretifinden q —gruptur. Ayni zamand&’
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nilpotent bir alt grup véG|=q" olur. F=FitG ve ®=FratG olsun. G' komutatér alt
grubu normal nilpotent alt grubu olgundan G’ F olur. Ayni zamand& nilpotent
olmadgindan F =G olur. Simdi varsayalim kiG' # F olsun. Bu durumd{ﬂ =2q" ve
F grubunun karakteristik alt grubd nin mertebesi 2 olmall. BuradaH <G ve
|G/H|=29" >2q oldusundan G/H bir genellgtirilmis M*grup olur ki bu bir

celigkidir. Bundan dolayi varsayim yagtir yani F =G’ olur.
Biz FFc®cF ve F/®=F(G/®) oldugunu biliyoruz. G/® c¢ozulebilir bir

gruptur. Bununla birliktd (G/ @) =1, ® = F ve F =G’ oldugundanF /F|, g2 yi béler.
Bu durumda|G/®| mertebesi ¢ yada 4g® olur. Varsayalim ki|G/®|=4q olsun.
Mertebesi 4q olan tek alt grug, <Dy oldusundan G/® =C, xDy olur. Buradan

F(C,xDg) =CyxCqy olur ki bu devirli gruptur ve imkansizdir. Yineansayim yanii

olur. Yani |G/CD| :4q2 olur. Mertebesi4q2 olan tek genellgirilmis M*-grup Dy x D,
oldugundan F =D, xD, olur. Boylece DyxDy grubu da super ¢ozulebilir bir

gruptur. YaniF/® grubu stper ¢ozilebilir bir gruptur Huppert teorgreresi G grubu

da super ¢ozilebilir bir gruptur

4.2.18 Sonug:G cebirsel cinsip:(q—Z)qr'lJrl olan bir genellgiriimis M*-grup

ise G super ¢ozulebilir bir gruptur.

4.2.19 SonucG mertebesir e Z™ veq >3 asal say icindq" olan stiper ¢oziilebilir

bir genellgtirilmis M*-grup olsun. Bu durumda

(@ |G]=d",
(b) G’ =FitG,
(c) G" = FratG,

(d) G'/G"=CyxC,

olur.
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5. SONUGCLAR

Bu calsmada elde edilen yeni sonuglar t¢tinct ve dorduntinterde

bulunmaktadir ve bunlagasidaki gibi ifade edilebilir.

Ucgtincli b6lumde, M*-grup kavrami tanitignve M*-gruplarla ilgili birtakim

sonug ve 6rnekler verilgtir. Daha sonrd” geniletilmis modiiler grup ile M*-grup
arasindaki igkilerden bahsedilmgiir. Ayrica gengletilmis moduler grubun normal
alt gruplarindan yararlanarak, daha once literatydr almang yeni M*-grup
ornekleri verilmgtir. Son olarak genelériimis moduler gruba yeni bir gt
ekleyerek bolim gruplart bulunmwe bu bdlum gruplarindan bazilarinin M*-grup

oldugu gdsterilmgtir.

Dordunci bolimde, M*-grubun tanimi genglielerek genellgtirilmis M*-
grup tanimi yapimgtir. Daha sonra bu gruplar ile ilgili bir takim eilzkler
verilmistir.  Ayrica genellgtiriimis M*-gruplar ile gengletiimis Hecke gruplari
arasindaki ikki verilmistir. Bu iliski yardimi ile de genelkgirilmis M*-gruplarin 2,
4 ve 2p (p asal sayi) indeksli alt gruplar hakkrglgiler verilmgtir. Bununla

birlikte bu gruplarin super ¢dzilebilir olmasi igerek ve yeter kil verilmistir.
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