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OZET

BIHARMONIK VE f-BIHARMONIK ALTMANIFOLDLAR
DOKTORA TEZi
FATMA KARACA

BALIKESIR UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIiM DALI
(TEZ DANISMANI: PROF. DR. CIHAN OZGUR)
BALIKESIR, HAZIRAN - 2016

Bu calismada, biharmonik ve f-biharmonik altmanifoldlar ile f-biharmonik
egriler ele alinmistir. Carpim uzaylarinin altmanifoldlarinin f-biharmonik olma kosullari
verilmistir. Ayrica, f-biminimal immersiyon tanimi Vverilip; Riemann manifoldlari
Uzerindeki egriler ve hiperyizeylerin f-biminimal olma kosullar elde edilmis ve bazi
ornekler verilmistir.

Bu tez bes boliimden olusmaktadir.

Birinci boliim giris bolimiidiir.

Ikinci boliimde, konuyla ilgili temel tanim ve kavramlar verilmistir.

Uclincti bélimde, iki reel uzay formun ¢arpim altmanifoldlarmin f-biharmonik
olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar elde edilmistir.

Dordinct  bolimde, f-biminimal immersiyon tanimi verilip; Riemann
manifoldlar tizerinde f-biminimal egriler ve hiperylzeyler ele alinip, f-biminimal yizey
ornekleri bulunmustur. Son olarak, Sasakian uzay formlar Gzerinde bir f-biminimal
Legendre egri drnegi elde edilmistir.

Besinci boliimde, Sol uzaylari, Cartan-Vranceanu 3-boyutlu uzaylari ve homojen
kontakt 3-manifoldlari tizerindeki egrilerin f-biharmonik olma kosullari bulunmustur.

ANAHTAR KELIMELER: Biharmonik, f-biharmonik, f-biminimal, Sol uzay, Cartan-
Vranceanu 3-boyutlu uzayi, homojen kontakt 3-manifold, Sasakian uzay form.



ABSTRACT

BIHARMONIC AND f-BIHARMONIC SUBMANIFOLDS
PH.D THESIS
FATMA KARACA
BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE

MATHEMATICS
(SUPERVISOR: PROF. DR. CIHAN OZGUR )
BALIKESIR, JUNE 2016

In this thesis, we consider biharmonic and f-biharmonic submanifolds and f-
biharmonic curves. We obtain necessary and sufficient conditions for submanifolds of
product spaces to be f-biharmonic. Moreover, we define f-biminimal immersions and we
investigate f-biminimal curves, f-biminimal hypersurfaces in Riemannian manifolds
and give some examples.

This thesis consists of five chapters.
The first chapter is introduction.

In the second chapter, we give fundamental definitions and notions to be used in
the other chapters.

In the third chapter, we obtain necessary and sufficient conditions for
submanifolds of product of two real space forms to be f-biharmonic.

In the fourth chapter, we define f-biminimal immersions. We consider f-
biminimal curves and f-biminimal hypersurfaces in a Riemannian manifold and give
examples of f-biminimal surfaces. Finally, we consider f-biminimal Legendre curves in
Sasakian space forms and we find an example.

In the fifth chapter, we find necessary and sufficient conditions for curves in Sol
spaces, Cartan-Vranceanu 3-dimensional spaces and homogeneous contact 3-manifolds
to be f-biharmonic.

KEYWORDS: Biharmonic, f-biharmonic, f-biminimal, Sol space, Cartan-Vranceanu 3-
dimensional space, homogeneous contact 3-manifold, Sasakian space form.
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ONSOZ

Bu ¢alismada, ¢esitli Riemann manifoldlar iizerindeki egri ve altmanifoldlar
incelenmistir. Bu egri ve altmanifoldlarin biharmonik, f-biharmonik ve f-biminimal
olma kosullar1 elde edilmis ve 6rnekler verilmistir.

Calismalarim sirasinda bana her tirli konuda o6rnek ve destek olan
danismanim Prof. Dr. Cihan OZGUR’e tesekkiirlerimi sunarim.

Ayrica ¢alismalarim siiresince daima yanimda olan esim ve aileme de sevgi

ve tesekkiirlerimi sunarim.



1. GIRIS

J. Eells ve J. H. Sampson, 1964 yilinda Riemann manifoldlarinin harmonik
dontigiimlerini ¢alismiglardir [1]. Daha sonra, 1983 yilinda J. Eells ve L. Lemaire, K -
harmonik doniisiimler fikrini onermislerdir [2]. G. Y. Jiang ise, 1986 yilinda 2-
harmonik  (biharmonik) doniisimler i¢in Euler-Lagrange denklemlerinden
faydalanarak ikinci gerilim alani denklemini elde etmistir [3]. B. Y. Chen, Oklid
uzaymin bir altmanifoldunun biharmonik olmasmi AH =0 kosulunun saglanmasi
olarak tamimlamistir [4]. Oklid uzaymm altmanifoldlar i¢in G. Y. Jiang ve B. Y.
Chen’in  biharmoniklik tanimlar1 c¢akismaktadir. Genel olarak bu kavramlar
birbirlerinden farklidir. 2004 yilinda N. Course, f-harmonik donistimleri
tanimlamigtir [5]. W-J. Lu ise, 2013 yilinda Riemann manifoldlar1 arasindaki f-
biharmonik doniisiim tanimin1 vermis ve Euler-Lagrange denklemlerini kullanarak f-
ikinci gerilim alan1 denklemini hesaplamistir [6]. Bu ¢alismalardan faydalanarak, Y-
L. Ou, 2014 yilinda f-biharmonik doniisiimlerin bazi temel 6zelliklerini ¢aligmis ve f-

biharmonik altmanifold kavramin1 tanitmistir [7].

J. Roth, 2013 yilinda iki uzay formun ¢arpim manifoldlarinin bir

altmanifoldunun biharmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sartlari aragtirmistir [8].

L. Loubeau ve S. Montaldo, 2008 yilinda biminimal immersiyon kavramini
tamimlamiglar ve Riemann manifoldlar1 tizerindeki egrilerin ve hiperylizeylerin

biminimal olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar1 elde etmislerdir [9].

R. Caddeo, C. Oniciuc ve P. Piu, 2004 yilinda Heisenberg gruplarinda
egrilerin biharmonik olma sartlarin1 elde etmisler ve Heisenberg gruplarindaki biitiin
biharmonik egrilerin helis oldugunu ispatlamislardir [10]. Daha sonra 2006 yilinda,
Y-L. Ou ve Z-P. Wang, Sol uzaylarinda biharmonik egrilerin karekterizasyonu elde
etmislerdir [11]. 2006 yilinda, R. Caddeo, S. Montaldo ve C. Oniciuc ise Cartan-
Vranceanu 3-boyutlu uzaylarinda biitiin biharmonik egrilerin karakterizasyonunu

elde etmisler ve bu egrilerin agik parametrizasyonunu vermislerdir [12].



2007 yilinda ise J. Inoguchi, kontakt 3-manifoldlarin biminimal altmanifoldlarini
incelemis ve homojen kontakt 3-manifoldlar Gzerinde egrilerin biminimal olma

sartlarini elde etmistir [13].

Yukaridaki ¢alismalardan yola ¢ikilarak, bu tezin li¢iincii boliimiinde ¢arpim
uzaylarmin f-biharmonik altmanifoldlari incelenmistir. DOrdunct bolumde, f-
harmoniklik, f-biharmoniklik ve biminimallik tanimlarindan faydalanilarak f-
biminimal immersiyon kavrami tanimlanmis ve tanimlanan bu kavramdan
yararlanilarak Riemann manifoldlar1 tizerinde egri ve hiperyizeylerin f-biminimal
olma kosullari arastirilmigtir. Elde edilen sonuglar 6rneklerle desteklenmistir. Besinci
boliimde, Sol uzaylari, Cartan-Vranceanu 3-boyutlu uzaylar1 ve homojen kontakt

uzaylarindaki f-biharmonik egriler tizerinde durulmustur.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boéliimde diger boliimlerde kullanilacak olan temel tanimlar ve kavramlar

verilecektir.

2.1 Riemann Manifoldlar:

Tanmm 2.1.1: (M,g) Riemann manifoldu, V.= M de Levi-Civita

koneksiyonu olmak tzere, VX,Y,Z € y(M) icin

R:y(M)xy(M)x x(M)— x(M),

R(X,Y)Z=V,V,Z-V,V,Z-V,, Z

[X.v]

ile tanimlanan R donlisgimi M Uzerinde bir (1, 3) tensdr alamidir ve M
manifoldunun Riemann egrilik tensorii olarak adlandirilir [14].

Tanim 2.1.2: (M,9) bir Riemann manifold ve

g(X,X)g(Y,Y)-g(X,Y)* =0 olmak izere,

R(X,Y,Y,X)

K(X,Y)= _

{X,Y} tarafindan gerilen diizlemin kesitsel egriligi olarak adlandirilir [14]. M

manifoldunun egrilik tensorii VX,Y,Z € (M) igin,
R(X,Y)Z =c{g(Y,Z)X —g(X,Z)Y}

olmak (zere, eger M manifoldunun kesitsel egriligi ¢ sabitine esit ise, M ye reel

uzay form denir ve M (c) ile gosterilir.



Eger,

c=0 ise M(c)=E" Oklid uzayz,

c=i2 ise M(c)=S"(r) kiresi,
r

c= _riz ise M (c)= H"(r) Hiperbolik uzaydir [15].

Tanmmm 2.1.3: M n -boyutlu bir Riemann manifoldu ve peM olsun. p

noktasinin bir komsulugu U =M ve E,,E,,...,.E € y(U) vektor alanlart U nun her
noktasinda ortonormal olmak (zere, (VEiEj)(p) =0 denklemi saglaniyorsa {Ei}:':1

vektor alanlarina p e M noktasinda lokal geodezik ¢ati alani adi verilir [16], [22].

Tamm 2.1.4: (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve {ee,, ... , e}

(M) nin bir ortonormal at: alan: olsun.

Ric:z(M)x z(M)—>C” (M,R)

(X,Y) = Ric(X,Y) =Zn:g(R(ei,X)Y,ei) (2.1)

seklinde tanimli (0, 2)-tipindeki Ric tensor alanina, M (zerinde Ricci egrilik tensor

alani adi verilir [17].

Tanmm 2.1.5: (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifold ve {e,e,, ... , e}

2(M) nin bir ortonormal ¢ati alan1 olmak Gizere;

scal = Zn: Ric(e,, ) (2.2)

I=1

fonksiyonuna M nin skaler egrilik fonksiyonu adi verilir [18].



Tanmm 2.1.6: G bir diferensiyellenebilir manifold olsun. Eger G ayni

zamanda bir grup yapisina sahip ve

GxG—->G
(o,7) > or™

doniistimii bir C* doniisiim ise G ye bir Lie grubu adi verilir [19].

Tanim 2.1.7: (M,g) ve (N,§) birer Riemann manifoldu ve v :M — N
diferensiyellenebilir bir déniisim olsun. VpeM i¢in dy, =(y,), donisimi

birebir ise v ye M den N ye bir immersiyon denir. M manifolduna da immersed

altmanifold veya kisaca altmanifold denir [20].

VXY eT,M icin g(t//(X),l//(Y))W(p)=g(X,Y)p ise w ye izometrik

immersiyon adi verilir. Burada g T,M den indirgenen metriktir [20].

Tamm 2.1.8: M ve N sirastile n ve (n+m) boyutlu Riemann manifoldlar:

olmak tzere M, N nin altmanifoldu ve V ve V sirast ile M ve N de Levi-

Civita koneksiyonlart olsun. Boylece X ve Y, M iizerinde vektor alanlari olmak

Uzere;

B:x(M)xy(M)—y (M)
V.Y =V, Y +B(X,Y) (2.3)

biciminde Gauss formdilii elde edilir. Burada V,Y ve B(X,Y), V,Y nin sirastyla

tanjant ve normal bilesenleridir. (2.3) ile tanimlanan B ye M nin ikinci temel formu
adr verilir [20].



Tamm 2.1.9: y:(M",g)—>(N"™,§) bir immersiyon olsun. {e}

i=1,..n

(M) nin bir ¢at: alan1 olmak iizere,
H :lz B(e,e) “lim
n< n

ile tanimlanan H fonksiyonuna immersiyonun ortalama egrilik vektér alani denir
[20].

Tamm 2.1.10: yw:(M",g) — (N"™,§) bir immersiyon olsun.
VXY € (M) igin
G(B(X,Y),H)=4g(X,Y)

olacak sekilde M" (zerinde bir A fonksiyonu var ise M" yari-umbilik altmanifold
olarak adlandirilir [20].

Tamm 2.1.11: y :(M,g) — (N, §) bir izometrik immersiyon olsun. M" ye
normal bir birim vektor alan1 & olsun. V& nin teget ve normal bilesenleri sirastyla

—A.(X) ve V& olmak Uzere;
A x(M) xx" (M) - x(M)
doniistimil iyi tanimlidir. Boylece

ViE=-AX+V§ (2.4)

biciminde Weingarten denklemi elde edilir. Burada A. sekil operatord, V- deM

nin T*M normal demetindeki (normal) koneksiyon adini alir [20].
M nin sekil operatorii A ile ikinci temel form B arasinda;

g(A.X,Y)=G(B(X,Y),E) (2.5)

bagintis1 vardir. [20].



Tamim 2.1.12: w : (M, g) — (N, §) bir izometrik imersiyon olsun. N"™ nin

egrilik tensorii RY ve M" nin egrilik tensorii R olmak (zere,
RY(X,Y,Z,W)=R(X,Y,Z,W)-§(B(Y,Z),B(X,W))
+3(B(X,Z),B(Y,W)) (2.6)
ile tanimlanan denkleme Gauss denklemi adi verilir [20].

Tanmm 2.1.13: (M, g) n- boyutlu bir Riemann manifoldu ve y:1 > M

birim hizl bir egri olsun. Eger y egrisi lizerinde

E, = y'=T,

vV.T = kE,,

V.E, = -xE +x,E;, (2.7)
vT Er yF Kr—lEr—l

olacak sekilde E ,E,,...,E, ortonormal vektor alanlar1 varsa, y egrisine oskulator
mertebesi r olan bir Frenet egrisi  (1<r<n) denir. Buradaki «,...,x,

fonksiyonlarina y nin egrilik fonksiyonlar: dir [21].
Tanm 2.1.14: (M,,g,,) ve (M,,g,, ) Riemann manifoldlar1 ve f> 0,

M, Uzerinde bir C* fonksiyon olmak lizere M =M, x , M, katli ¢arpim manifoldu
=0y, *+ fngZ (2.8)

metrik tensori ile olusturulmus M, x M, ¢arpim manifoldudur [22].

Tanm 2.1.15: (M, g) ve (N, §) iki Riemann manifoldu olsun. w:M — N
doniisiimii i¢in
AW =—iz(V¥)*W

seklinde tanimlanan A doniisiimiine Laplas operat6ri denir.



M Uzerindeki diferensiyellenebilir bir f fonksiyonun Laplasi ise
Af =div(grad )

seklinde tanimlhidir [18].

2.2  Hemen Hemen Degme Metrik Manifoldlar

Bu kisimda hemen hemen degme metrik manifold ve Sasakian yap1 tanimlar1

verilecektir.

Tanmm 2.2.1: M (2n+1)- boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. M

uzerindeki her X,Y,Z vektor alani i¢in
P’ =-1+n®¢&, n(&)=1, ¢£=0, nop=0

g(pX,9Y) =g(X,Y)=n(X)n(Y), n(X)=9(X,%)

esitliklerini saglayacak sekilde ¢ (1,1)-tipinde tensor alani, & vektor alani, 7
1-formu ve g Riemann metrigi varsa; (¢,&,7n7,9) dortlisine hemen hemen degme
metrik yapi, (M,@,&,1,9) beslisine de hemen hemen degme metrik manifold denir.
Eger dnp=® kosulu da saglaniyorsa, (M,0,&,n,9) ye degme metrik manifold
denir. Burada, ®(X,Y)=g(X,Y) esitligi ile verilen @ déniistimiine, M nin temel
2-formu denir [15].

Tamm 2.2.2: Bir M Riemann manifoldu tzerindeki her X,Y,Z vektor alan

icin

[0, 0](X,Y) = 0’ [X,Y]+[pX, oY - ploX,Y]-¢[ X, 0Y]

ile tanimlanan [, @] doniisimiine ¢ nin Nijenhuis torsion tensdri denir [15].



Eger, (@,£,n,9) hemen hemen degme metrik yapisi igin

[p,p]+2dn®& =0

esitligi saglaniyorsa, bu yapiya normaldir denir. Normal degme metrik manifoldlara
Sasakian manifold ad1 verilir [15].

Tamm 2.2.3: (M*"",p,&,17,9) bir Sasakian manifold olsun. T,M tanjant
uzaymnda ¢ ye dik bir X birim vektorii {X,@X} ortonormal olacak sekilde var ise

{X,pX} diizlemine T,M nin ¢ — kesiti denir [15].

K(X, X) = g(R(X, X)X, X) seklinde tamimlanan K (X, ¢X)' e

M nin ¢ — kesitsel egriligi adi verilir [15].

Tamm 2.2.4: Eger (M*"",0,&,1,9) Sasakian manifold sabit ¢ -kesitsel
egriligine sahip ise bir Sasakian uzay form olarak adlandirilir ve her X,Y,Z € y(M)

icin egrilik tensor alani,

(c+3) (c

RNZ =2 g01,2)x -9 (x, 2+ g (X 02) - 9 (Y 92)0X

+29(X, Y )pZ +n(X)n(Z)Y -n(Y)n(Z)X
+9(X,Z)n(Y)S-a(Y, Z)n(X)é} (2.9)

seklinde verilir [15].

Tamm 2.2.5: M" (M?*"™,¢,&,7,9) Sasakian manifoldunun bir altmanifoldu
olsun. Eger her X eT,M" icin n(X)=0 ise M" ye (M*"™,¢,&,7,9) nin integral

altmanifoldu adi verilir. Bir Sasakian manifoldun 1-boyutlu integral altmanifolduna
da M nin bir Legendre egrisi denir [23].

Boylece, y:1 - M =(M?*"" p,&,1,9) olmak (zere, y egrisinin T tanjant

vektor alani i¢in 7(T) =0 denklemi saglaniyorsa y egrisine Legendre egrisi denir

[23].



2.3  Harmonik, f-Harmonik, Biharmonik, f-Biharmonik Déniisiimler

Bu kisimda harmonik, biharmonik, f-harmonik ve f-biharmonik déniisiimlerin

tanimlar1 verilecektir.
Tanmm 2.3.1: (M, g) ve (N, §) iki Riemann manifoldu ve v :(M,g) — (N, §)

diferensiyellenebilir bir doniisiim olsun. Q < M bir kompakt kime olmak uzere,

nin enerji fonksiyoneli
1 2
Ey) =], ldv[ v,

ile tammlanir. Burada v, M uzerinde kanonik hacim formdur. Eger y, E(y) enerji

fonksiyonelinin bir kritik noktasi ise, y harmoniktir denir [1].

Tanmm 2.3.2: (M, g) ve (N, §) iki Riemann manifoldu ve w : (M, g) — (N, §)

bir diferensiyellenebilir doniisiim olsun. Q < M bir kompakt kiime olmak (zere,

eger v

E0) =3[ Fw) o,

ile tanimli bienerji fonksiyonelinin bir kritik noktasi ise, biharmonik déniisiim adini

alir.

Burada z(y), w nin
() =izVdy (2.10)

ile tanimlanan gerilim alamdir. E,(y) bienerji fonksiyonelinin Euler-Lagrange

denklemi,
7,(y) = —Az(y)—izR" (dy,7(w))dy = 0 (2.11)

biharmonik doniisim denklemini verir ve 7,(w) ikinci gerilim alan: olarak

adlandirilir [3].
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Her harmonik doéniisimin biharmonik dontisim oldugu agiktir. Eger
doniisim harmonik olmayan biharmonik bir doniisiim ise, bu doniisiime has

biharmonik déniisiim denir [3].

Tanm 2.33: (M,g) ve (N,§) iki Riemann manifoldu ve
w:(M,g) > (N,§) bir diferensiyellenebilir doniisim olsun. f eC*(M,R) ve

QC |“I |O“ |ZCI“IDE"|Zt I:u“Ie OlIIlaI: uzeleﬂ 2g2r W

ile tamiml1 f-enerji fonksiyonelinin bir kritik noktasi ise, f-harmonik doniigiim adin

alir. E, (w) f-enerji fonksiyonelinin Euler-Lagrange denklemi,
¢ () = fz(y)+dy(gradf) =0 (2.13)

f-harmonik doniisiim denklemini verir ve 7, (y) f-gerilim alan: olarak adlandirilir

[5], [24].
Tanim 2.3.4: (M, g) ve (N, §) iki Riemann manifoldu ve y :(M,g) — (N, §)

bir diferensiyellenebilir doniisiim olsun. Boylece Q <= M bir kompakt kiime olmak

Uzere, bu kiime {izerinde tanimli bir  fonksiyonu
1 2
B ) =5 [, Flr 0 o, (2.14)

biciminde f-bienerji fonksiyonelinin bir kritik noktasi ise, y f-biharmonik déniisiim

admi alir. E, ( () f-bienerji fonksiyonelinin Euler-Lagrange denklemi,

00 () = T, () +(AF ) 7(y) + 2V, 7(p) =0 (2.15)

f-biharmonik doniisiim denklemini verir ve 7, (w) f-ikinci gerilim alanm olarak

adlandirilir [6].
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Eger dontisiim harmonik ve biharmonik olmayan f-biharmonik bir doniisiim
ise, bu doniistime has f-biharmonik doniisiim denir [6]. Eger f sabit bir fonksiyon ise

f-biharmonik doniisiim biharmonik dontisiime doniisiir.
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3. CARPIM UZAYLARININ f-BIHARMONIK
ALTMANIFOLDLARI

[8] nolu kaynakta, J. Roth, iki reel uzay formun c¢arpim manifoldunun
biharmonik altmanifoldlarini arastirmis ve bu tip altmanifoldlarin biharmonik

olmalar1 i¢in gerek ve yeter sartlar1 elde etmistir.

Bu bolimde c¢arpim manifoldlarinin f-biharmonik altmanifoldlar1 ele
alinacaktir. Iki reel uzay formun c¢arpim manifoldunun bir altmanifoldunun f-
biharmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar elde edilecektir. Elde edilen sonuglar J.

Roth’un sonuglarinin bir genellemesi olup orijinaldir.

Tammm 3.1: M m -boyutlu bir Riemann manifoldu ve M™(c)xM™(c,)
n,+n,— boyutlu Riemann ¢arpim uzayr olsun. y:M — M"(c)xM™(c,) bir
izometrik immersiyon olmak iizere, V ve F sirasiyla (M™(c,)xM ™(c,),§) carpim

uzaymin Levi-Civita koneksiyonu ve ¢arpim yapisidir. Her X; e TM " (c;) icin
X=X +X,

olmak Uzere, F g¢arpim yapisi, F:TM™(c)xTM™(c,) >TM™(c,)xTM™(c,)

olacak sekilde
F(X1+ Xz) =X,—X,

tanimli (1,1) tipinde bir tensor alamidir [25]. Carpim yapisi asagidaki oOzelliklere

sahiptir:
F2=1(F=1),
g(FX,Y)=g(X,FY),

VF =0.
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Onerme 3.2: (M™(c,)xM™(c,),§) carpim uzay1 olsun. M™(c,)xM™(c,)
carpim uzay1 Uzerinde her X,Y,Z vektor alanlari igin, M ™(c,)xM ™ (c,) nin egrilik

tensor alani,
Ii(X,Y)Z :a[g(Y,Z)X -g(X,2)Y +g(FY,Z)FX —g(FX,Z)FY]
+b[g(Y,Z)FX —g(X,Z2)FY +g(Y,FZ)X —g(X, FZ)Y] (3.2

+C,

bicimindedir. Burada azcl— ve b :% dir [25].

Tamm 3.3: M"cM™(c)xM™(c,) carpim uzayr i¢in X eT M ve
& eTpLM olsun. FX ve F¢ tanjant ve normal kisimlarina ayrilirsa
FX =kX +hX ve F&=s&+t& (3.2)

seklinde yazilabilir. Burada k:T,M ->T M , h:T M —>Tle , s:TpLM —->T,M

ve t:T*M —>T *M (11)tipinde tensor alanlaridr [17].

Sonug 3.4: k ve t simetriktir ve agsagidaki 6zellikleri saglarlar:

k2X = X —shX, (3.3)
t’¢ =& ~hsg, (3.4)
ks& + st =0, (3.5)
hkX +thX =0, (3.6)
g(hX,&)=4g(X,ss) 3.7)

[17].

Ik olarak asagidaki teoremi ifade ve ispat edelim:
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Teorem 3.5: M m -boyutlu bir Riemann manifoldu, M™(c,)xM ™ (c,) de
n, +n, —boyutlu bir Riemann ¢arpim uzay1 ve N =M™ (c,)xM ™ (c,) olmak Uzere
w:M — N bir izometrik immersiyon olsun. Bu takdirde M altmanifoldunun f-

biharmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sart

A'H +izB(., A, (.))—%H — 2V i H =a[mH —hsH +iz(k)tH]+b[mtH +iz(k)H]

ve
m : :
> grad |H ||2 +2iz(A ., () +2A,grad In f =a[—ksH +iz(k)sH]+b[m-1]sH

denklemlerinin saglanmasidir.

Ispat: {&}, 1<i<m x(M) nin lokal geodezik ortonormal ¢ati alani olmak

Uzere, (2.10) denkleminden faydalanilarak

e(y) = izvdy = 3 V2 dp(e) - dy(V,6)) (38)
denklemi elde edilir. Boylece
B(ei’ei):vzdl//(ei)_dl//(veiei) (3.9)

oldugundan (3.9) esitligi (3.8) denkleminde yerine yazilirsa,
T(V/):ZB(ei’ei):mH (3.10)
i=1

denklemi elde edilir. Benzer sekilde (2.11) denkleminden,

7,(y) = -Az(y) -izR" (dy, z(y))dyw

- i{vgvg _V$eiei }T(‘//) —i R" (dw(e), z(w))dw(e)

=—m{AH +Zm:RN(dgo(ei), H)d(p(ei)} (3.11)

bulunur. (3.1) denkleminden yararlanilarak,
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S R (dy(e), H)dy () = > {alg(H, dy (&))dw (&) — g @y (), du (e )H

i=1 i=1

+g(FH,dy(e))Fdy () - g(Fdy (e).dy(g))FH]
+b[g(H, dy (e))Fdy (&) - g(dw (&), dy (e))FH
+g(H, Fdy (e))dy (e) - g(dw (&), Fdy(e))HI}

denklemi yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilir ise

Zm: R"(dw(e),H)dw(e)=a[-mH + F(FH)" —iz(k)FH]

i=1

+b[-mFH + (FH)" —iz(k)H]

elde edilir. Ayrica, F carpim yapisi tanjant ve normal bilesenlerine ayrilir ise

i R"(dw(e), H)dy (&) = a[-mH +ksH +hsH —iz(k)sH —iz(k)tH]

i=1
+b[-msH —mtH +sH —iz(k)H] (3.12)

denklemi bulunur. Diger taraftan Gauss formuli ve Weingarten denklemi

kullanilarak,

m

AH ==Y VIVIH =3 {V: (~A, (@) +ViH )]

i=1

m
=1

Ziveﬂ@%iwem(ei>)+zAV;ei+ALH

=iz2(V A, () +iZB(, A ) +iz(A ) +A*H (3.13)

elde edilir. Simdi (3.13) denkleminde yer alan iz(V A, (.)) terimini hesaplayalim.

Bdylece
i2(V A, () =3V, A, (6) =Y gV, A (0.2,
=2.80(A(8).e)e; = > e0(B(&,.€)). H)e,
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Z{g(V”’Ve 2 H)e +9(Vie, ViH)e, }

1]

Z{ (VeVee He, +g(B(ei,ej),v;H)ej}

0y

:Zg(w/vzfel, H)e; +ZAV;H €) (3.14)
i,j 1]

denklemi bulunur. N =M™"(c,)xM™(c,) ¢arpim manifoldunun egrilik tensoriiniin

(3.1) agilim1 kullanilarak,

Zg(V"Ve e, H)e, _Zg(R (e.€,)e +ViVie + Vi,

[ee]l’

H)
=mg (Vej H,H)
=~ grad [H[f (315)
sonucuna ulasilir. Tlk olarak (3.15) esitligi (3.14) denkleminde yerine yazilirsa,
ZV AH(e)_—grad ||H|| +Z VLH (3.16)
elde edilir. Daha sonra (3.16) esitligi (3.13) denkleminde yerine yazilirsa,
AH :ggrad [H[ +iz(BC. A, () +2iz2(A,. )+ A'H (3.17)
bulunur. (3.12) ve (3.17) esitlikleri (3.11) denkleminde yerlerine yazilirsa,

7,(y) = —m{% grad|[H[" +iz(B(. A, () +2iz(A,..)+ A'H

+a[-mH + ksH + hsH —iz(k)sH —iz(k)tH ]
+b[-msH —mtH +sH —iz(k)H]} (3.18)

elde edilir.
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Weingarten denklemi ve (3.10) denkleminden faydalanilarak,

Vigraat T(W) = Vg MH

gradf

=m(-A,gradf +V;

gradf

H) (3.19)

denklemi hesaplanir. Son olarak (3.10), (3.18) ve (3.19) esitlikleri (2.15)

denkleminde yerlerine yazilirsa,
— fm{% grad ||H ||2 +iz(B(., A, () +2iz(A L) + A'H

+a[-mH +ksH + hsH —iz(k)sH —iz(k)tH]
+b[-msH —mtH +sH —iz(k)H]

Af

_TH +2A,gradIn f -2v: . H}=0

gradin f

denklemi bulunur. Son denklem tanjant ve normal kisimlarina ayrildiginda istenilen

sonugc elde edilir. m

Sonug 3.6:M, M™(c,)xM"™(c,) Riemann ¢arpim uzaymm m-boyutlu bir

altmanifoldu olmak (izere,

(1) FH, M de tanjant ise, M altmanifoldunun f-biharmonik olmas: igin gerek

Ve yeter sart

Af |

AH +12B(, A, ()) = H =2V g0 H ~[a(m -1 +b(iz(k)JH =0 (3.20)

ve
%grad ||H||2 +2iz(A ., ())+2A,grad In f —[aiz(k) +b(m-1)]FH =0 (3.21)

denklemlerinin saglanmasidr.
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(2) FH, M de normal ise, M altmanifoldunun f-biharmonik olmasi igin gerek

ve yeter sart

Af A

A'H +izB(, A, ())—TH =2V jaain ¢ H —[am +b(iz(k))]H —[bm +a(iz(k))]FH =0

ve
%grad [HIF +2iz(A,., () +2A,grad In f =0

denklemlerinin saglanmasidir.
Ispat: (1) Eger FH tanjant secilirse, (3.2) denklemleri kullanilarak,
FH = sH (3.22)
ve
tH =0 (3.23)
elde edilir. Ayrica (3.4) denkleminden,
hsH = H (3.24)

bulunur. (3.22), (3.23) ve (3.24) denklemleri Teorem 3.5 de yerlerine yazilirsa

istenilen sonugclar elde edilir.
(2) Eger FH normal secilirse, (3.2) denklemlerini kullanilarak
sH =0 (3.25)
ve
FH =tH (3.26)

denklemleri elde edilir. (3.25) ve (3.26) denklemleri Teorem 3.5 de yerine yazilirsa

sonuclar bulunur. m

Yukaridaki teoremden faydalanilarak yarigapt r olan iki kiirenin c¢arpim

manifoldunun bir altmanifoldu i¢in asagidaki sonug elde edilir:
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Sonug 3.7: M, SP(r)xS""(r) carpim manifoldunun m>2 boyutlu ve

sifirdan farkli sabit ortalama egrilikli altmanifoldu olsun. Eger, FH M de tanjant

ise asagidaki durumlar saglanir:

(1) Eger, M bir has f-biharmonik altmanifold ise

1 Af
T (m=D+2
2r? (m=1)+ f

0< [H| <inf -

dir.

@) f

Laplas doniisimii A nin g reel Ozdegerine Kkarsilik gelen bir
0zfonksiyonu olmak lzere M nin bir has f-biharmonik altmanifold olmasi

icin gerek ve yeter sart M altmanifoldunun yari-umbilik olmas1 ve

V*H =0,

2A,gradIn f —2—12iz(k)FH =0,
r

iZB(., A, () = [%(m 1) +ﬂ} H

denklemlerinin saglanmasidir.
Ispat: Oncelikle r yarigaph kiireler igin (3.1) deki egrilik tensoriinde yeralan

a ve b katsayilarini hesaplayalim:

(3.1) geregi,

1 N 1
c+C, 2 2 1
= = = 3.27
4 4 2r? ( )
ve
11
— 2 2
pb=G=C_r’ r’_ (3.28)
4 4

esitlikleri bulunur.
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M, SP(r)xS"P(r) carpim manifoldunun sifirdan farkli sabit ortalama

egrilikli altmanifoldu olsun ve FH M Yye tanjant olacak sekilde segilsin.

(3.22), (3.23), (3.24) denklemleri ve benzer sekilde (3.27) ve (3.28)

denklemleri (3.20) de yerlerine yazilirlarsa,

AH +izB(, A, (.))—%H v

gradin f

H —iz(m—l)H =0 (3.29)
2r
denklemi elde edilir. (3.29) denkleminin H ile i¢ carpimi alinirsa,

g(A“H . H) + g(izB(. A, () H)—%g(H,H)

gradIn f

-29(V, H,H)—%(m—l)g(H,H)=0 (3.30)

denklemi bulunur. Ayrica ||H|| nin sabit olmasi ve Weingarten denklemi

kullanilarak,

9(i7B(. A () H) = Y 9(Be, A, @), H)

=3 a(A (@), A o) =Af @31)
ve
g(vérad Inf H ' H) =0 (332)

denklemlerine ulasilir. (3.31) ve (3.32) esitlikleri (3.30) denkleminde yerlerine

yazilirsa,

Af 1
o(°H,H) =SHH[ |, 5 (m-D]HF 39

elde edilir. Ayrica (3.33) denkleminden

[v:H 1A =| e @39
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dir [8]. Diger taraftan Cauchy-Schwarz esitsizligi kullanilarak,
[A" = mH[ (3:35)

elde edilir. Boylece (3.35) esitsizligi (3.34) denkleminde yerine yazilir ise,

Af 1
4 s - HF 2l oo 2 =

bulunur. Diger taraftan ||H || stfirdan farkli bir sabit oldugundan, (3.36) denklemi

Aff + 212 (m-1)
0< |H|f <inf ' (3.37)
m
seklinde yazilabilir.

f Laplas doniisimi A nmm g reel Ozdegerine karsilik gelen bir
0zfonksiyonu olacak sckilde secilirse, %:y elde edilir. Boylece, (3.37)

denkleminden yararlanilarak

e )]
[H[ = Zrm (3.38)

yazilabilir. (3.38) esitligi (3.36) denkleminde yerine yazilirsa

VAH =0 (3.39)
1
2r?

m

(m—l)}

-
elde edilir. Ek olarak, (3.39) denklemi ve ||H||2 = denklemi (3.34)

denkleminde yerlerine yazilirsa,

[u+2;(m—n}

m

[l =

elde edilir. Yani, M altmanifoldu yari-umbiliktir.
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Diger taraftan, (3.21) denklemi kullanilirsa,
1.
2A,gradIn f —Flz(k)FH =0
r
bulunur. Benzer sekilde (3.20) denklemi,
: 1
iZB(, A, () = [w?(m—l)} H

denklemine doniisiir. Béylece ispat tamamlanmis olur. m

SP(r)xS™?(r) carpim manifoldunun hiperytizeyleri icgin f-biharmoniklik

sart1 asagidaki 6nerme ile ifade edilir:

Onerme 3.8: M"™", SP(r)xS"P(r) ¢arpim manifoldunun sifirdan farkl

sabit ortalama egrilikli hiperyiizeyi ve FH, M"" e tanjant olsun. M"*

hiperyizeyinin f-biharmonik olmasi igin gerek ve yeter sart

(n-2)
2r? f

A, gradin f _—|z(k)FH ve ||B||

denklemlerinin saglanmasidir.

Ispat: M™,  SP(r)xS""(r) carpim manifoldunun sifirdan farkli sabit

ortalama egrilikli bir hiperyiizeyi ve FH , M "™ hiperylizeyine tanjant olsun.

(3.20) denkleminden,
. Af 1
izB(., N=|—+—n-2) |H
(A ) { e )}
elde edilir. Son denklemin H ile i¢ ¢arpimi alinirsa,

Zg(B(e.Me» H)= [—+—( —2>}|IH||2

bulunur.
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Buradan (2.5) denklemi kullanilarak
Af 1
I = A ko 40

elde edilir. Diger taraftan, [17] nolu kaynaktan

Al =[8f (341)

oldugu bilinmektedir ve M bir hiperylizey oldugundan bir tane birim normal vektor

alanm vardir. Yani,
IH|* =1 (3.42)

Boylece (3.41) ve (3.42) esitlikleri (3.40) denkleminde yerine yazilir ise,
B =| =—+—(n-2 3.43
Jof - 2+ e0-2) 349
sonucu bulunur. Benzer sekilde, (3.21) denkleminden faydalanilarak,
1.
A,gradin f :Flz(k)FH
r

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. ®

Yukaridaki onermeyi kullanarak f-biharmonik hiperyuzeyler icin asagidaki

onerme verilebilir:

Onerme 3.9:M™*, SP(r)xS"P(r) ¢arpim manifoldunun sifirdan farkli sabit

ortalama egrilikli has f-biharmonik hiperylizeyi ve FH, M"™" e tanjant olsun. M"*

hiperylzeyinin skaler egriligi,
scal ,, = z—iz{(n ~1)(n-3)-(n-2)+iz(k)’} + (n-1)° |H|’ —%

seklindedir.
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Ispat: Gauss denkleminden faydalanilarak,

scal .. :I_]Zl:g(RN(ei’ej)ej’ei)+§g(8(ei’ei)1 B(e;.e;))

n-1
->.9(B(e;.&),Be;.e))
i=1
yazilabilir. Son denklemden,
scal, =5 g(R" (e,.e,)e,.e) + (017 [H[ ~ [Bf (3.44)
i=1

elde edilir. Ayrica (3.1) denklemi kullanilarak,

n-1

g(RN(ei’ej)ej’ei):Z_JI:Z{ig(ej’ej)g(eﬂei)_ig(ei’ej)g(ei’ej)

i=1

+§9(Fej,e,-)g(Fei,ei)—ig(Fei,ej)g(Fei,ej)}

elde edilir. Son denklemde i iizerinden toplam alinirsa,

n—:

(R (e, e, )e, ) :%{(n—l)(n—B)Jriz(k)z} (3.45)

1
i=1l
bulunur.

Son olarak, (3.43) ve (3.45) denklemleri (3.44) denkleminde yerine yazilirsa,

1 o sz Af
scal, .. == {(1-D(n-3)~(1-2) +iz(k)? | + (-7 [H]] - =

denklemi elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
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4. f-BIMINIMAL IMMERSIYONLAR

Bu bolimde biminimal ve f-biminimal immersiyon kavramlari tanitilip;
Riemann manifoldlar1 iizerinde f-biminimal egriler, f-biminimal hiperyuzeyler
arastirtlacak ve f-biminimal ylizey 6rnekleri elde edilecektir. Ayrica, Sasakian uzay
formlar tizerinde bir Legendre egrisinin f-biminimal olmasi i¢in gerek ve yeter sart

elde edilerek bir f-biminimal Legendre egri drnegi verilecektir.

41  Biminimal Immersiyonlar

Biminimal immersiyonlar ilk kez, E. Loubeau ve S. Montaldo tarafindan [9]

nolu kaynakta tanimlanmistir ve biminimal egriler ile hiperylzeyler incelenmistir.
Simdi [9] nolu kaynakta tanimlanan biminimal immersiyon tanimini verelim:

Tamm 4.1.1: (M,g) ve (N,g) iki Riemann manifoldu ve
w:(M,g)—>(N,g) bir immersiyon ve AeR bir sabit olsun. E,(y) bienerji

fonksiyonelinin normal varyasyonlari i¢in eger v,

E,.(y)=E,(y)+1E(y)

ile tanimli A — bienerji fonksiyonelinin bir kritik noktasi ise y ye biminimal
immersiyon adi verilir. E,,(y) A- bienerji fonksiyonelinin Euler-Lagrange

denklemi kullanilarak y nin biminimal olmasi igin gerek ve yeter sartin

(2., (¥)] =[(w)] -2[(¥)] =0 (4.1)

olmasi gerektigi [9] nolu kaynakta elde edilmistir. Eger A =0 ise y ye serbest

biminimal immersiyon adi verilir [9].
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4.2 - Biminimal Immersiyonlar

Bu bolimde f-biminimal immersiyon tanimi verilerek, egriler ve

hiperylzeyler i¢in f-biminimallik sartlar1 elde edilecektir.
[lk olarak asagidaki tanimi ifade edelim:
Tanm 4.2.1: (M,g) ve (N,g) iki Riemann manifoldu ve

w:(M,g)—(N,g§) bir immersiyon ve AR bir sabit olsun. E, , (v) ve E; (y) f-

bienerji ve f-enerji fonksiyonellerinin normal varyasyonlari i¢in eger y

E,.iWw)=E,; (w)+1E;(v) (4.2)

ile tamimli A — f — bienerji fonksiyonelinin bir kritik noktasi ise, y f-biminimal

immersiyon adini alir.

Eger 4A=0 ise y ye serbest f-biminimal immersiyon adi verilir. Eger
doniisiim biminimal olmayan f-biminimal bir doniisiim ise, bu doniisiime has f-

biminimal doniisiim denir.

Onerme 4.2.2: w:(M,g)—(N,§) bir immersiyon olsun.
immersiyonunun ~ f-biminimal olmas: i¢in gerek ve yeter sart E,,(w)

A — f —bienerji fonksiyonelinin Euler-Lagrange denkleminin,

1

~A[z,(w)] =0 (4.3)

[TZ,ﬂ,f ('//)]L = [Tz,f (V/)]

olmasidir.

Ispat: {y,}_ ., w nin bir diferensiyellenebilir varyasyonu olmak Uzere
Vtel, peM igin ‘P(t, p)zl//t(p) ve ‘P(O, p)zl//(p) denklemlerini saglayan
¥:1xM —>M bir diferensiyellenebilir doniisim olsun. V e ¥™(TN) olmak

uzere,

d

0
Vp :H| t=0 ¥t ( p)zd\P(O,p) (Ej' vpeM

denklemleri ile verilsin [6].
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(4.2) denkleminden faydalanilarak,

d

— B (Wt)| 0 —

_d d
- SE )] ot A E )] @4)

dt
denklemi elde edilir. [6] nolu kaynaktan,

%Ez,f (l//t)| £=0 :.Lz<f {iZ(Vei"’Vei"’ _ngei )T(W)}+(Af )T(W)’V>Ug

], (F2V a7 (w) = £ {iZR" (2 (w),dy (&) dw (&)} V )v,  (45)
denklemi yazilabilir. Benzer sekilde, [5] ve [24] nolu kaynaklarda,
d .
aEf Wl :—Ig<f {IZ(Vei'/’dl//(ei)—dl//(Veiei))}—i—dl//(gl’adf ),V>ug (4.6)

denklemi elde edilmistir. Son olarak, (4.5) ve (4.6) denklemleri (4.4) denkleminde

yerlerine yazilir ve f-biminimal immersiyon tanimi kullanilirsa (4.3) denklemi elde

edilir. m

Boylece asagidaki onerme ifade edilebilir:

Onerme 4.23: M, n>2 boyutlu, bir Riemann manifoldu ve

y:1cR—>(M",g) bir egri olsun. y egrisinin Frenet catisi {E} ve 1eR

i=1,2..n

olmak Uzere, y egrisinin f-biminimal olmasi igin gerek ve yeter sart
f {0 =K —rx? ~ g (R(E EDEL B+ (7= 2 1)k +2F %"= 0,
f {K1'1(2 +(xx,) —x,9(R(E,, E,)E,, E3)} +2f'xx, =0,

f {KleKs _Klg(R(El’ EZ)El’ E4)} =0
fi,0(R(E,,E,)E,,E)=0, 5<j<n

denklemlerinin saglanmasidir.
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Ispat: Frenet ¢at1 tanini Kullanilarak, y egrisinin gerilim alani,

)=V’ E, =&E, 4.7)

ot

. 0 0
=izVdy =V, (dy (=) -dy(V , —
7(y) /4 g( 7(6t)) 7( P

bulunur. Ayrica y egrisinin ikinci gerilim alani, (4.7) denklemi yardimi ile

()= {vg v -V a}rm R @7 () () (S)

= VLV () -R @) e ) (D)

o ot

=V, VikE, -R"(E,E,)E
ot

ot

a VE[’Q 'E,+iE, T-xR7(E, E)E,
at

= Vg["l 'E, ~ &, 'E, + 55,E;] - 5,R7 (B, B, )E,

a
= (-3x,x, )E, + (x5, "- ,° — 5,5,°)E, + (2, ', + K, ) B,
+(xKx,%,)E, — ;R (E, E,)E; (4.8)
elde edilir. Benzer sekilde y egrisinin f-gerilim alani, (4.7) denklemi kullanilarak

z¢(r) = fz(y)+dy(gradf)

= f(x,E,)+ f'E, (4.9)

bulunur. Diger taraftan,

, 0
Vi 7(7) = V4V 07(2)

ot ot

= 'V, VLE,

ot ot

= f '(-x°E, + &, 'E, + K,x,E,) (4.10)
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denklemi bulunur. (4.7), (4.8) ve (4.10) denklemleri (2.15) denkleminde yerlerine

yazilir ise
7, (7) = H{(38xx, VE, + ("~ K’ — K0 )E, + (2K, 'K, + Kk, ) E;
+(x,x,k3)E, —,R7(E, E,))E}+ T "(5,E,)
+2f {-xE, +x,'E, + K,x,E} (4.11)

sonucuna ulasilir. Elde edilen (4.9) ve (4.11) denklemleri (4.3) denkleminde

yerlerine yazilir ise,
I:Z'ZMH (;/)}l = f{(x, "~ &’ —x,5,°)E, + (2K, 'K, + KK, ) E,
+(x,x,55)E, —,R”(E,, E,))E}+ f "(x,E,)
+2f {x,'E, + x,5,E;}— AT (x,E,)
bulunur. (4.3) denklemi geregi, son denklem
f{(x, "~ &’ —x,5,°)E, + (2K, 'K, + K.k, ) E, + (k,5,4,) E, —,R7 (E,, E,) E,}
+f"(xE,))+2f {x,'E, + x,x,E;}— AT (xE,) =0 (4.12)
haline doniisiir.

Son denklemin sirasiyla E,, E;, E, ve E;, 5<j<n ile i¢c ¢arpimi alinirsa

teoremin ifadesindeki denklemler elde edilir. m

Eger y Dbir ylzey ya da sabit kesitsel egrilikli bir 3-boyutlu Riemann

manifoldu tizerinde bir egri ise asagidaki sonuglar elde edilir:

Sonug 4.2.4: (1) y, G Gauss egrilikli bir ylizey iizerinde bir egri olsun. y

egrisinin f-biminimal olmasi igin gerek ve yeter sart x egriliginin,
f (K” —K3+KG)+(f"—m)K+2f 'K'=0
diferensiyel denklemini saglamasidir.
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(2) M®(c), c sabit kesitsel egrilikli, 3-boyutlu bir Riemann manifoldu ve
7:1cR—(M3(c),g) bir egri olsun. y egrisinin f-biminimal olmas1 igin gerek ve

yeter sart y egrisinin egrilik ve torsiyonu olan x ve 7 nun
f {K‘"—K'3 —Kr? +KC}+(f”—lf)K+2f 'x'=0
f{x'c+(xr)}+2f 'k7=0
diferensiyel denklem sistemini saglamasidir.
Ispat: (1) y bir yiizey iizerinde egri oldugu igin
E,=0 (4.13)

dir. (4.13), x, =k Ve k, =t esitlikleri ve Onerme 4.2.3 yardimu ile y egrisinin f-

biminimallik sart1
f k"= =z’ =kg(RQTN)T, N) |+ (F 7= A1) +2f 'k =0 (4.14)

denklemi ile verilir. Diger taraftan y, G Gauss egrilikli bir yiizey lizerinde bir egri

oldugundan,
g(R(T,N)T,N)=-G
yazilabilir. Son esitlik ve x, =7 =0, (4.14) denkleminde yerine yazilir ise

f(K"—K3+KG)+(f"—m)K+2f 'K'=0

sonucuna ulagsilir.

(2 y:1cR—>(M3c),g) oldugundan » egrisinin Frenet catisi
{E,=T,E, =N, E, =B} seklindedir. Béylece Onerme 4.2.3 kullanilarak, » egrisinin

f-biminimallik sartlar1 olan
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f {K"—KS—KTZ—KQ(R(T, N)T, N)}+(f”—/1f)z<+2f 'K'=0  (4.15)
ve
f{K'r+(Kr)’—Kg(R(T,N)T,B)}+2f 'k =0 (4.16)

denklemlerine ulasilir.

Diger taraftan M®(c) ¢ sabit kesitsel egrilikli 3-boyutlu bir Riemann

manifoldu oldugundan,

g(R(T,N)T,N)=—c
ve

g(R(T,N)T,B)=0

denklemleri yazilabilir. Son iki esitlik (4.15) ve (4.16) denklemlerinde yerlerine

yazilir ise istenilen sonuclar elde edilir. m

Simdi w:M" — N™ bir izometrik immersiyon olsun. B, v ve n=Ho
sirastyla y doniisiimiiniin ikinci temel formu, birim normal vektor alan1 ve ortalama

egrilik vektor alanlarini gostersinler. Boylece asagidaki onermeyi verebiliriz:

Onerme 4.25::M" — N™ bir izometrik immersiyon olmak lizere M",

N™" de bir hiperyiizey olsun. y ’ nin f-biminimal olmasi igin gerek ve yeter sart
2 - Af
AH =H || B —HRIC(U,U)—TH +AH —2gradIn f (H)

denkleminin saglanmasidir.

Ispat: {e}, 1<i<n y(M) lzerinde bir lokal geodezik ortonormal ¢at: alan

olmak uzere, (2.10) denkleminden faydalanilarak,

r(y) = izVdy = i{vgdw(ei) —dy(V,e)}=ny=nHo (4.17)
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denklemi yazilabilir. (4.17) denkleminin v ile i¢ carpimi alinirsa,

[z(w)] =nH (4.18)
sonucu bulunur.

Benzer sekilde (2.11) denkleminden faydalanilarak

7,(v) = -Az(y)—izR" (dy, 7(y))dy

n

_ {VZ’IV‘;’I—Vgeiel}(nHu)—Zn:RN(dl//(ei),nHu)dt//(ei)

i=1 i=1

STV OV, ()] - H SR @ e e )|

- nzn:{vg (e[HIo+HV{0)~(V, e H)o—HVY 0}

i=1

—nH zl: RN (dy (), v)dy ()

= ni{(ei (ei [HDo+ Zei [H ]VZU +H VZVZU) - (Vei eH Jo—H vgeieiu}

i=1
-nHY R"(dy (&), 0)dy (&)
i-1
denklemi elde edilir. Son denklemin v ile iggarpimi alinirsa,
n
7,(w) = nAH —nHg(A"v,v) —nH Z g(R" (dy(e),v)dw(e),v) (4.19)
=]

bulunur.
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Simdi sirasiyla (4.19) denklemindeki terimleri hesaplayalim:

> g(R" (dy/(e),v)dy (8).v) = ~Ric(v.) (4.20)
i=1
ve
(A0, D) = Z G(-VIVI+VY 0,0) = Z §(VYv,V"0) (4.21)

sonuglari elde edilir. [9] nolu kaynaktan,
> g(Vio,viv)=|B[ (4.22)
i=1

oldugu biliniyor. (4.20), (4.21) ve (4.22) denklemleri (4.19) denkleminde yerlerine

yazilirlarsa,
[7,(w)]" =nAH —nH B[] +nHRic(v, v) (4.23)

denklemi elde edilir. Ayn1 yontem ile (2.13) ve (4.17) denkleminden faydalanilarak

f-gerilim alan1

7, (w) = fnHv+dy(gradf) (4.24)

seklinde hesaplanir. (4.24) denkleminin v ile iggarpimi alinirsa,

[7,)] = fH (4.25)

denklemi elde edilir. (4.18) ve (4.23) denklemleri (2.15) denkleminde yerlerine

yazilirsa 7, () nin dik kismu

(22 )] = {aH -H[B[ + HRic(u,u)} +Af (nH)+2ng (VY Ho,)  (4.26)

gradf

seklindedir. Diger taraftan, Weingarten denklemi kullanilarak,

VW

gradf

Ho =(gradfH v+ HVY 0

= (gradfH)v+ H (- A gradf +V_.0)

gradf

34



= (gradfH )vo — HA gradf (4.27)
denklemi bulunur. (4.27) denkleminin o ile igcarpimi alinirsa,

9(V”._ Ho,0v) = (gradf )H (4.28)

gradf
sonucu elde edilir.

Ayrica (4.28) denklemi (4.26) denkleminde yerine yazilirsa,
[0, )] = fn{AH —H|B|} + HRic(u,u)} +Af(nH)+2n(gradf)H  (4.29)

denklemine ulasilir.

Son olarak f-biminimallik tanim1 geregi, (4.3) denkleminde (4.25) ve (4.29)

denklemleri yerlerine yazilirsa,
2 . Af
AH-H|B|" + HRIC(U,U)+TH +2(gradIn f)H-AH =0

denklemi elde edilir.

Tersine
2 - Af
AH =H | B —HRIC(U,U)—TH +AH -2(grad In f )H
olsun. Son denklem nf ile ¢arpilirsa
fn{AH —H B[ + HRiC(U,U)} +{nAf —nf A} (H)+2n(gradf )H =0  (4.30)

denklemi elde edilir. Ayrica (4.29) den (4.25) denklemi ¢ikarilirsa (4.30) denklemi

bulunur. Bu ise

I:TZ,A,f (‘//)T = [Tz,f (V/)T _ﬂ[ff (V/)T =0

olmasin1 gerektirir. Boylece, w immersiyonu f-biminimaldir. m
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Sonug 4.2.6: N"(c), ¢ sabit kesitsel egrilikli bir Riemann manifoldu olmak

n+1

uzere, :M" — N"7(c) izometrik immersiyonunun f-biminimal olmasi i¢in gerek

ve yeter sart
AH —(n H? - 2scal +2n(n—2)c—T+/1jH —2(gradIn f)H =0

denkleminin saglanmasidir. Burada 4 € R ve scal, M nin skaler egriligidir.

Ayrica w:M? — N°(c) izometrik immersiyon iken, y nin f-biminimal

olmasi i¢in gerek ve yeter sart 4 € R igin,

AH —-2H (ZH2 —G—%%+%i}—2(grad Inf)H =0

olmasidir.

Ispat: {&}, 1<i<n y(M) nin bir lokal geodezik ortonormal ¢ati alam ve

scal, M nin skaler egrilik fonksiyonu olsun. B ikinci temel formunun normunun

karesi
B[ =2 g(Re,, Ae)
i=1

=g(Ae, Ae)+...+9(Ae,, Ae,) (4.31)

ile verilir. Ayrica {e.}, bazin1 asli vektOr alanlarindan olusan baz olarak se¢gmek

mumkiindir. Boylece {x;,x,,...,x,} asli egrilik fonksiyonlar1 olmak iizere

Ae =xe, 1<i<n (4.32)

yazilabilir.

Diger taraftan, (4.31) ve (4.32) denklemlerinden yararlanarak K, M ’nin
kesitsel egriligi olmak ftizere, B ikinci temel formu ile {x, x,,...x,} egrilik

fonksiyonlar1 arasindaki baginti,
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||B||2 =K K ot K

=n’H?-2 Zn: KK

i,j=Li<j

n

=n*H?*-2 ) (K(e,e;)-c)

i,j=li<]j

n

=n*H?+2n(n-1)c-2 > K(e.e)

i,j=Li<j
=n*H? +2n(n-1)c —2scal (4.33)
seklindedir.
Ayrica N"(c), ¢ sabit kesitsel egrilikli bir Riemann manifoldu icin

Ric(v,v) =nc (4.34)

dir. Onerme 4.25 den ve (4.33) ve (4.34) denklemlerinden faydalamlarak, f-

biminimallik sart1
AH —(n H? —2scall +2n(n—2)c—T+/1jH —2(gradIn f)H =0 (4.35)

olarak bulunur.
Diger taraftan,
w:M? = N*(c)

izometrik immersiyonu icin, (4.35) denkleminde n=2 alinarak istenilen sonug elde

edilir. m

Teorem 4.2.7: y :(M?,g)—(N",§) doniisiimiiniin bir serbest f-biminimal

donlisim olmas1 i¢in gerek ve yeter sart y : (M 2, f‘lg) —>(N " g) bir serbest

biminimal doniisiim olmasidir.
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Ispat: (4.3) denklemi kullanilarak,  : (M 2 g) - ( N", § ) dontigimiintin bir

serbest f-biminimal doniisiim olmasi i¢in gerek ve yeter sart

[0 (v.9)] =tz (w.0)] +aF [2(y.0)] +2[ Vg7 (w,0) | =0

denkleminin saglanmasidir. Bu denklem de
[z, (v, g)]l +(Aln f +|grad In f||2)[r(z//, g)]L +2[ V" g (v, g)]L =0

denklemine esittir.

Diger taraftan [26] nolu kaynaktan faydalanilarak
v (M 2g= F‘Zg) - ( N",§ ) doniisiimiiniin serbest biminimal olmasi igin gerek ve

yeter sart

(0] = ([l 9] +(aine sfaratio e[ (v |

+2F* [V“’gradezr(l//, g)T

seklinde elde edilir. Bu denklem de

EAVZ Ql)]l +(Aln F?2 +||grad In F2||2)[r(t//, g)]l +2[V”’gmmzr(z//, g)}L =0

denklemine esittir. Son denklemde F? = f yazilir ise istenilen sonug elde edilir. m

Simdi Teorem 4.2.7 kullanilarak, f-biminimal yizey Ornekleri elde

edilecektir:

Ornek 4.2.8: y:(S?,d6%) > (R*\{0} =R x, §%,dt* +t*d6* ) olmak Uizere,

S? iizerindeki bir serbest biminimal egri iizerindeki koni, R® (izerinde serbest

biminimal yuzeydir [9]. Burada x, katli carpimi belirtir. Boylece Teorem 4.2.7
kullanilarak y:(S?, fd6” ) > (R°\{0} =R* x, S*,dt* +1°d6*) ~ déniisiimiiniin bir

serbest f-biminimal yiizey oldugu goriiliir.
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Ornek 4.29: B:1 >R? P egrilikli bir logaritmik spiral ve

NGE
a1l —>R® Frenet catist {T,N,B} olan bir g diizlem egrisinde kurulan silindirin
tizerindeki helis olsun. X :(Rz,g)a(RB,g) déniisimiiniin parametrik denklemi
X (u,s)=a(s)+u(B,T) seklindedir. X :(Rz,g)a(Rig) doniisiimii bir serbest
biminimal ylizeydir [9]. O zaman Teorem 4.2.7 kullanilarak, X :(R?, fg) — (R §)

doniistimii bir serbest f-biminimal yuzeydir.

[7] ve [9] nolu kaynaklarda Y-L. Ou ve E. Loubeau, S. Montaldo sirasi ile

asagidaki teorem ve onermeyi ifade ve ispat etmiglerdir:

Teorem 4.2.10: w:M" —N"  bir izometrik immersiyon olsun.

immersiyonunun f-biharmonik olmasi igin gerek ve yeter sart
2A(gradH) +%gradH ?—2H (Ric(v, u))T +2HA(grad In f)=0
ve

AH —H || A7 +HRic(u,u)+%H +2(gradIn f)H =0

denkleminin saglanmasidir. Burada (Ric(u,u))T ile Ric(v,v) nin teget kismi

gosterilmektedir [7].

Onerme 4.2.11: w:M" —N"  bir izometrik immersiyon olsun.

immersiyonunun biminimal olmasi i¢in gerek ve yeter sart
AH —H || B|]* +HRic(v,0)-AH =0
denkleminin saglanmasidir [9].
Ornek 42120 y:D={(u,v)e(0,27)xR} >R® olmak  (zere
w(u,v)=(rcosu,rsinu,v) seklinde tanimlanan dairesel silindir ytizeyi, /’t=—ri2

\-1-4r2u —-1-2r2y
+C,e

olmadikca f =cge olan bir has f-biminimal ylzeydir.
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Ayrica bu yiizey f-biharmonik degildir.

Gercekten, dairesel silindir yiizeyi i¢in

||B||2:ri2, H :—% ve A:—(rii+i)

oldugu kolayca gosterilebilir. Bu denklemlerden faydalanilarak,

Af 1+r°
f r’

denklemi elde edilir. Bu denklemler Onerme 4.2.5 de yerlerine yazilirsa, bu dairesel

silindirin f-biminimal yiizey oldugu goriiliir.
Benzer sekilde Teorem 4.2.10 kullanilarak ylizeyin f-biharmonik olmadigi ve

Onerme 4.2.11 kullanilarak l:—i olmadik¢a biminimal olmadig1 kolaylikla

r2

goraldr.

4.3  Sasakian Uzay Formlar Uzerinde f-Biminimal Legendre Egriler

Bu kisimda, (M*™,¢,&,17,9) Sasakian uzay formu tzerindeki f -biminimal

Legendre egriler incelenecek ve f-biminimal egri 6rnegi elde edilecektir.

Oncelikle asagidaki teoremi ifade ve ispat edelim:

Teorem 4.3.1: y:(a,b) > M =(M*"" 0, &,17,9) oskiilator mertebesi r olan
geodezik olmayan bir Legendre egrisi olsun. y egrisinin f -biminimal olmasi i¢in

gerek ve yeter sart

(c+3) 3(c-1)

4 [,9(eT, Ez)z]l =0,

. 3 2
K, — K — KK, +

K1+2KifT+KlT—ZKl+

. . f 3(c-1
K K, + (KK,) +2KK, T+%[Klg (oT,E,)g(eT, E3)]l =0,
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3(c-1
s+ 2D (0T, E) (0T EI =0

denklemlerinin saglanmasidir.

Ispat: M =(M>" p,&,n,9) bir Sasakian uzay form ve y:(a,b)—>M

oskilatér mertebesi r olan bir Legendre egrisi olsun. O halde

n(T)=0 (4.36)
ifadesi tlirevlenerek, Frenet denklemleri kullanilirsa

n(E,)=0 (4.37)
elde edilir. (2.9) esitligi kullanilirsa,

(c+3)

R(T Vi T)T == B, =3, (=1

g9(eT, E,)eT (4.38)

bulunur. (4.12) ve (4.38) denklemleri kullanilarak

(c+3)

(K‘I—Kf—l(‘llfzz-i- K1+2K‘1fT+KlfT—ﬂK‘l]E2

+ (Klkz +(KK,) + 2Kk, ij E,

3(c-1)

(K1K2K3) E,+ [x,9(eT,E,)eT ]L =0 (4.39)

elde edilir. (4.39) denkleminin sirasiyla E,,E;, E, ile i¢ ¢arpimi alinirsa, istenilen

sonuclar elde edilir. m
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Teorem 4.3.2: y:(a,b) > M =(M*"* 0, &,1,9) oskiilator mertebesi r olan
geodezik olmayan bir Legendre egrisi olsun. y egrisinin f -biharmonik olmasi i¢in

gerek ve yeter sart

3K, + 2k, — =0,
c+3 « f f 3(c-1 K,
e pn t L gt e yp Koo
1 1
- K f' 3(c-1
w2, S 2+ X g 6T, E g T BT <0,
1
3(c-1
o+ 2 g (0T  E)g (0T BT =0

denklemlerinin saglanmasidir [27].

Simdi, Teorem 4.3.1 i¢in 6rnek elde edecegimiz R*""™(-3) Sasakian uzay

formunu tanitacagiz [15].
Standart Kkoordinat fonksiyonlart (X,...,X,,Y;,..,¥,,2), kontakt yapisi
n :%(dz—z y.dx.) , karakteristik vektor alani & = 2§ ve (1,1) -tipinden tensor
i=1 yA

alami

0 i 0
Q= _é‘ij 0 0
0 vy, O

olan M = R*"* manifoldunu ele alalim.

M Uzerinde g =7®7n +%ZZ((dxi)2 +(dy,)?) Riemann metrigi olmak iizere

i=1

(M*", 0,&,m,9) sabit ¢ — kesitsel egrilikli (¢ = —3) bir Sasakian uzay formudur.

0 0 0 . 0
X, =2, X, =X, =2| —+y,~—|, 1<i<n, g=22
Ty T [ax- yayJ "
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vektor alanlart bir g-ortonormal baz olustururlar ve bu baza gore Levi-Civita

koneksiyonu

vXi XJ =vxi+nxj+n =O’ in xj+n = é‘llé’ VXHan = _5“5’
iné: =V§Xi =—Xiins inmégzvgxnn =X,

seklinde hesaplanmistir [15].

Yukaridaki denklemlerden faydalanarak  R°(-3) de has f-biminimal

Legendre egri 6rnedi elde edecegiz:

7= 7s) » R°(=3) de birim hizli bir egri olsun. y egrisinin teget vektor

alani
1 ! ! 1 ! ! ! 1
T =5{73 Xot 7 X+ Xg+ 7, X+ (0" =17 = 7.'7.)S}

seklinde yazilabilir. Yukaridaki denklem kullanilarak, y egrisinin birim hizli bir

Legendre egrisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart 77(T)=0 ve g(T,T) =1 olmasidir.
Yani,

Vs =NVt 727,
ve

P+ + () =4

seklindedir. Diger taraftan basit bir hesaplama ile

1 r r n 4
VTT:E(Vs Xo+7" Xy + 7" Xy +7,"X,),

1 ! 1 ! !
QT =§(—71 X =7 X+ 75" Xy +7,'X,)

denklemleri elde edilir. Bu son iki denklem kullanildiginda ¢T L E, olmasi i¢in

gerek ve yeter sart
N IR Y A Y R A O
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olmasidir.
Sonug olarak, asagidaki 6rnegi verebiliriz:

Ornek 4.3.2: A=-3, ¢T LE, vef =¢' alindiginda R°(-3) Sasakian uzay

formunda

7 (t) =(sin2t,—cos2t,0,0,1)

egrisi oskiilator meretebesi r =2 ve x; =2 olan bir Legendre egrisidir. Teorem 4.3.1
kullanilarak y:(a,b)— M egrisinin has f-biminimal Legendre egrisi oldugu goriiliir.

Ayrica Teorem 4.3.2 geregi y egrisi f-biharmonik degildir.

44



5. f-BIHARMONIK EGRILER

[7] nolu kaynakta Y-L. Ou, 3-boyutlu Oklid uzaylar iizerinde f-biharmonik
egrileri ¢calismistir. Benzer sekilde bu kisim da Sol uzaylari, Cartan-Vranceanu 3-
boyutlu uzaylar1 ve homojen kontakt 3-manifoldlar1 Uzerinde f-biharmonik egriler

incelenecektir.

5.1  Sol Uzaylar1 Uzerinde f-Biharmonik Egriler

[11] nolu kaynakta Y-L. Ou and Z-P. Wang, Sol uzayinda biharmonik
doniistimleri ¢alismislar ve Sol uzaylarinda geodezik olmayan biharmonik egrilerin

karekterizasyonunu elde etmislerdir.

Biz de [11] nolu kaynak yardimiyla Sol uzayinda egrilerin f-biharmonik olma

sartlarin1 elde edecegiz.
(R3, (o8 ) Sol uzayi i¢in Riemann metrigi
0, = e’ dx® +e ¥ dy® +dz?

seklinde tanimlanir [11]. (R3, gsol) uzayinin ortonormal ¢ati alani

olsun. Burada {e,,e,,e,} ortonormal ¢ati alanim kullanilarak Lie parentez operatori

[e.e,]=0, [e;,e]=¢, [e,,6;]=—¢,
seklinde hesaplanmigtir [11].
yil— (R3, gsol) bir birim hizli diferensiyellenebilir egri olsun. {T, N, B} ise

(RS, gsol) de y boyunca ortonormal ¢at1 alan1 olsun.
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Ayrica

T=Te+T,e,+T.e,,

N =N, +N,e, + Ne,,

B =B,e, +B,e, + B.g,
olarak alalim. Boylece asagidaki teoremi ifade edebiliriz:

Teorem 5.1.1: y:1 —>(R3,gsol) birim hizli bir egri olsun. y egrisinin

(Rg, Oeor ) Sol uzayinda f-biharmonik olmasi igin gerek ve yeter sart
3faxx'—2f'x* =0,
fr"— fa— far?— fK‘+2fK‘B32 +2f'x'+ f"x =0,
2fx't+ fxr'-2fxkN,;B,+2f 'kr =0 (5.1)
denklemlerinin saglanmasidir.

Ispat: {&}, 1<i<3 y egrisinin lokal ortonormal ¢ati alani olmak iizere,

(2.10) denlemi kullanilarak,
7(y) =xN (5.2)

yazilabilir. Ayrica [11] nolu kaynakta,

R(T,N,T,N)=2B7 -1, (5.3)

R(T,N,T,B):—2N383 (5.4)
ve y egrisinin ikinci gerilim alani,

7,(7) = (-3xx")T +(1<"— K- K'Tz) N +xR(T,N)T
+(2K'Z‘+KT')B (5.5)

seklinde hesaplanmustir.
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(5.5) denkleminin siras1 ile T, N, B ile i¢ ¢arpimi alinir ve (5.3) ve (5.4) denklemleri

(5.5) denkleminde yerlerine yazilirsa z,(y) elde edilir.

Diger taraftan,
V et T(7) = V7 g (kN) = £V, (6N) = £ (=T + "N + 7B) (5.6)

seklinde yazilabilir.

Son olarak, (2.15) denkleminde elde edilen z,(y), (5.2) ve (5.6) denklemleri

yerine yazilirsa, istenilen sonug elde edilir. m
Teorem 5.1.1 1 dort farkli durum igin inceleyecegiz.

Durum 1. x = sabit # 0 olmasi.

Sonug 5.1.2: y:1 —(R® g,y ) Sol uzayinda birim hizli bir f-biharmonik egri

olsun. Eger x =sabit # 0 ise y egrisi biharmoniktir.
Ispat: (5.1) denklemleri ve x = sabit =0 kullanilarak
f'=0
denklemi elde edilir. Bu da y egrisinin biharmonik olmasi anlamina gelir. m
Durum 2. x #0 ve 7 =sabit #0 olmasi.

Sonu¢ 5.1.3: y: 1 > (R3, gsol) Sol uzayinda birim hizli bir f-biharmonik egri

olsun. Eger, 7 =sabit #0 ve N,B, =0 ise y egrisi biharmoniktir.

Ispat: Farzedelimki y bir f-biharmonik egri, 7 = sabit = 0ve N,B, =0 olsun.

(5.1) denklemleri,

K 2f"'
A __£° 5.7
K 3f S

ve
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r[£+%] 0 (5.8)

denklemlerine doniisiir. Son olarak, (5.7) denklemi (5.8) denkleminde yerine

yazilirsa f =e° bulunur. Yani, y egrisi biharmoniktir. m

Sonu¢ 5.14: y:1 > (R3, O ) Sol uzayinda birim hizli bir f-biharmonik egri

3N;8B,
J = dir.

olsun. Eger, 7 =sabit=0 ise f =ce
Ispat: Farzedelimki » bir f-biharmonik egri ve 7 = sabit =0 olsun.

(5.1) denklemleri,

k' 2f
Ll A 5.9
K 3f 9
ve
2fx't—2fxN,B,+2f 'k =0 (5.10)

denklemlerine doniisiir. Son olarak, (5.9) denklemi (5.10) denkleminde yerine

yazilirsa istenilen sonug elde edilir. m
Durum 3. 7 =0 olmasi.

Sonu¢ 5.1.5:y:1 —> (RS, gso,) Sol uzayinda birim hizli, geodezik olmayan bir

egri olsun. y egrisinin has f-biharmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sart

f’c*=c’, ceR (5.11)
(fr)"=fr(x’—2B7 +1) (5.12)
N,B, =0 (5.13)

denklemlerinin saglanmasidir.
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Ispat: Farzedelimki =0 olsun. (5.1) denklemlerinden birinci denklem
integrallenirse ve ikinci ve Ucuncl denklemler diizenlenirse istenilen sonu¢ elde

edilir. m
Durum 4. x # sabit #0 ve 7 # sabit #0 olmasi.

Sonug 5.1.6: y:1 —(R’,g,,) Sol uzayinda birim hizli, geodezik olmayan

bir egri olsun. y egrisinin has f-biharmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sart

f’=c’, ceR (5.14)

(f)"=fr(x®+7°-2B] +1) (5.15)
J‘ZNaBa

fik’r=¢ (5.16)

olmasidir.

Ispat: Farzedelimki x#sabitz0 ve r=sabitz0 olsun. (5.1)
denklemlerinden birinci ve Gglincu denklemler integrallenirse istenilen sonug elde

edilir. m

Sonu¢ 5.1.5 ve Sonu¢ 5.1.6 dan faydalanilarak asagidaki teorem ifade
edilebilir:

Teorem 5.1.7:y:1 —>(R3, gsol) Sol uzayinda birim hizli, geodezik olmayan

bir egri olsun. y egrisinin has f-biharmonik olmasi igin gerek ve yeter sart

(1) r=0, f =cx ¥ ve x ’nin

(k) —2xx" = 4x* (k* — 2B +1)

denklemini saglamasidir.
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, f=cx ¥ ve x’nm

I4N3B3
T

3(x")? -2k " = 4x? 1(2(1+e )-2B +1

4
1

denklemini saglamasidir.

Ispat: (1) (5.11) denklemi kullanilarak,
f=cu 2 (5.17)

elde edilir. (5.17) denklemi (5.12) denkleminde yerine yazilirsa, istenilen sonug

bulunur.

(2) (5.14) denklemi ¢ozullrse
f = (5.18)

elde edilir. (5.18) esitligi (5.16) denkleminde yerine yazilirsa,

_ (5.19)

bulunur. Son olarak, (5.18) ve (5.19) esitlikleri (5.15) denkleminde yerine yazilirsa

istenilen sonug¢ bulunur. m

Teorem 5.1.7 den asagidaki 6nermeyi kolaylikla yazabiliriz:

Onerme 5.1.8: y:| —>(R3,gsol) Sol uzayinda birim hizli bir f-biharmonik

egri olsun. y sabit geodezik egrilige sahip ise biharmoniktir.
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5.2  3-Boyutlu Cartan-Vranceanu Uzaylar1 Uzerinde f-Biharmonik

Egriler

[12] nolu kaynakta R. Caddeo, S. Montaldo, C. Oniciuc ve P. Piu, Cartan-

Vranceanu 3-boyutlu uzayinda biitiin biharmonik egrileri karekterize etmislerdir.

Bu bolimde 3-boyutlu Cartan-Vranceanu uzaylarinda f-biharmonik egriler

incelenecek ve bu tip de egrilerin bazi1 6zellikleri elde edilecektir.

(M, ds?,, ) 3-boyutlu Cartan-Vranceanu uzay1 igin Riemann metrigi

dx® + dy? +(dz+£ ydx — xdy

ds? S
2 [1+m(x"+y)]

en = [1+m(x® + y?)]?

)2
/,meR seklinde tanimlanir [12].
(M, ds?, ) 3-boyutlu Cartan-Vranceanu uzaymnin ortonormal gat alani

dx dy q ¢ ydx—xdy

= , e = , e, =dz+—
A+mOC+y?)) " 7 L+mP+y?) O 2 (L+ m(x* + y?))

€

olsun [12].

vl —)(M ,dsf’m) birim hizli bir diferensiyellenebilir egri olsun. {T, N, B}

ise (M ,dsf’m) de y boyunca ortonormal ¢ati alani olsun. Ayrica
T=Te +T,e, +T,e,,
N =N,e + N,e, + N.e,,
B =B,e, +B.,e, + Bsg,

alalim.
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Teorem 5.2.1: y:1 —)(M ,dsf’m) birim hizli bir egri olsun. y egrisinin
(M ,dsjm) 3-boyutlu Cartan-Vranceanu uzayinda f-biharmonik olmasi igin gerek ve

yeter sart
3fax'-2f'x* =0,

2
fr"—fu®— fKrz—(€2—4m)fKB32+%fK+2f ''+ "k =0,

2fx'c+ far'+ (1 —4m) fxN,B, +2f 'kt =0 (5.20)
denklemlerinin saglanmasidir.

Ispat: [12] nolu kaynakta,

R(T,N,T,N)z%—(£2—4m)B§, (5.21)
R(T,N,T,B)=(¢*-4m)N,B,, (5.22)

ve y egrisinin ikinci gerilim alani
7,() = (3K ") T + ("= & —xz” )N + xR(T,N)T
+(2K'Z‘+KT')B (5.23)

seklinde hesaplanmustir. (5.23) denkleminin siras1 ile T, N, B ile i¢ garpimi alinir ve

(5.21) ve (5.22) denklemleri (5.23) denkleminde yerlerine yazilirsa 7, () elde edilir.

Son olarak, (2.15) denkleminde (5.2) ve (5.6) denklemleri ile elde edilen

7,(y) yerine yazilirsa, istenilen sonug elde edilir. m
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Teorem 5.2.1 kullanilarak, ¢ ve m nin durumlarma gore smiflandirmalar
yapacagiz.

i Eger (=m=0 ise, (M,ds/,) bir Oklid uzayidir [12] vey bir f-biharmonik
egridir.

ii.  Eger (*=4m ve (0 ise, (M,ds?, ) 3-boyutlu kiire S° kiiresidir [12] ve y
3-boyutlu kirre S* tizerinde bir f-biharmonik egridir.

iii. Eger /=0 ve m<0 ise, (M ,dsfym), H, xR uzaymna izometriktir [12] ve y
bir f-biharmonik egridir.

iv. Eger m=0ve /#0 ise, (M ,dsf'm) 3-boyutlu bir Heisenberg uzayidir [12]
ve y bu uzayda bir f-biharmonik egridir.

V. Bger (=1ise, (M,ds?, ) 3- boyutlu bir Sasakian uzay formdur [12] ve y

bu uzayda bir f-biharmonik egridir.
Son olarak, ¢*> #4m ve m#0 olma durumlarini inceleyecegiz.

Durum 1. x = sabit # 0 olmasi.

Sonug 5.2.2: y:1—(M,ds, ) 3- boyutlu Cartan-Vranceanu uzayinda birim

hizli bir f-biharmonik egri olsun. Eger x = sabit # 0 ise y egrisi biharmoniktir.

Ispat: x =sabit=0 denklemi (5.20) denkleminde yerine yazilirsa y egrisi

biharmonik oldugu kolaylikla goriiliir. m
Durum 2. k¥ #0 , 7 =sabit #0 olmasi.

Sonug 5.2.3: y:1 —(M,ds’,) 3-boyutlu Cartan-Vranceanu uzaymnda birim

hizli bir f-biharmonik egri olsun. Eger r=sabit#0, ¢ =4m ve N,B,=0 ise y

egrisi biharmoniktir.
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Ispat: Farzedelimki y bir f-biharmonik egri, r=sabit=0, ¢*=4m ve

N,B, =0 olsun. (5.20) denklemleri,

k' 2f!

2 __c 5.24

K 3f (5:24)
ve

r(fK'+ f 'K)zO (5.25)

denklemlerine doniigiir. Son olarak, (5.24) denklemi (5.25) denkleminde yerine

yazilirsa, ¥ nin biharmonik egri oldugu kolaylikla goriiliir. m

Sonug 5.2.4::1 —(M,ds’, ) 3-boyutlu Cartan-Vranceanu uzayinda birim

IS([2—4m)N3B3

hizli bir f-biharmonik egri olsun. Eger 7 =sabit =0, ¢* #4m ise f =ce 2

dir.

Ispat: Farzedelimki y bir f-biharmonik egri, z =sabit=0, ¢*=4m olsun.

(5.20) denklemleri,

K' 2f"
r__£° 5.26
K 3f ( )
ve
K' ) fr
2t —+ (¢ —4m)N3Ba+21'T =0 (5.27)
K

denklemlerine doniigiir. Son olarak, (5.26) denklemi (5.27) denkleminde yerine

yazilirsa, istenilen sonug elde edilir. m
Durum 3. 7 =0 olmasi.

Sonug 5.2.5: y:1 —(M,ds;, ) 3-boyutlu Cartan-Vranceanu uzayinda birim

hizli, geodezik olmayan bir egri olsun. y egrisinin has f-biharmonik olmasi igin

gerek ve yeter kosul
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f’x*=c?, ceR (5.28)
2
(fr)"= fz{xz -%+(zz —4m)B§j (5.29)

N,B,=0, /¢*#4m (5.30)
denklemlerinin saglanmasidir.

Ispat: Varsayalmki 7 =0 olsun. (5.20) denklemlerinden birinci denklem
integrallenirse, ikinci ve G¢tncl denklemler diizenlenirse istenilen sonug elde edilir.

]
Durum 4. x # sabit #0 ve 7 # sabit # 0 olmasi.

Sonug 5.2.6:7:1 —(M,ds?, ) 3-boyutlu Cartan-Vranceanu uzayinda birim

hizli, geodezik olmayan bir egri olsun. y egrisinin has f-biharmonik olmasi igin

gerek ve yeter sart

f2®=c?, ceR (5.31)
2
(fx)"= fK(K2+TZ—%+(fZ—4m)B§j (5.32)
g NiBs
fZKZT:e.[ (¢ -4m) T (533)

denklemlerinin saglanmasidir.

Ispat: Farzedelimki x=sabitz0 ve r=sabitz0 olsun. (5.20)
denklemlerinden birinci ve Ggunci denklemler integrallenirse istenilen sonug elde

edilir. m

Sonu¢ 5.2.5 ve Sonu¢ 5.2.6 dan yararlanilarak asagidaki teorem ifade
edilebilir:
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Teorem 5.2.7: y:1—(M,ds,) 3-boyutlu Cartan-Vranceanu uzayinda
birim hizli, geodezik olmayan bir egri olsun. y egrisinin has f-biharmonik olmasi

icin gerek ve yeter sart

(1) =0, f=cx* ve x’ nin
n2 n 2 2 ’62 2 2
(") —2kx"=4K Kk —T+(€ —4m)B3

denklemini saglamasidir.

J.—((’,Z—Am)%
T

T e
(2 720, —= , f=cx¥* ve x’nin
K

2
Cl

j —(¢%-4m) ,

—I+(£2—4m)832

2N3B,
T

3(x")’ —2xK" = 4K° S K° 148 "
1

denklemini saglamasidir.

Ispat: (1) (5.28) denklemi kullanilarak,
f =i 2 (5.34)

elde edilir. (5.34) denklemi (5.29) denkleminde yerine yazilirsa, istenilen sonug

bulunur.

(2) (5.31) denklemi ¢ozulirse
f=cn 2 (5.35)
elde edilir. (5.35) denklemi (5.33) denkleminde yerine yazilirsa,

j—(é’z—Am)%
e T

T
—— (5.36)
K c,

bulunur. Son olarak, (5.35) ve (5.36) denklemleri (5.32) denkleminde yerine yazilirsa

istenilen sonug bulunur. m
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Teorem 5.2.7 den asagidaki 6nerme kolaylikla yazilabilir:

Onerme 5.2.8: y:1—(M,ds, ) 3-boyutlu Cartan-Vranceanu uzayinda

birim hizli bir f-biharmonik egri olsun. y sabit geodezik egrilige sahip ise

biharmoniktir.

5.3  Homojen Kontakt 3-Manifoldlar Uzerinde f-Biharmonik Egriler

[13] nolu kaynakta Jun-ichi Inoguchi, homojen kontakt 3-manifoldlarda

biminimal egrileri ¢aligmistir.

Bu bdlimde [13] nolu kaynaktan faydalanilarak homojen kontakt 3-
manifoldlar zerinde Legendre egrilerinin f-biharmonik olma kosullar1 elde

edilecektir.

(M, @,&,n,9) bir kontakt metrik manifold olsun. Eger izometrilerin bir G

Lie grubu var ve G nin her bir elemanmi bir kontakt doniisim ise M kontakt

manifolduna homojen kontakt manifold adi verilir [13].

{e}, 1<i<3 (M,p,&,n,g) homojen kontakt 3-manifoldunun ortonormal

cat1 alan1 olmak tizere, Lie parantez operat6ri
[e.e,]=2e;, [e,e]=ce, [e;.&]=Cp,
C,,C; € R olacak sekilde hesaplanmustir [28].

y, homojen kontakt 3-manifoldlarda birim hizli bir egri olsun. {T,N,B} ise

M homojen kontakt 3-manifoldun da y boyunca ortonormal ¢ati alani olsun. Ayrica
T=Te +T,e, +T,e,,
N =N, +N,e, + Ne,,
B =B.e, +B,e, + Bsg,

alalim.
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Teorem 5.3.1: ¥ homojen kontakt 3-manifoldlarda birim hizli bir egri olsun.

y egrisinin f-biharmonik olmasi igin gerek ve yeter sart

Bfxx'-2f'x* =0,
fr"—fr®—frr’+ f/((%(%—cz)2 -3+C,+C)+2f 'k'+ f"x =0,

2fx't+ fxr'+2f 'k =0 (5.37)
denklemlerinin saglanmasidir. Burada c,,c, e R dir.

Ispat: [13] nolu kaynakta,
1 2
R(T,N,T,N):(Z(c3—c2) —3+¢C, +C,), (5.38)

R(T,N,T,B):O, (5.39)
ve y egrisinin ikinci gerilim alani
7,(7) = (-3xx")T +(K'"— — K'TZ) N +xR(T,N)T
+(2K'T+KT')B (5.40)

seklinde hesaplanmustir. (5.40) denkleminin siras1 ile T, N, B ile i¢ garpimi alinir ve

(5.38) ve (5.39) denklemleri (5.40) denkleminde yerlerine yazilirsa z,(y) elde edilir.

Son olarak, (2.15) denkleminde (5.2) ve (5.6) denklemleri ile elde edilen

7,(y) yerine yazilirsa, istenilen sonug elde edilir. m
Teorem 5.3.1 i dort farkli durum igin inceleyecegiz:
Durum 1. x = sabit # 0 olmasi.

Sonug 5.3.2:  homojen kontakt 3-manifoldlarda bir birim hizli f-biharmonik

Legendre egrisi olsun. Eger x = sabit =0 ise y egrisi biharmoniktir.

58



Ispat: x=sabit=0 denklemi (5.37) denkleminde yerine yazilirsa, y

egrisinin biharmonik oldugu kolaylikla goriiliir. m

Durum 2. k #0, 7 =sabit #0 olmasu.

Sonu¢ 5.3.3: y homojen kontakt 3-manifoldlarda birim hizli f-biharmonik

Legendre egrisi olsun. Eger 7 = sabit # 0 ise y egrisi biharmoniktir.
Ispat: Farzedelimki y bir f-biharmonik egri, 7 = sabit =0 olsun.

(5.37) denklemleri,

k' 2f

2 -2 5.41

K 3f (5.41)
ve

r(fx'+f'x)=0 (5.42)

denklemlerine doniigiir. Son olarak, (5.41) denklemi (5.42) denkleminde yerine

yazilirsa,  nin biharmonik egri oldugu kolaylikla goriiliir. m

Durum 3. 7 =0 olmasi.

Sonug 5.3.4: y homojen kontakt 3-manifoldlarda geodezik olmayan, birim
hizli bir Legendre egrisi olsun. y egrisinin has f-biharmonik olmasi i¢in gerek ve

yeter sart

f2r® = ¢ (5.43)

(fr)'= fl((/(z—(%(CS—C2)2—3+C2+C3)J, (5.44)

¢, eR, 1<i<3 denklemlerinin saglanmasidur.

Ispat: Farzedelimki =0 olsun. (5.37) denklemlerinden birinci denklem

integrallenir, ikinci ve Uglncu denklemler diizenlenirse ispat tamamlanir. m
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Durum 4. x # sabit #0 ve 7 = sabit #0 olmasi.

Sonug 5.3.5: y homojen kontakt 3-manifoldlarda geodezik olmayan, birim

hizli bir Legendre egrisi olsun. y egrisinin has f-biharmonik olmasi i¢in gerek ve

yeter sart
fox®=c’ (5.45)
(fr)"= flc(lcz+TZ—(%(C3—CZ)2—3+C2+C3)J (5.46)
f’x’r =¢,, (5.47)

¢, e R, 1<i<4 denklemlerinin saglanmasidir.

Ispat: Farzedelimki x=#sabitz0 ve r=sabitz0 olsun. (5.37)

denklemlerinden birinci ve ¢tincl denklemler integrallenirse ispat tamamlanir. m
Sonug 5.3.4 ve Sonug 5.3.5 den faydalanilarak asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 5.3.6: y homojen kontakt 3-manifoldlarda birim hizli bir Legendre

egrisi olsun. y egrisinin has f-biharmonik olmasi igin gerek ve yeter sart

(1) =0, f =cx ¥ ve x’nin
n2 n 2 2 1 2
(k) —2xx" =4k (K‘ - (Z(C3 —-C,)"—3+¢, +C3)j
denklemini saglamasidir.

T — b
(2) 20, —=c,, f=cx 2 ve k’nm
K

3(x")’ - 2xx" = 4x* (KZ (L+c?) —(%(C3 —c,)’-3+¢, +Ca)]

¢, eR, 1<i<5 denklemini saglamasidir.
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Ispat: (1) (5.43) denklemi kullanilarak,
f=cu 2 (5.48)

yazilabilir. (5.48) denklemi (5.44) denkleminde yerine yazilirsa, istenilen sonug
bulunur.

(2) (5.45) denklemi ¢ozulirse

f=cu 2 (5.49)

elde edilir. (5.49) esitligi (5.47) denkleminde yerine yazilirsa,

— (5.50)

T
K

bulunur. Son olarak, (5.49) ve (5.50) denklemleri (5.46) denkleminde yerine yazilirsa

teoremin ispati tamamlanir. m
Teorem 5.3.6 den asagidaki 6nerme ifade edilebilir:

Onerme 5.3.7: y homojen kontakt 3-manifoldlarda birim hizli bir f-

biharmonik Legendre egrisi olsun. y sabit geodezik egrilige sahip ise biharmoniktir.
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6. SONUC VE ONERILER

3. bolimde, iki reel uzay formun garpim manifoldunun bir altmanifoldunun f-
biharmonik olma kosullar1 Teorem 3.5 ile verilmistir. Bu teoremden faydalanilarak,

Sonug 3.6, Sonug 3.7, Sonug 3.8 ve Onerme 3.9 elde edilmistir.

4. bolimde, Tanim 4.2.1 de f-biminimal immersiyon tanimi verilmistir. Bu
tamimdan faydalanarak, Onerme 4.2.3 ve Onerme 4.2.5 de bir Riemann manifoldu
Uzerindeki egrinin ve hiperylzeyin f-biminimal olma kosullar1 incelenmistir. Elde
edilen sonuglar destekleyen Ornek 4.2.8, Ornek 4.2.9 ve Ornek 4.2.12 verilmistir.
Son olarak, Sasakian uzay formlar (zerinde f-biminimal Legendre egrileri ele

almarak, Ornek 4.3.2 elde edilmistir.

5. bolimde, Teorem 5.1.1, Teorem 5.2.1 ve Teorem 5.3.1 de sirastyla Sol
uzaylari, Cartan-Vranceanu 3-boyutlu uzaylari ve homojen kontakt 3-manifoldlar

icin f-biharmonik olma sartlar1 verilmistir.

Ileriki galismalar icin elde edilen sonuglarin farkli uzaylar (izerinde

karsiliklarinin incelenebilmesi miimkiin goriilmektedir.
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