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OZET

FABER VE GENELLESMIiS FABER POLINOMLARININ
YAKLASIM OZELLIiKLERIi

Yunus Emre Yildirir
Balikesir Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii,

Matematik Anabilim Dah

(Doktora Tezi / Tez Danismani: Prof. Dr. Daniyal M. israfilov)

Balikesir, 2006

Bu tez 3 ana boliimden olugmaktadir.

Birinci bolimde, daha sonraki boliimlerde kullanmilmak iizere, bazi temel
tanim, teorem ve Ozellikler verilmistir. Bu ozelliklerin icinde, esasen, yaklasimin
calisilacag Bergman ve agirhikli Bergman uzaylarinin tamimlandigl kvazikonform
sinirlt bolgelerin 6zellikleri verilmistir.

Ikinci ve iiciincii boliimler, bu tezdeki ana sonuglarin verildigi boliimlerdir.
Ikinci boliimde, ilk olarak, Bergman ve a@irlikli Bergman uzaylari tanitilmistir.
Ayrica, sonsuz bolgeler i¢in Faber polinomlarinin tanimi ve bazi Ozellikleri
incelenmistir. Daha sonra, kvazikonform egriyle sinirli sonsuz bolgelerde gecerli bir
integral gosterimi elde edilmistir. Bu gosterim yardimiyla, Bergman uzaylarindan
olan fonksiyonlara Faber serileriyle yaklasimin miimkiinliigii ispatlanmistir. Son
olarak, seriye acilimin tekligi incelenmis ve yaklasim hatas1 degerlendirilmistir.

Uciincii boliimde ise, bir 6nceki bolimde elde edilen sonuglar, agirlikli
Bergman uzaylarina genellestirilmistir.

ANAHTAR SOZCUKLER: Bergman uzayi / kvazikonform egri / kvazikonform

yansima / kvazidisk / Faber polinomu / genellesmis Faber serisi.
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ABSTRACT

APPROXIMATION PROPERTIES OF FABER AND GENERALIZED
FABER POLYNOMIALS

Yunus Emre Yildirir
Balikesir University, Institue of Science,

Department of Mathematics

(Ph. D. Thesis / Supervisor : Prof. Dr. Daniyal Mehmetoglu israfilov)

Balikesir, 2006

This thesis contains three main chapters.

In the first chapter, some fundamental definitions, theorems and properties
have been given for using next two chapters. In these properties, especially,. it has
been investigated properties of domains with a quasiconformal boundary where
Bergman and weighted Bergman spaces (in which the approximation will be studied)
have been defined.

In the second and third chapter, main results of this thesis have been given.
In the second chapter, firstly, it has been introduced Bergman and weighted Bergman
spaces. Then, it has been investigated the definition and some properties of Faber
polynomials on infinite domains. After that, an integral representation on infinite
domains with a quasiconformal boundary has been obtained. By using this integral
representation, the possibility of the approximation to functions in Bergman spaces
by their Faber series has been proved. Finally, the uniqueness of the expantion to the
series has been investigated and the rate of the approximation has been evaluated.

In the final chapter, results obtained in the previous chapter have been
generalized to the weighted Bergman spaces.

KEY WORDS : Bergman space / quasiconformal curve / quasiconformal reflection /

quasidisk / Faber polynomial / generalized Faber series.
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SEMBOL LISTESI

Simge

O ® O

2|

0A
D(ZO , r)
D(zy,7)

C(A,B)

Adi
Kompleks sayilar kiimesi

Reel sayilar kiimesi

{ze € 1|4 <1} kiimesi (agik birim disk)
A kiimesinin kapanisi

C-A (A kiimesinin tiimleyeni)

A kiimesinin sinir1

{ze C :|z - z0| < r} kiimesi

{ZE C :|z - z0| < r} kiimesi

A’dan B’ye tanimls siirekli fonksiyonlar kiimesi
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GIRIS

Yaklasim teorisinde, incelenmesi zor olan fonksiyonlara 1yi 6zelliklere sahip
basit fonksiyonlarla yaklasim problemleri arastirllmaktadir.  Genellikle, iyi
ozelliklere sahip yaklasan fonksiyonlar kiimesi olarak, iizerinde calisilan temel
fonksiyon uzayinin belirli bir alt uzayr secilir. Bu alt uzayin fonksiyonlar1 temel
uzayin fonksiyonlarina gore daha basit Ozelliklere sahip olmaktadir. Yaklasim
teorisinde, yaklasan alt uzaylar olarak siklikla cebirsel polinomlar, trigonometrik

polinomlar veya rasyonel fonksiyonlardan olusan uzaylar secilir.

Bu tez calismasinda, simirsiz kvazidisklerde tamimli Bergman uzaylari ve
agirhikli Bergman uzaylari iizerinde calisilmis ve yaklasan polinomlar, yaklasilan
fonksiyonlarin Faber veya genellesmis Faber serilerinin kismi toplamlar1 yardimiyla
insa edilmistir. Faber polinomlar1 yaklagim teorisinde onemli bir rol oynamaktadir.
Bu polinomlarin dogurdugu Faber serileri, analitik fonksiyonlarin yaklagimu ile ilgili
bircok temel teoremin ispatinda 6nemli rol iistlenmistir. Ozel halde, Faber serileri,
dairesel bolgeler icin mevcut olan Taylor serilerinin, basit baglantili bolgelere dogal

bir genellesmesidir.

Fonksiyonlarin basit baglantili bolgelerde Faber serisine acilabilmeleri i¢in
her zaman bir integral gosterimine gerek duyulmaktadir. Bilinen Cauchy integral
gosterimi bolge sinirinin sonlu uzunluklu oldugu durumlarda bu gorevi basari ile
tistlenmektedir. Bolge siirinin sonlu uzunluklu olmadigi durumlarda bu gosterim
kullanilamadigindan yeni integral gosterimlerine gerek duyulmaktadir.  Bu
calismada, kvazikonform egriyle sinirli sonsuz bolgelerde gecerli bir integral
gosterimi elde edilmis olup bu integral gosterimi yardimiyla fonksiyonlarin Faber
serilerine acilabilme durumlari, elde edilen serilerin yakinsaklik, teklik problemleri
incelenmis ve bakilan fonksiyonlara bu serilerle yaklagim hatas1 degerlendirilmistir.

Bilindigi gibi kvazikonform egriler 6zel halde yerel sonlu uzunluklu bile olmayabilir.



Bu tezde elde edilen sonuglarin bir kismi sonlu bolgeler i¢in 1996’da Cavus

tarafindan [1] ve 1981, 1989 ve 1998’de Israfilov tarafindan [2,3,4] ispatlanmustir.

Metin i¢inde gecen c, ci, ¢3,.., farkli bagintilarda genelde farkli olan ve tanim

ve teoremlerdeki esas parametrelere bagli olmayan sabitlerdir.



1. ON BILGILER

1.1 Temel Tanim ve Teoremler

1.1.1 Tamm: Kompleks diizlemde, baglantili ve acik bir kiimeye bolge,

baglantili ve kapal1 bir kiimeye de kontinyum denir[5, s.1].
1.1.2 Tanmm: [a,b] c R olmak iizere siirekli bir
I': [a,b] —-C

fonksiyonuna kompleks diizlemde bir egri denir. Burada I'(a) ve I'(b) noktalarina
sirastyla egrinin baglangic ve bitim noktalart; bir I' egrisi verildiginde I'(a) =1'(b)
oluyorsa I'’ya kapal egri; I" tiirevi var ve siirekli ise I'’ya diferansiyellenebilir
egri; diferansiyellenebilir bir T egrisi i¢in I"(¢) # 0 oluyorsa I'’ya diizgiin egri; bir
I' egrisi i¢in sadece #; =t, durumunda I'(¢#,) =I'(¢,) oluyorsa I"’ya Jordan egrisi

denir[6].
1.1.3 Tanm: [a,b] C R olmak iizere
[':z=2z(t)=x(t)+iy(t)
stirekli egrisi verilmis olsun. Eger, n dogal say1 oldugunda
h=a<ty<t3<..<t,,1=b

kosulunu saglayan t,,1,,15,...,t,,; degerlerinin keyfi bir dizisi i¢in

D let) = 2t
k=1



toplami sinirh kaliyorsa I' egrisine sonlu uzunluklu egri denir. Bagka bir deyisle,
I"egrisini gosteren z fonksiyonu sinirlt degisimli ise I' ya sonlu uzunluklu egri

denir[7, s.417].

1.1.4 Teorem(Riemann Déniisiim Teoremi): G cC s en az iki

noktadan olusan basit baglantili bir bolge ve zye G olsun. Bu durumda, G bolgesini

acik birim diske
f(z9)=0 ve f(z9)>0
kosullar1 altinda resmeden bir tek konform doniisiim vardir[6, s.8].

1.1.5 Teorem: Eger bir G bolgesinin sinir1 Jordan egrisi ise, G’nin D acik
birim diskine her konform déniisiimii G ’ye birebir ve siirekli olarak genisletilebilir.

Aym sekilde, G’nin simr1 bir Jordan egrisi ise, CG 'nin CD ’ye her konform

doniisiimii CG’ye birebir ve siirekli olarak genisletilebilir[5, s.24].

1.1.6 Teorem(Smirsiz Bolgeler icin Cauchy integral Teoremi): G, sonlu
uzunluklu bir Jordan egrisiyle sinirlanmis sinirli bolge ve I bunun pozitif

yonlendirilmis sinir1 olsun. Eger f, CG bolgesinde analitik bir fonksiyon ise,

Lj‘f(éa)d :{f(fx’)—f(z) : ze CG
27 1.¢ ~ 2 f(e2) : zeG

olur[7, s.388].

1.1.7 Teorem(Lebedev-Millin): E, en az iki noktadan olusan ve tiimleyeni
baglantili olan smirlh bir kontinyum ve Q, E’de analitik bir fonksiyon olsun. ‘P,
birim diskin disin1 E’nin disina resmeden bir konform doniisim olsun. Eger

Q(¥(¢)) fonksiyonunun 1< |t| < p halkasindaki Laurent agilimi



O(¥(1) = iaktk + ibst_s

k=0 s=1

ise, E’nin Q fonksiyonu altindaki goriintiisiiniin, Q fonksiyonunun Riemann

yiizeyindeki alani

S(E) = ﬂ[2k|ak|2 - Zs|bs|2]
k=1

s=1
olur[8, s.170].

1.1.8 Teorem(Green Formiilii): G, sonlu uzunluklu bir Jordan egrisi ile
sinirlanmig sinirl bir bolge ve f, G bolgesinde f, ve f siirekli kismi tiirevlerine
sahip ve G kiimesinde siirekli bir fonksiyon olsun. Eger /7 fonksiyonu G lizerinde

integrallenebilirse
1
”fszz = If(z)dz
2i
G oG

olur[9, s.9].

1.1.9 Teorem(Cauchy-Green Formiilii): G, sinir1 sonlu uzunluklu bir

Jordan egrisi olan smmrhi bir bolge ve f, G bolgesinde f, ve f; siirekli kismi

tiirevlerine sahip ve G kiimesinde siirekli bir fonksiyon olsun. Eger f7 fonksiyonu

G tizerinde integrallenebilir ise her ze€ G igin

_ (SO Lt
f(z)—waGEd; p G'[Edcg

olur[9, s.10].



1.1.10 Teorem(Dini Teoremi): G, kompleks diizlemde acgik bir kiime,

{ fn}, C(G,R) uzayinda monoton artan bir fonksiyon dizisi ve f € C(G,R) olmak

tizere her ze G i¢in
lim f,,(z) = f(2)

olsun. Bu durumda, G’nin her kompakt alt kiimesi {izerinde {fn} dizisi f

fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir[10, s.150].
1.2 Kvazikonform Egriler ve Yansimalar

1.2.1 Tammm: G c C bir bolge ve u, G’de taniml reel degerli ve siirekli bir
fonksiyon olsun. Eger, kapanisi G’de bulunan ve kenarlar1 x ve y eksenlerine paralel
olan her R dikdortgeni i¢in, u fonksiyonu R’de cizilen yatay ve diisey dogru
parcalarinin hemen hepsi iizerinde mutlak siirekli ise, u fonksiyonu G bdlgesinde
dogrular tizerinde mutlak siireklidir denir. Bir h:G — C fonksiyonunun reel ve
sanal bilesenleri G bolgesinde dogrular {izerinde mutlak siirekli iseler, 4 fonksiyonu

G bolgesinde dogrular iizerinde mutlak siireklidir denir[11, s.127].

G cC bir bolge ve z=x+iy olmak iizere h(z)=u(x,y)+iv(x,y), G
bolgesinde dogrular iizerinde mutlak siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda, y=c
dogrulari iizerinde u ve v fonksiyonlar1 x degiskenli fonksiyonlardir ve bu dogrularin

hemen hepsi lizerinde mutlak siireklidirler. Bu nedenle, G’de hemen her yerde u, ve
v, kismi tiirevleri vardir. Ayni sekilde, G’de hemen her yerde u, ve v, kismi

tiirevleri vardir. Bu nedenle G’de hemen her yerde

h =%(hx—ihy) ve h. =%(hx+ihy)

Z

kismi tiirevleri mevcuttur.



1.2.2 Tanmm: G cC bir bolge, h:G — C bir homeomorfizm ve K >1
olsun. Eger asagidaki iki kosul saglaniyorsa s doniisiimiine G iizerinde bir K-
kvazikonform doniisiim denir[12, s.24].

1) h, G bolgesinde dogrular iizerinde mutlak siireklidir.
2) k =(K-1)/(K+1) olmak iizere, G’de hemen her yerde |hz| < k|hz| olur.

Bir kvazikonform doniisiimiin bir yansima ile bileskesine yon degistiren

kvazikonform doniisiim ya da antikvazikonform doniisiim denir.

1.2.3 Teorem: Kvazikonform doniisiimlerin asagidaki 6zellikleri vardir.

a) Konform doniisiimler 1-kvazikonformdur.  Tersine 1-kvazikonform
doniisiimler de konformdur.

b) K-kvazikonform bir doniisiimiin tersi de K-kvazikonformdur.

c¢) Ki-kvazikonform bir doniisim ile Kj-kvazikonform bir doniisiimiin

bileskesi K;K;-kvazikonformdur[12, s.22].

1.2.4 Tanmm: C ’'nin kendi iizerine bir K-kvazikonform déniisiimii altinda
bir ¢cemberin goriintiisiine bir K-kvazikonform egri, kvazikonform bir egriyle siirli

bolgeye de kvazidisk denir[11, s.97].

Tanimdan goriildiigii gibi her kvazikonform egri bir Jordan egrisidir. Ayrica,
her analitik egri bir kvazikonform egridir. Kvazikonform bir egrinin 2 boyutlu
Lebesgue Ol¢timii sifirdir, 1 boyutlu Lebesgue Ol¢iimii ise sonlu olmayabilir, yani

kvazikonform egri sonlu uzunluklu olmayabilir[11, s.104].

1.2.5 Tammm: I, bir Jordan egrisi olsun. G; ve G; ile 51ra51y1a6_’ —I"’nin

sinirlt ve siirsiz bilesenlerini gosterelim. G, bolgesini G, bolgesine, G, bolgesini G
bolgesine resmeden ve I' egrisinin noktalarin1 sabit birakan bir antikvazikonform

doniistime I ’ya gore bir kvazikonform yansima denir[11, s.98].

I', K-kvazikonform bir egri olsun. I ’nin simirladigi sinirli bolgeyi G ile

gosterelim ve O G oldugunu varsayalim. Bu durumda, C ’nin kendi iizerine, birim



cemberi I ’ya resmeden bir w K-kvazikonform doniisiimii vardir. Bu doniisiim D’yi

G’ye ve CD ’yi CG ’ye resmeder. Birim cembere gore j(z)=1/Z yansimasini g6z

Oniine alalim. Bu durumda y=wo j ow ! doniisiimii G’yi CG ’ye, CG ’yi G’ye
resmeden ve I’ ’min noktalarini sabit birakan bir K*-antikvazikonform doniisiimdiir.

Yani, I "ya gore bir K*-kvazikonform yansimadir.

Tersine, I' Jordan egrisinin bir y kvazikonform yansimasina sahip oldugunu

varsayalim. D’nin G’ye bir f konform doniisiimiinii alalim. Bu durumda,

f(2) ;ze D
h(z) = _
{(yofoj)(z) ;2€ CD

doniisiimii, birim cemberi I'’ya resmeden, C’den C’ye bir kvazikonform

doniistimdiir. O halde I' bir kvazikonform egri olur.

Sonug olarak, bir Jordan egrisinin kvazikonform bir yansimaya sahip olmasi

icin gerekli ve yeterli kosul kvazikonform bir egri olmasidir.

G, smir1 kvazikonform bir I" egrisi olan sinirl1 ve basit baglantili bir bolge ve
0e G olsun. I'’min bir y kvazikonform yansimasina sahip oldugunu biliyoruz. Bu

kvazikonform yansima, yeterince kiiciik bir 0 >0 sayisi1 i¢in c¢; ve ¢, sabit sayilar

olmak iizere o < |g| <% ve ¢¢ I' oldugunda
el +e] s
%< |g| ya da |g| <90 oldugunda ise

vl +]ye] < ealel” (1.1)



kosullarim  saglayacak, I U{0} disinda her yerde tiirevlenebilecek ve
y(0) =0, y(0) =0 olacak bicimde secilebilir[4]. Bundan sonra bu sekildeki

yansimalar dogal kvazikonform yansima olarak kullanacagiz.

Ayrica, y K-kvazikonform bir yansima ise, y hemen her yerde tiirevlenebilen

K-kvazikonform bir doniisiim olur[4].

Sirli bir G bolgesinde analitik ve G ’de siirekli olan fonksiyonlarin

kiimesini A(G) ile; G ’de analitik olan ve

JIIlf @do. <o
G

kosulunu saglayan f fonksiyonlarinin kiimesini de Al(G) ile gosterecegiz. Burada

do, iki boyutlu Lebesgue dl¢iimiidiir.

1.2.6 Teorem: G, smr kvazikonform bir I' egrisi olan, sinirli, basit

baglantil bir bolge, 0 G ve f € A(G) olsun. Bu durumda, her ze G igin,
1 ° y)(g)
F@== V295 o,
T cG (¢—2)

olur. Burada y, I"’ya gore kvazikonform bir yansimadir.

Ispat: ffonksiyonun

f(z)={f@ el
(foy)Nz);ze CG

stirekli genislemesini olusturalim. f fonksiyonunun hemen her yerde fz ve fz

tirevleri vardir ve



- |f@ ;2€G
Uy e @)y, (2) 126 CG

~ 0 ;2€ G
fz= (fy e M)z (2) 126 CG

olur.

F(z)= jf(t)dt, zeG
Y

fonksiyonunu tanimlayalim. Burada ¥, O ve z noktalarini birlestiren ve tiimiiyle G

icinde kalan sonlu uzunluklu bir yaydir. F, G’de analitik, G ’de tiirevlenebilir ve

F(0) =0 dir. F fonksiyonunun,

- F 7e G
F(2) :{ 2) 2e G
(Foy)z) ;2€ CG

siirekli genislemesini gbz Oniine alalim. F fonksiyonu C ’de siirekli ve sinirlidir.

F()=F(0)=F(0)=0°dir. F, ve F; tirevleri vardir. Her ze G igin

Z
F'(2)= f(z) oldugu acgiktir.  Simdi ﬁz € Az(g ) oldugunu gosterelim. vy
yansimasinin K-kvazikonform oldugunu varsayalim. Bu durumda y hemen her

yerde tiirevlenebilir bir K-kvazikonform bir doniisiim olacagindan, k = (K-1)/(K+1)

olmak iizere, hemen her yerde

Yz
Yz

<k<l

Yz
Y

olur. y’nin jakobiyeni J(y) = |yZ|2 —|y5|2 < 0 oldugundan,

10



Yz

Yz

2 -1
1
] |J(y)|daZ£1_k2 [[l7ldo.
CcG

fooe -

1 1
doy = alan(G) < oo
1—k2{! S k2

bulunur. F, G’de analitik oldugundan her ze G igin 17“2 =0 olur. Ayrica I

egrisinin 2 boyutlu Lebesgue oOl¢iisii sifir oldugundan

” 17”Z 2a,’O'Z =0
G
elde edilir.
” F; 2d0'Z - ” F; ZdGz = m(Fy OY)yz‘szZ = ”‘Fy(y(z))‘2|yz|2daz
c G cG cG
= J‘_|-|f(y(z))|2|yg|zddZ <1 5 J-|f(y(z))|2|J(y)|d0'Z
CcG 1-k~ ;5

1 M? M?
= ”|f(§)|2d0gél_k2 I dO'§=1_k2 alan(G) < o
G G

1-k>
oldugundan IhfZ e A%(C) olur. Burada M = maxﬂ f (& )| leG } olarak alinmistir.

Merkezi 0, yaricap: r olan ve G’yi kapsayan bir disk alalim. Cauchy-Green

formiiliinden, |z| < r bicimindeki her z i¢in

~ 1 F& . 1 Fr
F(Z)_ng'[:r;_zdg 754;“; _chg«

yazilabilir. Buradan, her z€ G igin

11



f@=F=o | F@ > ”

dO'
4
e (62 7\ ¢

elde edilir. (e CG igin I:} =(F,o y)yz ve (€ G i¢in Fr=0 oldugundan, her

ze G i¢in
1 F() 1 (Fy 0 y)yg
f(Z):__ dl —— 2 "5 do
2m éJ:r (;_Z)Z ”{;:\g\Sr}—G (5—2)2 d
RO e 1 U,
2m [{]=r (¢-2) ”{fi‘f‘Sr}—G (¢-2)
ve

RIS B 3
i J o | e P, fad=

olur. Ciinkii r yeterince biiyiik oldugunda % < |§ - z| esitsizligi saglanir.

Ayrica r — oo igin {g" . |§," | < r}—) C oldugundan, her z€ G igin

”(f y)(é;) yr ()do

elde edilir. Fakat, I"’nin ol¢iisii sifir oldugundan, son esitlik

”(f y)(é;) v (Odoy, zeG

halini alir.
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Bu teorem Belyi tarafindan ispatlanmistir. Daha sonra bu integral gosterimi

Batchaev tarafindan asagidaki sekilde gii¢lendirilmistir[13].

1.2.7 Teorem: G, smur kvazikonform bir egri olan, sinirli, basit baglantili
bir bolge, 0 G ve f, G’de tammli bir fonksiyon ve y, dG’ye gore bir dogal

kvazikonform yansima olsun. Bu durumda,

L e (fey)o)
f(Z)=—;I—2y§(g)dag, z€G

f
cG (¢—2)
olmasi icin gerek ve yeter kosul f e A'(G) olmasidur.

Bu Teoremin tam ispati [14, s.110]’da bulunabilir.
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2. BERGMAN UZAYLARINDA FABER SERILERININ YAKLASIM
OZELLIiKLERI

2.1 Bergman ve Agirhikh Bergman Uzaylar

G, kompleks diizlemde basit baglantili bir bolge ve @, G {iizerinde bir
agirlik fonksiyonu, yani G iizerinde tanimli, hemen her yerde sifirdan farkli, negatif

olmayan ve G lizerinde integrallenebilen bir fonksiyon olsun. G ’de analitik olan ve

[[lr @ 2o, <o
G

kosulunu saglayan f fonksiyonlarinin kiimesini AX(G,w) ile gosterelim. Burada

do, iki boyutlu Lebesgue dl¢iimiidiir. Bir f € A? (G,w) fonksiyonunun normunu

i %
17142 6.0 = ( [[lr ) w(@daz}
G

ile tammlarsak, A%(G, ) uzay1 normlu bir uzay olur. AX(G, w) uzayma G bolgesi

tizerinde agirlikli Bergman uzayt denir. @ =1 durumunda ise A%(G) uzaymna G

tizerinde Bergman uzay: denir.
f.g€ A*(G) igin

(f.8)=][ f(02(2)do,
G

14



biciminde tanimlanan <,> i¢ carpimina gore AZ(G) bir Hilbert uzayidir. Ayrica

polinomlarin kiimesi AZ(G) “de

||f||A2(G) = (<f’f>)1/2

normuna gore yogundur.

Simdi, I', kompleks diizlemde sonlu bir Jordan egrisi olsun. C\["nin sinirh

ve simirsiz bilesenlerini sirasiyla G; ve Gy ile gosterelim. fe AZ(GZ)

fonksiyonlarinin o ’da en az ikinci dereceden sifira sahip olduklar1 agiktir. Sinirh

durumda oldugu gibi A? (G,) uzayimnin da

(f.8)=[[f@2(2)o,

G

i¢ carpimina gore bir Hilbert uzay1 oldugu kolayca gosterilebilir. Ayrica 1/7’ye gore

polinomlarin kiimesi

1/2

||f||A2(G2) = (<f,f>)

normuna gore AZ(GZ)’de yogundur. Gercekten, f(z)e AZ(GZ) olsun. Eger

z=1/¢ doniigiimii yapar ve
f@=fA10) = f()

tamimlarsak G sonlu bir G4 bolgesine doniisiir ve f, € AZ(GQ«) olur. Ciinkii ¢>0

bir sabit olmak iizere
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e <efflff do <
G

[[lrdog = [[lr@f
Gy

G |Z|
olur. f, «’da en az ikinci dereceden sifira sahip oldugundan ¢ =0 noktasi f,’in en

az ikinci dereceden sifiridir ve

[+(0)
2

]

Ge

2
do = [[|f ) do, <o
Gy

olur. Dolayisiyla, f,(&)/¢%e AZ(Gg) dir. Eger P,(¢), ¢ 'nin bir polinomu ise

Pn(g)_

I

(9
;2

2
dGé’ = “-
Gy

g

PO - 10 ﬁd%

2
do,

1
Pn(l/Z)—Z—f(Z)
Z

elde ederiz. Bu, 1/7’ye gore polinomlarin kiimesinin AZ(GZ) ’de yogun oldugunu

gosterir. Ciinkii, P,(¢) polinomlarinin kiimesi
||f||A2(G§) = (<f’f>)1/2

normuna gore AZ(GQ«) "da yogundur[11, s:5].

§n, derecesi n’yi agsmayan 1/z’ye gore polinomlarin kiimesi olmak iizere,

n=1,2,... i¢cin

E,(f.Gy)= 1};‘; s _P”AZ(GZ)

16



ile derecesi n’yi agmayan 1/7’ye gore polinomlarla fe en iyl yaklasim sayisim

gosteririz. n=1,2,... icin

E,(f,G)=|f B

A%(Gy)

olacak bicimde derecesi n’yi asmayan 1/z’in bir P, (1/z) polinomu vardir[16, s.59].

Bu P (1/z) polinomuna, f(z)e A2(G2) fonksiyonuna en iyi yaklasan polinom

denir.

2.2 Sonsuz Bélgeler icin Faber Polinomlar:

w=@(z), Gi’in CE’ye

@(0)=c0 ve lim ze(z) >0
z—0

kosullarin1 saglayan konform doniisiimii olsun ve ¥ ile ¢ ’nin tersini gosterelim. Bu
kosullar altinda ¢ fonksiyonu orijinde bir basit kutba sahiptir. Dolayisiyla orijinin

bir komsulugunda
@ k
p(2)=—+oy+oz+...+o "+
Z

Laurent agilimi gecerlidir. Bu agilimda her iki tarafin m. kuvvetini alirsak ze G;

icin
(@(2))" =F,,(1/2)+0,,(2) 2.1)

olacak bi¢cimde z’in negatif kuvvetlerinin bir F, (1/z) polinomu ve z’in negatif

olmayan kuvvetlerini iceren ve G; bolgesinde analitik olan bir Q,,(z) fonksiyonu

17



vardir. F,,(1/z) polinomuna G, bolgesi i¢cin Faber polinomu denir.

son esitlikte her iki tarafin I" boyunca pozitif yonde integralini alirsak

(pO)" p= L Eu10) 2,
j -z _ij §—z T iﬁg

olur. Sinirsiz bolgeler i¢cin Cauchy integral formiiliinden

jF (1/5) d{ =—F,(1/z)

27

ve Cauchy integral teoreminden

1 19n@)

gzdg“o

olur. Dolayisiyla,

Fm(l/z):_LjMd;:_L | whyw
my (-2 27z'l‘w‘:l w(w)—z

elde ederiz. Bu formiil F,,(1/z), m =12,... polinomlarinin,

¥'(w)

-2 z€ G,, we CD
w(w)—z

z€ G, icin

fonksiyonunun w = co noktasinin komsulugundaki seri aciliminin Laurent katsayilar

oldugunu gosterir. Yani,

RAGH —
EF (l/z) , z€ G5, we(CD
V/(W)_Z m=1

18



acilimi saglanir. Bu acilimda seri G, xCD *nin kompakt alt kiimeleri iizerinde
mutlak ve diizgiin yakinsaktir. Bu esitligin her iki tarafinin z’ye gore diferansiyeli

her (z,w)e G, X CD icin

(W)
Fl(1/
(w(w)—z2)? Z:i ( )[ jm“

veya

[

A=
(ywm—z) mé

(2.2)

esitligini verir. Burada seri G, X CD ’nin kompakt alt kiimeleri iizerinde mutlak ve

diizgiin yakinsaktir.

2.3 Yardime Sonuclar ve Ispatlari

2.3.1 Lemma: fe A*(G,) olsun. Eger y(z), I egrisine gore bir dogal

kvazikonform yansima ise

2
f@=—t j j y Oz (¢vio;,  zeq, 23)

olur.

Ispat: fe A? (G,) vey(z), I' egrisine gore bir dogal kvazikonform yansima

olsun. Eger '€ G, i¢in ¢ 1 doniisiimii yapar ve
u
f()=fAlu)=f.(u)
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tanimlarsak G, sonlu bir G, bolgesine doniisiir ve f, € A? (G,) olur. Ciinkii ¢>0 bir

sabit olmak tizere

Hlf*<u>| do, = jjlf(g“) P9 < [[lf oy <o

0

olur. Eger y*(t), 9G,’ya gore bir dogal kvazikonform yansima ise 1.2.7 Teorem’e

gore

fw==—f (f*;)y )0, ao, e,
L Ry

. . . 1
elde ederiz. Bu integral gosteriminde u =— doniisiimii yaparak

4

f(2)=fAIt) = fu(t)=— ﬂ(f*oy )(1/4“) a1 $)ido,

g -1z

”f(l/y (1/5))
G (¢-2) 21 5
g

<

# 1
v (1 )11 —ddo

* 2
—lﬂf(ll(yé“fli)i))Z vz (1 §)doy, 2€ G,

elde ederiz. Eger

1
(e

y(§)=

tammlarsak y({), I' egrisine gore bir dogal kvazikonform yansima olur. Ayrica

20



y;(?)
(OF

pI$) ==

oldugundan, fe A*(G,) igin

f()=—— J.J. e y(g();)]zy;(g“)dcré«, z€ G,

elde ederiz.

y(z), I"ya gore bir dogal K-kvazikonform yansima olsun. fe AZ(GZ)
olsun. (2.3)’de ¢ =w(w) doniisiimii yaparsak

o ___:Uf(wwmw»a%wn@<wuwy V) e Lo,
D Lol Ww-2> "

elde edilir. Boylece, bunu ve (2.2)’yi goz Oniine alirsak ve a,, (f) katsayilarini

F WY (w)
a,(f)= vz (W (w)) dGW m=12,... 2.4)
QM“MW»F d

biciminde tanimlarsak f € A? (G,) fonksiyonuna z a,,(f)F,, (1/z) serisini

karsilik getirmis oluruz. Yani,

f(2)~ Y a,(f)F,(1/z)

m=1

olur. Bu seriye f € AZ(GZ) fonksiyonunun Faber serisi ve a,,(f) katsayilarina da

fin Faber katsayilar: deriz.
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2.3.2 Lemma: {Fm (1/2)}, m=12,..., G, bolgesi icin Faber polinomlari

olsun. Bu durumda

i o ZHA (Gz)

m=1
olur.

Ispat: S,,(Gy), F, (1/z)’in Riemann yiizeyinde F,,(1/z) alinda G, nin

goriintiisiiniin alan1 olsun. (2.1) geregince
F,(17yw)=w™ + > bw™,  |w>1

oldugundan, 1.1.7 Lebedev-Millin Teoremi araciligiyla

Sm(Gz):ﬂ[m—in|bn|2JSmn'

n=1

elde ederiz. Diger yandan,

5,@=[[lFs [ ao. 4

’ZHAZ(GZ)

G,
dir. Son ikisinden,
i m Z HA (G )
m=1
elde edilir.
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Genelde, yukaridaki esitsizlikte nz ’yi iyilestiremeyiz. Gergekten, eger birim

diski goz Oniine alirsak, F,, (1/z) =1/z" ve

;2
Froleos
& T mzliA? (D)
Y ———=nx

m=1 m

olur.

2.3.3 Lemma:

= |Fy 1/ 2)

2

b m+1

serisi G, 'nin kompakt alt kiimeleri iizerinde diizgiin yakinsaktir.

ispat: z, G5 de sabit bir nokta olsun. Bu durumda

i Fp(72) i

oo mtl

kuvvet serisi D’de bir A(z,w) analitik fonksiyonu tanimlar. Yani

< F) (17
A(z,w) = Z—’ZL_ 1Z)w’”’”rl

m=1

, we D

olur. Boylece, her iki tarafin w’ya gore tiirevini alip, (2.2)’yi goz Oniine alirsak

Al (z,w) = iF,;l(I/z)wm = —( , weD (2.5)
m=1

w(l/w)- z)2 w
elde ederiz. O<r<1 olsun.
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> F, A/ w™, 7€ G,

m=1

serisi D (0, ) kapali diskinde mutlak ve diizgiin yakinsak oldugundan (2.5) bagitisi

2m+2 (2.6)

flaw)® =

D(0,r) =1 m+1

esitligini gerektirir. Dolayisiyla, (2.5) ve (2.6) geregince

| l/w |
m+1 p2mt2 = ” ‘da 2.7)

m= D(0, r) Z) w

elde ederiz.

T = o B T
r—>1_D<0r)‘(l//(1/W)—Z)2W‘ " D‘(W(l/w)_z)zw‘ '

oldugundan (2.7)’den

w

UL [ AT

= o |11 w) =P w

elde edilir. Diger yandan,

J*J'% l/w % do,,
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fonksiyonunun G,’de z’ye gore siirekli oldugu kolayca gosterilebilir. Dolayistyla,

Dini teoremine gore

(1)
m+1

i

serisi G> nin kompakt alt kiimelerinde diizgiin yakinsaktir.

234 Lemma: fe€ A2(G2) ve y({), I"ya gore bir dogal K-kvazikonform

yansima olsun. Bu durumda, k :=(K-1)/(K+1) olmak iizere

I
J.“(f"y)(ﬂz‘yg(()‘zddg s””/*—(gz)
G 1—k

olur.

Ispat:  y({), genisletilmis kompleks diizlemin kendisine bir dogal K-

kvazikonform doniisiimii oldugundan
2 2
el [5e| <k ve 5] =[5z | >0
olur. Yine
e|=[e| ve [rel=]e
oldugu bilinmektedir. Dolayisiyla,

‘yg‘/‘yz‘Sk ve ‘y§‘2 —‘y§‘2 >0
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olur. Bundan dolayi,

R RN R R (N
st gl(foy)(é“)lz(‘y;‘z b oo

elde ederiz. y({) ’nin Jakobiyeni

(‘yi\z “y;m

oldugundan son esitsizligin sag tarafinda y({) =¢ doniisiimii yaparak

I
J-J.|(f°Y)(§)|2‘y;(§)(2d0'§ s”lnA%
G, B

elde ederiz.

2.4 Ana Sonuclar ve Ispatlari

2.4.1 Teorem: fc A%(G,) olsun. fin

> a, (f)F,(1/z)

m=1
Faber serisi G, nin kompakt alt kiimelerinde f’e diizgiin yakinsaktir.

Ispat: M, G,’nin bir kompakt alt kiimesi ve y(z), ["ya gore bir dogal K-

kvazikonform yansima olsun. 2.3.1 Lemma’ya gore z€ M i¢in
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Flz)=— “’ (f o Y(f)z v (o,

Pl
_ ” f(y(W(W)))W(W)yg(W(W)) 229 (w)
(y(w(w))? (w(w) - 2)?

oldugundan (2.4), Holder esitsizligi ve 2.3.4 Lemma aracilifiyla ze M i¢in

f@) =Y a,(H)F,(1/z
m=1
1/2

c3||f||A 2(Gy) J-J-| 4 W(W) Z m(l/z)|

N1 —k? CD‘ (yowm—2)* moi mﬂ‘

elde ederiz. Burada c; sabiti sadece I ya baghdir.

I<r<R<o olsun. (2.2)’ye gore

BRI AR

2 +1 w
1<] w\<R‘(W(W) —z)° = w" ‘

I<|w|<RIm=n+1 w

— 1( 1 1

m=n+1 m

[}

<4r

m=n+1 m+1

olur ve burada r — 1% ve R — oo icin limit alirsak

m=n+1

”‘ 4 l//(w) 3 “F, (1/z)| <dr i

(ww)—2)? 2 I

elde ederiz. Dolayisiyla, (2.8), (2.9) ve 2.3.3 Lemma’ya gore

27
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> a,, (f)F,(1/z)

m=1
serisinin M iizerinde f e diizgiin yakinsadig1 sonucunu elde ederiz.

242 Teorem: P,(1/z), n dereceli, 1/z’ye gore bir polinom ve

P,(/z)e A2(G2) olsun. Eger a,, (P,), P,(1/z)’in Faber katsayilar1 ise her

m2n+2 i¢in a,, (P,)=0 dir ve

n+l
P,(1/z)=Y a,(P,)F,(1/2)

m=1

olur.

Ispat: ze G, olsun. 2.4.1 Teorem’e gore

P,(/2)=> a,(P)F,01/z)

m=1
olur. Diger yandan, P,(1/z), k=12,....,n+1 icin 06zel A; katsayilariyla

n+l

P,(1/2)=> A F/(/2)
k=1

formunda yazilabilir. y(¢{), I"ya gore bir dogal K-kvazikonform yansima olsun.

y({), I iizerinde 6zdes oldugundan Green formiiliine gore
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a (P)=— ” 1/y(l//(W))lﬂ()

Www)do,
. T R

n+l F 1/
Y CRT C——
k 1““cp W )’(l//( )))
"“Ak Kl Fk (17 yrom)
T .” m+l Ow
k 1

:"Z”A_k | Fk(l/zu(w)) "

. m+1
ko1 270 W=t W

elde ederiz. (2.1) geregince Q,,(W(w)), CD ’de analitik iken

F,(L/yw)=w" = Q,,w(w))

olur ve bunun yardimiyla

1 Fy (1/y(w)) I = {1 s k=m (2.10)

Zﬂi‘ _ wtl 0 k#m

elde edilir ki bu da m=1,...,n+1 i¢in a,(P,)=A, ve biitin m=2n+2 igin
a,,(P,) =0 olmasim gerektirir. Dolayisiyla,

n+l
P,(1/2)=Y a,(P,)F,(1/2)

m=1

olur.
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2.4.3 Teorem: {am} bir kompleks say1 dizisi olsun. Eger
D an by (l/2)
m=1

serisi |||| A2 normunda bir f e A2(G2) fonksiyonuna yakinsiyorsa a,,, m=1,2,...
(Gy) m

icin fin Faber katsayilaridir.

Ispat: y({), I"ya gore bir dogal K-kvazikonform yansima ve

n+l
Su(f 11 2)= ) ayFp(l/2),

m=1

Z: 1 Am m(l/ z) serisinin 7. kismi toplami olsun. (2.10)’u kullanarak

J-'[ l/ )l)(l//(W)) v gw) v (w(wydo,, =a,,, m=12,.. (2.11)
o o W rw)

oldugu gosterilebilir. Eger m ve n dogal sayilar ise Holder esitsizligini ve 2.3.4

Lemma’y1 kullanarak

FOWw) =S, 1/ y@w))F (w)
W™ (y(w(w)))?

” L1y (W) (w)
7o W (yww))?

y{’ (W(W))de

1
Iam<f)—amIS—
T\t

vz W(w)do, - a,
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A

Hlf(y(w(w))) S (VU000 A e (w(w))\
X
cb o'

1/2

w

If S, (1 yr(w))w (w)
z iy w (v w))?

yg’ (l//(W))dO'W —a,

1/2
< [Il«f )0 y)&) \yg«(;)\ ddg}

1 oepS, 0/ 178
Ly n y(W(W)))W(W)yg«(W(W)) i, —a

& W o)’
c4||f_Sn||A2(G2)

mr(1—k?)

L I S, (L Yo7 (w)
T w o)

(2.12)

<

vz Ww)do,, -a,

elde ederiz. lim|f -S| >, =0 oldugundan (2.11) ve (2.12), m=1.2,... igin
n—seo (G2)

a,,(f)=a,, oldugunu gosterir.

2.4.4 Teorem: Eger f e A2(G2), w(z2) ::1/|z|4 ve

n+l

Sy (f112)=2 a,(f)F,(1/z),

m=1

> a,, (f)F,(1/z)

m=1
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Faber serisinin n. kismi toplami ise, ¢, n’den bagimsiz bir sabit olmak iizere, biitiin n

dogal sayilar1 i¢in

c

Az(Gz,w) S W&En(,f’(}z)

If =S, (f)

olur.

Ispat: y(z), ["ya gore bir dogal K-kvazikonform yansima ve P, (1/z),
||.||A2(Gz) normunda fe A2(G2) fonksiyonuna en iyi yaklasan polinom olsun.

z€ G, icin Holder esitsizligi, 2.3.4 Lemma ve 2.4.2 Teorem geregince her n dogal

sayis1 i¢in,

|f(2) =S, (f.1/2)
s‘f(z)—Pn*(I/z)‘+

Pn*(l/z)—Sn(f,I/z)‘

n+l
S‘f(Z)_P:(”Z)‘J” Z(am(P:)_am(f))F,;,(l/z)
m=1
* _, 2 1/2
< ‘f(z)_P:(l/Z)‘+l “~ (f o y—Pn o y)(l//(W))l//z(W)yé‘(l//(W))‘ do-w
7\ & (yprow)) |
n+l Fr;l(llZ) 2 172
X |2 o
CDIm=1
1/2

< f(z)_p;(lxz)\+% £ flroy=pre y)(g)ﬁyg@‘qu

Al (1) 2 172
x[;zz|Fm( /Z)| J

m=1 m
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<|f()- Pyl 2)|+

m

,N\1/2
H ’§|F,;(1/Z)|
«/7:(1 k?) e

11, 1/

\/7[(1 k?) m=1

elde edilir. Bu,

e 2 2es e F (1 7))
@ =8, (1o <Yr-pare) = E . GZ)Z&

olmasini gerektirir. Bu esitsizligin her iki yanim 1/|z|4 ile carpip, ze G, icin
1/|z|4 < c¢g oldugunu dikkate alirsak
w1 |Fr (1 2)

P =8, (f 112 —<e|r@-prara] +—S g2/, )
4
|Z| (- k

elde ederiz. Simdi, G, lizerinden her iki tarafin integralini alir ve 2.3.2 Lemma’y1

kullanirsak her n dogal sayisi i¢in

n+l

[f D= S (1 D26, 09 S 1En (F:G2)+ e k )E Z (f Gz)z

m=1
S(c7+&]:DjE (f.Gy)

2a%(G,)

C9n

E (f.Gy)

yani,

|f(2)=S,(f1/2)

C
<
AX(Gy0)
2 1_k2

elde ederiz.

33



3. AGIRLIKLI BERGMAN UZAYLARINDA GENELLESMIiS FABER
SERILERININ YAKLASIM OZELLiKLERi

3.1 Sonsuz Bolgelerde Genellesmis Faber Polinomlar:

g(z), Gy’de analitik, z=0 noktasinda v=2 mertebeli sifira sahip bir fonksiyon

ve ¢ ve Y 2.2 bolimde tanimlandig1 gibi olsun. Bu durumda, her m =1 dogal

m+v

sayist icin g(z)@™ " (z) fonksiyonu orijinde m. dereceden bir kutba sahiptir.
Dolayisiyla, F, (1/z,g), z’in negatif kuvvetlerinin olusturdugu polinomu, 0,.(z,8)

ise z'in negatif olmayan kuvvetlerinin olusturdugu fonksiyonu gostermek iizere ze G,

icin

29" (2)=F,(1/2,8)+0,(z.8) 3.1

agihmu gecerlidir. Buradaki F, (1/z, g) polinomuna G, bélgesi icin genellesmis

Faber polinomu denir.

z€ G, ig¢in son esitlikte her iki tarafin I" boyunca pozitif yonde integralini

alirsak

1o egO@O) 1 F(18,8) 1 10,(S.8)
2;a'£ ~z dg_zm‘i -z d“zm‘i -z de

olur. Sinirsiz bolgeler i¢cin Cauchy integral formiiliinden

1R
2’”'1[ oy =)
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ve Cauchy integral teoreminden

110,88 .
) ez

olur. Dolayisiyla,

jg@ @ON"™ jp o L[ 8DV W),

F,(/z,¢) =
1/z,8) [ 27”M ) -2

=1
elde ederiz. Bu formiile gore, F,, (1/z,g), m=12,... polinomlari,

gywm)Hy'(w)

, z¢G,, we CD
y(w)—z g

fonksiyonunun w = oo noktasinin komsulugundaki seri a¢iliminin Laurent katsayilari

olur. Yani,

glywly’'(w) _ < 1
e-r: 77r 7 1
(W) z Z /Z g m+v+1

bagintis1 gecerlidir ve seri G, X CD ’nin kompakt alt kiimelerinde mutlak ve diizgiin

yakinsaktir. Bu esitligin z’ye gore tiirevini alarak her (z,w) e G, X CcD icin

gly(w)ly’(w) [ 1) 1
LA AULE NS F, 1/ )
=3 K, (1 5

(7S B9 - W

veya

(3.2)

22 gly(w)ly’(w)
1/ g)
prm Rl E

m+v+1
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elde ederiz ki burada seri G, X CD ’nin kompakt alt kiimelerinde mutlak ve diizgiin

yakinsaktir.

3.2 Yardime Sonuclar ve Ispatlari

Asagidaki Lemma, (2.3) integral gosteriminin A'(G,) uzaylarinda da gegerli

oldugunu gostermektedir.

3.2.1 Lemma: fe Al(Gz) olsun. Eger y(z), I' egrisine gore bir dogal

kvazikonform yansima ise

f@)=—1t H U ; Y 2e G (33)
76 (-2 ()]

olur.

Ispat: fe AI(GZ) ve y(z), I' egrisine gore bir dogal kvazikonform yansima

olsun. Eger '€ G, i¢in ¢ _1 doniisiimii yapar ve
u

FO=fATu)=f.(u)

tanimlarsak G, sonlu bir G, bolgesine doniisiir ve f, € AI(GM) olur. Ciinkii ¢>0 bir

sabit olmak tizere

”|f*(“)|d‘7 = ”|f(§)|w < Cmf(é“)ldcr; <oo

olur. Eger y*(¢), 0G, ya gore bir dogal kvazikonform yansima ise 1.2.7 Teorem’e

gore
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(roy)w .

f=—1 Vi wdo,, 1€ G,
T

CEM u_t)

1
g

elde ederiz. Bu integral gosteriminde u =— doniisiimii yaparak

f(2)=fAlD) = fu(t) = jj(f*oy )(1/;) va(/{)Jdo,

Ty (11¢-1/z
”M CA1O-1/¢L S Jdoy
"G (0 -2 2
* 2
l”f(”(y;g)é;))z i/ oy ze G,

elde ederiz. Eger

1
Yy

y(§) =

tamimlarsak y(¢), I' egrisine gore bir dogal kvazikonform yansima olur. Ayrica

y;(?)
(OF

Vp(I$) ==

oldugundan, f e AI(GZ) icin

f@)=- jj U )y%@)z P vz (§)doy, 1€ G,

elde ederiz.
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y(z), I"ya gore bir dogal K-kvazikonform yansima ve f e AI(GZ) olsun.

(3.3)’de ¢ =w(w) doniisiimii yaparsak z € G, i¢in

FOWWMNY W)y W) 2,/
f(z):_l ” 2§ _z W(W)2
T ip [y (w))] W (w)—2)
L FOWEDMW IO gy y o)
Ty o) e W(w)—z)>

do,,
(3.4)

do,,

elde ederiz. Boylece, bunu ve (3.2)’yi gbz Oniine alip a,,(f, g) katsayilarim

1
7 oW gLy wly(w(w))

am(f’g) =

biciminde tanimlarsak f € Al (G,) fonksiyonuna ZZZI a,(f,g)F, (1/z,g) serisini

karsilik getirmis oluruz. Yani,

[~ D a,(f,8)Fn/2,8)

m=1

olur. Bu seriye f e AI(GZ) fonksiyonunun genellesmis Faber serisi ve a,,(f,g)

katsayilarina da f'in genellesmis Faber katsayilar: deriz.
R >1 icin
Gyp =1z:2€ G|, 1<|p(2)| < R}UG,

kiimesini tanimlayalim.
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3.2.2 Lemma: g(z), G;’de analitik ve z=0 noktasinda v>2 mertebeli sifira

sahip bir fonksiyon ve bir R e (1,o0) sabiti i¢in

” |g(z)|2ddZ < oo

Ga gy —G2

olsun. Bu durumda,

m+1

serisi G> nin kompakt alt kiimelerinde diizgiin yakinsaktir.

ispat: z, G, de sabit bir nokta olsun. Bu durumda,

z F,(/z,8) L

m+1

kuvvet serisi D’de

1/
A(Z W)—z m( +Z1g) m+l’ we D

biciminde bir analitik fonksiyon tanimlar. A(z,w) fonksiyonunun w’ya gore tiirevini

alir ve (3.2)’yi goz oniinde bulundurursak,

oo 2.7
, , - 1/ w) gy (1/w))
A (zow) =S F Uz, g™ =Y

mz:l (w/w)—z)w'™

, we D (3.6)

elde ederiz. O<r<]1 olsun.
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> F(/z,gw"

m=1

serisi D (0,r) kapali diski iizerinde mutlak ve diizgiin yakinsak oldugundan (3.6)

bagintisi

m r2m+2 (3 .7)
m+1

Ifia, )

D(0,r) m=1

bagintisin1 gerektirir. Dolayisiyla (3.6) ve (3.7) geregince

[e0)

- o 1/ w)g(w(1/w)
gl 22 _ ” |ZIZ’(1/WV)V i‘;wvz )% do (3.8)

p— m+1 50

elde ederiz. Diger yandan, bir R € (1,o0) sabiti i¢in

w

el armgarm)
_DJ“ (I/W) Z2 v+l ‘ do

2r

I

2
[ fveetdiret) Fa
10 |pRe) - 2] 1/ RV ViE | R

Rp2r o271
[”+j ]---::J1+J2.
10 R

Sy gy 1) ‘2 rd édr
(l//(e_“g /1) — Z)Z JVH 4Di6 ‘

ve
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Ry Z|4‘l//'(Re_i9 )‘2‘g(l//(Re_i9 )]2

=l §

Ry2x
<[ ) lelyre ™)) aair

R¥dairR

WRe ™)~
”|§(z)| do, <oo
G,ry—G2
elde ederiz. Benzer sekilde J, integralinin de sinirliligr gosterilebilir. Sonug olarak,
S(z)<oo
elde ederiz. Ote yandan, (3.8)’de r — 1 igin limit alarak

[e0)

Z

m=

elde edilir. S(z), G,’de 7’ye gore siirekli oldugundan Dini teoremine gore

=l m+1

serisi G> nin kompakt alt kiimelerinde diizgiin yakinsaktir.

3.2.3 Lemma: Eger fe A2(G2,a)) ve y({), I"'ya gore bir dogal K-

kvazikonform yansima ise k := (K —1)/(K +1) olmak iizere

fﬂf WV o))y ¢ do W60
O; = g2

olur.
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Ispat:  y({), genisletilmis kompleks diizlemin kendisine bir dogal K-

kvazikonform doniisiimii oldugundan
2 2
el el <k ve | =[sg[ >0
olur. Yine
e|=lvel ve el =Pz
oldugu bilinmektedir. Dolayisiyla,
el]si ve g [y >0
olur. Bundan dolayi,
[JI(r y)(é“)lzw(y(é“))(yg(é“)(zdag
G

= [[I(f o yX¢ N @lg ﬁ(l—\yé\z % \ZW | _‘y;‘zjw;

Gy

< lkz gl(f o y)(?)lzw(y(i))(‘y;‘z —\yﬂzjd“:

1-

elde ederiz. y({) min Jakobiyeni

(el ~Pe )

oldugundan son esitsizligin sag tarafinda y({) =¢ doniisiimii yaparak
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Hlf oy O)yz (¢) do Mo,
X O¢= 1_ k2

elde ederiz.

3.24 Lemma: g, G,’de analitik, simirh, Gy — {0}’da sifirdan farkli ve z=0

noktasinda v = 2 dereceli sifira sahip bir fonksiyon olsun. Bu durumda,

, 1, m=n
a,(F,,g)=

0, m#n

olur.

Ispat: y(z), I' iizerinde 6zdes oldugundan, Green formiilii ve Cauchy integral

teoremini kullanarak

” (L y((w), g )7 (w)

w" M (v () glw(w))

1 H [ (1Y), g)]do

ow n+v+l (V/(W)) w
=ij Fy(yw).g)

27 " g (w)

R Fullly(w).e)
27d\w\=R>1 Wn+v+1 (‘//(W))

vz W(w)do,

W‘:l

elde ederiz. (3.1) geregince, Q,,(z,g), Gi’de analitik ve Q,,(0, g), bir sabit olmak

uzere

F,(/z,8)= g™ (2)+0,(z,8)
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olur ve bunun yardimiyla

a,(Fy,8)= €L jwm‘”‘lderL 0,,(w(w), g) i
n m?* N -
|w=R>1 27 |w=R>1 w" ™ g ()
= L '[Wm—n—ldw — 1, m=n
27 0 m#n
‘w‘:R>l ’

elde ederiz.

3.2.5 Lemma: Her n dogal sayis1 ve R >1 icin

[} ‘

, 112
Fm’ZHAQ(GQ) < T

degerlendirmesi saglanir.

Ispat: S n(G2), F, (1/2)’in Riemann yiizeyinde F,, (1/z) altinda G, nin

goriintiistiniin alan1 olsun. (2.1)’1 goz Oniine alarak

oo

(F, (/) opw)=w" + > bw™, |w>1

v=l

elde ederiz ve bu durumda, 1.1.7 Lebedev-Millin Teoremi araciligiyla

S, (G,) =7L{m—iv|bv|2J <mm

v=1

oldugu goriiliir. Diger yandan,

8.6 = [[|Fn o do. L,
Gy
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dir. Son ikisinden

, 112
i HFm,zHAZ(Gz) <z i 1 V4

m=n+2 mR am m=n+2 R2m RZ(HH) (R2 -1
elde ederiz.
Genelde, yukaridaki esitsizlikte

T

ifadesini 1iyilestiremeyiz.  Gergekten, eger birim diski goz Oniine alirsak,

F,(1/z)=1/z" ve

[eo)

Z HF';ZZ Hiz(cﬁ) _ T
s mR 2m R2(n+l) (R2 _ 1)

olur.

3.3 Ana Sonuclar ve Ispatlari

g(z), Gy’de analitik, G;-{0}’da sifirdan farkli ve z=0 noktasinda v>2

mertebeli sifira sahip bir fonksiyon ve

[[ls)*do, <eo (3.9)
G

olsun. Bu kosullar1 saglayan her g fonksiyonu i¢in bir @ agirlik fonksiyonunu
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1

() =—,
(g

Z€G2

biciminde tanimlayalim. Bu sekilde tanimlanan biitiin @ agirhik fonksiyonlarinin

kiimesini WZ(GZ) ile gosteririz.

3.3.1 Teorem: fe A2(G2,a)) ve we WZ(GZ) olsun. f in genellesmis

Faber serisi

> a4 (f,2)F, (1/2,8)

m=1

G, nin kompakt alt kiimeleri tizerinde f’ e diizgiin yakinsaktir.

ispat: fe A*(G,,w) ve weW?(G,) olsun. Oncelikle, fe A'(G,)
oldugunu gosterelim. g fonksiyonunun z=0 noktasinda v =2 dereceli bir sifira

sahip oldugunu g6z oniine alip (1.1) ve (3.9) bagintilarim kullanarak

[[lg = @2 do = [[le@f ly= =y do.

G, G,
< [l veldo. = [flsPlssldo.+ [l lssdo.
G Gy =G, CGy g
<cy ”|g(z)|2ddz+cs<oo
Gy r—G,

elde ederiz. Dolayisiyla, Holder esitsizligine gore

2

JI|f(Z)|dGZ < J‘.”f(Z)|2a)(z)dGZ ”|(g o} y)(Z)|2dO'Z < oo
Gy G, G,
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olur. Buradan (3.4), (3.5) ve Holder esitsizligi yardimiyla her ze G, i¢in

2

£ =Y a,(f.)F, (/2.8

m=1

<L F @ F (w)yg <w<w>)|
e (7 W)Y g (w)) i (3.10)
2.7 n ’ 2
[y on | $Fasel,
” (l//(w)—z)2 mZ::l m+v+1 ‘
1
=—JiJ
elde ederiz. Bir C>0 sabiti i¢in
max| y(z)|=C
oldugundan 3.2.3 Lemma’ya gore
J I W) IEEIRGI 0. <¢[[lF V@) @)z () do.
(y(2))*g(2) G, 3.11)

11 0 _

SC6
1-k?

elde ederiz. Burada c¢s sabiti sadece [’ya baghdir. Simdi J, integralini

degerlendirelim. 1<r <R <o olsun. (3.2) ye gore

n ’
| *”;W) BB e - ] | § Bz,
r<|wj<R l//(W) -z m=1 W r<‘w‘<R m= n+l w
1 1
=7
mzn:+1 m+ v\ p2me)  R2mty) j " e mty
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olur ve r = 1, R — oo i¢in limit alirsak

Z 1/ z,8)

m+v

(3.12)

m=n+1

elde ederiz. Dolayisiyla (3.10), (3.11) ve (3.12)’den

2

f(Z)_ zam(f’g)Fm,(l/Z,g < %

m=1 m=n+1

)
m+v

degerlendirmesi elde edilir ve 3.2.2 Lemma, ispati tamamlar.

3.3.2 Teorem: g(z), Gi’de analitik, sinirli, G —{0}’da sifirdan farkli ve
z=0 noktasinda v=2 mertebeli sifira sahip bir fonksiyon ve {b,,} bir kompleks say1

dizisi olsun. Eger

> b, F, (1/z.g)

serisi bir fe A%(G,,w) fonksiyonuna |||| A2 normunda yakinsiyorsa b,, katsayilari

(Gy,0)

fin genellesmis Faber katsayilaridir.

Ispat:
. n+l
S,1/2)=>b,Fn(/zg
m=1

22:1 b, F,, (1/z, g) serisinin n. kismi toplamu olsun. 3.2.4 Lemma’y1 kullanarak

(S, o NYFWNT (W)
n—)ooﬂ"” m

il 5 yg(l//(w))ddw =b,, m=12,.. (3.13)
gwm)(yww)))
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elde ederiz. Diger yandan, Holder esitsizligini ve 3.2.3 Lemma’y1 kullanarak her n

dogal sayis1 i¢in

a (f28)=by| <~ ”(<foy><w<w>)_(§noy)(,/,(w)))mw)
m m T b Wm+v+lg(l//(w))(y(l//(w)))2

vz Ww)do,,

+

1 i (S, °© WW)T (W)
7 Lsw"™ g () (y(p(w)))

1/2
1 do
s ;{ .”|W|2(m-rl}/+l) J

) yf (W(W))do-w - bm

CcD

1/2
(o 3w =G, e o] ool vz o]

I do

x| |

&b o[ [gwom) "
1 (S, ° VWWNT ()

+l= vz W(w)dao,, —b,,
ng)wm+v+1g(,,/(w>)(y<,,,(w)))2 g

|( S ook |2 172
g (f =S YO | -2
: «/m+V{'L‘!.‘ g() | ‘y;(g“)‘ da;}

+

1 i (S, © VW W) (w)
7 esw"™ g (pw) (Y (p(w)))

< C4Hf =S, A2(G,.0)
Jm+v)1-&2)

1 i (S, © NPT ()
7 2w e () (y(w(w)))

Sy (W(w)do,, —b,

(3.14)

+

Sy W(w)do,, ~b,,

elde ederiz. lim H f —§n

n—oo

A(Gy.0) =0 oldugundan (3.13) ve (3.14), m=1,2,... icin

a,,(f,w)=b,, oldugunu gosterir.

Keyfi bir R>1 sayist1 i¢in
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Tp =1z p(2)|= R}, Gy = {z:1zeG1< lp(2)| < RIUG,

tanimlayalim. yg, I'x smnirmna gore Kg-kvazikonform yansima olsun. Asagidaki

teorem, @(z) ::1/|z|4 ozel agirligi igin |||| A2(G,.0) agirlikli normunda
2

S a4 ()F,, (1/2)

m=1

serisinin kismi toplamlart ile fe Az(Gz, r) fonksiyonlarina yaklasim hatasin

E,(f,G, ) minimal hatasina gore degerlendirir.

3.3.3 Teorem: R>1 olsun. Eger f € A2(G2,R) , 0(z) = 1/|z|4 ve

n+l

S, (f1/2)= > an(f)F, (1/2),
m=1
fin
S ap ()F, (1/2)

m=1
genellesmis Faber serisinin #. kismi toplami ise her n dogal sayis1 i¢in

C En(f’GZ,R)

||f_Sn(f’) il
(-kg*)(R?-1) R

A%(Gy.m) <
J

esitsizligi gecerlidir. Burada c sabiti sadece I egrisine baglidir ve

kg =(Kg—1)/(Kg +1) dir.
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3 . E3 2 . ..
Ispat: P, fe A°(G,g) fonksiyonuna |||| JRIAN normunda en 1iyi

yaklasan polinom, yani

lr-p = E,(f.Gr.0)

AX(Gap)

olsun.  3.3.1 Teorem’in ispatina benzer olarak S,(f.,1/z),n=12,.. kismi
toplamlarmim {S,} dizisinin, G, g 'nin kompakt alt kiimelerinde f e AZ(Gz’R)

fonksiyonuna diizgiin yakinsak oldugunu ispatlayabiliriz. Bu, her z € G, i¢in

|f (@) =S, (f 12 =] Dla,(fHF,1/z)
m=n+2
1 i i ((f =B e yRW DT Wyr, W) £ 172y o
4 m=n+2‘w‘>R (yR (l//(w)))z Wm+l !

olmasini gerektirir. Buna Holder esitsizligini ve 3.2.3 Lemma’y1 uygulayarak

’ 2
coEp (f,Gyg) i |E,, (17 2)
T(1—kg)  momp2 MR

1F(2) =S, (fll ) <

elde ederiz. Bu esitsizligin her iki yanini 1/|z|4 ile carparak

, 2
L. coEp (f.Gyr) i Fy s (1/1)‘
|Z|4 71'(1—]{]%) m=n+2 mRzm

£ () =S, (fl/2)

elde ederiz. $imdi, her iki yanin G, iizerinde integrali alinirsa 3.2.5 Lemma’ya
gore, her n dogal sayisi i¢in

C9E;$(f,Gz,R)

2
||f(Z)_Sn(f’) AZ(GZ,(O) = (1—k]2g)(R2 _1)R2(n+1)

yani

cE,(f,Gayr)
Ja—kR)R> =) R

|f(2)=S,(f)

A%(G,.w) <
25

sonucu elde edilir.
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