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OZET

H(») ILE H(A,) GENISLETILMIS HECKE GRUPLARININ BAZI
NORMAL ALT GRUPLARI VE SUREKL KESIRLER

] Ozden KORUOGLU
Balikesir Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii,
Matematik Anabilim Dah

(Doktora Tezi / Tez Damsmani: Yrd. Dog. Dr. Recep SAHIN)
Balikesir, 2005

Bu tez sekiz boliimden olugmaktadir. Birinci boliimde, ¢aligma tanitilmstir.
Ikinci béliimde, diger bolimlerde kullamlacak tamimlar, 6rnekler, teoremler
ve metodlar verilmistir.

Ugtincii bsliimde, q ¢ift sayilari (q = 4, 6, 8, ...) igin elde edilen H(A,) Hecke
gruplarinin, kuvvet alt gruplarinin sunuslari ve simgeleri incelenmistir.

Dérdiincii boltim, A >2 degerleri i¢in H(A) Hecke gruplarinin bazi normal
alt gruplann igermektedir.

Besinci bélimde, p>3 asal sayilarn i¢in elde edilen T—I—(Xp) genisletilmis
Hecke gruplarinin, kuvvet alt gruplar ile kamutatdr alt gruplar arasindaki iligkiler ve
serbest normal alt gruplar incelenmistir,

Altinc bsliimde, A >2 igin bulunan H(A) genisletilmis Hecke gruplarinin,
¢ift alt gruplan, kuvvet alt gruplari, kamutatdr alt gruplar: ile bunlarin arasindaki
iligkiler incelenmistir.

Yedinci bolimde, bazi &zel A degerleri (7x.=\/ m? +1, Vn’ —1) icin elde
edilen H(A) Hecke gruplarinin parabolik noktalar1 ile siirekli kesirler arasindaki
iligkiler incelenmistir.

Sekizinci b6liimde, tezden elde edilen sonuglar ve ileride yapilacak galismalar
i¢in agik problemler verilmistir.

ANAHTAR SOZCUKLER : Hecke gruplar, genisletilmis Hecke gruplari,
¢ift alt gruplar, kamutator alt gruplar, kuvvet alt gruplari, serbest alt gruplar, stirekli
kesirler, parabolik noktalar.
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ABSTRACT

SOME NORMAL SUBGROUPS OF EXTENDED HECKE GROUPS
H(A) WITH H(%,) AND CONTINUED FRACTIONS

Ozden KORUOGLU
Balikesir University, Institute of Science,
Department of Mathematics

(Ph. D. Thesis / Supervisor: Asst. Prof. Dr. Recep SAHIN)

Balikesir, 2005

This thesis consists of eight chapters. In the first chapter the study is
introduced.

In the second chapter, it is given that the definitions, examples, theorems and
methods which are used in the other chapters are briefly recalled.

In the third chapter, the presentations and signatures of power subgroups of
the Hecke groups H(A,) which are obtained for even values of q (q=4, 6, ...) are

investigated.

The fourth chapter includes some normal subgroups of Hecke groups H(A)
for A>2. '

In the fifth chapter, the relations between commutator subgroups and power
subgroups of extended Hecke groups ﬁ(lp) are obtained for prime numbers p>3
and their free normal subgroups are investigated.

In the sixth chapter, even subgroups, power subgroups and commutator
subgroups of extended Hecke groups H(A) for A >2 together with the relations
between them are discussed.

In the seventh chapter, the relations between the parabolic points of the Hecke

groups H(A) for some special values of A (A = Vm? +1, Vn? —1) and continued
fractions are investigated.

In the eighth chapter, the results obtained from the thesis are summarized and
some open problems for future studies are given.

KEY WORDS : Hecke groups, extended Hecke groups, even subgroups,
commutator subgroups, power subgroups, free subgroups, continued fractions,
parabolic points.
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1. GIRIS

Hecke gruplan literatiire, E. Hecke’nin 1936 yilinda yaptign “Uber die
Bestimmung Dirichleter Reichen durch ihre Funktionalgleichungen” isimli ¢alismasi

ile girmistir. H(A) ile gésterilen Hecke gruplari, A sabit bir pozitif say1 olmak iizere
T(z) = _L ve U(z)=zt+A
vA
kesirli dogrusal doniigtimleri ile tiretilir. Ayrica E. Hecke, H(A) Hecke gruplarinin

Fuchsian olmas: i¢in gerekli ve yeterli sartin A 22 veya A=3, = 2cos£, (923
q

bir tamsay1) olmasi gerektigini gdstermistir [1]. Fuchsian grup kavrami ise Jules
Henri Poincaré’nin 1880°li yillarda Paris Akademisinin agtig1 matematik yarismasina
katilmasiyla ortaya ¢tkmistir. Bu yarigmaya katilan Jules Henri Poincaré’nin amaci,
1820’1i yillarda Abel, Gauss ve Jacobi tarafindan tanimlanmus Eliptik fonksiyonlar:
genellestirmektir. Poincaré, L. Fuchs’un diferansiyel denklemler hakkindaki bir
calismasindan yararlanarak eliptik fonksiyonlar ailesini, adina Fuchsian fonksiyonlar
dedigi bir fonksiyon ailesine genisletmeyi basarir. Poincaré tarafindan Fuchsian
fonksiyonlarla olan ilgisi nedeniyle, Fuchsian gruplar adi verilen gruplar bu arada

literatiire girmistir.

A=X, = ZCOSE, (q=3 tek tamsay1r ve q=4, 6) degerlerine karsilik gelen
q

H(A,) Hecke gruplar ile bunlarin normal alt gruplan Cangiil tarafindan ¢aligtlmigtir
[2]. H(:,) Hecke gruplarinda, q=3 degerine karsilik gelen H(A;) Hecke grubu

daha ¢ok modiiler grup olarak adlandinilir ve PSL(2, Z) ile g6sterilir. Modiiler grup
matematikeiler tarafindan ¢ok ¢aligilan bir gruptur. Moddiler grubun kendisinin yam
sira 6nemli bazi alt gruplan (kuvvet ve kamiitatér alt gruplar) caligmalarda
kullanilmigtir. M. Newman 1962 ve 1964 yillarinda yaptig1 [3, 4] nolu makalelerde
bu alt gruplari incelemis ve aralarindaki iliskiyi géstermistir. Bununla beraber M.
Newman kuvvet alt gruplarindan yararlanarak modiiler grubun serbest alt gruplar

hakkinda da bilgiler vermistir.



Hecke gruplan ile normal alt gruplarimi ¢alisan bazi isimler Lang, Rosen,
Sheingorn, Kulkarni, Schmidt, Fine, Rosenberger, Singerman, Jones, Knopp, Cangiil,
Yilmaz seklindedir.

1980’li yillardan itibaren modiiler gruptan yararlanarak tanimlanan,

genisletilmis modiiler grup r =PGL(2, Z) ve onun alt gruplarinin cebirsel, geometrik
ve fonksiyonel ozellikleri Sibner, Jones, Thornton, Singerman, Kulkarni,

Schoeneberg, Mushtaq ve Bizim tarafindan ¢aligilmigtir.

R(z) =é yansima doniisiimiintt H(A,) Hecke gruplarina katarak elde edilen
zZ

genisletilmis Hecke gruplari, Bizim ve Sahin tarafindan tanitilmigtir.,  Baz
genigletilmis Hecke gruplarinin kuvvet, kamutatér, ¢ift, temel denklik, serbest alt
gruplar1 ve aralarindaki iligkiler de Sahin, Bizim, Cangiil, Koruogly, Ikikardes

tarafindan verilmistir.

Bu ¢alismada gecen siirekli kesirleri ilk calisanlardan biri Wallis adli
matematik¢idir. Wallis 1695 yilinda yazdigi Opera Mathematica isimli kitapta
stirekli kesirler konusu igin bir 6n ¢aligma yapmistir. Alman matematik¢i Christiaan

Huygens, (1629-1695) siirekli kesirler galigan diger bir bilim adamidur.
Bu ¢alismada yapilanlari, boliimlere ayirarak kisaca tanitalim.

Calismanin ilk boliimii tezin gelisimini anlatan, tezin béliimlerinin tanitildig

giris bdliimiidiir.

Calismanin ikinci bgliimiinde, tezin diger bdliimlerinde kullamlacak,

tanimlar, metodlar, yontemler, teoremler verilmistir.



Ugtincii bolimde q ¢ift sayis1 (q=4, 6,...) icin elde edilen H(A,) Hecke

gruplarinin, kuvvet alt gruplarimin iiretegleri bulunarak, grup sunusu belirlenmis ve

bu alt gruplarin simgeleri incelenmigtir.

Dérdiincii béliimde, A =2 degerleri igin elde edilen H(A) Hecke gruplarinin

¢ift alt grubunun, kuvvet alt gruplarinin iretegleri bulunarak grup sunuslan ve
simgeleri elde edilmistir. Bunlarin arasindaki iligkilerin yaninda g=0 cinsli, sonlu

indeksli normal alt gruplan ve de serbest normal alt gruplar: incelenmistir.

Besinci béliimde, p>3 asal sayilart igin ﬁ(kp) genisletilmis Hecke
gruplarinin kuvvet alt gruplan, kamutatér alt gruplarn ile bunlarin arasindaki iliskiler

ve serbest normal alt gruplan incelenmistir. Bulunan bu alt gruplarla, H(A,) Hecke

gruplarinin, bilinen normal alt gruplari arasindaki iligkiler bir gekil ile gosterilmistir.

Altinc: bslimde ise A >2 igin, H(A) genisletilmis Hecke gruplarinin, ¢ift alt

grubu, kuvvet alt gruplari, kamutatdr alt gruplar ile bunlarin arasindaki iligkiler

verilmisgtir.

Yedinci bslimde, A=+D, D=m?+1, (m=1, 3, 4, 5, ...) veya D=n? -1,
(n=2, 3, 4, ...) olacak bi¢imde kok disina ¢ikamayacak D tamsayilari igin H(A)

Hecke gruplarinin, parabolik noktalarinin Z(\/B) halkasindaki  birimler

olamayacagy, stirekli kesirler yardimiyla g6sterilmistir.

Sekizinci bollimde ise galiyjmamizda elde edilen sonuglardan bahsedilmistir.

Ayrnica bundan sonra yapilabilecek bazi ¢aligmalar igin agtk problemler verilmistir.



2. ON BILGILER

Bu boliimde, tezin diger bélimlerinde kullanilacak tammlar, metodlar,

yontemler ve de teoremler verilmistir.

2.1 Mobiiis Doniisiimleri

Calistigimiz Hecke gruplarinin elemanlar birer mobilis dontigtimiidiir. Bu alt
boliimde, bu doniigtimleri taniytp, bu doniisiimler ile 2x2 matrisler arasindaki

iliskileri verecegiz. C_ =CuU {0} olmak {izere su tanimi verelim:

2.1.1 Tanmm : f: C_ - C_ birebir, 6rten ve meromorf fonksiyonlara C

kiimesinin bir ofomorfizmi denir [5]. O

C , kiimesinin tiim otomorfizmlerinin kiimesi Aut(C ) ile gosterilir. Yani,
Aut(C_)={f|f: C_ — C_ birebir, orten, meromorf fonksiyon }

seklindedir.

2.1.2 Teorem : C_ kiimesinin, tim otomorfizmlerinin kiimesi agagidaki
gibidir:

az+b

Aut(C_)={ V(z): V()= 3 ; a,b,c,de C, ad-bc= 0 } [5].0

cz+

2.1.2 Teoremde dikkat edilirse ad-bc# 0 verilmigtir. Eger ad-bc=0 olsa, V(z)

sabit fonksiyon olur ve birebirlik sart1 bozulur.

az+b

2.1.3 Tanim: V(z)=
cz+d

(a,b,c,de C, ad-bc# 0) bigimindeki doniisiimlere,

mobitis dondisiimleri (Kesirli dogrusal doniigtim) denir [5].0



2.1.4 Teorem : Mobiiis doniisiimleri, fonksiyonlarin bilegke islemine gére bir

gruptur [6].0

2.1.3 Tanimdaki ad-bc degerine V(z) doniisiimiiniin determinant1 denir ve A
ile gosterilir. Mobills dontigtimleri igin verilen A=ad-bc#0 kosulu yerine
A=ad-bc=1 kullanilabilir. Ciinkii pay ve payda ++/A ile bolintirse, A=1 sonucu

bulunur.

Matrislerde ¢arpma islemi yapmak, fonksiyonlarin bileske iglemine gére daha
kolaydir. Bunun i¢in, mdobilis doniisiimleri ile matrisler arasinda birebir iliskiyi

a b
c

inceleyelim. Bu iliski, V(z)= a“z yerine [
(74

J matrisini kullanmak olacaktir.

Bunun i¢in bazi teoremler verelim.

b
2.1.5 Tamm: (a d) bigiminde ab,c,deC, A=ad-bc#0 kosullarim
c

saglayan 2x2 matrislerin kiimesine C’de genel lineer grup denir ve GL(2, C) ile

gosterilir.

2.1.6 Teorem : 6:GL(2, C)— Aut(C_)
a b az+b

=
c d cz+d

seklinde tanimlanan doniisiim bir epimorfizmdir [5].0

b
Dikkat edilirse 2.1.6 Teoremdeki doniisiim birebir degildir. Ciinki [a d}
C

matrisi

dontistimiiniin  yaninda, bu doniisiimiin, k katna da gidebilir.
cz+

Dolayisiyla birebirlik yoktur. 6 doniigtimiiniin ¢ekirdegini K ile gosterelim



(K=¢ek0). Gerekli islemler yapilirsa ¢ek® kiimesinin A € C\{0} kosulu altinda

A0
[0 J bigimindeki matrislerden olugtugu goriiliir. Bu elemanlari

o 3o O

olarak da ifade edebiliriz. Birinci izomorfizma teoreminden asagidaki teoremi

verebiliriz.

2.1.7 Teorem : GL(2, C)/K = Aut(C,_) [5].0

GL(2, C)/K béliim grubu igin PGL(2, C) simgesi kullamhr ve bu grup
projektif lineer grup olarak isimlendirilir. PGL(2, C) nin elemanlari, A=ad-bc# 0

kosulunu saglar ve de bu matrislerin k kat: da ayn1 dontitimii belirler.
Simdi GL(2, C) kiimesinden C\{0} kiimesine s6yle bir doniigiim tanimlayalim:

det: GL(2, C)— C\{0}
déniistimiinin M, N € GL(2, C) olmak iizere det(M.N)=det(M).det(N) dzelliginden
homomorfizmadir. Ustelik érten oldugundan bir epimorfizmdir. Bu epimorfizmin
gekirdegi SL(2, C) ile gdsterecegimiz, determinanti 1 olan matrislerdir. SL(2, C)
kiimesine ozel lineer grup denir. Yine birinci izomorfizma teoreminden asagidaki

teoremleri verebiliriz.
2.1.8 Teorem : GL(2, C)/ SL(2, C) = C\{0} [5].0
2.1.9 Teorem : Aut(C,, )= PGL(2, C)=PSL(2, C) [5].U

PSL(2, C) nin elemanlar;, A=ad-bc=1 kosulunu saglar ve de bu matrislerin

negatifleri de aym: d6niistimii belirler.



Bu caligmada Hecke gruplan ile ¢ahstigimiz igin, reel katsayili dogrusal

déniigiimlerin kiimesi olan,

az+b

PSL(2,R)={ V(z): V(z)= 3 ;ab,c,deR, ad-be=1 }

cz+
ile ilgilenecegiz. Simdi U, tist yar diizlemi géstermek tizere, PSL(2, R) ile ilgili su

teoremi verelim.
2.1.10 Teorem : Aut(U)= PSL(2, R) [5].0

2.1.11 Tanmm: G'={ U(z) : U(z)= a—f—t%; a,b,c,de R, ad-bc= -1 } kiimesinin
CZ+

elemanlarina U iist yar1 diizlemin anti-otomorfizmleri denir. O
2.1.12 Teorem : G = PSL(2, R)uU G’ bileske islemine gore bir gruptur [5].0

2.1.13 Teorem : Hecke gruplari, PSL(2, R) nin alt grubudur. Genisletilmis
Hecke gruplar ise G nin bir alt grubudur.
Ispat : Giri bsliimiinde verilen, Hecke ile genisletilmis Hecke gruplarinin

tireteg kiimelerinin elemanlarindan sonug agiktir. O

2.1.1 iz Simiflan

Burada iz siniflarindan yararlanarak, G=PSL(2, R)u G' grubunun

elemanlarin1 siniflandiracagiz ve de sabit noktalarindan bahsedecegiz. Bu alt
bsliimde verecegimiz tanim ve teoremler [5], [6] kaynaklarinda ayrintili olarak

bulunabilir.

az+b eG, U(z)= af ull € G doniigtimlerinin, V(z)=z
cz+d cz+d

2.1.1.1 Tanm : V(2)=

ile U(z)=z sartlarim saglayan noktalara bu déniistimlerin, sabit noktalar: denir.0



az+z; a,b,c,deR; ad-bc=1 } kiimesinin

Once PSL(2, R) = { V(@) : V(2)= —
Z

sabit noktalarini inceleyelim.
2.1.1.2 Tanmm : tr(V)=a+d degerine V déniigiimiiniin izi denir. O

Déniigtimlerin izlerinden yararlanarak sabit noktalari belirleyebiliriz. Bu

sabit noktalardan yararlanarak doniisiimleri de su sekilde siniflandirabiliriz:

1. Durum : Eger Itr(V)] >2 ise RuU{w} tizerinde iki sabit noktas1 vardir.

Bu durumda V(z) ye hiperbolik doniigiim denir.

2. Durum : Eger |tr(V)| =2 ise RuU {0} lizerinde ¢akisik iki sabit noktas:

vardir. Bu dontisimler, parabolik déniigiim olarak adlandirilir.

3. Durum : Eger Itr(V)I <2 ise birbirinin eslenigi olan iki sabit noktasi

vardir. Sabit noktalardan biri U iist yar1 diizlemindedir. Bu durumda V(z) ye eliptik

doniistim denir.

Simdi de G'= { U(z) : U(z)= %; a,b,c,de R, ad-bc= -1 } kiimesinin sabit
cZ +

noktalarini inceleyelim.

2.1.1.3 Tanmm : tr(U)=a+d degerine U déniigiimiiniin izi denir. O

Bu doniistimleri de siniflandirabiliriz:

1. Durum : tr(U)=a+d= 0 ise U doniisiimiiniin RU {co} lizerinde iki sabit

noktasi vardir. Bu tiir doniisiimler kayan-yansima olarak adlandirilir.



2. Durum : tr(U)=a+d=0 ise U déniislimiiniin sabit noktalarinin kiimesi bir

¢emberdir. Bu ¢emberin merkezi (3,0) noktasi ve de yaricapt — seklindedir. Bu
c

1
d

déniistimlere de yansima denir.

2.2 Hecke Gruplan

Erich Hecke, 1936 yilinda “Uber die Bestimmung Dirichleter Reichen durch
ihre Funktionalgleichungen” adli ¢alismasinda Hecke gruplarim asagidaki gibi

tanimlamuigtir.

2.2.1 Tanim : A sabit bir pozitif say1 olmak tizere ,
T(z) = i ve U(z)=zt+A
z

kesirli dogrusal doniistimleri ile iiretilen gruplara Hecke gruplar: denir ve H(}) ile

gosterilir. O

Tanimlanan T(z) ve U(z) d6niistimleri yardimiyla S=T.U alinirsa

1
Z+ A

S(z)=-

elde edilir.

2.2.2 Teorem : A >2 veya q =3 bir tamsay1 olmak lizere,
A=%, =2cos=,1<h <2
q
ise H(A.) grubunun bir temel bolgesi,

F, ={ze U:|ReZ] <%,|z| >l},

kiimesidir [1]. O

Ayrnica E. Hecke diger A>0 degerleri igin F, kiimesinin bir temel bdlge

olmadigim da gostermistir. A=Xg veya A =2 olmasi durumunda H(A) grubunun



sonlu tretegli bir grup oldugu gériiliir. Ayrica H(A) grubu, PSL(2, R) nin ayrik bir
alt grubu oldugundan H(A) grubu Fuchsian bir grup olur. (Ayrik gruplar ve
Fuchsian gruplar i¢in ayrintili bilgiler [7], [8] nolu kaynaklarda bulunabilir.

2.2.3 Teorem : H(A) Hecke gruplarinin Fuchsian olmasi igin gerekli ve

yeterli kosul A22 veya A=A = 20052, (q23 bir tamsayr) olmasidir [1].0
q

A=X, = 2cos—7-t-, 1<X <2, durumuna karsilik gelen Hecke gruplart H(A )
q

ile gosterilir. Bazi H(A,) Hecke gruplari ve bunlarin normal alt gruplan [2] de
calistimigtir. A >2 degerleriyle elde edilen Hecke gruplan i¢in H(A) gosterimi

kullanmilir. Bu gruplarin sunuglar ile ilgili iki teorem asagidadir.

2.2.4 Teorem : H(A ) Hecke grubunun sunusu,

HA )=<T,S| 'I‘2=S“=I>§C2"‘Cq 2.1
seklinde, 2 mertebeli devirli grup ile q mertebeli devirli grubun serbest ¢arpimidir
[2].0

2.2.5 Teorem : EgerA > 2 ise bu grubun sunusu,
H(A)=<T,S|T>=$*=I>=C, *C, (2.2)
bigiminde, 2 mertebeli devirli grup ve sonsuz mertebeli devirli grubun serbest

carpimudir [9]. O

2.3 Genisletilmis Hecke Gruplar

Burada 2.2 Boliimde verilen Hecke gruplarindan, R,(z)=—l— yansima

donligimit yardimiyla elde ettigimiz genisletilmis Hecke gruplarindan kisaca
bahsedecegiz. Genisletilmis modiiler ve genisletilmis Hecke gruplar ile ilgili temel

bilgilere [10, 11] kaynaklarindan ulasilabilir.

10



Faydalanacagimiz R,(z) = — déniistimii birim gembere gére yansimadir.

1
z

A22 veya q=23 bir tamsayr olmak {izere X=lq=2cos£,lsk<2
q

degerleri i¢in H()) ile gosterilen Hecke gruplarindan yararlanarak su tanimi verelim.

2.3.1 Tamm : Hecke gruplarina, R,(z) =— anti-otomorfizmini ekleyerek

1
z

elde edilen gruplara genisletilmis Hecke gruplari denir. O

Genisletilmis Hecke gruplari H(A) ile gdsterilir ve otomorfizmler ile anti-

otomorfizmleri bulundurur.

Simdi de genisletilmis Hecke gruplarimin agagida verecegimiz yansimalar

yardimyla grup sunusunu bulalim.

A=A, = 2cos£, 1 £ A <2 olmak iizere,

—Z
AZ+1

yansimalar1 yardimiyla, genisletilmis Hecke gruplarimn sunusu

Rl(z)= ’ R2(2)=—2, R3(Z)=

L
z

H(A)=<R,,R,,R;|R =R, =R, =R R,)’=R,;R)*=I> (23)
yazilabilir [11, 12]. Burada R=R,, T=R,R, =R,R,,S=R;R, olarak alinirsa

H(\ o) genisletilmis Hecke gruplarinin sunusu,

H(%,)=<T,S,R| T? =R? =§% =(TR)? = (RS)* = I> 2.4)

olarak bulunur.

A =2 degerleri igin, yansimalar yardimiyla,

H(») =<R,,R,,R,|R, =R’ =R, =(RR,)* =I> (2.5)
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ve R=R,, T=R|R, =R,R,, S=R,R, esitliklerinden,

H()\) genisletilmis Hecke gruplarimin sunusu,

H(\) =<T,S,R| T? =R? =8° =(TR)* =(RS)* = 1> (2.6)
yazilabilir.

2.3.2 Teorem : H()\) genisletilmis Hecke gruplar igin temel bolge,
E, ={zeU:-—%<Re(z)<O, |z|>l}

kiimesidir [12].0

2.4 Fuchsian Gruplar
Bu béliimde Fuchsian gruplarda kullanacagimiz bazi metod ve formiillerden
bahsedip, Fuchsian gruplara bazi 6rnekler verecegiz. [’ ile Fuchsian gruplan

gosterecegiz. Fuchsian gruplarla ilgili ayrintili bilgilere [5, 7, 8] nolu kaynaklardan

ulasilabilir.

2.4.1 Tanim : PSL(2, R) kiimesinin ayrik alt gruplarina Fuchsian grup denir
[5]. O

2.4.1 Riemann-Hurwitz Formiilii

Bu formiil yardimiyla H(A) Hecke gruplarinin, sonlu indeksli normal alt

gruplarinin, cinsini belirleyecegiz.

Her I" Fuchsian grubunun asagidaki sekilde bir temsili vardir:

12



Uretecler: a,,,,...,a,,b, (hiperbolik)

X|5es X, (eliptik)
Dysees D, (parabolik)
By, (hiperbolik sinir elemant)

Bagintilar: x}” = Igl[a‘,b, ]ILIx jILI pkflh, =1.
i=! {=1

J=l k=l -

I" Fuchsian grubuna
(8371 5eees 0, 5 1U) (2.7)
simgesine sahiptir denir [2]. Burada m,,...,m, 22 sayilar tamsayilardir ve bunlara

I grubunun periyotiar: denir. Ayrica g, I grubunun, tizerinde ayrik olarak hareket
ettigi U/T" Riemann ylizeyinin cinsidir. Calistifimiz Hecke gruplart ile alt
gruplarinin simgelerinde parabolik elemanlan sonsuz mertebeli eliptik elemanlar

olarak gosterecegiz.

Simdi Riemann-Hurwitz formiiliinti tanimlayalim. I", simgesi (2.7) bigiminde
olan bir grup ve 2I1.p(T"), I' grubunun temel bélgesinin hiperbolik alam1 olmak

uzere,

;z(l“)=2g—2+i(l——1—)+t+u

i=] §

bigimindedir. Eger I';, I' grubunun sonlu indeksli bir normal alt grubu ise

/T -y 2.8
A 28)

olur. (2.8)ile gésterilen bu formiile Riemann-Hurwitz formiilii denir [2].

2.4.2 Permiitasyon Metodu

H(A) Hecke gruplarinin alt gruplarinin simgelerini bulmakta kullanacagimiz

permiitasyon metodunu tanitalim. Bu metod igin su teoremi verelim:
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2.4.2.1 Teorem : ptq=r+t ve 1 <k; <o (1<i<q) olmak iizere I' grubunun
simgesi (g;m;,....m,,nk,..n k) ve I't, I' grubunun p indeksli bir normal alt

(#/n
kq

grubu ise I7 alt grubu (gl;kfﬂ /"‘),..., cl)) simgesine sahiptir. Burada

kgﬂ /n‘), k; mertebeli elemandan /n; tane var demektir ve g; cinsi Riemann-

Hurwitz formiilii ile hesaplanir [2].0

2.4.2.2 Teorem : I', Fuchsian grubunun simgesi, (g; m,,m,,...m_;t) ise I,
I:‘2g+t—l * le * * Cm,

grubuna izomorftur. Yani ranki 2g+t-1 olan serbest grup ile mertebeleri sirasiyla

m,;,m,,...m_olan devirli gruplarin serbest garpimidir [13].0

Hecke gruplar, tiggen gruplar oldugundan ve g¢alismamizda bazi liggen

gruplan kullanacagimizdan, bu gruplardan ana hatlariyla bahsedelim.

l,m,n>2 kosulunu  saglayacak  sekilde  tamsayillar  olsunlar.
7z /l,m/m,z/nagili hiperbolik {iggeni géz Oniine alalim (hiperbolik tiggen tanimi

i¢in [5] nolu kaynaga bakiniz).

Sekil 2.1
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01,072,073 $ekil 2.1 deki yansimalar ve I'" grubu bu iig yansima ile firetilen
grup olsun.

*
[ =<0},02,03 0'12 ==0'22 =0'32 =(0'20'3)l =(o30)™ =(0107)" =1>

Dikkat edilirse o},05,03 y6én korumayan, ©,5;, ©306,, G,0, ybdn koruyan
elemanlardir. x=0,0, ve y=o0,0, alalin. Boylece x, A etrafinda 2n/1, y de B
etrafinda 2m/m kadarhk dénme, xy ise C etrafinda 2n/n kadarlik donmedir.

Buradan I grubunun sadece yon koruyan elemanlarindan olugan bir I" alt grubunu

elde ederiz:
C=<x,y| x!'=y™ =xy)" =1>.

Bu alt grup bir Fuchsian gruptur ve (1, m, n) ile gdsterilir. Bu I" alt grubuna bir si¢gen

grup denir. T alt grubu I’ ¥ grubunun 2 indeksli bir alt grubudur ve bdylece

normaldir.

A=A, =2c'os—7£,1 <A<2 igin elde edilen H(A,) Hecke gruplan
q

(2, q, ) seklinde tiggen gruplardir. A >2 degerleri i¢in bulunacak H(A) Hecke
gruplart ise (2,00,00)bigiminde iiggen gruplardir. $imdi de (I, m, n) gdsterimine

sahip herhangi bir tiggen grup i¢in su teoremi verelim:

2.4.2.3 Teorem : Eger 1+ —L+ 1 >1 ise {iggen grup sonlu, l+ 1 + L <1 ise
l m n l m n

sonsuz mertebelidir [11].7]

Daha sonraki bsliimlerde kullanacagimiz sonlu mertebeli bazi tiggen gruplari

inceleyelim:

(i) C, Devirli Gruplan : C, grup sunuslan,
C, = (a [a” = I)
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seklindedir. Bunlarin tiggen grup gosterimleri (1, n, n) veya (n, 1, n) bigimindedir.

(ii) D, Dihedral Gruplari: D, gruplarinin sunuslari,
D, =(a, Bl a’ =B’ = (ap)" =1)
veya
D, =(a, Bl o’ =p" =(op)’ =1)
veya
D, =(a,Bla" =B =(aB)’ =1)
seklindedir ve [D,| = 2n dir. D, grubunun iiggen grubu olarak gosterimi (2, 2, n)
veya (2, n, 2) veya (n, 2, 2) bigimindedir.

(iii) Simetrik ve Alterne Gruplar : n elemanli bir kiimenin biitiin
permiitasyonlarinin kiimesi, fonksiyonlarin bileske islemine gére bir grup olusturur,
Bu gruba simetrik grup denir ve S ile gosterilir. Cift permiitasyonlarin kiimesi de
bu grubun bir alt grubunu olusturur. Bu gruba alterne grup denir ve A_ ile
gosterilir. [S,[=n! ve |A |=n!/2 dir. Cok karsilasilan simetrik ve alterne gruplar
D, =8,=(2,23), A, =(2,3,3),S, =(2,3,4) ve A;=(2,3,5) gruplandir [14, 15,
16].

2.5 Serbest Gruplar

Bu boliimde, ¢alismamizda yer alan serbest grup, serbest carpim, direkt
carpim ve kangimli serbest ¢arpim kavramlari ile bu gruplarin sunuslarindan
bahsedecegiz.

X bir kiime (iirete¢ sembollerinin kiimesi) ve X kiimesi {izerinde devirsel

indirgenmis kelimelerden olusan R’ (baginti kelimelerinin kiimesi) olsun. Bu

durumda,
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P=<X|R"> (2.9)
ikilisine bir grup sunugu denir. X ve R’ kiimelerinin her ikisi de sonlu ise P

sunugunun sonlu oldugunu séyleriz.

2.5.1 Tammm : X bir F grubunun alt kiimesi ve G herhangi bir grup olmak

lizere,
$, : X -G
seklinde herhangi bir d6niisiim i¢in,
¢:F>G
¢, doniislimiiniin uzantist olan tek bir ¢ homomorfizmas: varsa F grubuna X

tizerinde serbesttir denir [17]. O

2.5.2 Tanim : F(X) ile gosterilen serbest gruplar igin X kiimesine F(X)

serbest grubunun faban: denir. X kiimesinin eleman sayisina F(X) grubunun rank:

denir ve |X| ile gosterilir.C:

2.5.3 Teorem : X ve Y kiimeleri iizerinde tanmimlanan serbest gruplar igin

IX| =|Y| © F(X)=F(Y)

dir [17].

2.5.4 Teorem : X kiimesi {izerindeki serbest grubun sunusu P=<X | >

seklindedir [17].0

Burada dikkat edilirse R* = & dir.

2.5.5 Teorem : Bir t eleman: tarafindan iiretilen sonsuz mertebeli devirli

grubun sunugu P=<t| > seklindedir.

Ispat : Sonsuz mertebeli devirli grupta, sonlu mertebeli bir eleman

olmadigindanR" = @ olur. O
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2.5.6 Sonug: Sonsuz mertebeli devirli gruplar, serbest gruptur.

Ispat : 2.5.5 Teoremden sonug gorilliir. O

2.5.7 Sonug : (Z , +) grubu, ranki 1 olan serbest gruptur.
Ispat : Grup 1 eleman: tarafindan iiretilen sonsuz mertebeli devirli grup

oldugundan 2.5.6 Sonug ile agiktir. O

2.5.8 Teorem (Nielsen-Schreier) : Bir serbest grubun her alt grubu da

serbest gruptur [17].0

259 Tanmum : Birim elemandan baska sonlu mertebeli eleman

bulundurmayan gruplara biikiimsiizdiir (torsion-free) denir. O

Her serbest grup biikiimsiizdiir. Tersi her zaman dogru degildir. Omegin
G=<a, b|ab=ba>
grubu bitklimstizdiir, fakat serbest grup degildir.

2.5.1 Direkt Carpim Grubu

A ve B iki grup olmak tizere direkt carpim G=A xB ile gosterilir. Sonug
olarak kartezyen ¢arpimdan dolay1

6] =|all8
dir. Bu grupla ilgili aynintili bilgilere [16, 17] nolu kaynaklardan bakilabilir. Biz

direkt ¢carpimin grup sunusunu verelim.

2.5.1.1 Teorem : A ve B gruplar sirasiyla
P, =<X|R, > ve P, =<Y|R, >
sunuglariyla verilsin. Bu iki grubun direkt ¢arpim grubu olan G nin sunugu
P, =<X,Y|R,, R, ,R" > (2.10)

seklinde tantmlanir. Burada R" = {xyx"'y™ :x € X,y € Y} dir [17].0
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2.5.2 Serbest Carpim Grubu

A ve B herhangi iki grup olmak tizere bu iki grubun serbest ¢arpim grubunun

sunusu agagidaki gibi tanimlanmagtir.

2.5.2.1 Teorem : A ve B gruplan sirasiyla
P, =<X|R,"> ve P, =<Y|R, >
sunuglarina sahip olsun. Bu durumda A ve B gruplarinin serbest ¢arpimi olan

G=A*B grubunun sunusu,

P, =<X,Y|R,,R, > 2.11)

seklinde tanmimlanir [17].0

Verilen iki grup i¢in serbest ¢arpimin sunusunu verdik. Serbest ¢arpim grubu

keyfi sayidaki gruplar i¢in de tanimlanabilir :

Eger A, =<lir.A_|bag. A, > gruplarninin bir koleksiyonu ise bu gruplarin
G =, A, serbest ¢arpimy, liretegleri A, larin tireteclerinin ayrik birlesimlerinden ve

bagintilar1 da A, larin bagintilarinin ayrik birlesimlerinden olugan gruptur.

2.5.2.2 Teorem (Kurosh) : G, A, larin serbest ¢arpim yani
G=]].A.

olsun. Eger H, G nin bir alt grubu ise
H=F*].A,

olur. Burada F bir serbest grup ve her biri i¢in A,, bir A_ grubuna egleniktir [18].00
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2.5.3 Karisimli Serbest Carpim Grubu

A ve B herhangi iki grup olsun. C< A alt grubu verilsin. ¢:C —B birebir

homomorfizmas: i¢in A ve B gruplarinin C alt grubu ile tanimladiklar1 karigiml
serbest ¢arpim grubu ile ilgili ayrintih bilgilere [16, 17] kaynaklarindan ulagilabilir.
Bu grup G = A*_. B ile gosterilir ve sunusu asagidaki gibidir.

2.5.3.1 Teorem : A ve B gruplari sirasiyla

P, =<X|R, > ve P, =<Y|R, >
sunuslariyla verilsin. C < A alt grubunun iireteg kiimesi Z olmak lizere G=A*_.B
grubunun sunusu

P, =<X,Y|R,, R, ,{¢(2)z" :ze Z} > (2.12)

seklinde tamimlanir [17]. OO

2.5.3.2 Ornek : A=<a|a* =I> ve B=<b| b® = 1> devirli gruplarin: alalim.
A ile B nin serbest ¢arpimi
A*B=<abla*=b°=1I>

bigimindedir. C=<a’ > olmak fizere A nim alt grubudur.
$:C—>B

a’ b’
birebir homomorfizmasi yardimiyla A *. B grubunun sunugu,
A*.B=<ab|a'=b®=¢@@*)@*)" =1>
bulunur. Bu sunusun kisaltilmig hali
A*.B=<a,bla’=1] a’=b’>

seklindedir.
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2.6 Reidemeister-Schreier Metodu, Kuvvet Alt Gruplar, Kamutator Alt
Gruplar

Bu boliimde galismamizin 6nemli bir kismini olugturan kuvvet alt gruplar,
kamutatér alt gruplarimin tanimlari ve ilgili teoremler verilecektir. Hecke ve
genisletilmis Hecke gruplarimin kuvvet ve kamutatdr alt gruplarinin ireteglerini

bulmada kullanilan Reidemeister-Schreier Metodu tanitilacaktir.

2.6.1 Kuvvet Alt Gruplan

Kuvvet alt gruplarl, m pozitif bir tamsayr olmak iizere G grubunun tiim

elemanlarinin m. kuvvetleri ile iiretilen alt grup olarak tamimlanir ve G™ ile

gosterilir.

2.6.1.1 Tanmm : G bir grup ve H bu grubun alt grubu olsun. f:G — G her

endomorfizm igin f(H)c H oluyorsa H ye tamamen degismez (fully invariant)

6zellige sahiptir denir [19]. O

2.6.1.2 Teorem : Kuvvet alt gruplar tamamen degismez 6zellige sahiptirler

[18].T0

2.6.1.3 Teorem : G grubunun H alt grubu, tamamen degismez Ozellige

sahipse, G nin normal alt grubudur [18]. O

2.6.1.2 ve 2.6.1.3 teoremlerinden kuvvet alt gruplarinin normal alt gruplar
oldugu sonucu bulunur. Kuvvet alt gruplarinin tammindan, asagida verecegimiz
ozellikler kolaylikla goriilebilir. G herhangi bir grup, m ve n pozitif tamsayilar

olmak lizere kuvvet alt gruplar
G">G™ (2.13)
G™'>G™ (2.14)

6zelliklerine sahiptir.
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Hecke ile genisletilmis Hecke gruplarinin kuvvet alt gruplarinin tireteglerini

ve grup sunuslanimi elde edebilmek igin Reidemeister-Schreier metodundan
yararlanacagimzi soylemistik. Bunun igin 6nce G/G™ bélim grubunun sunusu
bulunur. G/G™ béliim grubunun sunusu, G grubunun sunusuna her XeG igin X™ =I

bagintisinin eklenmesiyle bulunur. Béylece G/G™ boliim grubunun mertebesi
bulunarak indeks elde edilir [2]. :

2.6.2 Kamutatdr Alt Gruplar:

Bu béliimde kamutat6r, kamutator alt grup kavramlar: tanitilacaktir. Ayrintilt

bilgiler [15, 18] nolu kaynaklarda bulunabilir.

2.6.2.1 Tamm : G bir grup olmak lizere X,,Xx, € G elemanlar igin
-1 -1 T . o .
[x,,X,]=X%, X, XX, esitligine x, ile x, elemanlarinin kamutatorii denir. Bunu n

elemana genellersek [x,,x,,...,x,]=[[X,,....x, ].X,] olarak bulunur.

G grubunun bos kiimeden farkli X, ve X, alt gruplarmi alalim. X, ve X, alt
gruplarinin kamutator alt grubu,

[X,, X, ]1=<[x,,x,]| x, € X,,x, € X, > (2.15)
olarak tanimlamir. G’ = G ile gosterilen birinci kamutatér alt grubu ise

G'=[G, G]=<[A,B]| A,BeG > (2.16)
bigiminde tanimlanir. G grubunun kamutatér alt gruplar arasinda,

G=G?>GY>G?>..
seklinde bir iligki vardir. Herhangi G™ kamutatér alt grubu,

G™=<[A,B]| A,BeG"" > (2.17)

bigiminde tanimlanur.

Ayrica kamutatdr alt gruplar tamamen degismez 6zellige de sahiptirler [18].
Kamutatér alt gruplarin tanmimi ve bu 6zellikten dolayr normal alt grup olduklari

agiktir. Kamutatdr alt gruplar igin ¢ok 6nemli olan su iki teoremi verelim:
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2.6.2.2 Teorem : G grubunun G’ ile béliim grubu G/G’ degismelidir [15].0

2.6.2.3 Teorem : N, G grubunun normal alt grubu ve G/N degismeli olsun.
O halde G/N bolim grubu G /G’ niin bir alt grubudur [15]. O

2.6.2.4 Sonug¢ : G/G' bélim grubu G grubunun en genis degismeli bsliim
grubudur. 0

2.6.2.5 Sonug : N, G grubunun normal alt grubu ve G/N degismeli ise G', N

nin alt grubudur.

Ispat : Bslim gruplarinin dzellikleri ve de 2.6.2.3 Teoremden goriiliir. O

Hecke ve genisletilmis Hecke gruplari igin kamutatér alt gruplarin
tireteclerini ve grup sunuslarint elde etmek amaglarimizdan biridir. Bunun igin
Reidemeister-Schreier metodundan yararlanacagiz. Oncelikle G/G’ béslim grubu
olusturulur. B6liim grubunun sunusu da G nin bagintilar kiimesine, tirete¢ kiimesinin

elemanlarinin birbirleriyle degismelilik bagintis1 eklenmesiyle bulunur [2].

2.6.3 Reidemeister-Schreier Metodu

Bu metod ¢aliymamizda ¢ok 6nemli bir yer tutar. Caligtifimuz gruplarin
sonlu indeksli normal alt gruplarinin tireteclerini bularak, grup sunuglarim bu metod

ile belirleyecegiz.

G, {g,} tretegleri ile iiretilen bir grup ve H, G grubunun sonlu indeksli bir

normal alt grubu olsun. Metod 6nce H igin bir Schreier transversali se¢mekle ve
sonra da bu transversalin, lreteglerin ve koset gdsterimlerinin elemanlarinin sirali

carpimlarinin alinmasiyla, asagidaki gibi uygulanir.

Bir ¥ Schreier transversali agagidaki kosullar1 saglayan koset gsterimlerinin
bir kiimesinden olusur:
(i) IeX
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(i) £ sag sadelestirme altinda kapalidir. Yani eBer g,.g;..g, €Z ise

g,-8i,--8,, clemanida X kiimesinde olmali.

%, H i¢in bir Schreier transversali olsun. H nin bir Schreier {ireteci asagidaki
formda olacaktir [2].

(Z nm bir elemam)x(G grubunun bir ireteci)x(6nceki ¢arpimin koset gosterimi)”!

2.6.3.1 Ornek : D, dihedral grubunun D,* 2. kuvvet alt grubunu bulalm.
D, grubunun gdsterimi

D, =(a,b|a? =b* = (ab)’ =1)
bigimindedir. D,’ kuvvet alt grubu, D, grubunun normal alt grubudur ve bliim
grubu,

D,/D,’ =(a,b|a’ =b® = (ab)? =a’ = b’ = (ab)’ =...=1)
sunugsuna sahiptir. Gerekli kisaltmalar yapilirsa bu sunug

D,/D;* =(a|a’ =1}
bi¢iminde yazilabilir. Buradan D52 alt grubunun Ds' grubundaki indeksinin 2
oldugu kolayca goriiliir.

D52 kuvvet alt grubunun tireteglerini bulmak i¢in bir Schreier transversali olarak

{1, a}

kiimesini se¢elim. Burada miimkiin olan biitiin ¢arpimlar asagidaki gibidir:
la.(a)"' =1, Lb.(D! =b,
aa(D) =1, ab.(a)” =aba.

Ayrica aba = (b)™' olarak yazilabilir. O halde Ds2 kuvvet alt grubunun sunusu,
D, =<b|b’ =1>

olarak bulunur.
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2.7 Cisim Genislemeleri

Bu boliimde kisaca cisim genislemelerinden bahsedecegiz. Bu konuyla ilgili

ayrintili bilgilere [14, 19] kaynaklarindan ulagilabilir.

2.7.1 Tanmm : F cismi, K cisminin alt cismi ise K’ ya F’ nin cisim

geniglemesi denir. O
2.7.2 Ornek : R, Q’ nun ve C ise R’nin cisim genislemesidir. O

2.7.3 Tanim : K, F cisminin bir genislemesi ve o € K olsun. K’ nin F’yi ve

o ’y1 bulunduran en kii¢iik alt cismini F(a) ile gosterelim. F(a) cismine o ’nin F

cismine ilavesi ile elde edilmis F cisminin basit genislemesi denir. O

K’ nin biitiin alt cisimlerinin arakesiti bir alt cisim olacagindan en kii¢iik alt

cisim vardir. F(a) K’nin, F ve o ’y1 igeren tiim alt cisimlerin arakesitidir.

2.7.4 Ornek : D, kok digina ¢ikamayan pozitif bir tamsayr olmak iizere
Q(\/_ﬁ) cismi, R’nin
F={a+bVD:a,beQ}

alt cismine esittir.

Q (\/5 ) tlizerindeki islemler asagidaki gibi tanimlanir:
(a+b/D) + (c+d/D) =(a c)+b+ d)vD,
(a+b+/D) (c+d VD) =(ac+bdD)+(ad+bc) VD .

2.7.5 Tamm : R’ yi (bir alt cisim olarak) ve i’ yi (i* = ~1) bulunduran en

kiigtik cisme kompleks sayilar cismi denir. O

2.7.6 Teorem : a, be R olmak iizere kompleks sayilar cisminin herhangi bir

elemani, a+ib olarak tek bir sekilde ifade edilebilir [14]. O
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2.7.7 Tanmm : F bir cisim, K’da F’nin bir genislemesi ve ke K olsun.
a k"+a k"' +..+ak+a, =0
olacak bigimde hepsi birden sifir olmayan a,,a,_,...,a,,a, € F elemanlar1 varsa k

elemammna F tizerinde cebirseldir denir. Bir bagka deyisle k, F[x] de sifirdan farkli

bir polinomun kékii olmalidir. O

Ornegin 2, V7 , 1, V2 +7 sayilari Q tizerinde cebirseldir. Bu sayilar

sirastyla, x-2, x* =7, x> +1 ve (x —7)" —2 polinomlarinin kokleridir.

2.8 Siirekli Kesirler

Stirekli kesirlerle ilgili bazi tanmum ve teoremler, bu boliimde verilmistir.

Stirekli kesirlerle ilgili ayrintih bilgiler [20, 21} nolu kaynaklarda bulunabilir.

2.8.1 Tanim : x reel sayisi i¢in,

b,

X=a,+
a, +

b
a, +—>

ay +...

esitlifine x sayisimun, ssirekli kesri denir. Burada a;,a,,... ile by,b,,... sayilar1 birer

tamsayidirlar. O

Caligmalarda daha ¢ok kullanilan basit stirekli kesiri tamimlayalim. Cogu

kaynakta basit siirekli kesir yerine siirekli kesir tanimi kullanilmaktadir.

2.8.2 Tanim : x reel sayisinin,

1

a, +
a, +

ay +..

esitine X’ in basit siirekli kesri denir. O
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Bu esitlikte a, bir tamsay1 (x sayisinin tam degeri), a,,a,,... sayilari ise birer

pozitif tamsayidir. Bu siirekli kesir x=[a,;a,,a,,...] sembolil ile de gosterilir.

Ayrica
) _ 1
[a4:2,,8,,...]=8, + I
a, +
a, +
a; +
sonsuz stirekli kesirdir ve
) _ 1
[ay;2,,8,,...,a, ]=a, + 1
a, + 1
ay .t —
a

sonlu stirekli kesirdir. Bu sonlu ve sonsuz kesirlerle ilgili asagidaki teoremi verelim.

2.8.3 Teorem : Bir x sayist rasyoneldir ancak ve ancak sonlu siirekli kesire

sahiptir [20].0

Asagida rasyonel ve rasyonel olmayan bazi sayilarin siirekli kesirleri

verilmistir.
2.8.4 Ornek :
gl=1+£= Tl,j—=1+——l§—l+ ll =]4— 11
BB L2 vy e
8 - 1+=
5
=1+ 1 =1+ l =1+ : =1+ 1
1 1 1 1
1+——r 1+ 1+ 1+
1 1 1 1
1+— I+—— 1+ 1+
5 2 1 1
= I+— l+? 1+—T
3 3 > 1+__
2 2

olarak bulunur. Yani —1‘%1 =[1;1,1,1,1,2]dir.
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2.8.5 Ornek ;
1 1

—8—?=— +—7—=—3+—3—1T=—3+ 13=—3+ T =-3+ I
3 31 — 4+ = 4+7 4+——1
7 7 7 24t

3 3

O halde —g—? =[-3; 4, 2, 3] olur.

2.8.6 Ornek : Siirekli kesir gosterimi [2: 2, 1, 1, 3] olan sayiy1 bulalim.

ZJ RN . -
1 18

olarak hesaplanir.

2.8.7 Ornek : /3 sayisinin stirekli kesrini bulalim.

Vol @WB-D = bl m L g
V3 +1 BTy, L !
S 1+ + 1+
2 2 2 V3 +1
J3-1
=1+ 1 =1+ ! =1+ !
1+ 1 1+ I 1+ !
2+43-1 1 1
2+ 2+
1 31
J3-1 2
=.=[1;1,2,1,2,...]
Bu tiir 6zel siirekli

Dikkat edilirse 1, 2 sayilar stirekli olarak devretmektedir.

kesirlere periyodik siirekli kesirler denir.
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2.8.8 Ornek : Altin oranin siirekli kesrini bulalim.

1+5]
2

1+

1+\/§=1+\/§2-—1=

2

=.=[1;1,1,1,...]=[1; 1]
olarak hesaplanir,
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3. H(A,) HECKE GRUPLARININ KUVVET ALT GRUPLARI VE
SIMGELERI

Bu béliimde amag, q ¢ift say1 (q = 4, 6, 8, ...) ve m pozitif tamsay1 olmak

tizere, H(A,) Hecke gruplanmin H"(2,) kuvvet alt gruplarin grup yapisint

belirleyerek, bu alt gruplarin simgelerini bulmaktir. Burada H™(A,) kuvvet alt

gruplarinin grup yapisi ve tiretegleri, Reidemeister-Schreier yontemi ile bulunmus ve

permiitasyon metodu ile Riemann-Hurwitz formiilii kullamilarak, bu gruplann

simgeleri ve cinsleri elde edilmigtir. Ozel olarak q=4 ve q=6 icin elde edilen H(+/2)

ve H(«/g) gruplarimin  kuvvet alt gruplari [2] nolu kaynakta ayrintili olarak
calisilmistir. Ayrica bu béliimdeki sonuglar [22] nolu kaynakta bulunabilir.

3.1 H(A,) Hecke Gruplan

2.2 boliimde tamtilan ve A=, =2Cos£, (=3, 4, 5, ...) icin elde edilen
q

H(A,) Hecke gruplarindan, 6zel olarak q ¢ift say1 (q=4, 6, 8,...) degerleriyle

bulunan H(A,) Hecke gruplariyla ilgilenecegiz.

H(A,) Hecke gruplarinin tiretegleri,

1

z+}.q

T(z) = ——i— ve S(z) = -

olmak tizere sirasiyla 2 ile q mertebeli eliptik elemanlardir.

H(A,) Hecke gruplari, 2.2.4 Teoremde belirtildigi gibi

H(A)=<T,8|T?=8"=1>=C, *C, 3.1)
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sunusuna sahiptir (2 mertebeli devirli grup ile q mertebeli devirli grubun serbest

¢arpimidir). H(A,) Hecke gruplan (2, q, ) seklinde ti¢gen gruplardir. Ayrica

H(A,) Hecke gruplan (0; 2, q, «) simgesine sahiptirler [2].

3.2 H(,) Hecke Gruplarinin Kuvvet Alt Gruplar

H(A,) Hecke gruplaninin, H"(A,) kuvvet alt gruplar q=3 i¢in M. Newman
tarafindan [3, 4], g=3 asal sayilar i¢in Cangiil ve Singerman tarafindan [23] ve n tam

kare olmayan pozitif bir tamsay: olmak tizere H(\/H) Hecke gruplarinin H™ («/H)
kuvvet alt gruplart Cangiil ile Ozgiir tarafindan [24] de ¢alisimustir. [25] nolu

calismada q tek tamsayilar i¢in kuvvet alt gruplar ile ilgili sonuglar verilmigtir.

Ayrica M. Sheingorn ve T. Schmidt, H(X,) Hecke gruplarimin kuvvet alt

gruplarinin, M. Newman’in modiiler grubun kuvvet alt gruplari igin verdigi

sonuglarin bir genellemesi oldugunu [26, 27, 28] ¢alismalarinda géstermislerdir.

Calismanin bu kisminda, q ¢ift tamsay1 (q = 4, 6, 8, ...) ve m pozitif tamsay:

olmak iizere, H(A,) Hecke gruplannin H"(A,) kuvvet alt gruplarimin grup

sunuslari, bu alt gruplarin simgeleri ve bunlarla ilgili teorem, sonug¢ ve &rnekleri

verecegiz. Once m=2 durumu ile baslayalim.

o

3.2.1 Teorem: g>3 ¢ift tamsay: olsun. H(A,) Hecke gruplarinn Hz(kq)

kuvvet alt grubu, g/2 mertebeli, iki devirli grup ile sonsuz mertebeli devirli bir

grubun serbest ¢arpimidir. Grup sunusu

H2(A,)=<S8% TS’T, TSTS*|($%)*? = (TS*T)¥? = (TSTS*")" =1 >
ve simgesi de

(0; (q/2)®,0®)

bigimindedir.
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Ispat : Oncelikle H(A,)/H(%,) bdliim grubunu olusturahm. Bunun igin
(3.1) grup sunusunda, H(A;) grubunun tiim elemanlarimin 2. kuvvetleri birim
elemana esitlenirse

HO)/H (M) =<T,8| T =8* =T? =8’ =(TS)’ =...= >
elde edilir.

Bu bsliim grubunda gerekli kisaltmalar yapilirsa
H(Xq)/Hz(lq)=< T,Sl T? =8 =(TS)’ =1>=C,xC, =D,

sonlu grubu bulunur. Kuvvet alt grubunun iireteglerini bulmada kullanacagimiz

Reidemeister- Schreier metodu igin {I, T, S, TS} transversalini segelim. Buradan,

LT. (T)=l, LS. (5=,
T.T. ()™=, T.S. (TS)™ =],
S.T. (TS)'=STS™'T, S.S. ()'=8?,
TS.T. (8)'=TSTS™, TS.S.(T)™'=TS2T

bulunur. Dikkat edilirse (STS™T)™'=TSTS™ esitligi vardir. Boylelikle H*(),)
kuvvet alt grubunun tiretegleri S*, TS*T, TSTS®" olarak bulunur. Bu iireteglerden
yararlanarak grubun sunusu

H?(A,)=<S$% TS’T, TSTS*'|($?)¥? = (TS*T)¥'? = (TSTS*")” =1 >
olarak bulunur. Aymi zamanda

HA)=H*(A)UTH*(A,) USH’ (A, ) UTSH>(A,)
esitligi de kolayhkla goriiliir.

Simdi bu alt grubun simgesini bulalim.

H(A) =<T,S| T? =8% =15z (2, q, ) ,

HO\)/H (M) =<T,8| T? =8 =(TS)’ =1>= (2,2,2),
[HL )/ H? (hg)| =4
olduklarindan permiitasyon metodundan faydalanarak Hz(xq) alt grubunun simgesi

(g (q/2)?,0®) olarak bulunur. Burada bilinmeyen g cinsini bulmak igin

Riemann-Hurwitz formiiliinii kullanalim.
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p(H?(A)

S s

2g—2+(l—3)+(1—2)+2
q q

4= 1 ]
(2.0-2)+(1==)+(1-=)+1
2 q

buradan da g=0 elde edilir ve Hz(Xq) alt grubunun simgesi,

(0; (@/2)P, ™)

bulunur. O

3.2.2 Teorem : g>3 bir ¢ift tamsayr ve m, (m,q)=2 olmak lizere bir pozitif
tamsay1 olsun. H" (A ) kuvvet alt grubu, m tane q/2 mertebeli devirli grup ile sonsuz
mertebeli bir devirli grubun serbest ¢arpimidir. Bununla beraber,

HA)/H (L) =D,
HA)=H"A)VTH"A )VUTSH"(A )VTSTH"(A,)
V..U (TSYTS)..(TS)H" (A, ) US.H" (A, ) UST.H" A ) USTS.H" (A,)

m/2vkezv
U..UST)ST)..(ST)SH" (A,)
(m/Z)tl kez
vE
H™ (Ay) =< (TSYTS)..(TS) T (S T)(S"'T)..(S'T) §7'> * <§*>* <TS’T>
m/2 kez ' (m/ 2‘;1 kez

*<STS?TS™' >*.. *<(ST)(ST)...(ST) $* (TS Y(TS™)..(TS™") >

(mIZmez (m/ZY—I kez
* <(TS)(TS)..(TS)TS? gTS")(TS“‘)...(TS"‘)lT>
(m/2)-kez (m72)] kez

bicimindedir. Bu kuvvet alt grubun simgesi de

0; (g/2)™, )
olarak bulunur.

Ispat : m. kuvvet alt grubunu olustururken ilk olarak H(A,)/H" (A,) bbdliim
grubunu elde edelim. (3.1) de verilen grup sunusunda, H(A,) grubunun tiim

elemanlarinin m. kuvvetlerini birim elemana esitler ve bunlari sadelestirirsek,
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H(A)/H" (A)=<T,8|T* =8* =(TS)" =1>=D,,
sonlu dihedral grubu elde edilir. Dikkat edilirse [FI(A,,)/ H™ (A,)|=2m dir. Ikinci

olarak Schreier transversalini

{L, T, TS, TST, TSTS, ..., (TSXTS)...(TS) , S, ST, STS, STST, ...,
L—_——v—_—_—J

m/2 kez

(ST)(ST)...(ST)S }

(m72)-1 kez

secelim. Buradaki biitlin garpmalar asagidaki sekilde olusacaktir:
LT.(T)" =1,

T.T.(D" =1,

TS.T.(TST) ' =1,

TST.T.(TS)™ =1,

TSTS.T.(TSTST)™ =1,

(TS)(TS)..(TS) .T. (\(ST)(ST);..(ST)IS)“=gTS)(TS)...(TS) T(S'T)(S'D)..(S'T)S™,

m/2 kez (m/2)-] kez m/2 kez (/2)1 kez
ST.SD' =1,
ST.T.(S)™! =1,

STS.T.(STST)™ =1,

(STY(ST)..(ST)S.T. ((TS)(TS)..(TS))™ =(TS)(TS)..(TS) T(S'T)S'T)..(8"' )",

("ﬂ)rl kez m/2 kez m/2 kez (rn/2)‘—rl kez
1S.(S) =1,
T.8.(TS)™ =1,

TS.S.(T)™ = TS?T,
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TST.S.(TSTS)™ =1,
TSTS.S.(TST)™ = TSTS?TS™'T,

(TSY(TS)...(TS) S . (TS)(TS)...(TS) T)"' = (TS)(TS)...(TS) TS* (TS )(TS™)..(TS") T,

v v g A d
m/2 kez (m/2)-1 kez (m/2)~1 kez (v/2)-1 kez

S.S.()" =87,

ST.S.(STS)™ =1,
STS.T.(ST)™ =STS?*TS™,

(ST)(ST)...(ST)S.S.((ST)(ST)...(ST)) "= (ST)(ST)..(ST)S* (TS )(TS")...(TS") :

(/2)-1 kez (m/2)~1 kez (m/2)-1 kez (/2)=1 kez

Buradan da H™ (A ) kuvvet alt grubunun iiretegleri,

(TS)(TS)..(TS) T(S'T)S'T)..(S'T)S™, §7,

.. X9
m/2 kez (m/2)-1 kez

TS’T, STS*TS™,..., (ST)(ST)...(ST)S* (TS }TS™)..(TS"),

(m/2)-1 kez (W21 kez
(TS)(TS)...(TS) TS* (TS )(TS™)..(TS") T
(m/2)-1 kez (m/2)-1 kez

bigimindedir. Boylece,

H™(A,) =< (TS)(TS)..(TS) T (S"'T)(S'T)..(S”'T) §7'> * <§*>* <TS*T>*

m/irkez (m/2)-lkez

<STS’TS™'>*...*<(ST)(ST)...(ST) §* (TS’ NTS™)..(TS™) >

(m/2)-1 kez (m/2)-1 kez

* <(TS)(TS)..(TS)TS* (TS™')(TS™)..(TS™) T>

(m/2)-1kez (m/2)-1 kez

grup sunusu elde edilir. Bu alt grubun simgesini bulalim.
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H(A,)=<T,8| T =87 =1>2(2,q, ®),
HQ\)/H" (A )=<T,8| T? =8 =(TS)" =1>=(2,2,m),
[H)/H (A, )=2m
olduklarindan permiitasyon metodunu kullanarak, H™ (1) alt grubunun simgesi

(g; (q/2)™,0®) seklindedir.  Buradaki g cinsini de Riemann-Hurwitz

formiiltinden bulalim:

| H"(A

2g—2+m.(l—g-)+2
2m = 9

(2.0-2)+(1—1)+(1-l)+1
2 q

buradan da g=0 elde edilir ve H™ (A o) alt grubunun simgesi,
(0; (q/2)'™,0®)

olarak bulunur. O

3.2.3 Teorem : g>3 ¢ift tamsay1 ve m, (m,2)=1 ile (m,q)=d olacak bi¢imde
bir pozitif tamsay1 olsun. Bu durumda H™ (X, ) kuvvet alt grubu, d tane 2 mertebeli
devirli grup ile q/d mertebeli devirli bir grubun serbest ¢arpimidir. Grup sunusu,

H"(h,)=<T>* <STS"'>* <§*TSI?> * _ * <§HITSI > *<gl>,
ve grubun simgesi

0;29, g/d )
seklindedir.

Ispat : (m,2)=1 ile (m,q)=d oldugunu kullanarak béliim grubunu

H(xq)/H"'(xq)=<s| S!=1>=C,

olarak buluruz. Boliim grubunun mertebesinin IH(Kq)/ H"‘().q)l =d oldugu aciktir.

Schreier transversalini {I, S, S?,...,S%"} biciminde segelim. Reidemeister-Schreier

metoduyla bulacagimiz {iretegler igin yapilan ¢arpimlar asagidaki gibidir:
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LT.()" =T, 1S.(S)™ =1,

S.T.(S)™" =STS*", S.S.(8H)™! =1,
SET.(S?) ™ =82TS8e 2, SES.(8H)™! =1,
S*LT.(8*!)! = s S S.(Iy! =8

Boylelikle T, S¢,STS!, S*TS*7?, ...,S*'TS"**! elemanlan tirete¢ kiimesini
olusturur ve de
H™ (h,)=<T>* <STS*!> * <§’TSI7?> * _ * <§HITS ™ > *x<§!>
sunusu yazilabilir. Ayrica,
HA)=H"(A,)USH"(,) UStH" AHu..u St H™ )
esitligi de vardir. Son olarak bu alt grubun simgesini belirleyelim:
H()=<T,8|T? =8% =1>=(2,q, ) ,
HA)/H" (M) =< S| St=1>=(,d,d),
[HLy)/H™ (4,)[=d
bilgilerini ve de permiitasyon metodunu kullanarak H" (&) alt grubunun simgesi

(g; 29, q/d ,) seklindedir. Simdi de g cinsini Riemann-Hurwitz formiilii ile

bulalim:
RH™(X,))
HA )/H™(A )= ——21=
RO/ () H(HQ,)
2g—2+d.(l—l)+(l—g)+l
d= 2 q

(2.0-2)+(1—l)+(1--1-)+1
2 q

esitliginden g=0 elde edilir ve H™(A) alt grubunun simgesinin,
(0; 29, g/d ,0)

oldugu gortiltr. O
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3.2.4 Sonug : Eger 3.2.3 Teoremdeki d=1 ise,
H“‘(Xq) = HQ,)

esitligi vardir. O

Son olarak (m,2)=2 ve (m,q)=d >2 sartlarini saglayan q>3 ¢ift tamsayist ile m

pozitif tamsayim ele alalim. Burada H(A)/H" (%) béliim grubunun sunusu

HQ\)/H"(A,) = <T,8|T? =8* = (TS)" =1 >

olacaktir. %+E+—Sl oldugundan bu boélim grubu sonsuz elemanlidir.
m

Dolayisiyla H™(A,) kuvvet alt grubunun sunugunu ve simgesini hesaplayamayiz.

Verilen bu teoremlerin uygulamasi olarak asagidaki 6rnegi inceleyelim.

3.2.5 Ornek : q=10 icin elde edilen H(A,,) Hecke grubunu ele alalim ve

farkh durumlardaki kuvvet alt gruplarimi bulalim.

i) Eger (m,10)=1 ise
H" (M) =H(A},)

oldugu H(A,,)/H™(A,y) bdliim grubundaki bagintilardan kolaylikla goriiliir.

ii) (m,10)=5 olsun. O halde
H(Ap)/H™ (M) 2 <S|S° =1>=Cs
elde edilir. Burada {I, S, S?, s, S4} Schreier transversali segilerek, Reidemeister-
Schreier metodu ile H™ (A,,) kuvvet alt grubunun sunusu
H™(A,) = <T> * <STS"> * <S?TSE> # <§*TS" > * <S*TS*> * <§°>
olarak bulunur. Bu grubun simgesi de permiitasyon metodu ve Riemann-Hurwitz
formiilii ile
(0;2%,2, 20) =(0; 29, )

yazilir.
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iii) (m,10)=2 verilsin.
H(Ao) /H™ (M) = <T,8| T2 =8 =(TS)" =1>=Dpy

kolayca goriiliir. Schereier tranversalini {I, T, TS, TST, TSTS,...,
(TS)(TS)...(TS) S,8T,STS,...,(ST)ST)...(ST)S} olarak sec¢ip, Reidemeister-

m/2 kez (m/2)-1 kez

Schreier metodundan

H" (hyg) =< (TS)(TS)..(TS) T (ST)(S’T)..(S’T) §>*<§*> * <TS'T >

m/2 kez (m/2)-lkez

* <STS’TS’>*...* <(ST)(ST)...(ST) $* (TS’ )(TS’)..(TS’) >

(m/Z‘),—Ikez (m /2;1 kez
*<(TS)(TS)...(TS) TS* (TS°XTS")..(TS") T >
(m/2)-1kez (m/2)-1 kez

sunusu elde edilir. H™(A,,) alt grubunun simgesi de
(0; 5™, ®)

bulunur.
iv) Son olarak (m,10)=10 olabilir. Yani m=10.k (k=1,2,...) seklindedir. Elde

edecefimiz bolim grubunun sonsuz elemanl olmasindan dolayt H™(A,) alt

grubunun sunusunu ve simgesini bu yéntemlerle elde edemeyiz.
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4. H(A) HECKE GRUPLARININ NORMAL ALT GRUPLARI

Bu bélimde A >2 degerleri i¢in elde edilen H(A) Hecke gruplarinin, H.(A)

¢ift alt grubunun, H™ (L) kuvvet alt gruplarinin sunuglarini ve simgelerini elde ettik.
Bunlarin arasindaki iligkilerin yaninda g=0 cinsli, sonlu indeksli normal alt gruplarim
ve de serbest normal alt gruplarini inceledik. H(\/E) ve H(«/g ) Hecke gruplarinin,

¢ift alt gruplar, O cinsli normal alt gruplari ve serbest alt gruplari [29] ve [30] nolu
makalelerde ¢alisilmistir.  H(A) Hecke gruplarimin grup yapisi, temel bolgeleri ve

parabolik noktalarimin yapisi, [9] da Cangiil ve Ozgiir tarafindan verilmistir. Ayrica
[31], [32] nolu makalelerde de H(A) Hecke gruplart ve onun normal alt gruplar
calisiimugtir. Tezin bu bolimiinde A =+/2 ve A = V5 6zel degerleri i¢in [29] ve [30]

da bulunan sonuglar tim A >2 degerleri igin elde edilmis ve bir genelleme

yapilmistir. Ayrica bu boltimde bulunan sonuglar [33] nolu galismada toplanmigtir.

4.1 H(A) Hecke Gruplar

2.2 bolimde tanitilan ve ozel olarak A >2 sabit sayilan igin elde edilen

H(\) Hecke gruplariyla ilgilenecegiz.

Dikkat edilirse H(A) Hecke gruplarinin iiretegleri

T(z) = 1 vede S(z)= L
z Z+A

doniistimleridir. Burada T déniistimii 2 mertebeli eliptik elemandir. A =2 igin S

ddniisiimii parabolik, A > 2 durumunda ise hiperbolik sinir elemanidir.

2.2.5 Teoremde H(A) Hecke gruplarinin,

H(A) =<T,8| T =8 =1>=C, xC,
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sunusuna sahip oldugunu sdylemistik (2 mertebeli devirli grup ile sonsuz mertebeli
devirli grubun serbest ¢arpimidir) [9]. Ayrica H(A) Hecke gruplari (2, o, )
seklinde tiggen gruplardir.

4.1.1 Teorem : H(A) Hecke gruplari, A >2 durumu igin (0; 2,c0;1) ve de

A =2 durumunda (0; 2,0'?) simgelerine sahiptirler [32]. O

4.2. H(1) Hecke Gruplarinin Cift Alt Grubu

H(A) Hecke gruplarinin normal alt grubu olan ¢ift alt grubun yapisindan

kisaca bahsedelim. H(A) Hecke gruplarinin elemanlan agagidaki gibi iki gruba

ayrilabilir:
bA
) 891 4 adbearl,
ch d
A Db
ay |° . ada2-be=l.
¢ dA

Burada a,b,c,d birer tamsayidir. Yukanida belirtilen (i) tipindeki elemanlar
¢ift, (ii) tipindekiler ise tek olarak adlandirilir. Carpma islemleri yapildiginda,
tek.tek=cift.cift=cift,
tek.cift=¢ift.tek=tek
oldugu kolayca goriilebilir. Cift alt grup, H(A) Hecke grubunun 2 indeksli normal alt
grubudur ve H_(A) ile gosterilir. Ayrica bu alt grubu

H (X)={M=(a b’”):MeH(x)}
s ch d

seklinde gosterebiliriz. Tek elemanlarin kiimesi de
ah b
H,(A)=< N = :NeH(
x(){ (C dk) e()}

bicimindedir.

4.2.1 Teorem: H_(A) sift alt grup, H()A) Hecke Grubunun 2 indeksli normal

alt grubudur ve
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H(A)=H_(A) UTH (M)
esitligi vardir. Ayrica
H, (L) = (TS)*(ST)
olacak sekilde sonsuz mertebeli iki devirli grubun serbest ¢arpimdir.

Ispat: Ilk olarak A > 2 durumunu inceleyelim:

Cift ve tek elemanlardan olugan H(A) grubu igin H_(A) alt grubunun
indeksinin 2 oldugu kolayca goriiltr. Buradan H(A)/H (1) bolim grubu

olusturulabilir ve bu grubun eleman sayisi 2 dir. Sonlu olan bu boltim grubu igin
{ I, T } Schreier transversali se¢ilip, Reidemeister-Schreier metodu uygulandiginda
LT.(T)"'=I
T.T.()'=1
1.S.(T)'=ST
T.S.(I)'=TS
elde edilir ki
H,(A) = (TS)*(ST)
sunusu bulunur. Ayrica,
H(A) =< T,8| T* =8° =1>= (2, 0, ),
HO)/H (W) =<T|T* =1>=(2,1,2),

[HA)/H, (M)]=2
olduklarindan ve permiitasyon metodunu kullanarak H_(A) alt grubunun simgesi

(g; ©P;1) seklinde bulunur. Buradaki g cinsini de Riemann-Hurwitz formiiliinden

bulalim.
n(H (M)
HA)/H, (W)= ———=,
‘ (M/H( )l p(H(A))
9= 2g-2+2+1

(-2.0—2)+(1~%)+1+1
buradan da g=0 elde edilir ve H_(1) alt grubunun simgesi,

(0; @1y

olarak bulunur.
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Benzer olarak A =2 i¢in H _(2) alt grubunun simgesi (0; ) olarak elde

edilir. O

4.3 H(\) Hecke Gruplarmin Kuvvet Alt Gruplar

Bu kisstmda H(A) Hecke gruplarmin H™(A) kuvvet alt gruplarinin

tireteglerini, grup yapilarin1 ve simgelerini bulacagiz. m=2 durumu ile baslayalim.

4.3.1 Teorem: H(A) Hecke gruplarimin H2(L) kuvvet alt grubu, ii¢ tane
sonsuz mertebeli devirli grubun serbest ¢carpimidir ve grup sunusu
H2 (L) = <S>* <TS T>* <TSTS'>
bicimindedir.
Ispat: Ilk 6nce A > 2 durumuna bakalim. Bsliim grubunu
HQ)/H2(A) =<T,S|T?=S"=T? =8 =(TS)’ =..=1>
olarak buluruz. Burada gerekli kisaltmalarla
HM)/H*(A) =<T,S | T? =8* =(TS)* =I>= D,
grup sunusu elde edilir. Eleman sayist 4 olan bu grup igin Schreier transversali olarak

{I, T, S, TS} se¢ilirse

LT.(T)'=l, 1.S.(S) =1,
T.T.Q)"'=, T.S(TS)'=l,
S.T(TS)'=STS'T, S.8.()'=S?
TS.T.(S)'=TSTS?, TS.S(T)'=TS’T

ve (STS'T)'=TSTS! esitliginden HZ(A) grubunun sunugu
H?(A) = <S>* <TS*T>* <TSTS'>
yazilir. Bununla birlikte,

H(M) =<T,8| T? =8° =152 (2, 0, ) ,

HQ\)/H?(A)=<T, S| T? =8? =(T8)’ = 1> (2, 2,2),
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[ /H2 (1) =4
oldugunu bulmustuk. Permiitasyon metoduyla H?*(A) alt grubunun simgesi

(g; ©'?;2) seklindedir. g cinsini de Riemann-Hurwitz formiilii ile hesaplayalim:

2
|H(x)/H2(x)|=*:f(iH(%))l,

26-242+2
(2.0—2)+(1—%)+1+1

4=

buradan da g=0 elde edilir ve H*(A) alt grubunun simgesi,
(0; 0@;2)

olarak bulunur.
A =2 igin de H?(2) alt grubunun simgesi (0; ™) seklindedir. O

4.3.2 Sonug: H2() kuvvet alt grubu, H_(A) ¢ift alt grubunun 2 indeksli alt
grubudur.
ispat : H*(A) kuvvet alt grubunun iireteglerinin ¢ift elemanlar olusu ve de

indekslerden kolayca goriiliir. O

4.3.3 Teorem: Verilen m tek sayis1 igin H™(A) kuvvet alt grubu, m tane iki

mertebeli devirli grup ile sonsuz mertebeli devirli bir grubun serbest ¢arpimudir.

Ispat: Oncelikle A > 2 igin kuvvet alt grubunu inceleyelim.
HA/H"A) =<T,8|T*=8"=T" =8" =(TS)" =...= 1>
boliim grubundan S™=T=I esitliklerini kullanarak
HA)/H™(A) =<S|S™ =1>=C,
m mertebeli devirli grubun sunusunu elde ederiz. Schreier transversali igin

{I, S, SZ, ...,Sm"} se¢ilip, Reidemeister-Schreier metodu kullanilarak
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LT.()'=T, 1S.(S)'=l,

S.T.(S)'=STS™!, S.S.(8H =,
S2.T.(S?)'=§?TS?, $2.8.(S%'=,
S™! T (8™ l=gmITg ™), s™ s (1y'=sm

elde edilir. H™ (A) kuvvet alt grubunun sunusu
H™ (L) = <S™>* <T>* <STS'>*<S? TS 2>+ #<s™ITS ™ D>
seklinde bulunur. Diger yandan,
H(A) =< T,8| T? =8° =152 (2, , ) ,
H(A)/H"(\)=<8|S" =I>= (I, m,m),
|H(x) /H™ (x)] =m
sonuglariyla beraber, permiitasyon metodu kullanilarak H™(A) alt grubunun simgesi

(g;2'™,c0;1) olarak bulunur. Ayrica Riemann-Hurwitz formiiliinii kullanarak

B

2g-2+m(l-1)+2
m= 2

(2.0-2)+(1-%)+1+1

esitliginden g=0 ¢ikar ve H™ (A) alt grubunun simgesi,
(0;2™, 0031)

bigimindedir.
A =2 i¢in de H™(2) alt grubunun simgesi (0;2™, ) seklindedir. O
Son olarak m>2 ¢ift tamsayilan i¢in kuvvet alt gruplarini inceleyelim. Boliim

grubunu bulmak i¢in gerekli bagintilar eklenirse

HA)/H™(N) =<T,S|T? =S" =(TS)" =1>
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sonsuz mertebeli bsliim grubu bulunur. Kullandigimiz metodlar ile H™(A) kuvvet
alt grubunun grup sunusunu, simgesini elde edemeyiz. Fakat m=2k (k=1, 2, ...) i¢in
H™(A) grubunun serbest oldugu

H*(W) > (H* ()" o H*(),

kapsamalarindan ve 2.5.8 Teoremden goriiliir.

4.3.4 Teorem : m>2 ¢ift tamsayr olmak iizere H™(A) kuvvet alt gruplan
serbest gruptur.

Ispat : 2.5.8 Teoremden bulunur. O

4.4 H(A) Hecke Gruplarmin Cinsi 0 Olan Normal Alt Gruplari

H(X) Hecke gruplarinin (2,00,0) seklinde tiggen gruplar oldugunu daha énce
sOylemistik. Bu figgen gruptan, H(A)/N béliim grubuna bir grup homomorfizmasi
vardir. Burada H(A)/N grubu C,, D,, A4, Ss, As sonlu iiggen gruplarindan birine

izomorftur [2]. Bu homomorfizmalardan faydalanarak N normal alt gruplarm

inceleyebiliriz. Oncelikle A > 2 durumunu géz dniine alalim.

Ilk olarak C,= (1,n,n) devirli grubu ile baslayalim . T elemanim C, grubunun
birim elemanmna, S elemanmm da C, grubunun n mertebeli liretecine eslersek
H(A) - H(L)/N = C; olacak sekilde bir grup homomorfizmas: elde ederiz. Boyle
her bir n ig¢in O cinsli bir normal alt grup elde ederiz. Permiitasyon metodu
yardimiyla N normal alt grubunun simgesini (0; 2‘,c0;1) olarak buluruz. Bu
normal alt gruplant Y, (A) ile gosterelim. Y, (A) gruplan 2 mertebeli, n tane devirli

grup ile sonsuz mertebeli devirli bir grubun serbest ¢arpimidir. C, devirli gruplarinin
ozel hali olan C, grubunun diger gosterimi (2,1,2) seklindedir. Bu gosterim ile
yukaridakinden farkli bir homomorfizma elde edebiliriz. Ancak C; nin bu gosterimi
D, dihedral grubunun iginde olacagindan (2,1,2) g6sterimini ayrica incelemeye gerek

yoktur.
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Ikinci olarak C,=(2,1,2) gosterimini igine alan D,=(2,n,2) dihedral
grubunu ele alalm. D, =<x,y|x?=y" =(xy)’ =I> grup sunusuna sahip, 2n

mertebeli dihedral grubu yardimiyla T elemamini x elemanina, S elemamini da y

elemanma H(A) - H(X)/N =D, olacak sekilde esleyen bir grup homomorfizmasi
vardir. Permiitasyon metodu ile N normal alt grubunun (0; «®;n) simgesine sahip
oldugunu buluruz. Bu normal alt gruplann S, (A) ile gosterelim. S, (A) gruplan

2.4.2.2 Teoremden sonsuz mertebeli nt+1 tane devirli grubun serbest ¢arpimidir,

Simdi de As=(2,33) = <x, y| x? =y® =(xy)’ =I> grubunu dikkate alahim.
Homomorfizmamizi T elemamini x elemanina, S elemanmt da y elemanina

H(A) > H(A)/N = A4 olarak secebiliriz. Permiitasyon metodu ile N normal alt

grubunun (0; «(¥;4) simgesini buluruz. Bu normal alt grubu T, (A) ile gdsterelim.

Benzer olarak S;=(2,34)=<x,y|x* =y’ =(xy)* =I> grubu i¢in T
elemanini X elemanina, S elemanim da y elemanina gotiiren bir homomorfizma
H(A) —» H(A)/N =S4 olarak alimirsa permiitasyon metodu ile N normal alt grubu
(0; ®;6) simgesine sahiptir. Bu normal alt grubu da T,(A) ile gosterelim. S,
grubunun bir diger gosterimi de (2,4,3) olup benzer islemlerle N normal alt grubunun
simgesi (0; c0(® ;8) seklinde elde edilir. Bu grubu da T;(A) sembolityle gosterelim.

Elde ettigimiz iki grup, 2.4.2.2 Teoremden sonsuz mertebeli 13 tane devirli grubun

serbest carpimudir.

Eger H(A) Hecke grubunu As= (2,3,5) grubuna T elemanim x elemanina, S
elemanmim da y elemanina gidecek bigimde bir homomorfizma ile eslersek
(0; 0?9 :12) simgeli bir N normal alt grubu elde ederiz. Bu normal alt grubu T, (A)
ile gosterelim. As= (2,5,3) i¢in benzer sekilde T,(A) ile gdsterecegimiz (0; '»;20)

simgeli bir normal alt grup bulunur.
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Son olarak Dy= (2,2,n) dihedral grubu incelenirse Wy(2) ile gosterecegimiz

(0; 0™ ;2) normal alt gruplan elde edilir.

A =2 icin benzer sonuglar elde edilir. Y,(2), S,(2), T,(2), T,(2), T3(2),
T,(2), T5(2), Wn(2) ile gosterecegimiz normal alt gruplarin simgeleri sirastyla;
0; 2,0@), (0; ™), (0; ©®), (0; 0!), (0; ©!®), (0; ©&), (0; 0C),
(0;00"?)  seklinde elde edilir. Dikkat edilirse S, (2) = Wa(2),
T,(2) = T,(2),T,(2) = T;(2) izomorfluklar1 goriiliir. Bununla beraber §,(2)
normal alt grubunda n=6, 12, 30 i¢in T, (2), T,(2), T,4(2) elde edilir.

4.4.1 Teorem: Eger A >2 ise H(A) Hecke gruplarinin 0 cinsli tim normal
alt gruplan, Y,(A), S,(A), W,(d), T;(A), T,A), T;R), T,A), T;QA)
seklindedir (ne N).

Eger A =2 ise H(2) Hecke grubunun tiim normal alt gruplant Y,(2), S,(2)
bigimindedir (ne N). O

4.4.2 Sonug¢: A =2 icin H(A) Hecke gruplart O cinsli, sonsuz sayida normal

alt gruba sahiptir. O

443 Uyar:: A22 i¢in S (A)=H (A), S,(A)= H2(\) = W,(A) ve

Y, (L) = H"(A) (n pozitif tek tamsay1) oldugu goriiltir. U

4.5 H().) Hecke Gruplarinin Serbest Normal Alt Gruplari

Bu béliimiin basinda H(A) Hecke gruplarimn 2 mertebeli devirli grup ile
sonsuz mertebeli devirli grubun serbest garpimi oldugunu s8ylemistik. H(A) Hecke

gruplarinin, Kurosh alt grup teoreminden iki gesit alt gruba sahip oldugu ortaya

cikar. Birincisi serbest alt gruplardir. Ikincisi ise bazi sonsuz devirli gruplar ile iki
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mertebeli bazi sonlu devirli gruplarin serbest ¢arpimlari olan gruplardir. Biz bu

béliimde bu alt gruplar arastiracagiz.

4.5.1 Teorem : N, H(A) Hecke grubunun birimden farkli bir normal alt

-grubu olsun. N normal alt grubu serbesttir ancak ve ancak N normal alt grubu sonlu

mertebeli eleman icermez.

Ispat : N serbest grupsa, sonlu mertebeli eleman icermeyecegi agiktir. Diger
yonii ispatlayalim.

Kurosh alt grup teoreminden, aranan N normal alt grubu

N=F* H, G,
seklindedir. Burada F ya serbesttir ya da birimdir ve her bir G,, {T} grubuna

konjugedir. N sonlu mertebeli eleman bulundurmadifindan H.Gi carpimi olamaz.

Ayrica N, birimden farkli oldugundan, N serbest grup sonucu bulunur. O

4.5.2 Teorem : H(A) Hecke grubunun sonlu indeksli ve de sonlu mertebeli
eleman igeren, normal alt gruplart H(A) ile Y, (1) (neN) gruplandir.
Ispat : Oncelikle ispatt A >2 i¢in verelim. N, H(A) da sonlu mertebeli

eleman igeren ve sonlu indeksli olan bir normal alt grup olsun. O zaman N, 2

mertebeli bir eleman igerir. H(A) da 2 mertebeli her eleman T’ye konjuge

oldugundan N, T’yi igerir. Buradan N i¢in iki durum s6z konusudur:

Ik olarak, N, S déniistimiinii bulundurursa H(A) grubun kendisine egittir.

Clnkii N, T elemanimi da bulundurur.

Ikinci durumda N, S déniisiimiinii igermesin ve IH(X)/ NI =8 sonlu indeksine
sahip olsun. Béylece H(A) y1 H(A)/N béliim grubuna eslersek S, n-devirlerin bir
¢arpimina ve T, birim dontisiime eslenir. Burada n|d ve ne N dir. Boylece TS, n-
devirlerin bir ¢arpimina gider. Permiitasyon metodunu kullanarak N'nin simgesini

(g;2®,00%'™:8/n) olarak buluruz. Riemann-Hurwitz formiilii yardimiyla

[H(A)/N|= )
r(HA))
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2g—-2+8.(1-l)+§+§
§ = 2_n n

(2.0—2)+(1—%)+1+1

esitliginden 1—§ =g ¢ikar. g cinsi bir dogal say1 olacagindan & = n dolayisiyla g=0
n

olmak zorundadir. Bu durumda H(A)/N béliim grubu C, = (1,n,n) ile izomorftur ve
N alt grubunun simgesi

(0;2™,e0;1)
olur ki buda Y, (A) (neN) gruplaridir.

Benzer olarak A =2 ise N = (0;2™, «o®) bulunur. =

4.5.3 Uyan : 4.5.2 Teoremden H(A) Hecke gruplarinin sonsuz sayida sonlu

mertebeli eleman igeren normal alt grubunun bulundugu agiktir. O

4.5.4 Sonug¢ : N, H(A) Hecke grubunun sonlu indeksli normal alt grubu

olmak tizere eger N pozitif cinse sahip ise sonlu mertebeli eleman igermez. [

Bu sonucun tersi dogru degildir. Ornegin W,(2) alt gruplan igin tersi

saglanmaz.

4.5.5 Teorem : Eger N, birimden, H(A) Hecke grubu ve de Y, (X) (neN)
gruplarindan farkl: ise serbesttir.

Ispat : Yukarida verilen 4.5.1 ve 4.5.2 Teoremlerinden goriiliir. O

Simdi de A >2 i¢in H(A) Hecke grubunun, t tane parabolik 6gesi ve u tane

de hiperbolik stmir elemant olan, & sonlu indekse sahip, N serbest normal alt grubu

icin su teoremi verelim:

4.5.6 Teorem : Sonlu indeksli N serbest alt grubunun simgesi,
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bi¢imindedir.
Ispat : N serbest alt grup oldugundan (g; «'”;u) simgesine sahiptir.

Riemann-Hurwitz formiiliinden,
2g-2+ttu=8.(-2+1- % +1+1)

ve de

bulunur. 0

A =2 igin H(2) Hecke grubunun, t tane parabolik 6geli, & sonlu indekse

sahip, N serbest normal alt grubu i¢in gu teoremi verelim:

4.5.7 Teorem : Sonlu indeksli N serbest alt grubu

d t
T+=——; o
( 173 )

simgesine sahiptir.

Ispat : 4.5.6 Teoremine benzer sekilde yapilir. [
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5. H(A,) GENISLETILMIS HECKE GRUPLARININ BAZI NORMAL
ALT GRUPLARI

Bu bdliimde p>3 asal sayilar i¢in, ﬁ(?tp) genisletilmis Hecke gruplarinin,

kuvvet alt gruplari, kamutatér alt gruplari ile bu alt gruplar arasindaki iligkiler ve

serbest normal alt gruplan incelenmistir. Bulunan bu alt gruplarla, H(A,) Hecke

gruplarimin bilinen normal alt gruplariyla iligkileri, bir sekil ile gdsterilmistir. Ozel
olarak p=3 degeri i¢in elde edilen H()A,) genisletilmis modiiler grup ve bazi normal
alt gruplart [10, 34, 35] nolu kaynaklarda incelenmistir. Ayrica p=5 degeri i¢inde
[36] nolu kaynakta H()A,) genisletilmis Hecke grubunun bazi normal alt gruplari

arastirtlmigtir. Bu bolimdeki sonuglar [37] nolu galismada toplanmigtir,

5.1 _ﬁ(Xp) Genisletilmis Hecke Gruplari

Burada ﬁ(xp) genisletilmis Hecke gruplan igin 6zel olarak H(A,) Hecke

gruplanndan yararlanacagiz. A, = 2 Cos ™ ve p=3, 5, 7, ... seklinde asal sayilardur.
P

H(A,) nin grup sunusu,
H(?Lp)=<T,S|T2 =SP =1>=C, *C, (5.1)

bigimindedir [2].

5.1.1 Tanim : H(KP) Hecke gruplarnin (5.1) deki iireteglerine R(z)=é
Z

yansima dontisimiinti katarak elde edilen gruplara ﬁ()\.p) genigsletilmis Hecke

gruplart denir. O
5.1.2 Teorem : ﬁ(kp) genisletilmis Hecke gruplan,
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HQA,)=<T,S,R|T*=§" =R? = (TR)* =(RS)* =1> (5.2)
sunuguna sahiptir [12].0

1
Z+Ap

Buradaki T(z)= L elemani, 2 mertebeli eliptik dontisiim, S(z) = -
z

ise p mertebeli eliptik doniisimdiir. R(z) = é ise 2 mertebeli yansimadir.
z

5.1.3 Teorem : ﬁ(kp) genisletilmis Hecke gruplanindaki sonlu mertebeli

p-1

elemanlar, T, R, TR, S, S?, ... ,S' 2 elemanlarindan biri ile konjugedir [38].0

5.1.4 Teorem: ﬁ(xp) genisletilmis Hecke gruplari, D; ile D, nin C, ile
karisimli serbest ¢arpimidir.
Ispat : Teoremde yer alan dihedral gruplarin sunuglari,
G=<T,R|T*=R*=(TR)’=1>=D,
ve
Gy=<S,R| S’=R? =(RS)’ =1>=D,
seklindedir.
A =<R >< G, alt grubu i¢in,

b:A—>G,
R—R

birim doniisiimii ve 2.5.3.1 Teoremi yardimiyla
HR,) =G, *, G, ve
H(A,)=<T,S,R|T? =S =R’ =(TR)’ =(RS)* =1>

bulunur. O

5.1.5 Teorem : H(A,) Hecke gruplan, ﬁ(xp) i¢inde 2 indeksli normal bir

alt gruptur.
Ispat : HO,)=H(2,) URHQ,) esitligi ve de H(R,) "RHRA,)=9

oldugundan ispat kolaylikla goriiliir. O
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Bu boliimiin amac1 olan normal alt gruplan incelemeye baglayalim. Ilk

olarak kuvvet ve kamutator alt gruplarini inceleyelim.

5.2 ﬁ(kp) Genigsletilmis Hecke Gruplarimn Kuvvet ve Kamutator Alt

Gruplan

Kuvvet alt gruplarinin, biitiin elemanlarin m. kuvvetleri tarafindan iiretildigini

2.6.1 boliimde s6ylemistik. H™ (M), kuvvet alt gruplan q tek sayilan (g=3, 5, ...)

i¢in [12] nolu kaynakta ¢aligilmustir.

{2, 23] nolu kaynaklarda, H(}.,) Hecke gruplannin kuvvet ve kamutator alt
gruplari i¢in bazi sonuglar agsagidaki gibidir:
H(xp)/Hz(xp)( =),

H(, )/ HP (A,)|=p,

H(A,)/H'(M,)|=2p,
H(,)=H'},)NHQ,),
H*(A,)=<S>*<TST >,
HP(A,)=<T>*<STS"" >* *<S"'TS>,
H'(A,) =< TSTS*™" > * . * < TS"'TS >
ve H»" (A,) kuvvet alt gruplan serbest alt grupturlar. Ayrica Newman, p=3 i¢in

¢alismasinda H"(A,) c H*(A,) < H'(%.,) oldugunu ispatlamigtir [4].

H" (A,) kuvvet alt gruplarinin {iretelerini bulmak i¢in 6nceki béliimlerde

kullandigimiz Reidemeister-Schreier metodunu kullanacagiz.
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5.2.1 Teorem : Genisletilmis Hecke gruplarinin, ﬁz(kp) kuvvet alt grubu p
mertebeli iki devirli grubun serbest ¢arpimidir. Bununla beraber

H(,)/H*(A,)=C, xC, ve

H?(A,)=<S>* <TST>
esitligi vardir.

Ispat : Ik olarak H(A,))/H?(A,) bolim grubunu bulalm. (5.2) ile
gOsterdigimiz grup sunusundaki tiim elemanlarin 2. kuvvetleri birim elemana
esitlenirse

HQ)/H?(A,)=<T,S,R|T? =S? =R? = (TR)* =(RS)* =§* =(TS)* =...=I>
elde edilir. S? =S? =1 esitliklerinden S=I yazilir ve bu béliim grubunun sunusunun

sadelesmis hali,
H(,)/H*(A,)=<T,R|T* =R =(TR)* =1>=C, xC, = D,

olur. Kuvvet alt grubunun sunusunu bulabilmek i¢in kullandifimiz Reidemeister-

Schreier yéntemi igin {I, T, R, TR} transversalini alalim. Buradan,

LT. (T)"=L, LS. ()'=S, LR.(R)" =1,
T. T. (D)=, T.S. (T)™'=TST, TR.(TR)" =],
R.T. (TR)"'=RTRT, R.S. (R)™"=RSR, RR.D" =1,

TR.T. (R)'=TRTR, TR.S.(TR)'=TRSRT, TRR.(T)" =1
yazilir. Aynca RTRT=I, TRTR=l, RSR=S"', TRSRT=TS'T=(TST)™
bagmtilarindan H? (A,) nin treteg kiimesi S ve TST elemanlarindan olusur.
Boylece,

’ﬁz(xp) =<8, TST| §* =(TST)* =1>=C_ *C,

bulunur. O

5.2.2 Teorem : p>3 asal sayilari igin H® ;) =ﬁ(7»p) dir.
Ispat : Biitiin elemanlarin p. kuvvetleri birim elemana esitlenirse T=S=R=I

olur ki

[F ) /P =1
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yani H?(A,)=H(},) bulunur. O

5.2.3 Teorem : m pozitif bir tamsay1 ve p>3 asal say1 olsun. Eger,
(i) m tek tamsay: ise H™ (A,)=H(),),
(i) m ift tamsay1 fakat 2p nin kati degilse H™(A,)=H*(2,)
seklindedir.

Ispat : (i) m pozitif tek tamsayist igin biitiin elemanlarin m. kuvveti birim

elemana esitlenirse,
T?=T" =R?>=R" =1, (RS)> =(RS)" =1
sonuglarindan T=S=R=I dolayisiyla Iﬁ(KP)/ H" (lp)|=1 olacaktir. Yani

H"™(A,)=H(A,) olmast agiktir.

(ii) 2|m ve 2p nin m’yi bélmeyecek olmasindan (2, m)=2 elde edilir. (5.2) ile
gbsterdigimiz sunusta, tiim elemanlarin m. kuvvetleri birim elemana esitlenirse,
T?=T"=R?*=R"=1,8° =8" =1
olur. Gerekli kisaltmalar yapildiginda
H(,)/H"(A,)=<T,R|T? =R* =(TR)’ =1>=C, xC, =D,
bulunur. Ispatin geri kalan kismi 5.2.1 Teoremdeki gibidir. Bdylece istenen elde

edilir. O

Kuvvet alt gruplarindaki son durum olan ™ (A,) durumunda, bdliim grubu

sonlu olmayacaindan Reidemeister-Schreier yontemini kullanamayiz. Bu alt
gruplar hakkinda birseyler soyleyebilmek igin kamutator alt gruplarin incelenmesine

ihtiyag vardir.

Kamutatér alt gruplarimin sunusunu elde edebilmek i¢in de Once

H(A,)/H'(A,) bbliim grubu olusturulur. H'(A,) nin sunusu,

<[A,B]|A,Be HQ,)>
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seklindedir [15]. Bunu bulabilmek iginse ﬁ(?»p) nin iirete¢ kiimesinin elemanlarina

degismelilik eklenerek H(,)/H'(),) béliim grubununun sunusu elde edilir {2].

5.2.4 Teorem : (i) H(A,)/H'(A,) =V, =C, xC,,
(i) H'(A,)=<S>* <TST>,
(i) H'(A,)/H' () =V, 2C, xC,,
(iv) H"(A,) tabam [S, TST], [S, TS*Tl, ... , [S, TS*'T], [S*, TST],

[S?, TS®T), ..., [S?, TS*'T), ..., [S*", TSTI, [S*, TS T, ..., [S™", TS*'T]
olan serbest gruptur.

(v) n>2 tamsayilan igin Iﬁ(lp Y H® (A, )’ =00,
Ispat : (i)-(iv) ispatlar1 i¢in [39] nolu kaynaga bakiniz.

V) ﬁ”(lp) ikinci kamutatdr alt grubunun iireteglerine degismelilik
kattigimizda elde edilen —I—T”(Kp)/ ﬁ'"(kp) boliim grubu sonsuz mertebeli ¢ikar. Yani
ﬁ’”(?»p), ﬁ”(kp) icinde sonsuz indekslidir. Bu gekilde kamutatér alt gruplarin

serisine devam edilirse |ﬁ(xp Y/ H® (}.P)l =o0 oldugu bulunur. 0

5.2.5 Teorem : ﬁ(lp) genisletilmis Hecke gruplarinin, birinci kamutatér alt
grubu, ikinci kuvvet alt grubuna esittir H'(A,)=H*(%,) .

Ispat : 5.2.1 ve 5.2.4 teoremlerinden goriiliir. O

5.2.6 Teorem : p23 asal sayilar i¢in,
() H*(A,) =H’(,) =H*A,)nH(A,),
(i) H'Q,)" <H'(A,)
olur.

Ispat : [37] nolu kaynakta bulunabilir. O

52.7 Teorem : (i) o, THRT, S=S,R—>R olacak bigimde bir

otomorfizm olmak tizere H'(A,)=H(A, )N a(H(A,)) esitligi saglanr,
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(ii) H'(A,), H'(A,) grubunun p indeksli alt grubudur.

(iii) ﬁ”()»p) » H'(A,) grubunun p indeksli alt grubudur.

Ispat : (i) Hem H(},) hem de a(H(A))), _ﬁ().p) genigletilmis Hecke
grubunun 2 indeksli normal alt gruplan olduklarindan, H(kp)na(H()»p)), 4
indeksli tek normal alt grup olan ﬁ’(lp) birinci kamutatér alt grubuna esit olur,

i) [HR,)/HEA,)| = |H(xp )/H2 (%, )HHZ (lp)/H’(lp)l esitligi ile bulunur.

(iif) |ﬁ'(xp)/ﬁ”(xp)] =[H'(A, )/ H'(,)|[H'(A, ) /H"(L,)| olacagindan ispat

biter.

5.2.8 Teorem : m pozitif tamsay: olmak tizere H*" (A,) kuvvet alt gruplari,
ﬁ”(kp) nin alt gruplaridir,

Ispat : Kuvvet alt gruplannm (2.13) ve (2.14) &zelliklerinden,
H*®®,)c(H*(A,))? «H*(A,) kapsamalan vardr. H'(A,)=H’(A,) esitligini
yerine yazarsak H’*(A,) < (H'(A,))® cH'(A,) bulunur. 52.6 Teoremden de
(ﬁ'(?\.p))p cﬁ”(lp) yazilabilir. SOI.l olarak kuvvet alt gruplarimin (2.13)

szelliginden H?*" (A, ) < H'(A,) sonucu bulunur. O

Dikkat edilirse ﬁ”(kp) yansima bulundurmadigindan, alt kiimesi olan
H?»"(A,) de bulundurmaz. Dolayistyla H*™ (A,) = H*®"(X,) esitligi yazilabilir.
Ayrica,

[H) /H™ ()| = [HQ, ) /HP ()]

=[FI(A,,)/HQ,)| [HO,) /H?™ ()| = 2{H(, )/ HP )

yazilabilir.

5.2.9 Teorem : H*™" (A,) kuvvet alt gruplan serbesttir.

Ispat : 2.5.8 Schreier Teoreminden agiktir. O
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5.2.10 Teorem: ’ﬁ(xp) genisletilmis Hecke gruplarinin iki indeksli {i¢ tane

normal alt grubu vardir. Bunlar,

H(A,)=<T,8 | T> =§" =1>=C, *C_,

Hy(A,) =<R,S,TST|R* =§” = (TST)” = (RS)* = (RTST)* =I>=D, *, D

P
ve

a(H(A,)) =<TR,S| (TR)> =8P =I>=C, * C,
alt gruplaridir.
Ispat : N, ﬁ(kp) genisletilmis Hecke grubunun 2 indeksli normal alt grubu

ise ﬁ(lp)/ N boltim grubu degismelidir ve ﬁ'(kp) ch:ﬁ(?»p) kapsamasi ile

ﬁ(kp)/ ﬁ’(kp) =C, xC, =D, olusundan ispat biter. O

5.2.11 Teorem : H—(XP) genisletilmis Hecke gruplarimin ii¢ indeksli normal
alt grubu yoktur.

Ispat : Varsayalim ki N, ﬁ(kp) genigletilmis Hecke grubunun 3 indeksli
normal alt grubu olsun. Yani A=T—I—(xp)/N olmak tizere |A| =3 olur. Dolayisiyla
A, degismelidir.  Ayrica ﬁ(xp)/N cﬁ(xp)/ ﬁ'(xp) ve |ﬁ()»p)/ ﬁ’(kp)l =4

oldugundan varsayimimiz yanlis ¢ikar. 0

5.2.12 Teorem: ﬁ(?»p) genisletilmis Hecke gruplan 2p indeksli iki normal
alt gruba sahiptir. Bunlar

HP(A,) =<T>*<STS" >* *<S"'TS>
veE

H,(A,) =<TR >* <RSTS > *..* <RS”'TS*" >
dir. (H,(A,) ,H(A,) nin temel denklik alt grubudur).

Ispat : [10, 39, 40] nolu kaynaklara bakiniz. O
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Asapida ﬁ(?\.p) genisletilmis Hecke gruplarinin, kuvvet ve kamutatér alt

gruplar arasindaki iliskiyi gosteren sekil verilmistir:

H(p)

o(H(p )

HP(,) H(p)

H—Il(lp )

—2pm

o
HP"(,)=H*™(,)

Sekil 5.1
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53 ﬁ(kp) Genisletilmis Hecke Gruplarmin Serbest Normal Alt Gruplar:

5.1.4 Teoremde ﬁ(?»p) genisletilmis Hecke gruplarinin, D5 ile Dy nin C; ile
karigimli serbest ¢arpim: oldugunu géstermistik. (5.2) ile verilen sunug
H(,)=<T,S,R|T? =S =R? = (TR)* = (RS)* =1>
seklindeydi. Kurosh alt grup teoremi yardimiyla, ﬁ(kp) genisletilmis Hecke

gruplar, iki ¢esit alt gruba sahiptir. Birincisi serbest alt gruplardir. Digeri ise sonsuz
mertebeli devirli gruplar, bazi1 2 ve p mertebeli devirli gruplar, bazi D, ve D, dihedral
gruplar ile baz Dml ve D, 5 dihedral gruplarin serbest ¢arpimlarindan olusan alt

gruplardir. Burada m; indisi 2 veya p sayisim boler. Iste biz bu alt gruplan ve
cebirsel yapilanm arastiracagiz. Modiiler grup i¢in, [4] nolu kaynakta Newman, q
asallar i¢in H(A,) Hecke gruplan igin Cangiil [2], genisletilmis modiiler grup iginse
[34] de Sahin, Ikikardes, Koruoglu tarafindan galigtimustir.

5.3.1 Teorem : ﬁ(xp) genisletilmis Hecke gruplarimin birimden farklh N
normal alt grubunun serbest olmas: igin gerekli ve yeterli kosul N normal alt
grubunun, sonlu mertebeli eleman igermemesidir.

Ispat: ﬁ(lp) genisletilmis Hecke gruplar1 4 mertebeli D, ve 2p mertebeli

D, dihedral gruplarimin C, grubu ile karigimh serbest ¢arpim grubu oldugunu 5.1.4
Teoremden biliyoruz. Aradigimiz N grubunun yapisi su sekildedir:

N=F*][.C,*] [.*Du, *c, Du,)
Burada F ya serbest ya da birim grup; C; ise {T}, {S}, {TR} elemanlar: tarafindan
liretilen gruplara izomorftur. Her bir Dy, dibedral grubu {T, R}, {S, R} elemanlan
ile tiretilen gruplarindan biridir. N sonlu mertebeli eleman bulundurmadigindan
[1.C.*[[.*@n, *c, Da,)

serbest garpimlan olamaz. Ek olarak N, birimden farkli oldugundan tek segenek F
serbest grubu olmak zorundadir.

Ispatin diger tarafi serbest grup tamimindan agiktir. O
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5.3.2 Teorem: ﬁ(lp) genisletilmis Hecke gruplarmmin, sonlu indeksli, sonlu

mertebeli eleman igeren normal alt gruplan agagidaki gibidir:
H(A,), HA,), Ho,), a(HQ,), H (), B (&,) ve H(A,).

Ispat: N, genisletilmis Hecke grubunun sonlu mertebeli eleman igeren, sonlu
indeksli normal alt grubu olsun. Sonlu mertebeli elemanlar, N alt grubunda su
sekilde bulunabilir: 2 mertebeli bir eleman; p mertebeli bir eleman; 2 mertebeli iki

eleman; 2 ve p mertebeli iki eleman; 2 mertebeli iki eleman ile p mertebeli ii¢

eleman. ﬁ(7\-,,) genigletilmis Hecke grubunun, sonlu mertebeli elemanlarinin, 2

mertebeli T, R veya TR elemanina, p mertebeli bir eleman da S elemanin bir
p-1
S,$%,...8 ? kuvvetine konjuge olacagim 5.1.3 Teoremde belirtmistik. Buradan

sonlu indeksli N normal alt grubu sonlu mertebeli bir eleman igeriyorsa; T, R, TR

p-l
veya S nin S,8%,.,8 ? kuvvetlerinden birini igerir. Burada incelenecek dokuz

durum ortaya ¢ikar. Bunlar teker teker inceleyelim:

p-1

(i) Eger N alt grubu, T, R elemanlan ile S,S%,...S ? elemanlarindan birini
iceriyorsa, N=H(A,) olur. -

pl
(ii) N alt grubu, T donisimi ve S,S%,...,S 2 doniigiimlerinden birini igerip;

R ve TR doniisiimlerini igermesin. Buradan,

H(,)/N=<R|R?=1I>=C,

boliim grubu elde edilir. 2 indeksli ve bu sartlara uyan normal alt grup H(A)) dir.

pl
(i) Eger N alt grubu, R dénistimii ile S,S%,...S ?  doniiglimlerinden birini

bulundurup; T ve TR doniistimlerini bulundurmasin.

H(A,)/N=<T|T?=1>=C,

elde edilir ki 2 indeksli ve sartlar: saglayan N=H,(%,) alt grubudur.

p-1

(iv) Simdi de N alt grubu, TR ve S,8%,...8 2 donisimlerini igerip, T ve R
doniigiimlerini igermesin.

H(A,)/N=<T|T? =1>=C,
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olur ki 2 indeksli bu alt grup, N =ca:(H(A,)) bulunur.

Pl
\4 ve R elemanlarim N ait grubuna ait olup 9,9 5.5 Oniigtimleri,
(v) T ve R elemanlarim N alt grubuna ait olup S,8%,...82 4 leri, N

de bulunmasin. O halde boliim grubu,
_ﬁ(kp )/ N=C,
olur ki N=H( ,) grubun kendisi ¢ikar.

p-1

(vi) Eger N alt grubu S.S%,...S 2 doniisiimlerini bulundurup, T ve R
doniigtimlerini igermiyorsa,

H(*,)/N=<T,R|T? =R?=(TR)? =1>=D,

olurki N=H?(,) sonucu ¢ikar.

p-!

(vii) N alt grubu, T doniisiimiinii igerip, R.S,8%,...8 2 déniisiimlerini
icermezse bolim grubu,

H(A,)/N=<S,R|S* =R?=(SR)*=1>=D,

bulunur ve de N=H"(X,) olur.

p-1
(vili) Eger N -alt grubu, TR dénlisimint icerip, 1.R,S,8%,...,82
doniistimlerini icermezse,

H(A,)/N=<T,S|T? =8 =(TS)’ =1>=D,

ve N=H,(A,) bulunur.

p-1

(ix) N alt grubu, R déniisimiint igerip, T»S,S%,...S 2  doniisiimlerini
icermesin. Bu durumda

H(\,)/N=<T|T?=1>=C,

olur ve de bu miimkiin degildir. U

5.3.3 Teorem : ﬁ(xp) genigletilmis Hecke gruplarmin sonlu indeksli ve

birimden farkli N normal alt grubu,
HQ,),HRQ,), H,(A,), a(HA,)), H (A,), B () ve H(A)

gruplarindan farkli ise N serbesttir.
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Ispat : 5.3.1 ve 5.3.2 teoremlerinden goriiliir. 0

53.4 Teorem : Verilen sonlu indeksli N normal alt grubuy,

H®,), HR,), H (L), a(HQA,)), HX(A,), HP(A,) ve H,(A,) gruplanndan farkh
ve de |ﬁ()»p)/ N|=p ise p indeksi, 4.p tarafindan béliindir.

Ispat : Elde edilecek bélim grubu, 2, 4 ve de 2p mertebeli alt gruplar

bulunduracagindan sonug ¢ikar. {J
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6. T(\.) GENISLETILMIiS HECKE GRUPLARININ NORMAL ALT
GRUPLARININ YAPISI

Bu bdlimde, (2.2) ile sunusu verilen H(A) Hecke gruplarina R(z)=é
Z

yansima doniigtimii katilarak elde edilen, H(A) genisletilmis Hecke gruplarinn, ¢ift

alt grubu, kuvvet alt gruplari, kamutator alt gruplan ile bunlarin arasindaki iligkiler

incelenmigtir. Bu béliimdeki sonuglar [41] de toplanmistir.

6.1 H()A) Genisletilmis Hecke Gruplan

4. boliimde, A > 2 reel sayilar igin tanimu verilen Hecke gruplarina R(z)=é
Z
anti-otomorfizmini, lirete¢ kiimesine ekleyerek, bu grubu genisletecegiz. Bdoylece

grubun tirete¢ kiimesinin elemanlar1 T(z) = 1 eliptik elemani, A =2 igin parabolik
z
eleman, A >2 igin hiperbolik simir elemani olan S(z)= 1 d6niisimii ve
z

R(z)=é yansima doniigiimleri olur. Burada dikkat edilirse S(z) doniigiimiiniin
Z

mertebesi sonsuzdur.

2.3.1 Tanimda H(A) Hecke gruplarina R(z)=é yansima doniisiimiinii
Z

katarak elde ettigimiz gruplara H(A) genisletilmis Hecke gruplan dendigini

soylemistik.

H(\) =H(A\) URH(Q) ile H(A) "RH()=@ esitliklerinden H(A) mn

H(A) iginde 2 indeksli normal alt grup oldugu kolayca goriiliir.
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Aynica (2.2) de verilen H(A) Hecke grubunun sunusuna R(z)=é
Z

eklendiginde,
TR=RT, RS=S"'R
esitlikleri ile bunlara denk olan
(TR)’=(RS)*=I
esitliklerinin oldugu kolaylikla goriilebilir. Bunlardan faydalanarak su teoremi

verebiliriz:

6.1.1 Teorem : H()) genisletilmis Hecke gruplarinin sunusu,

H\)=<T,S,R|T?=8"=R?=I, TR =RT,RS=S"'R > 6.1)
veya buna denk olarak

H(A\)=<T,S,R|T?> =8” =R? = (TR)?> = (RS)? =I> 6.2)
seklindedir.

Ispat : (2.2) ile verilen H(A) Hecke gruplarinin sunusu ve yukaridaki T, S, R

doniislimleri arasindaki esitliklerden kolaylikla gériiliir. O

(6.1) ve (6.2) de verilen grup sunuslarindan faydalanarak H(A) grubunun

yapisini belirleyelim.

6.1.2 Teorem : H()A) genisletilmis Hecke gruplari, D, ile D, dihedral

gruplarinin 2 mertebeli devirli grup ile karigimli serbest ¢arpimidir.

Ispat : Teoremde yer alan dihedral gruplarin sunuslar,

H=<T,R|T*=R*=(TR)’=1>=D,

ve
H,=<S,R|S"=R*=(RS)’=1>=D,_
seklindedir.
A =<R ><H, alt grubu igin,
¢:A—>H,
R+—R

birim doniigtimii ve 2.5.3.1 Teoremi yardimiyla

66



H(A) =H, * H, ve

H(A\)=<T,S,R| T? =S =R? =(TR) = (RS)? =I>

bulunur. 0

6.2 H(A) Genisletilmis Hecke Gruplarimmn Kamutator Alt Gruplan

Bu bolimde ilk olarak H'(A) birinci kamutatér alt grubu, sonra da H"(A)
ikinci kamutator alt grubu ve H™ (A) n. kamutatér alt gruplan ve arasindaki iliskiler
incelenmigtir (n=1, 2, ...). Bunlan incelerken 6ncelikle H™ (L)/H™"(A) bélim
grubu elde edilir. Eger bolim grubu sonlu ise (n+1). kamutatér alt grubunun sunusu
bulunabilir. H®™(A)/H™Y(A) bslim grubunu bulurken, H™(A) grubunun tireteg
kiimesinin elemanlarina degismelilik bagintis1 eklenir. Buna gore ilk olarak

bulacagimiz H'(A) birinci kamutatdr alt grubu igin su teoremi verelim.

6.2.1 Teorem : Biﬁnci kamutator alt grubu H'(A), H(L) iginde sekiz
indekslidir ve grup sunusu,

HM)=<S$*>*<TS’T>*<TSTS™ >
bi¢iminde olan {i¢ rankli serbest alt gruptur.

Ispat : Birinci kamutator alt grubun grup sunusunu bulmak igin 6nce
H(L)/H'(A) bolim grubu olusturulur. Bunu yaparken (6.2) de verilen H(L)
grubunun sunusuna degismelilik kosulunu ekleriz. Yani TR=RT, TS=ST, RS=SR
esitliklerini  (6.2) de yerine yazarsak H(A)/H'(A) bolim grubunun
sunusu,

HA)/H'(AM)=<T,S,R|T? =8® =R? = (TR)? = (RS)? =1, TR =RT,TS=ST,RS=SR >
olarak bulunur. (RS)? =1ve RS=SR esitliklerinden S* =1 bulunur. Gerekli

kisaltmalarla
HA)/H' M) =<T,S,R|[T?*=8*>=R* =], TR =RT,TS=ST,RS=SR >
elde edilir. Buradan da

AM)/T'(\) =C, xC, xC,
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oldugu gortiltir. Ayrica lﬁ(l)/ ﬁ'(?&)l =8 sonlu oldugundan H'(\) birinci kamutatér
alt grubunun, grup sunusunu elde edebiliriz. Bu igleme

{ILT,R,S, TR, SR, TS, TSR}
Schreier transversalini segerek baslayalim. H'(A) birinci kamutatdr alt grubunun

lireteglerini bulmak i¢in su ¢arpma islemlerini gerceklestirelim:

LT(T)'<l, LS.(S)'=l, LR.(R)'=,
T.T.() =, T.S.(TS)'=l, T.R.(TR) =,
R.T.(TR)'=RTRT, R.S.(SR)'=RSRS”, RR.(D'=,
S.T(TS)'=STS'T, S.S.(I)'=8?, S.R.(SR)'=,
TR.T.(R)'=TRTR, TR.S(TSR)'=TRSRS™'T, TR.R.(T)'s,
SR.T.(TSR)'=SRTRS™'T, SR.S.(R)'=SRSR, SR.R.(S)'=l,
TS.T(S)'=TSTS™, TS.S.(T)'=TST, TS.R.(TSR) =],
TSR.T.(SR)'=TSRTRS™', TSR.S.(TR)'=TSRSRT, TSR.R(TS)'=L.

Dikkat edilirse ,
(STS'T)'=TSTS™',
(TRTR)'=RTRT=],
RSRS!=(s%",
SRSR=],
(SRTRS™'T)'=TSRTRS'=TSTS’,
TRSRS™'T=(TS*T)",
TSRSRT=I
bagntilarndan H'(A) birinci kamutator alt grubunun tiretegleri S2,TS*T,TSTS™
olarak bulunur. Béylece
H'(A) =<S? >*< TS’ T>*<TSTS™ >

sunusu elde edilir. O

Simdi de H"(A) ikinci kamutatdr alt grubunu aragtiralim. H“*"(A) nin
H™(A) grubunun normal alt grubu oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla 2.5.8

Teoremden H"(A) ikinci kamutator alt grubu da serbest alt grup olur. H"(A) ikinci
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kamutatsr alt grubunun sunusunu elde etmek igin H'(A) grubuna degismelilik

kosulunu eklersek su teoremi verebiliriz.

6.2.2 Teorem : ikinci kamutatsr alt grubu olan H"(A), H'(A) birinci
kamutator alt grubunun sonsuz indeksli serbest alt grubudur.

Ispat : H'(A)/H"(A)bsliim grubunu bulmak igin H'(A) grubunun sunusuna
degismelilik kosulu eklenirse, bu boliim grubunun eleman sayisinin sonsuz oldugu
goriiliir. Yani H"(A), H'(A) birinci kamutatdr alt grubunun sonsuz indeksli serbest
alt grubudur. Sonlu olmadigindan, Reidemeister-Schreier metodunu kullanamayiz

ve H"(\) grup sunusunu bulamayiz. 0

6.2.3 Teorem : H™ () kamutatdr alt gruplan serbest gruplardir (n=1, 2,...).

Ispat : 2.5.8 Teoremden goriiliir. 0

6.3 H(A) Genisletilmis Hecke Gruplarimm Cift Alt Grubu

H(\) genisletilmis Hecke gruplarnin ¢ift alt gruplanmn yapisindan kisaca

bahsedelim. H(A) Hecke gruplarinin elemanlarim agagidaki gibi iki gruba

ayrrabiliriz.

bi
a) a . adbeal=%1,
ch d

b
(ii) (a)“ ] ada?-be== 1.
¢ dAa

Burada a,b,c,d birer tamsayidir. Yukarida belirtilen (i) tipindeki elemanlar ¢ift, (ii)
tipindekiler ise tek olarak adlandinlir. Matrislerde ¢arpma igleminden,
tek.tek=cift.¢ift=cift,
tek.cift=gift.tek=tek
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oldugu kolayca goriilebilir. Cift alt grup, H(A) genisletilmis Hecke grubunun 2

indeksli normal alt grubudur ve _I—-I; (1) ile gosterilir.

Cift elemanlann kiimesi
— a bA —
HA)=s A= :AeH(\
ofonfy, el
bi¢imindedir.

6.3.1 Teorem : ﬁc (M) cift normal alt grubu, H(A) iginde iki indekslidir ve

grup gdsterimi ,

H,(A\) =<a,b,c|c’ =(bc)’ =1>
seklindedir (Burada TS=a, ST=b, TR=c esitlikleri vardir).

Ispat : Kolaylikla

H(A)=H (A) UT.H,(A)

esitliginden 2 indeksli normal alt grubu oldugu goriiliir. Ureteg kiimesini bulmak
i¢in Schreier transversalini {I, T} olarak alalim. Reidemeister-Schreier metodunu
kullanirsak,

LT.(T)', LS(T)"'=ST, LR.(T)'=RT,

T.T.(TY!=, T.S.(I)'=TS, TR.()'=TR
sonuglart bulunur.  Bununla beraber TR=RT oldugundan {irete¢ kiimesinin
elemanlan TS, ST, TR olarak bulunur. Grubun sunusunu da bu sekilde elde etmis

oluruz. O

Simdi de ¢ift alt grup ile birinci kamutatér alt grup arasindaki iliskiyi
inceleyelim. Birinci kamutatdr alt grubun

H'(AM) =<S? >*< TS*T>*<TSTS™ >
sunusuna dikkat edilirse iirete¢ kiimesinin elemanlan ¢ift elemanlardir. O halde su

teoremi verebiliriz:

6.3.2 Teorem : Birinci kamutator alt grubu H'(A), H () nin dort indeksli

normal alt grubudur.
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Ispat : Birinci kamutatér alt grubunun iireteg kiimesinin elemanlan ¢ift idi.
Aynca H'(A), H(A) iginde 8 indeksli ve de H_(A) ¢ift normal alt grubu, F())

genigletilmis Hecke grubunun iki indeksli normal alt grubu oldugundan sonug

goriliir. O

6.3.3 Sonug : Birinci kamutator alt grubunun elemanlan ¢ifttir. O

6.4 H(\.) Genisletilmis Hecke Gruplarmimn Kuavvet Alt Gruplari

Bu bolimde H(A) genisletilmis Hecke gruplarnin kuvvet alt gruplarimin
yapisii ve de birinci kamutatdr alt grupla iligkisini inceleyecegiz. Once m=2 igin

H?*()) kuvvet alt grubunu bulalim.

6.4.1 Teorem : H?(\) kuvvet alt grubu sonsuz mertebeli iig devirli grubun
serbest ¢arpimudir.. Bu grubun sunusu,

H*(A)=<S* >*<TS’T>*<TSTS™ >
seklindedir.

Ispat : Reidemeister-Schreier yontemini kullanabilmek igin H(A)/H?(A)
béliim grubunu olugturalim. H(A) min sunusundaki tiim elemanlarin 2. kuvvetini
birim elemana esitlersek, 6zellikle de S* =1, (TS)? =1 oldugundan,

HM)/H*(A)=<T,S,R|T?> =8* =R* =], TR =RT,TS=ST,RS=SR >
bulunur. Kolayca,

H(A)/H?*(A) =C,xC, xC,
oldugu goriiliir. Ayrica |ﬁ(k)/ ﬁz(X)I =8 sonlu oldugundan H?(A) kuvvet alt
grubunun grup sunusunu elde edebiliriz. Bu igleme

{I, T,R,S, TR, SR, TS, TSR}

Schreier transversalini alarak baslarsak 6.2.1 Teoremin ispatindaki gibi H?(A)

kuvvet alt grubunun sunusunu
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H*(A\)=<S* >*<TS’T>*<TSTS™' >

olarak buluruz. O

6.4.2 Sonu¢ : Yukandaki 6.2.1 ve 6.4.1 teoremlerinden H'(A)=HZ?())

esitligi vardir. O

6.4.3 Teorem : m pozitif tek tamsay1 ise H™(A) = H(A) esitligi saglanur.
Ispat : Grup sunusunda biitiin elemanlarin m. kuvvetlerini birim elemana

esitlersek,

R*=R" =], (RS’ =RS)" =L, T2 =T" =1
bagintilarindan T=S=R=1 esitlikleri ¢ikar. Yani,
[Fi(r)/H" W)|=1
bulunur. Dolayisiyla
H"(\)=H®)
oldugu bulunur. O
Son durum olan m>2 g¢ift tamsayilari i¢in kuvvet alt gruplarim aragtiralim.
HM)/H™(\) boliim grubu,

T?=8™ =R?* =(TS)" =(TR)? =(RS)? =1
esitliklerine sahip olacagindan sonsuz mertebeli bir gruptur. Dolayisiyla
Reidemeister-Schreier metodunu kullanamayiz ve de H™(A) kuvvet alt grubunun
sunusunu elde edemeyiz. Fakat H™(A) kuvvet alt grubu hakkinda su teoremi

verebiliriz.

6.4.4 Teorem : m>2 ¢ift tamsay! olmak {izere H™(A) kuvvet alt gruplar
serbesttir.
Ispat : Kuvvet alt gruplar igin verilen (2.13) ozelliginden H2(A) > H™(A)

olacagindan ve de 2.5.8 Teoremden sonug goriiliir. 0
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7. SUREKLI KESIRLER iLE HECKE GRUPLARI ARASINDAKI
ILISKILER

Bu bolimde, A=+D, D=m?+1 (m=1, 3, 4, 5, ...) veya D=n’—1,
(n=2, 3, 4, ...) olacak bigimde kok digina ¢ikamayacak (square free) D tamsayilan
icin, H(A) Hecke gruplarini ele aldik. [42] nolu galismadan yararlanarak, H(A)
Hecke gruplarmnin parabolik (cusp) noktalar: igin bu bolimi olusturduk. Ele
aldigimiz  H(A) Hecke gruplarinin parabolik noktalar Q(\/ﬁ ) cisimlerinin
elemanlaridir.  Bu béliimde, Q(x/_ﬁ ) cisimlerinin alt kiimeleri olan Z(\/—ﬁ)
halkalarinin  birimlerinin (unit), H(A) Hecke gruplarinin parabolik noktas:

olamayacag, siirekli kesirler yardimiyla gsterildi. Ayrica bu bsliimdeki sonuglar

[43] nolu ¢caligmada toplanmustir.

[42] nolu ¢alismada, Rosen ve Towse, g=4 ve 6 igin elde edilen H(A,)
Hecke gruplari igin, Z(A.) nun birimlerinin parabolik nokta olamayacagin

gostermislerdir.

7.1 Bir Reel Sayiya Bagl Siirekli Kesirler

Stirekli kesirlerden 2.8 boliimde bahsetmistik. [44] nolu ¢alismada A reel

sayisina bagli stirekli kesir tanimi agagidaki gibi verilmistir,

7.1.1 Tamm : rok+———8—'——— seklindeki stirekli kesre, A reel sayisina

rA+——2
LA +...

bagl stirekli kesir denir. Burada €, =1, r, e Z* (i >0) ve r, € Z bigimindedir. 00
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Ayrica tamimladigimiz bu stirekli kesir,
[rA.g, /1h,€, /1,A,...]
olarak da ifade edilir.

Simdi de [44] den yararlanarak, herhangi bir o reel sayist igin elde edilen A

sayisina baglh stirekli kesri taniyalim.

I, tamsayisi, r,A carpimmi o reel sayisina en yakin olacak bigimde ve

0 <R, <A/2 olmak tizere, ilk olarak

o =r1,A+¢R, olarak yazariz. Daha sonra bu algoritmaya El- sayis1 igin
I

devam edilirse o reel sayisinin, A sayisina bagl stirekli kesrini elde etmis oluruz.

7.1.2 Ornek : o =3 ve A =+/2 degerleri igin, 3 sayisimn, A sayisina bagls

stirekli kesrini bulalim.

1 1
3=22+43-22=224+— =22+
34242 42 +3-22

=242 + 1 =[20,+ 1740, +1/42,...]

3+2«/5+...

olarak bulunur.
Dikkat edilirse 3 rasyonel sayisimin, A sayisina bagl stirekli kesri sonsuz

elemanhdir. 2.8 boliimde tanimladigimiz stirekli kesirlerde, bir rasyonel saymin

sonlu kesre sahip oldugunu belirtmigtik.

7.1.3 Ornek : o =7+2v2 ve L =+2 almursa, o reel sayisinin A sayisina

bagl stirekli kesrini agagidaki gibi hesaplariz.
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74202 = T2 =542 +7 = N2 = (52 =T) = T2 +—=

52 +7
-1 -1
=72+ =72 +
10\/—2__5’\/-2_+7 10J§+ -1
5\/§+7+...

=[7A,-1/10X,~1/104,...]

olarak hesaplanir.

7.2 Birimler ve Temel Birim

Bu alt béliimde Q(«/B ). cisminin alt kiimesi olan, Z(«/B) halkasindaki

birimlerle ilgilenecegiz. Z(\/ﬁ) nin birimlerini tireten temel birimin tammin ve

ilgili teoremleri verecegiz.

7.2.1 Tanmm : Bir halkada, ¢carpma islemine gére tersi olan elemanlara birim

eleman denir. O

Biz galigmamizda Z(«/B) nin birimlerini aragtiracagiz. [45) de D>0 olmak
lizere Q (Jﬁ ) cisminin alt kiimesi olan Z(Jﬁ ) halkasinin birimlerinin kiimesi,

{x&® :s=0,£1,£2,...}
bigimindedir. + co,i—l— elemanlarindan biri 1’ den mutlaka biiyiiktiir. © >1 olarak
®

varsayarsak su tamimu verebiliriz.

7.2.2 Tamim : 1’ den bilyiik en kii¢ilk @ birimine temel birim denir. O

Z(\/ﬁ ) nin birimleri, yukarida verdigimiz tammdaki temel birim tarafindan

elde edilir. Kisacast temel birim, birimleri {ireten elemandir. $imdi de Z(«/B)

halkastnn temel birimlerini bulmada yararlanacagimiz Pell denklemini verelim.
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Q(«/_D—) cisminin alt kiimesi olan Z(«/]—)_ ) nin birimlerini bulmakta
kullandigimiz,

T2-DU’ =44 (7.1)
esitligine Pell denklemi denir [45]. Burada bu denklemi saglayan en kii¢iik pozitif
tamsayilarindan olusan (T, U) ikilileriyle ilgilenecegiz. Ciinkii bu (T, U) ikilileri
yardimiyla temel birimin formatimi elde edecegiz. Bu (T, U) ikilisi yerine
(T, U)=(2x, 2y) alinirsa (7.1) esitliginden daha kullanigh

x? -Dy? = +1 (7.2)
esitligini birimler i¢in kullanabiliriz. $imdi temel birimler ile ilgili agagidaki teoremi
verelim.

7.2.3 Teorem : D>0 olmak {izere, Z(«/B ) halkalarinin temel birimleri,

n= -;-(T +UVD)

bigcimindedir [45]. O

Ornegin D=21 igin T?>-DU? =4 denklemini saglayan (T, U) =(5, 1)
ikilisinden yararlanarak Z(«/ﬁ) halkasimin temel birimini m =—%(5+\/ﬁ) olarak

buluruz.

7.3 Parabolik Noktalar

Hecke gruplarinin elemanlarini agagidaki gibi iki gruba ayrilabildigini 6nceki

béliimlerden biliyoruz.

0 (a bx), ad-bea2=1,

ch d

al. b
i , ada?-be=1.
(u)‘ (c d)») a c
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Burada a, b, c, d birer tamsayidir. Yukarida belirtilen (i) tipindeki elemanlar
¢ift, (ii) tipindekiler ise tek olarak adlandirilir. Buradaki matris gosterimlerine Hecke

gruplarina ait 6zel mobilis doniisiimleri karsilik gelmektedir.

7.3.1 Tanim : H(A) Hecke gruplarinin elemanlan altinda, co noktasinin

goriintiilerine parabolik noktalar denir. O

Tamima dikkat edilecek olursa H(A) Hecke gruplarinin parabolik noktalarinin
kiimesinin elemanlari ya —ax— ya daix— bigimindedir. En 6nemli Hecke gruplarindan
c c

biri olan modiiler grubun, parabolik noktalarinin kiimesinin QU {0} oldugu agiktir.

7.3.2 Teorem : o, H(A) Hecke grubunda parabolik noktadir ancak ve ancak

o, sonlu A sayisina bagl stirekli kesre sahiptir [44]. O

7.3.3 Teorem : D=2 veya 3 olmak tizere, Z(\[ﬁ) halkalarindaki birimler

H(JB ) Hecke gruplarinda parabolik nokta olamaz [42]. O

Amactmiz A=+D, D=m’+1 (m=1, 3, 4, 5, ...) veya D=n’-1
(n=2, 3, 4, ...) olacak bigcimde kok disina ¢ikamayacak D tamsayilar igin 7.3.3
Teoremi H(A) Hecke gruplar icin genellestirmektir.

7.3.4 Teorem : Z(\/ﬁ ) nin temel birimi, D=m* +1 (m=1, 3, 4, 5, ...) i¢in

n=m++D veD=n? -1 (n=2,3, 4, ...)igin n=n++/D seklindedir [45].0

jlk olarak A =+/D, D=m?+1 (m=1, 3, 4, 5, ...) olacak bigimde kok digina

¢ikamayan D tamsayilari ile ilgilenelim.

7.3.5 Teorem : D=m? +1 (m=1, 3, 4, 5, ...) ve kok disina gikamayacak
tamsay1 ise Z(¥D) igindeki birimler, sonsuz A sayisma bagli stirekli kesre

sahiptirler.
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Ispat : D=m? +1 (m=1, 3, 4, 5, ...) olmak iizere 7.3.4 Teoremden Z(Jﬁ)
halkasinin temel birimi n = m++/D bigimindedir. Z(\/ﬁ) icindeki tiim birimler
i(m+«/]—‘)-)k (ke Z) olarak yazilabilir. Ilk olarak k =2 olmak iizere (m++/D)*
birimleri igin ispati yapalim. Ispatta kullanacagimiz {.}, en yakin tamsayi
fonksiyonunu g6yle tanimlayalim: {%} , o reel sayisina A, {%} carpimint en yakin
yapan tamsayidr.

Birimleri daha kullamsh olan 1* = (m ++/D)* =(a, +b, YD) olarak ifade

a, +b, JD

edelim. A sayisina bagli stirekli kesri bulabilmek i¢in {-—\[5—} degerini

hesaplamaliyiz.

(a, +b,~/D) biriminin |a,(2 - Dbkz’ =1 esitligini sapladigim biliyoruz. Ayrica
k _ \/—— =

n* =(a, + b, vD) oldugundan yararlanarak,

(@1 + by VD) =(a, + b, VD) (m++/D)=(a,m + b, D+ (a, +mb, WD)

olacagindan a,,, =a,m+b,D ve b, =a, +mb, yazilabilir Bunun yamnda

b, >b, vek=2igin b, >2m oldugu agiktir. Bu son esitsizlikten,

=1<1

2
'ak __D b 5 —_4m2
k

by

elde edilir. O halde,

{ak+kaﬁ [P+ D]
o | VD S

bulunur. Bunlardan yararlanarak (a, +bk«/5) birim elemaninin A sayisina bagl
stirekli kesri agagidaki gibi yazabiliriz.
2

_ ak_ b,
(a, +b, VD) =2b, /D —(-a, +b, VD) =2b, /D + w o d5

olarak bulunur. Sonug olarak.

n* =(a, +b,vD)=2b, Jﬁ+ak+ i
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yazilabilir. Burada €=a,’ —Db,’ =+1 yani & = (-1)* bigimindedir. A sayisina
bagli siirekli kesir, bu verilerle

n* =[2b,A,e/2b,A,6/2b /A, ...]
olarak elde ederiz.

Bu teoremde eksik kalan k=0 durumu [44] de incelenmigtir. k=1 durumunu

6zel olarak bulalim:

N=(m++vm?+1) temel biriminin, A sayisina bagh stirekli kesrini bulmak

.. {m+x/rh2+l
icin §

= } ~ 2 oldugundan yararlanalim. Benzer islemler yapildiginda,
m°+1

1

m++m?+1

m++4m? +1=2Vm? +1—(-m++/m? +1) =2ym? +1 -
=2ym?* + L
M

bulunur. Bagka bir ifadeyle,

m++m* +1 =[2A,-1/2),~1/22,...]
sonsuz A sayisina bagh siirekli kesrine sahiptir.

Geriye kalan k<0 durumuna bakalim. Once k=-1 durumunu &zel olarak

verelim.

1 1
(m++/m? +1)" = =
m+vm®+1  2J/m? +1- L
29m? +1+...

=[0,+1/2X,—1/2X,—-1/2A,...]
bulunur.

Diger k durumlarinda, kolaylik olsun diye k>0 alarak, (m++/D)™

birimlerini inceleyelim.
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w1
(m++/D) ____—(m+«/5)"

yazilabilir. k22 igin (m+\[]:—))k birimlerinin, A sayisina bagli stirekli kesirlerini

yukarida n* =[2b,A,e/2b,A,£/2b,A, ...] olarak bulmustuk. Dolayisiyla
(m++/D)™* biriminin A sayisina bagl: siirekli kesri,
n™* =[0,1/2b,A,e/2b A,e/2b A, ...]

olarak bulunur. O

7.3.6 Ornek : 7.3.5 Teoremde m=3 ve k=1 alinirsa A =D i¢in,
34410 =[2A,~1/2%,~1/24,..]
bulunur. k=-1, -2 iginse
G ++10)" =[0,+1/2A,~1/2A,~1/24,...]
G ++10)? =[0,+1/12A,+1/12,+1/12,...]

yazilabilir.

7.3.7 Teorem : D=n’ -1 (n=2, 3, 4, ...) ve kék disina ¢ikamayacak tamsay1
ise Z(\/ﬁ ) icindeki birimler, sonsuz A sayisina bagl stirekli kesre sahiptirler.

Ispat : Burada inceledigimiz temel birim n=n +/D seklindedir. Z(«/_IS)
icindeki tiim birimler % (n++/D)* (ke Z) formundadir.

n* =(n++D)* =(a, +b, VD) olarak yazalim. Benzer sekilde, k >2
kosuluyla,

a, +bVD| |b,yD+b, 4D b
o | VD S

bulunur. 7.3.5 Teoremin ispatina benzer olarak,

% =[2b,A,e/2b, A€/ 2b,A, ...]

oldugu bulunur.

Diger durumlarda benzer olarak gosterilir. 0
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7.3.8 Ornek : 7.3.7 Teoremde n=6 ve k=1 alinirsa A = JD icin,
6+/35 =[20,+1/2%,+1/2),...]

bulunur. k=2 i¢inse
(6++/35)2 =[24A, +1/24),+1/241,..]

elde edilir.

7.3.9 Teorem : A=+D, D=m’>+1 (m=l, 3, 4, 5, ...) veya D=n?-1
(n=2, 3, 4, ...) olacak bigimde kok digina ¢ikamayacak D tamsayilan igin, Z(«/—ﬁ)
halkalarinin birimleri, H(A) Hecke gruplarinin parabolik noktas: olamaz.

Ispat : 7.3.2,7.3.5 ve 7.3.7 teoremlerinden istenen sonug gikar. O
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8. SONUCLAR
Bu ¢alismada elde edilen sonuglari, boliimlere ayirarak verelim.

3. Bolimde, q ¢ift say1 (q=4, 6, ...) olmak iizere H(A,) Hecke gruplan
tanitilmug, tanimlanan H(A,) Hecke gruplanmin, H™(A,) kuvvet alt gruplan

simflandinilip, grup sunuglan elde edilmigtir. Ayrica bu kuvvet alt gruplarnin

simgeleri bulunmugtur.

4. Boltimde, ilk olarak A >2 sabit sayilan i¢in elde edilen H(A) Hecke

gruplar1 tanimlanmig, H(A) Hecke gruplarinin, ¢ift alt gruplaryla ilgilenilmis, bu
gruplarin sunuslar1 ve simgeleri bulunmustur. Ayrica H(A) Hecke gruplarinin

kuvvet alt gruplan smiflandirilmig, H™(A) ile gosterdigimiz bu gruplarin sunuglari
ile simgeleri incelenmistir. Son olarak H(A) Hecke gruplannin cinsi 0 olan normal

alt gruplari ile serbest normal alt gruplar1 ¢aligilmustir.

5. Bolimde, galisacagimiz ﬁ(xp) genigletilmis Hecke gruplan kisaca

tamtilmig (p asal say1), _I—T(XP) genigletilmis Hecke gruplarinin , kuvvet ve kamutator
alt gruplan ile ilgilenilmistir. Ayrica bu alt gruplar arasindaki iliski bir sekil ile
gosterilmigtir. Son olarak ﬁ(xp) genisletilmis Hecke gruplarninin, serbest normal alt

gruplar1 ve sonlu indeksli normal alt gruplar incelenmistir.

6. Bolimde, A >2 reel sayilan igin tammlanan H()A) genisletilmis Hecke
gruplarinin genel yapisindan kisaca bahsedilmis ve bu gruplarin kamutatér alt
gruplan incelenmis, grup sunuslari elde edilmistir. Ek olarak H(\) genisletilmis
Hecke gruplarinin, ¢ift alt gruplan ile kuvvet alt gruplan bulunmugtur.
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7. Boliimde, parabolik noktalar tamtilmistir ve Z(JB) icindeki birimlerin

H(A) Hecke gruplarimin (A =+/m?+1,4/n?—1), parabolik noktalar olamayacag

gosterilmistir.

lleride yapilabilecek galismalar igin, agik problemlerin bazilarim asagidaki

gibi verebiliriz.

Bu ¢aligmada verilen 5. ve 6. boliimlerdeki genigletilmis Hecke gruplarinin

(sirasiyla ﬁ(kp) ,H()A) ) grup simgelerini elde etmeye yonelik ¢aligmalar yapilabilir.

Yine 5. Béliimdeki ﬁ(xp) genisletilmis Hecke gruplarinda p asal sayisi

yerine ¢ift sayilar alinarak, normal alt gruplar incelenebilir.

Bu ¢alismada elde edilen sonlu indeksli normal alt gruplar ile Cayley graflar

arasinda iligkiler kurulabilir.

Bulunan sonsuz indeksli normal alt gruplarin sunuslari ve simgeleri igin

calismalar yapilabilir.
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