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OZET

AGIRLIKLI LORENTZ UZAYLARINDA TRIGONOMETRIK YAKLASIM
YUKSEK LiSANS TEZi
AHMET HAMDI AVSAR
BALIKESIR UNIVERSITESI FEN BiLIMLERIi ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI
(TEZ DANISMANI: DOC. DR. YUNUS EMRE YILDIRIR)
BALIKESIR, HAZIRAN - 2016

Bu tezde, agirlikli Lorentz uzaylarindan olan fonksiyonlarin tiirevlerine
Fourier serilerinin Cesaro, Riesz ve Norlund ortalamalar ile yaklagim problemleri
incelenmistir.

Bu tez bes bolimden olusmaktadir.

Birinci boliimde, ¢alisma konusu ile ilgili daha 6nce elde edilen sonuglara
deginilmistir.

Ikinci boliimde, oncelikle Lebesgue uzayi, agirlikli Lorentz uzayi, Fourier
serileri, stireklilik modiili ve Lipschitz simifi tanimlarn ve temel 6&zellikleri
verilmigtir. Ayrica Lebesgue uzaylarinda yaklagim teorisinin bazi diiz teoremleri
incelenmistir.

Uciincii  boliimde, agirhikli Lorentz uzaylarinda elde edilen yaklasim
teoremlerinin ispatlarinda kullanilacak olan yardimer 6nermelere ve teoremlere yer
verilmistir.

Dordiincii boliimde, agirlikli Lorentz uzaylarindan olan fonksiyonlara, bu
fonksiyonlari tiirevleri i¢in elde edilen Fourier serilerinin Cesaro, Riesz ve Norlund
ortalamalari ile yaklagim problemleri incelenmistir.

Son boliim bu ¢aligmada elde edilen sonuglar ile ilgili bazi yorumlar1 ve

oOnerileri igermektedir.

ANAHTAR KELIMELER: Agirlikli Lorentz uzay1, Muckenhoupt sinifi, siireklilik
moduli, Fourier serileri.



ABSTRACT

TRIGONOMETRIC APPROXIMATION IN WEIGHTED LORENTZ
SPACES
MSC THESIS
AHMET HAMDI AVSAR
BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE

MATHEMATICS
(SUPERVISOR: ASSOC. PROF. DR. YUNUS EMRE YILDIRIR)
BALIKESIR, JUNE 2016

In this study, approximation properties of Cesaro, Riesz ve Norlund means of
Fourier series of derivatives of functions in weighted Lorentz spaces are investigated.

This study consists of five chapters.

In the first chapter, older results about this study are given.

In the second chapter, definitions and basic properties of Lebesgue spaces,
weighted Lorentz spaces, Fourier series, modulus of continuity, Lipschitz class are
given. Furthermore, in Lebesgue spaces, some direct theorems of approximation
theory are investigated.

In the third chapter, in weighted Lorentz spaces, auxiliary results and
theorems which will be used in the proofs of the main theorems are given.

In the fourth chapter, approximation properties of Cesaro, Riesz ve Norlund
means of Fourier series of derivatives of functions in weighted Lorentz spaces are
investigated.

The last chapter includes some comments and recommendations about results

obtained in this study.

KEYWORDS: Weighted Lorentz space, Muckenhoupt class, modulus of continuity,
Fourier series.
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SEMBOL LISTESI

p.q
Ly

Ap(T)

0(f, 6)

: Agirlik fonksiyonu

: Lebesgue uzay1

: Agirlikli Lorentz uzayi

: Muckenhoupt sinifi

: Stireklilik modiilii

: Cesaro ortalamasi

: Riesz ortalamasi

: Norlund ortalamasi
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1. GIRIS

Bu tezde agirlikli Lorentz uzaylarinda trigonometrik Fourier serilerinin
Cesaro, Riesz ve Norlund ortalamalari ile yaklagim problemleri incelenmistir.
Lebesgue uzaylarinda Cesaro ortalamalar1 ile yaklasim problemleri birgok

arastirmaci tarafindan ¢alisilmistir [1-3].

Quade [1], p > 1 igin Lebesgue uzaylarindan olan fonksiyonlara, bu uzaydan
olan fonksiyonlarin Fourier serilerinin Cesaro ortalamasi ile yaklagim problemini

inceledi ve yaklasim hizin1 O(n~%) olarak belirledi.

Quade [1] tarafindan elde edilen sonuglarin bazi genellestirmeleri Sahney ve
Rao [4], Mohapatra ve Russell [5], Chandra [6-9] ve Leindler [10] tarafindan
calisilmigtir.

Chandra [6,7], 1<p <o durumunda Lebesgue wuzaylarinda f
fonksiyonunun Fourier serisinin N,,(f) Norlund ve R,(f) Riesz ortalamalar ile
yaklasim problemlerini inceledi ve ||f — N, (f, ll,, [If — Ra(f, Il farklan igin
bazi degerlendirmeler elde etti. Ayrica [9] nolu ¢alismasinda (p,,)g dizisi lizerine
monotonluk kosulunu koyarak Lebesgue uzaylarinda N,,(f) ve R,(f) ortalamalari

ile yaklagim hakkinda bazi sonugclar elde etti.

Leindler [10], Chandra’nin [9] nolu ¢alismasindaki (p,)g dizisi tizerindeki
monotonluk kosulunu iyilestirerek Lebesgue uzaylarinda benzer yaklagim

problemlerini inceledi.

Mohapatra ve Russell [5] ve Sahney ve Rao [4] Lebesgue uzaylarindan olan
fonksiyonlarn Fourier serilerinin Norlund ortalamalarindaki (p,,)g dizisi iizerine

farkli kosullar koyarak benzer yaklasim teoremlerini incelemislerdir.

Giiven [11], Lebesgue uzaylarinda Norlund ve Riesz ortalamalart ile ilgili

bazi yaklagim teoremlerini agirlikli Lebesgue uzaylarinda ispatladi.



Bu caligmada Norlund, Riesz ve Cesaro ortalamalart ile ilgili yaklagim
problemleri agirlikli Lorentz uzaylarinda incelenmis ve bu uzaya ait olan
fonksiyonlarin tiirevlerine Fourier serilerinin Norlund, Riesz ve Cesaro ortalamalari

ile yaklasim teoremleri ispatlanmustir [12].



2. ON BILGILER

Bu bolimde sonraki bolumlerde kullanilacak olan temel tanimlar ve

gosterimler yer almaktadir.

2.1  Lebesgue Uzaylar

211 Tanm: T = [0,2r] ve 1 < p < 00 igin

1

Il = <f |f () |Pdx )p < ©
T

kosulunu saglayan f: T — R 6l¢iilebilir fonksiyonlarin uzayma Lebesgue uzay1 denir

ve LP(T) ile gosterilir. LP(T), ||f ||, normuna gére bir Banach uzayidr.

2.2 Fourier Serileri

2.2.1 Tanmm : q; ve by (k = 0,1, 2, ...) sabit sayilar olmak iizere

a
70 + Z(akcoskx + by sinkx) (2.1)
k=1
serisine trigonometrik seri denir.

Z(aksinkx — by coskx)

k=1

serisine de (2.1) serisinin eslenik serisi denir.



n
a
t,(x) = 70 + Z(akcoskx + by sinkx), n=0,12..
k=1

ifadesine ise n. dereceden bir trigonometrik polinom denir.

2.2.2 Tamm : f € L1(T) olsun.

21
1
a,(f) = Ef f(t)cosktdt ,k =0,1,2, ...
0

ve

2T
1
b (f) = ;f f(t)sinktdt ,k =1,2, ...
0

olmak tlzere

% + kZl(ak(f)coskx + by (f)sinkx)

serisine f fonksiyonunun Fourier serisi denir. f fonksiyonunun eslenik Fourier

serisi

Z (ar (f)sinkx — b, (f)coskx)
k=1

bigiminde tanimlanir.

2.2.3 Tamm : Ay(f)(x) =2,

A (f)(x) = ai(f)coskx + b (f)sinkx, k=1,2,..
olmak {izere
S:(NE) = ) AP, n=012,..
k=0



biciminde taniml (Sn(f)) dizisine f fonksiyonunun Fourier serisinin kismi

toplamlar dizisi denir.

2.2.4 Tamm : (p,,)g pozitif reel sayilarin bir dizisi olsun.

n
P, = 2 Pm
m=0

ve p_; = P_; = 0 olmak Uzere, f fonksiyonunun Fourier serisinin (p,)q dizisine

gore Norlund ortalamasi

n
1
NalF) = 5 ) PumSn(f. ), 22)
" m=0
Riesz ortalamasi
1 n
Rn(ff x) = P_ pmSm(f' x) (2-3)
n m=0

bigiminde tanimlanir.

pn = 1ven = 0 oldugu durumda N, (f,x) ve R, (f, x) ortalamalar1

1 n
on(f,x) = n—-l-lz Sm(f, %)
m=0

Cesaro ortalamasina esittir.

2.3  Lorentz Uzaylar

Bu boliimde Lebesgue uzaylarinin 6nemli bir genellestirmesi olan Lorentz

uzaylari incelenecektir.



2.3.1 Tanmm : f: T — R 6l¢iilebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda A > 0
icin f fonksiyonunun dagilim fonksiyonu, u R iizerinde Lebesgue Ol¢iimii olmak

uzere

pr) = u(fx eR:|f(x)]| > 1})

bigiminde tanimlanir [13, s. 37].

2.3.2 Onerme : f, 2m periyotlu olgiilebilir bir fonksiyon olmak iizere f
fonksiyonunun py dagilm fonksiyonu, negatif olmayan, azalan ve [0, o) araligi

tizerinde sagdan siirekli bir fonksiyondur [13, s. 37].

Ispat: 5 dagilim fonksiyonunun negatif olmadig1 agiktir.
Simdi py dagilim fonksiyonunun azalan oldugunu gosterelim.

Ei={xeR: |[f(x)]>A} ve E,={x€eR: |f(x)|>A1,} bigiminde
tanimli kiimeler olsun. Bu durumda, eger A; > A, ise E; € E, olur. Boylece

tr(Ay) < pp(A,) elde edilir.

iy dagilim fonksiyonunun sagdan siirekli oldugunu ispatlayalim. 4 = 0 i¢in
E(A) kiimesi E(1) = {x € R: |f(x)| > A} bigiminde tanimli ve A, > 0 sabit say1
olsun. A biiyiidiike £ (1) kiimesi daralir ve E(Ao) = Ups, EQ) = Uy E (A0 + %)
elde edilir.

E(A) = Uasa, E(4) oldugunu ispatlayalim.

Eger x € E(4,) ise, bu durumda |f(x)| > Agolur.A = 0ve |f(x)| > 1> A,
olsun. Bu durumda x € E(4) olur. Bu nedenle E(4y) € Ujsy, E(A) elde edilir.
Uisi, E(A) € E(4p) oldugu agiktir. Son iki kapsamadan E(4q) = Uzsy, E(4) elde

edilir.
Simdi de Uz, E(1) = Uy E (4 + =) oldugunu ispatlayalim.

Eger x € Uj>, E(A) ise, bu durumda dyle bir 1 > A, sayist vardir ki

|f(x)| > Aolur. A > A, olmak lizere, A > A, + % olacak bi¢imde bir n € N vardir.
Boylece Uy, (D) © Uy E (2 + 2) elde edilir

4



U;?=1E(/10+%)CU,1>,10E(/1) oldugu aciktr. Son iki kapsamadan

Uisa, EA) = Up= E (/10 + %) bulunur.

Bunun bir sonucu olarak, A biiyiidiikge E (1) kiimesi daraldigindan monoton

yakinsaklik teoremi kullanilarak

Uy (/10 + %) = Uf <E (/10 + %)) T .U(E(/lo)) = .Uf(/lo)

elde edilir ve bu durum sagdan siirekliligin dogrulugunu ortaya koyar.

2.33 Tanmm : f:T — R olgiilebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda
t € [0,00) igin f*:[0,00) — [0, o) fonksiyonu

£ = inf{rpQ) < t}

bi¢iminde tanimlanir ve f fonksiyonunun azalan rearrangement fonksiyonu olarak

adlandirilir.

2.3.4 Tamim : f hemen her yerde sonlu, 6l¢iilebilir bir fonksiyon olsun. Bu

durumda t > 0 i¢in

t
1
fr@i=; [ £adu
0
bi¢giminde tanimlanan f** fonksiyonuna f* fonksiyonunun maximal fonksiyonu
denir.

2.3.5 Tanmim : 1<p, g< oo olsun.

Iflipa = ( JT o] & )a

ve [|f]l,pa < o kosulunu saglayan T {izerinde biitiin olgiilebilir f fonksiyonlarinin

smifina Lorentz uzayi denir ve LP4(T) ile gosterilir.

Lorentz uzaylar1 f** fonksiyonu kullanilarak asagidaki sekilde de tanimlanur.



1 < p,q < ooolsun.

Il oo = (L [t%f**(t)]q%f

Ve ||fl e < o kosulunu saglayan T iizerinde biitiin dlgiilebilir f fonksiyonlarinin

stnifina Lorentz uzay1 denir ve L®9(T) ile gosterilir.

Bu normlar birbirine denktir ve Lorentz uzaylar1 bu normlara gore Banach
uzayi olur [13, s. 216-219].

1 < p < oo igin LPP(T) Lorentz uzay1 LP(T) Lebesgue uzayi ile ¢akisir ve
f € LP(T) igin

Ifllpp = 1y

yazilir [13, s. 216].

2.4  Agirhik Fonksiyonlar: ve Agirhikh Lorentz Uzay:

24.1 Tammm : Eger ®:T—[0,00] fonksiyonu 2zm-periyotlu olgiilebilir ve
w 1({0,0}) kiimesinin Lebesgue olgiimii sifir ise w fonksiyonuna agirhik

fonksiyonu denir.
2.4.2 Tanim : o bir agirlik fonksiyonu ve e dlgiilebilir bir kiime olmak tizere
w(e) = fe w(x)dx (2.4)

olsun. f: T — R fonksiyonunun f,;(t) azalan rearrangement fonksiyonu (2.4) Borel

Olclimiine gore
fa@®) =inflt=20:w({x €T:|f(x)| >1}) <t)}

bigiminde tanimlanir. Buna gore f;*(t) ortalama fonksiyonu

1 t
S ©i=~ | faGudu
d

6



olur.
243 Tamm : 1<p,q<o ve f:T — R fonksiyonu 2 m periyotlu ve
Olciilebilir olsun.

1

a dt\a
”f”pq,a) = (L (fcj*(t))q tp Tt> < 00

kosulunu saglayan f fonksiyonlarinin sinifina agirlikli Lorentz uzayr denir ve

LPA(T) ile gosterilir [14, s. 21].
LA (T) agirlikh Lorentz uzay1 ||f || 4., normuna gére Banach uzayidir.

2.4.4 Tamm : T,,, derecesi n yi gegcmeyen trigonometrik polinomlarin kiimesi
olsun. f € L2 (T) fonksiyonuna, derecesi n yi asmayan trigonometrik polinomlar ile

en iyi yaklagim sayilar dizisi E;, (f),p.a ile gosterilir ve

En(f)LZ;q = tinf “f - tn”pq,w

n€Tn

olarak tanimlanir.

2.4.5 Onerme : f; € Y1 (T), £, e IX*%(T), p = +lveq=—+-=
P1 P2 q1 qz

olsun. ¢ > 0 says1 i¢in

||f1f2||L§J'q < C||f1||Lg)1.q1||f2||Lz)z,qz
elde edilir [15].

2.4.6 Onerme : {f,} mutlak siirekli fonksiyonlarin bir dizisi ve w € A,(T)
olsun. 1 < p,q < o igin {f,} dizisi f € L%(T) fonksiyonuna yakmsiyor ve {f;;}
birinci tiirev dizisi g € L;?(T) yakinsiyor ise, bu durumda f mutlak siireklidir ve

hemen her yerde f'(x) = g(x) olur [16, Lemma 4.6].

Ispat : || £, — Il pa = 0 oldugundan dyle bir po sayisi vardir ki 1 <po <p

igin || f, = fll po — 0 olur.



Béylece {f,} dizisinin dyle bir {f, } alt dizisi vardir ki hemen her yerde
fre@) = fn(x) olur. x, yakinsaklik noktasi olsun. Lorentz uzaylari igin Holder

esitsizligi kullanilarak

X

f fr@de = [ gt < | i, = gll pollo™

Xo
elde edilir.

w € Ay,(T) oldugundan ||a)_1||Lprqr < oo olur. Dolayisiyla

w

X

hm jfnk(t)dt— Jg(t)dt

Xo

bulunur. Bu nedenle

[ 9@t = [ fi,@de = Jim (0, @ = fo o)) = £G) = £ x)

elde edilir ve bu da ispat1 tamamlar.

2.5  Siireklilik Modiilii

LP(T) Lebesgue uzaylarinda integral siireklilik modiilii s6yle tanimlanir.

2.5.2 Tammm : p > 1igin f € LP(T) fonksiyonunun integral stireklilik modulu

1

1
ap(8; 1) = sup l FGe+0) - OOl

bigiminde tanimlanir.

LP9(T) agirlikli Lorentz uzaylarinda integral siireklilik modiilii soyle

tanimlanir.



2.5.2 Tanim : 6 > 0 olsun.

h
1
AN =5 176+ 0 = foolde

olmak tizere,

0(f,8)pa = sup A4S llpg,0

bigiminde tanimlanan Q(f, 8),pa fonksiyonuna f e 1%(T) fonksiyonunun

stireklilik modiili denir.
250Tanim: 1 <p<oovep' = ﬁ olsun. A, (T) Muckenhoupt sinifi

p—1

1 1 '
supmj w(x)dx mj wl™P (x)dx <
1 1

kosulunu saglayan w agirlik fonksiyonlarinin sinifi olarak tanimlanir. Burada
supremum, uzunlugu < 2w olan araliklar {izerinden almr. |I|, T araliginin

uzunlugunu gosterir [17].

1 <p < o i¢in w € Ay(T) oldugundan f € LY,*(T) i¢in Hardy-Littlewood

maximal fonksiyonu agirlikli Lorentz uzaylarinda sinirli olur [18].

Bu nedenle A, f Steklov operatorii LE;?(T) agirlikli Lorentz uzayina ait olur.

Boylece 2(f, 8) pa siirekllik modiilii € A, (T) igin anlamli olur.

Buna ek olarak 2(f,8),pa siirekllik modiilii azalmayan, negatif olmayan,

stirekli bir fonksiyondur ve
lsl—rf(l) n(f, 5)L€;q =0
ve
‘Q(fl + fZ’ 6)L€;q < Q(fl: 6)L2,'q + 'Q(fZ’ 6)13,.!1

ozelliklerini saglar.



2.6 Lipschitz Smifi

26.1 Tanm : 6 >0 olsun. 0<a <1, 1<p<o i¢in f€LP(T)

fonksiyonlarmin olusturdugu Lipschitz sinifi
Lip(a,LP) = {f € LP(T): w,(6; f) = 0(6%)}
bi¢giminde tanimlanir.

26.2 Tanm : § >0 olsun. 0<a <1, 1<p,q<o igin f € LT

fonksiyonlarinin olusturdugu Lipschitz sinifi
Lip(a, 157) = {f € LEU(T): Q(f, 8)p0 = 0(5)]}
bi¢iminde tanimlanir.

Eger 1 <p <o i¢in w € 4,(T) ise LY(T) c L*(T) oldugundan ([16])

f € L29(T) fonksiyonunun Fourier serisi

Qo N .
f)~—=+ ) (ar(f)coskx + by (f)sinkx)
5 kZl k k

ve f fonksiyonunun eslenik Fourier serisi

FOO~ ) (@ (Psinkex = by (Fcoskn)
k=1

bigiminde tanimlanabilir.

2.7 Baz1 Yaklasim Teoremleri

Oncelikle teoremlerin ispatlarinda kullanilacak olan nermeleri verelim.

2.7.1 Onerme : Eger f € Lip(a,LP), p=>1ve 0 <a <1 ise, bu durumda
herhangi bir pozitif n tamsayis1 igin, f € LP(T) fonksiyonuna n. dereceden t,

trigonometrik polinomlar ile yaklasilabilir ve

If = ta(Olp, = 0(n™)
10



olur [1, Teorem 4].
2.7.2 Onerme : p > 1 icin eger f € Lip(a, LP) ise, bu durumda
lon(f) = Su(Oll, = 0™
olur [1, s. 541].
2.7.30nerme: 0 < a < 1vep > 1icin f € Lip(a, LP) olsun. Bu durumda
If = Sa(Oll, = 0(n™%)
olur [1, s. 541].

2.7.4 Onerme : (p,) dizisi pozitif ve artmayan bir dizi olsun. Bu durumda

0<a<1ligin

n
Z m_apn—m = O(n_aPn)
m=1

olur.

) n
Ispat:r, 7 sayisin tam kismi olsun. Bu durumda

n r n
z m_apn—m = z m_apn—m + z m_apn—m
m=1 m=1

m=r+1

n n
< Pn-r Z m %+ (r+1)"¢ Z Pn-m
m=1 m=0

= 0" " )pp—r + 0(N"9)P,
=0(n" M)A,
olmak tizere (p,,) dizisi artmayan olur. Bu durum da ispati tamamlar.
Asagidaki teorem Quade ([1]) tarafindan ispatlanmustir.
2.7.5 Teorem : f € Lip(a,LP) ve 0 < a < 1 olsun. Bu durumda
Mp>1,0<a<1yada

11



iMp=1,0<a<1igin
If = oDl = 0(n™%)

olur.

Chandra [8], Lebesgue uzaylarindan olan fonksiyonlarin Fourier serilerinin

Norlund ve Riesz ortalamalar1 ile yaklasim o6zelliklerini inceledi ve asagidaki

yaklasim teoremlerini ispatladi.

2.7.6 Teorem : f € Lip(a, LP) ve (p,) dizisi
(n+ Dp, = 0(F)
kosulunu saglayan pozitif reel sayilarin bir dizisi olsun. Eger
)p>1,0<a<1ve(p,) monoton yada
(ip=1,0 < a<1ve (p,) azalmayan ise, bu durumda
If = Na(Ollp, = 0(n™).
Ispat. 1. Durum

p>1,0<a<1olsun.

Nn(f: x) = Pl Z pn—msm(fr x)
n m=0

oldugundan

Nalfo2) = ) =5 > PrlSn(£,) = F ()]
m=0

1
Pn
yazilir. Onerme 2.7.3, Onerme 2.7.4 ve (2.5) kullanilarak

1 n
I = NPl < Z Prmllf = S (Ol

12

(2.5)



n

1 Pn
= _0m=) +0 (—)
Pn ) pn m Pn

m=
=0(n"%
elde edilir.

2. Durum

p > 1,a = 1olsun.

n

c 1
a0 = D An(F,0) =5 BuSu(f )
m=0 " m=0

m=

oldugundan Abel doniisiimii kullanilarak

1 n
Nn(f: x) = P_ Z Pn—mAm(f' x)
nm:O

yazilir. Bunun sonucu olarak, P_; = 0 toplamindan ve Abel doniisiimiinden

m=1
1% P, —P <
_ - n n-m
=5 . A (T D A )
m=1 k=1
m
-t k A
=T kA
k=1

elde edilir. Boylece

1 v P,—P -
15209 = Na(Pllp = 5= > [Am (T’"> > kAP
=1 k=1 p
1 n
+m Z kA, (f) (2.6)

k=1 P

13



olur.

1 n
0(f,2) = Salfo2) = —= > kAW(f, %)
k=1

olmak tizere Onerme 2.7.2 kulanilarak

i kA(F)
k=1

olur. (2.6) ve (2.7) kullanilarak

1) = Nl = 0( > 2

m=1

= (n+ Dllon(f) = Su(Hll, = 0(1) (2.7)

p

Am< )‘ +0(nt) (28)

elde edilir.

Buna ek olarak (p,,) dizisi azalmayan ve negatif olmayan bir dizi ya da

artmayan ve pozitif olmayan bir dizi oldugunda

A (Pn _Pn—m> _ Pn—m—l _Pn—m _I_Pn _Pn—m—l
m m m m(m+ 1)

_ Pn - Pn—m—l _ Pn-m
m(im+ 1) m

1

= m{(Pn - Pn—m—l) - (m + 1)pn—m}

=m{ Z pr — (m+ Dp,_ m}

k=n-m

_ n+1
yazilir. Bundan dolay1 (p,,) dizisi monoton ise {W} dizisi de monotondur
m=1

ve P_; = 0 toplam1 kullanilarak

N P, - P
Z |Am( - mn_m>| -
m=1

elde edilir. Boylece (2.8) esitsizliginde (2.9) ve (2.5) kullanilarak

B
n+1

Pn — (2.9)

14



1S.(F) = Nu(Pll, = O(n™?) (2.10)
elde edilir. Son olarak (2.10) ve Onerme 2.7.3 kullanilarak @ = 1 igin
If = Na(Ollp, = 0(m™%)
olur.
3. Durum
p=1,0<a<1olsun.
p_1 = 0 ve Abel doniisiimii kullanilarak

1 n
Nn(f,X)—f(X) =P_

m=

Pr—m[Sm (f, ) — f(x)]
0

1% S
=5 ) Db ) [Se(f0) = FGO)
n =0 k=0

m=

n

1
P_ (m + 1)Ampn—m [O-m(f' x) - f(x)]
" m=0

m=

olur. Boylece (p,,) dizisinin azalmayan olmasi, (2.5) ve Teorem 2.7.5 kullanilarak

n

“f - Nn(f)lll < (m + 1)|Ampn—m| ”f - O-m(f)lll
0

1
By

m=

n

= 0(5) D 0n+ D lbpa

m=0
n
) > 1l
m=0

_ 0(
=0(n %

nl—a
Py

elde edilir ve ispat tamamlanr.
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2.7.7 Teorem : f € Lip(a, LP) ve (p,,) pozitif reel sayilarin dizisi olsun. Eger

Mp>1,0<a<1ve
(i)

Z |A (mpil 1>| =0 (nil 1)

m=0

ya da
Mp=1,0<a<1ve
(i) (py) dizisi (2.5) kosulunu saglayan pozitif ve azalmayan bir dizi ise

If = Ra(Dll, = 0(n™)

olur.
Ispat. 1. Durum
p>1,0<a<1olsun.
1 n
Rn(f' x):P_ z pmSm(f'x)
n
m=0
oldugundan

1 n
FG) = Ralf,) =5 > Dnlf () = S, )]
n m=0

olur. Abel doniisiimii ve (2.12) kullanarak

n-1

n
P
m=

m=1
olur. Béylece Onerme 2.7.3 kullanilarak
1 n
If = Ra(Pllp < 5= D p,lIf = Sl
" m=0

16
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n
1
=0 (—) Z m=%p,, (2.14)
P
m=1
elde edilir. (2.14) esitsizliginde (2.13) kullanilarak
If — Ru(DIlp = 0(n™%)

elde edilir.

2. Durum

p > 1, a = 1olsun. R,,(f)(x)’e Abel dontisiimii uygulayarak

1 n-1
FO) = Su(f, ) = =5 > P (f, ) (2.15)
nm:O

olur ve tekrar Abel doniisiimiinii uygulayarak

nz_:l PpAmq(f,x) = nz_:l A (mpz 1) i(k + DAna(fo0)
o m=0 k=0

+

Pn n—1
—= > (k+ Ddaa ()
k=0

olur ve boylece (2.12) kullanilarak

n-1 n—1
i teatn] 000§ ) o)
o(:2)

olur. Bu durumda (2.16) kullanarak (2.15) esitsizliginden
If = R(Pll, =0n™") (2.17)
elde edilir. Son olarak (2.17) ve Onerme 2.7.3 e basvurarak ve

17



If = Rn(Ollp < If = SOl + 1152 (f) = R (Dl
esitsizliginden p > 1, & = 1 igin
If = Ra(Dll, = 0(n™%)
elde edilir.
3. Durum

p=1,0 < a < 1olsun. Teorem 2.7.5, (p,,) azalamayanligindan ve (p,,) dizisinin

(2.5) kosulunu saglamasindan

IF = RaPll = -5,

1 n—
P—Z (m+ DIBp If = o (Pl

+("+ Dy e (Pl

nl_a n-1
= o( P )ZIAme +0(™)
n m=0

=0(n%

elde edilir ve ispat tamamlanir.
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3. YARDIMCI TEOREMLER

Bu boliimde, dordiincii boliimde ifade edilecek olan agirlikli Lorentz uzaylari
ile ilgili elde edilen ana teoremlerin ispatlarinda kullanilacak olan Onermeler ve

tanimlar verilecektir.

31 Omnerme : f€eL2UT), 1<p, q<wo, w € Ay(T) ve (Sn(f)), f

fonksiyonunun Fourier serisinin n. dereceden kismi toplami olsun. Bu durumda

1S (llpgw < clifllpgw
olacak sekilde ¢ > 0 sabiti vardir [16].
3.2 Onerme : 1<p,q<o,w € A,(T) olsun. Eger f € LL(T) ve r =

1,2,3, ... ise, bu durumda sadece r’ye bagl ¢ > 0 sabit sayis1 vardir ve

En(f)pa < cll, (f' l)

n/pa
olur [19, Lemma 2.3].

3.3 Onerme : f € L2(T), 1<p, q<w, w € A,(T) ve f, f fonksiyonunun

eslenik fonksiyonu olsun. Bu durumda

I7]

v < Elf g

olacak sekilde f fonksiyonundan bagimsiz ¢ > 0 sabiti vardir [16].
3.4 Tanmm : r = 1,2, ... i¢in agirlikli Sobolev tipli uzaylar

Wioo = {f € IBUT): £V mutlak sireklidir ve f@ € L2(T) }
Wpréi) = {f € Wprq,w: f(r) € Lip(a, Lﬁﬁq) }

bigiminde tanimlanir.
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3.5 Onerme : 1<p, q<wo, w € A, (T), 0<o<1 ve r € N olsun. Bu durumda her

f € Wprﬁo igin

lFe - Sn(f(r))”pq,w = 0(n~%), n=12, ... (3.1)

olur.

Ispat t;, f € L2/9(T) fonksiyonuna en iyi yaklasan trigonometrik polinom
olsun. Bu durumda derecesi n yi asmayan biitiin t, trigonometrik polinomlari

tizerinden infimum alindiginda

lr® =l = infllf & = tal

rq,w

elde edilir. Onerme 3.2 kullanilarak

=0 Q(f(r) l)
Pq.w ‘n/ pa

”f(r) —t

olur ve boylece

I =l =0m™.

pq,

LP9(T) agirlikli Lorentz uzayimda S,,(f) kismi toplamlari diizgiin sinirl oldugundan

IF© = S0l Mg < W7 = Ell g+ 165 = $2C7 g,
=lr@-al,, ., + 1=l ..
—0 (“f(r) _t pq'w) = 0(n"9).

3.6 Onerme : 1<p, q<o, weAp (T) ve reN olsun. Bu durumda her f € Wg;iw

ve f0+D € [P9(T) igin

1S, (F ) = 0u(f )| =0, =12, ... (32

rq,w

olur.

Ispat : Eger £ fonksiyonunun Fourier serisi

20



FO~ ) A7)0
k=0
ise, bu durumda £+ (x) eslenik fonksiyonun Fourier serisi
Frme~ > ka(f0) @)
k=0

olur. Diger yandan

[ee]

k
S,(F)G) ~ 0 (FP)) = ¥~ (£ )0
k=0
= LS (f(r+1))(x)
n+1""
olur. Onerme 3.1 ve Onerme 3.3 kullanilarak
; 1
)~ = I 0
< O Il = 067
T n+1 pPq.w ’

elde

21
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pq,w
n=12,..

edilir.



4. AGIRLIKLI LORENTZ UZAYLARINDA YAKLASIM
TEOREMLERI

Tezde bu boliim yeni sonuglar icermektedir.

4.1 Teorem : 1< p, g <o, weA,(T), 0<a<l1, reN U {0} ve (p,)q
(n+ Dp, = 0(P) (4.1)
kosulunu saglayan pozitif reel sayilarin bir monoton dizisi olsun.

Eger f € W% ise

rq.w
™ — () — -a _
lF& = Na(F),p 0, = O, n=12,..
olur.
Ispat. 1. Durum
0 < a < 1olsun.
1 n
f(r) (x) = P_ Z pn—m(f(r))(x)
n
m=0
oldugundan

FO@ = N(FP) 0 =5 . PacFOE) = (7))
n m=0

olur. Onerme 3.5, Onerme 2.7.4 ve (4.1) kullanilarak

n

1

1 = NN < 5 ZO Paemllf© = Sm(F O,
m:
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pq.w

1% n
P PO (1)

1 1
= —0Mm %P +0 (—)
P, (P + n+1

=0(n %
elde edilir.

2. Durum

a = 1 olsun.

Ma(FO)@) =5 Pacmn (7))
n m=0

olmak iizere Abel doniisiimii kullanilarak

1 n
$.(F )0 = Na(F ) = - Z — ) A (F 7))

-5 3 (e Bl (oo
—1(2 kAk(ﬂr))(x))
k=1

elde edilir ve boylece

1 P P
IS0 (F©) = Na(F N, < 5 e
m:
m n
ZkAk(f(”) +t— ZkAk(f(T))
k=1 Pq,w k=1 Pq,w

olur.
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$.FP) @) = 0 ()@ = —= > ke (FO) )
k=1

olmak iizere, Onerme 2.7.4 kullanilarak

i kA()
k=1

elde edilir. Boylece

=+ D[[Su(f ) = ou(F ), , = 0D

pq,w

rq,w

IS0 @) = Na(F )|

rq,w

n
1 Po—FPiom Po—Ppma
<o - o) +0 (n?
~ P, Z m m+1 D +0 @)
m=1
1\ C [P = P P —P
o= Z n n-m ‘n n-m-1 0 -1 .
(Pn> m m+1 0™ (4.2)
m=1
elde edilir.
n
Pn_Pn—m_Pn_Pn—m—1= 1 Z —m
m m+1 m(m+ 1) Pi Pr-m |
k=n-m+1

e L Pp—P, n+lLo L
Bu esitlik (p,) dizisi azalmayan oldugunda (%) dizisinin artmayan
m=1

. - Pp—Pp_m\"t1 ..
olmasini, (p,) dizisi artmayan oldugunda (%) dizisinin azalmayan
m=1

olmasin1 gerektirir.Ayni zamanda bu esitlik

>

m=1

B,
n+1

1
= O(P
n+1 (Po)

= [Pn

Pn_Pn—m_Pn_Pn—m—l
m m+1

oldugunu gosterir. Bu esitsizlik ve (4.2) kullanilarak

I1.(f @) = N (FON, , = O™
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elde edilir.Son degerlendirme ve (3.1) kullanilarak
) — ™) - -1
£ = MalF O, = 07

elde edilir.

4.2 Teorem: 1 <p,q < oo,weA,(T),0 <a < 1,reN U {0} ve (p,)

o) o

n-—1

2| Pm _Pm+1
m+1 m+2

m=0

kosulunu saglayan pozitif reel sayilarin bir dizisi olsun.
Eger feW, %, ve D e IBA(T) ise

IF™ = RalF )l = 007, n=12..

olur.
Ispat. 1. Durum

0 < a < 1 olsun.

1 n
) =5 Puomf ()
n m=0

olmak tizere R, ( £, x) tanimi1 da kullanilarak

n

FOG) ~ Ra(FO)00) = 5

m=

Pmlf (X) = S () ()]
0

elde edilir. Onerme 3.5 kullanilarak

n
1
17 = 80 Dl = 5 2, Pl =507
m:

n
1 —a . P
=0(g) 2, pum e+ G =5
m=
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n
1 -a
=0(5) 2, pnm
m=1

elde edilir ve Abel doniisiimii kullanilarak

n
Z p M = Z P [m® — (m+ 1)"%] + n~*P,
m=1

elde edilir ve (4.3) kullanilarak

n-—1 n-—1 m P n-—1
m“ ( m+1) Zk_a n —a
m+1 m+2 + £ +n+1 m

m=1 m=1

=0(n"*R,)

elde edilir. Bu durum

n
Z pmm_a = O(n_a n)
m=1

olmasin1 gerektirir. Bu esitsizlik ve (4.4) kullanilarak

lF & = Ra(F )., = O

rq,w
elde edilir.
2. Durum

a = 1 olsun. Abel doniistimiinii kullanarak

(4.4)

1 n—
Ra(fP)0) = = Z Su(FT)C) = Spar (FO)@) + PuSa(F ) )]

P,

m=0
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1 n-—1
=5 D, P (~ A (F) @) + S, (FP) ),

m=0
ve boylece

n-1

1
Ra(F)@) = $2(f D)) = =5 D P (Amsin (FP) )
" m=0
olur. Abel doniisiimiinii tekrar uygulayarak
n-1 n-1 P
Prdma(FO) ) = i (f)@)
m=0 m=0

n—1

(mpr 1 mm-:lz) <§: (k + 1)Ak+1(f(r))(x))

m=0 0

n—1

(r)) (x)

k=0

elde edilir. (3.2) ve (4.3) kullanilarak

n-—1
Z Pm (Am+1(f( ) ))
m=0 Pqw
n-—1 P
< | Z("“) A (F))
m=0 Pq,w
")
rq,w
n-—1
P
= 0|m$1— "L G+ DSmaa (F) = Oman FO
m=

+Ba|Sn () = an(F )|

pq,w
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+o(5)

n-—1 P P
— 0 | m _ m+1
@ Z m+1 m+2
m=0
elde edilir. Bu durumda

ACRGD)

1
IRa(F) = Su(F )l pa = 5-

Pa.w
1 /P, 1
-3ol)-o()

P, n n

olur. Bu durum ve (3.1) kullanilarak
™ — ™) = -1
7O = RFO =0t
elde edilir. Bu ispat1 tamamlar.
Eger p, = AL (B > 0) ise, k > 1 igin Af =1, Af = ZED=C0 gimpi

lizere
r _ B r _ i En p-1 r
Nn(f( ))(X) = 0p (f( ))(X) - Aﬁ mzoAn—mSm(f( ))(X)

elde edilir. Dolayistyla o () Cesaro ortalamalar: ile feL?(T) fonksiyonuna

yaklasim ile 1lgili asagidaki sonug elde edilir.

4.3 Sonu¢ :1<p,q <o, weAd,(T),0 <a < 1,7eN ve f > 0 olsun. Eger

feW,s% ise, bu durumda
“f(r) - af(f(r))”pqw = 0(n9%), n=12,..

olur.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu calismada oOncelikle Lebesgue uzaylarinda bazi yaklasim teoremleri
verilmistir. Aymi yaklasim teoremleri bu uzayin bir genellesmesi olan agirlikli
Lorentz uzaylarma tasinmis ve bu uzaydan olan fonksiyonlarin tiirevleri ig¢in

ispatlanmigtir.

Bu ¢aligmada ispatlanan yaklasim teoremleri agirlikli Lorentz uzayina ait olan

fonksiyonlarin kesirli tiirevleri i¢in de degerlendirilebilir.
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