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OZET

DEGISKEN USLU LEBESGUE UZAYLARINDA KONVOLUSYONLAR
VE YAKLASIM
YUKSEK LISANS TEZI
ELIiFE YIRTICI
BALIKESIR UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILiM DALI
(TEZ DANISMANI:PROF. DR. DANIYAL iSRAFILZADE)

BALIKESIR, MAY1S-2015

Bes boliimden olusan bu tezde degisken iislii Lebesgue uzaylari tanimlanir.
Bu wuzayin Onemli oOzellikleri verildikten sonra yaklagim teorisinin bazi
problemleri arastirilir.

Birinci bolimde bazi fonksiyonel uzaylarda konvollsyon operatorleri ve
yaklagim sayilar1 arasindaki baglantiyr ifade eden sonuclarin kisa Ozeti
verilmektedir.

Ikinci béliimde tezde kullamlan temel kavramlar ve énemli fonksiyon
uzaylar1 tanimlanir.

Uciincii boliimde bu tezin ana konusu olan degisken Usli Lebesgue
uzaylar1 tanimlanir, bu uzaylarin temel 6zellikleri verilir ve fonksiyon dizilerinin
yakinsaklik cesitleri tanimlanir. Degisik yakinsaklik cesitleri arasindaki iliski
aragtirilir.

Dérdiincii boliim iki kistmdan olusmaktadir. Once, esas teoremlerin kaniti
icin gereken yardimci sonuglar, daha sonra ise degisken sl Lebesgue
uzaylarinda konvoliisyon operatori ile en iyi yaklasim sayilar1 arasindaki iliski ve

carpanlar teoremi elde edilmistir.

Son bolim tezde elde edilen sonuglarin kisa 0zetini icerir.

ANAHTAR KELIMELER:Degisken (slii Lebesgue uzaylari, konvoliisyon
operator, carpanlar teoremi



ABSTRACT

CONVOLUTIONS AND APPROXIMATION IN LEBESGUE SPACES
WITH VARIABLE EXPONENT
MSC THESIS
ELIiFE YIRTICI
BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE

MATHEMATICS
(SUPERVISOR:PROF. DR. DANIYAL ISRAFILZADE)

BALIKESIR, MAY-2015

In this thesis which consists of five chapters, Lebesgue spaces with
variable exponent are defined. Important properties of this spaces are given. Later,

some problems of approximation theory are investigated.

In first chapter, a short abstract of results which express the connection

between the convolution operators and the best approximations numbers is given.

In second chapter the basic notations and important function spaces used
in thesis are defined.

In third chapter, main subject of this thesis: the Lebesgue spaces with
variable exponent are defined, the basic properties of these spaces are given and
the convergence types of function sequences are described. Relation between the

different convergence types are investigated.

The fourth chapter consists of two sections. Firstly, the auxiliary results
required for proofs of the main theorems are obtained. Afterwords, a connection
between the convolution operators and the best approximations numbers and

multipliers theorem in the Lebesgue spaces with variable exponent are obtained.

Last chapter includes the short summary of the results obtained in thesis.

KEYWORDS:Lebesgue spaces with variable exponent, convolution operator,
multipliers theorem
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1. GIRIS

Yaklagim teorisinde, bir takim 0&zelliklere sahip fonksiyonlara daha iyi
ozelliklere sahip, basit fonksiyonlarla yaklasim problemleri arastirilmaktadir. Bu
basit fonksiyonlar kiimesi cogunlukla arastirilan fonksiyon uzaylarinin bir alt uzayi

olarak alinir. Polinomlar kiimesi bu tip alt uzaylara 6rnek olarak diisiiniilebilir.

Yaklagimin miimkiin oldugu durumlarda, verilen bir fonksiyona, polinomlar
kiimesinden en iyi yaklasan polinomu bulmak yaklagim teorisinin bir diger

problemidir.

L), Lebesgue uzaylarinda trigonometrik polinomlarla yaklagim problemleri

bir¢ok matematikgi tarafindan arastirilmistir. Bu uzayda norm

2z Up
[j|f(x)|p} , 1< p<oo,
[ ], =1\

esssup|f(x)|, p=w=
xe[0,27]

olarak tanimlidir. Ayrica 3, derecesi n’yi ge¢cmeyen trigonometrik polinomlarin

ailesi olmak uzere f e L) fonksiyonu igin en iyi yaklasim say1si
E,(f), ::T'nr!in”f T,

olarak tanimhdir. f,gel) olmak tzere f ve g fonksiyonlarinin konvolisyonu
2z
fg(x)= [ f(x-y)g(y)dy

0

biciminde tanimlidir.



Konvollisyon ve konvolisyon tipi doniisiimler teorik ve uygulamali
matematigin bir¢ok alaninda 6nemli bir rol oynar. Bu doniisiimler 6zellikle yaklagim
teorisinde yaklasan polinomlarin insas1 i¢in basariyla kullanilmaktadirlar. Bu yilizden
bircok matematik probleminde en iyi yaklasim sayisi ile konvoliisyon operatorii

arasindaki iligkiyi inceleme ihtiyaci duyulmaktadir.

o, siirl varyasyonlu ve J._OO do(u) =0 Kkosulunu saglayan bir fonksiyon

oldugunda

D(f:0,h, p):= ij f (x—hu)do(u)

p

olsun. Eger f el) (1< p<o) ve 0<h<1 ise 1971 yilinda M. F. Timan tarafindan

D(f;o.h,p)< Ao, p){zn: E,-1(f),67(n,,h)+ Eﬁmﬂ(f)p} 7 (1.1)

v=0
esitsizligi kanitlanmistir [1]. Burada

y =min{2, p},

n=l<n<..<n <., n,/n =2q>1 n,, <1/h,

m+1

s(n,,h) = nfp(kh) ~&((k+Dh)| +|&(n,hy],
G(X) = J:e‘iuxda(u)

ve A(o, p) sadece o ve P ye bagl bir sabittir.

@ bir Young fonksiyon olmak uzere

j02”¢(| f (x)|)dx <o

kosulunu saglayan 27 periyotlu fonksiyonlar uzayma Orlicz uzay1 denir ve

L,[0,27] ile gésterilir.



¥, @ ’nin tamamlayic1 Young fonksiyonu olmak uzere bu uzaylarda

Orlicz normu;
11, =sup{["|F 0gex: v [Jo0oJox <1
Luxemburg normu;
1], = inf (k >0: [ [k () dx 31)

olarak tanimlidir ve bu iki norm denktir.

Orlicz uzaylarinda (1.1) esitsizligi V. G. Ponomarenko ve M. F. Timan

tarafindan incelenmis olup asagida goriilecegi tizere benzer sonug elde edilmistir [2]:

fel,(0,27) olsunve @, bir c>0 sabiti igin
p(uv)<co(u)p(v)

Kosulunu saglasin. Ustelik (o(u) icin oyle p,, p, (1< P P, <OO) sayilar1 olsun ki

£6>0, p+e<p—5 oldugunda @(u)/u™" azalmayan, ¢(u)/u™" artmayan

olsun. Bu durumda 0< h <1 kosulunu saglayan her h sayisi igin

(/9(\/6 ) konveks oldugu durumda

1/2
(f O'h(D (|:ZE (P 2k :| +E2m+1(f)¢]l
(0(\/6 ) konkav oldugu durumda ise

D(f;0,h,p) <inf k° (1+z(p[ 1(f)¢5Zr‘h]j+M”(¢),0')E2mA(f)w

esitsizligi saglanir.



Burada

2r+l -1

&(Ih)-[(1+1)h]+|6(2'n),

1=2"
6(x)=[ e™do(u), h<2™
dir. Ayrica ayni ¢alismada asagidaki sonug da elde edilmistir:

fel, (O, 27r) olsun ve (D(U) yukaridaki kosullar1 saglasin. Eger bir F(X)

sinirh varyasyonlu, yani;
[Fool<c. Y [F(on)-F((@+Dh)<C, h<2™,
6=2"

kosulunu saglayan fonksiyonu |X| <1 oldugunda

6,(x)= G, (x)F (x)
bagintisini sagliyor ise
D(f;0,,0,0)=C(03,0,,0)| D(f;0,,0,0)+E,u (1), ] (1.2)
olur.

Oteleme doniisiimiine gore invaryantlik her uzay icin gegerli olan bir 6zellik

degildir. Bu o6zelligi saglamayan uzaylardan biri agirlikli Orlicz uzaylaridir. Bu
nedenle Oteleme doniisimU operatord, (ahf)(x,u) ortalama deger fonksiyonu

olmak Uizere

jf;(ah f)(x,u)do (u)

olarak tanimlanir.



Agirlikli Orlicz uzaylarinda

D(f:0.h, )= Hj‘i(ah £)(.u)do (u) (1.3)

¢,0

ifadesi 2010 da D. M. Israfilov ve Y. E. Yildirir tarafindan degerlendirilmistir [3]:

L, . [O, 272'] yanstmali, fel, [0,27], we Ap((p)[O,Zﬂ] , bir 2 €(0,1) igin

@“ kuvazikonveks olsun ve ¢ fonksiyonu bir ¢ sabiti igin

p(uv)<co(u)p(v)
kosulunu saglasin. O zaman her m dogal sayisi igin

(o(\/a) konveks ise

m 1/2
D( f 10, h’ go) = C(z E22r—l( f )(p,w 522r,hj +CE2m+1 ( f )(p,w !
r=0
(0(\5) konkav ise

D(f;0,h,p)<cinfk™ (l+20(p(kE2,l( £),0 0,y )} CE,es (),

dir. Burada

2r+1 =

5, =

&(Ih)-&[(1+1)h]+[6(2'h),

5(x)= [ T-Xdo(u), 0O<hs<z

dir. Ayrica ayni ¢calismada (1.2) esitligine benzer sonug elde edilmistir.



Bir f fonksiyonu verildiginde bunun Fourier serisi f fonksiyonuna
yakinsamayabilir. Fakat bu seriyi belli bir dizi ile ¢arptigimizda elde edilen yeni seri
f fonksiyonunun ait oldugu uzaymn bir elemanina yakinsayabilir. Bu tip problemlerin
¢oziminde elde edilen teoremlere carpanlar teoremleri denir. Bu tip teoremler

yaklasim teorisinde gerekli olan esitsizliklerin elde edilmesinde de sikga kullanilir.

L) Lebesgue uzaylarinda Fourier serileri igin ¢arpanlar teoremi [4] de

Marcinkiewicz tarafindan kanitlandi. Benzer teorem Muckenhoupt agirliklarina sahip
agirlikli Lebesgue uzaylari igin [5] ¢alismasinda ispat edilen Teorem 2 nin sonucu
olarak elde edilmektedir. Ayrica, agirliksiz Smirnov uzaylarinda carpanlar ile ilgili
benzer sonuclardan [6] calismasinda da kanit yapilmadan bahsedilmektedir. Bu

problem Agirlikli Smirnov uzaylarinda ise [7] ¢alismasinda incelendi.

LS(') degisken Usli Lebesgue uzaylari, Orlicz uzaylarinda (p(u)izup(x)

alinarak elde edilir. Goriildigi gibi degisken Uslii Lebesgue uzaylari, L) Klasik

Lebesgue uzaylariin P sabitini degisken alarak elde edilen bir genellemesidir.

LQ(') fonksiyonlar uzaymnin L) uzaylar ile benzer 6zellikleri oldugu kadar

farkli bir ¢ok 6zelligi de vardir. En 6nemli farklarindan bir tanesi ng) uzaylarinin

doniisim operatérine go0re invaryant olmamasidir. Sonug¢ olarak bu uzaylar
genellikle rearrangement invaryant Banach fonksiyon uzaylar1 degildir. Bu yizden

Klasik arastirma yontemlerinin bazilar1 bu uzaylarda gegerli olmayabilir.

Ozel halde, p() smirsiz oldugu durumlarda 6nemli farkliliklar ortaya ¢ikar.

()

T

Bu durumda LS uzaylar1 ayrilabilir degildir ve kompakt destekli sinirh
fonksiyonlarin sinifi bu uzaylarda yogun olmayabilir [8]. Bu nedenle karsimiza
gikacak birgok problemin ¢éziimi igin p(-) fonksiyonunun esash smirliligi dnemli

olacaktir.

1979°da Sharapudinov, bu uzaylarda Luxemburg normunu tanimlayarak ve

p() esaslt smirli oldugu durumda Lp(')([O,l]) uzaylarinin ayrilabilir oldugunu ve

onun dual uzaymimn L”V ([0,1]) oldugunu gostererek reel eksende, araliklar iizerinde



degisken Lebesgue uzaylarinin fonksiyon uzayi teorisini gelistirdi. Ayrica bu

uzaylar teorisinde 6nemli bir yere sahip olan

C
pPX)-p(Y)S———  [x-y|s1/2,
log-Holder siireklilik kosulunu tanitti. Bu kosul 6zellikle maksimal fonksiyonun

siirliligi i¢in gerekli ve yeterli kosullardan biridir.

Bu uzaylarin kismi diferansiyel denklemler teorisinde bir¢ok uygulamalari
vardir ve bundan dolay1 ayri bir 6neme sahiptirler. Ozellikle elektroreolojik
akiskanlarin matematiksel modellenmesinde kullanildigi i¢in 1990 yilindan beri bu
uzaylara ilgi artmistir. Bahsedilen akiskanlarin fiziksel 6zellikleri ve uygulamalari

icin [9, 10] ¢alismalarina bakilabilir.

Bu tezde yukarida da 6neminden bahsedilen, klasik Lebesgue uzaylarinin bir
genellemesi olan degisken Usli Lebesgue uzaylarinda en iyi yaklasim sayisi ile
konvollisyon operatorii arasindaki iliski incelenmis olup klasik sonuglarin bu
uzaylardaki bazi benzerleri elde edilmistir. Ayrica bu uzaylarda genis uygulama

alanlarina sahip ¢arpanlar teoremi de kanitlanmstir.



2. ON BILGILER

2.1 Temel Tanimlar ve Teoremler

211 Tamm AcR bir kime olsun. Vx,yeAveVae[01] igin

ax+(1-a)y e A oluyor ise A kiimesine bir konveks kiime denir.

2.1.2 Tamm AcR konveks bir kime olsun. M:A— R fonksiyonu

VX, yeAve Va €[0,1] igin
M (ax+(1-a)y)<aM (X)+(1-a)M(y)
sartin1 sagliyor ise M ’ye konveks fonksiyon denir [11, s. 1].
2.1.3 Tanmm ¢:[0,0) —>[0,0) konveks ve siirekli fonksiyonu ¢(0)=0,

Vx>0 icin ¢(x)>0 ve

Iimmzo |immzoo

x—0 X ' X—>o X

kosullarini sagliyor ise ¢ fonksiyonuna Young fonksiyonu denir. Ayrica y >0 i¢in
w(y)=max{xy-¢(x):x20}

bigiminde tanimlanan ¥ fonksiyonuna ¢’ nin tamamlayict Young fonksiyonu denir

[3].
2.1.4 Tamm ¢ [0,00) > [0,00) negatif olmayan bir fonksiyon olsun. Eger
p(t)<g(t)<p(ct), t=0

olacak sekilde bir ¢ Young fonksiyonu ve c>1 sabiti var ise ¢ fonksiyonuna

kuvazikonveks fonksiyon denir [18, s. 210].



2.1.5 Tanim ¢ kuvazikonveks fonksiyon olmak tizere

L { B¢’ kuvazikonveks}

P(¢)
sayisina ¢’ nin indeksi denir [18, s. 218].

216 Tanim F:R > C ve xeR olmak lizere

F(x)-F(x.)

‘neN, —oo<x0<...<xn:x}

T, (x):sup{Z::

fonksiyonuna F’ in total varyasyon fonksiyonu denir. Eger

limT. (X) < o0

ise F, R Uzerinde sinirlt varyasyonludur denir [13, s. 102].

2.1.7 Tamm a, € Rve n negatif olmayan bir tamsay1 olmak tizere

akelt
k=-n

fonksiyonuna n. dereceden trigonometrik polinom denir [19, s. 2]. Derecesi n’yi

gegmeyen trigonometrik polinomlarin sinifim1 3 ile gosterelim.

n

2.1.8 Tanmm a, € Rolmak Uzere

:;: akeikt
k=—o0

serisine trigonometrik seri denir [19, s. 3].

2.1.9 Tamm f e L5, olsun. f’nin k. Fourier katsay1st

bi¢iminde tanimlanir [19, s. 3].



2.1.10 Tamm f € L,_olsun.

i .erikx ’
k=—o0

trigonometrik serisine f fonksiyonunun Fourier serisi denir [19, s. 3]. n=0,1,2,...

icin f ’ nin Fourier serisinin n. kismi toplami

S, (f)(x)= gn:n f e

olsun.

2.1.11 Tamm f ve g , R {zerinde yerel integrallenebilir fonksiyonlar

olsun.
frg(x)=] f(x-y)g(y)dy
fonksiyonuna f ve g ’nin konvollsyonu denir.

2.1.12 Tanim U, =u, +U, +...+Uu,, k=12,3... olmak Uzere

n n-1
z uuvu = ZUU (Vu _Vu+1) —|Unvn
v=1 v=1

dontisimiine Abel doniigtimii denir [12, s. 3].

2.1.13 Tammm f :R — R bir fonksiyon olsun.

supp f ={xeR: f(x)=0}

kiimesine f fonksiyonunun destegi denir. Eger supp f kompakt bir kime ise o

zamanda f fonksiyonu kompakt destege sahiptir denir.
Loomp ([0, 277]):={ f - f siirekli ve supp f <[0,27] kompakt|

comp

olsun.

10



2.1.14 Tamm E; C[O, 27[] i=12,.,n, ikiserli ayrik kiimeler ve a; sayilari

sonlu tane birbirinden farkli sayilar olmak iizere

s(x)::jzn_;aj;(Ej (x)

olarak gosterilen s fonksiyonuna basit fonksiyon denir [13]. Basit fonksiyonlarin

smifin1 S, ile gosterelim.

2.2 Baz Fonksiyon Uzaylari
2.2.1 Tanmim ¢ Young fonksiyon olmak lzere

J'02”¢)(| f (x)|)dx <o

kosulunu saglayan 27 periyotlu fonksiyonlar uzayma Orlicz uzayr denir ve

L,[0,27] ile gésterilir.
¥, @ ’nin tamamlayict Young fonksiyonu olmak tzere f fonksiyonunun

Orlicz normu,
|f ||¢ = sup{J.OZ”| f (x)g(x)|dx: J.th//ﬂg(x)ﬂ dx Sl},
Luxemburg normu,
[f],, =inf (k > 0: [ o[k (0[] sl)

olarak tanimlanir. Ayrica Vf € L [0, 27[] icin

[l <l £l <201,

esitsizligi saglanir [3].

11



2.2.2 Tamm ®:[0,27] > [0,] , Olgiilebilir bir fonksiyon olsun. Eger
ot ({O,OO}) kiimesinin Lebesgue 6l¢timii sifir ise @ fonksiyonuna agiriik fonksiyonu

denir.

o agirlik fonksiyonu olmak tizere 2.2.1 Tanimda dx yerine a)(X)dX yazarak
LW [0,27[] agirhikli Orlicz uzayr elde edilir. Bu uzayda Orlicz normu ||f||¢'w,

Luxemburg normu ise || f ||(¢ ) ile gosterilir [3].

2.2.3 Tanim 1< p<oo Ve lJri,=1 olsun. Eger

1p'

sfgtoe] o]

ise @ agirlik fonksiyonu, A [0,27] Muckenhoupt simifina aittir denir [3]. Burada

I, [0,27] nin herhangi bir alt aralig,

I| , I’ nin uzunlugudur.

Orlicz uzaylarinda Young fonksiyonu olarak @(u)=u® fonksiyonunu

secersek klasik Lebesgue uzaylarini elde ederiz.

2.2.4 Tamm f :[O, 277] — C olclebilir bir fonksiyon ve 0 < p <o icin

I, =(J;"

f (x)|p dx)llp

olsun.

[, <o

kosulunu saglayan &lgiilebilir f:[0,27]—> C fonksiyonlarmin siifina Lebesgue

uzaylari denir ve L  ile gosterilir. L) simifi 1< p < oo durumunda

I, =(f;

f(x)|" dx)ﬂp ,

12



p =00 durumunda

| £, =esssup|f (x)|

Xe[0,27r]
normu ile birer Banach uzaylaridir [13, s. 181-184].

2.2.5 Tamim Verilen bir @ agirhigive p, 1< p<oo, igin

2r
po jo

kosulunu saglayan Olgiilebilir fonksiyonlarm simfi L, [0, 277] ile gosterilir ve bu

If

O o(x)x] <o

uzaya agirlikli Lebesgue uzay: denir.

2.2.6 Tamm f L}, olmak iizere herhangi bir X €[0,27] icin

ﬁj 7 (y)|ay.

Mf (X) = sup

15X

fonksiyonuna, f fonksiyonunun Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu denir [8].

Burada supremum X i igeren tim | <[0,27] araliklari iizerinden alinmaktadir.

Harmonik analizde bir ¢ok klasik operatérin Ozelliklerinin incelenmesinde
maksimal fonksiyonun smirliligi 6nemlidir. Bu fonksiyonun L) uzaylarinda

siirlilig ile ilgili agagidaki teoremi verelim:

2.2.7 Teorem 1< p<oo igin f e L) olsun. Her t >0 igin
C 2z
|{x e[0,27]: Mf(x) >t}| _t_‘l’ j £ (x)|" dx
0
dir. Ayrica, eger 1< p<oo ise

[Mf]l, <c.| £,

dir. Burada c, vec, sabitleri f fonksiyonundan bagimsiz olup sadece P ’ye

baghdirlar [8, s. 82].
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Burada birinci esitsizlik i¢in maksimal fonksiyon zayif (p, p) kosulunu

sagliyor, ikinci esitsizlik i¢in ise maksimal fonksiyon gucli ( p, p) kosulunu sagliyor

denir.

Klasik Lebesgue uzaylarinda bazi fonksiyonlarin o6zelliklerini incelemek
zorlagtyor ya da bu uzaylar pratik uygulamalarda sik kullanilan bir¢ok fonksiyonun

arastirilmasi icin yetersiz kaliyor.
Omegin;
-1/3
(%) =Ix
fonksiyonunu diisiinelim. Bu fonksiyon olduk¢a iyi Ozelliklere sahip olmasina

ragmen [1,00] araligimdaki hi¢bir p icin L, (R) sinifina giremez. Fakat R * i

parcalara ayirirsak gordlebilir ki
fel?([-22]) vef e *(R\[-2,2])

olur. Bu yontemle hareket edilirse daha karmasik fonksiyonlarin incelenmesi
durumunda daha fazla parca ve daha fazla fonksiyon siniflarina ihtiya¢ duyulur.
Ornegin;

o) =P+

fonksiyonu icin  geL?([-11/2]), ge’([1/2,2]) veg e L"*(R\[-1,2]) dir.

Bunun ¢ok iyi bir yaklagim olmadig1 kolayca goriilmektedir.

Degisken Lebesgue uzaylar1i ise bize farkli bir arastirma yontemi
saglamaktadir. Burada bolgeleri ayirmak yerine tissii, yani P sabitini bir fonksiyon
kabul ederek kimede tanimli fonksiyonlarin yeniden simiflandiriimalart elde

edilebilir. Mesela yukaridaki fonksiyonlar i¢in

(@_9Vh2_g_ 5/2
P S 2+l 2 2[x[+1

degisken iissii diisiiniirsek

14



IR| f (x)|p(x) dx < oo ve LR|g(x)|p(X) dx < oo

oldugu goriliir. Baska bir deyisle; tek bir (s bazi onemli fonksiyonlarin
davraniglarint daha detayli arastirmamiza olanak saglar [8]. Simdi bu smiflar

tanimlayalim ve bir takim 6zelliklerini verelim.
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3. DEGISKEN USLU LEBESGUE UZAYLARI

3.1 [;7(1) Sinifinin Temel Teorisi

Bu bdlimde p(-), R (zerinde tanimlanan dlgiilebilir, negatif olmayan ve
27 periyotlu bir fonksiyon olmak Uzere, 6lcllebilir ve 2z periyotlu fonksiyonlarin
smifi olan i:g/(z’) degisken islii siniflar tanitilacak ve bir takim 6zellikleri verilecektir.

[57(}) ile

f (x)|p(x) dx < oo

jZn
0

kosulunu saglayan 27z periyotlu, 6lgiilebilir, reel degerli fonksiyonlarin simifini

gosterelim. Ayrica L. ile olcilebilir, 27 periyotlu ve esasli sinirli fonksiyonlarin

sinifin1 gosterelim.

Genel durumda f,g e Eg,(;) ve a,f € R olmak izere
h(x)=af(x)+p9(x)

lineer birlesim fonksiyonu [57(7) sinifina ait olmayabilir. Bu fonksiyonun [579
smifina ait olmasi igin p() > nin 6l¢ulebilir ve negatif olmamasi disinda daha fazla

kisitlayici sarta ihtiyac vardir. Bu amagla

p_:=ess inf p(x)

xe0,27]

P, =ess sup p(x)
x€[0,27]

sayilarini tanimlayalim.
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3.1.1 Lemma [57(1) ‘nin lineer olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul p()

degisken iissiin esasli sinirli olmasidir [14, s. 14 ].

Kamit Yeterlilik: f,geli ve a,feR (p(x)=0) olsun.

|af (X)+ﬂg (X) P(x)/ p, S(|af (X)|+|ﬂg (X)|)D(X)/p+

p(x)/ ps

<lect ()" +|Bg (x)

ve Cauchy-Schwarz esitsizligini kullanirsak

yp,

(J-02;z|af (X)+ﬂg(X)|p(X) dx)llm :(J.Ozn|af (X)_l_ﬂg(X)|m>(x)/p+ dx)

1/p+
2z p(x)/p, \P*
< ( IO ( ) dxj
27 Up,
<
N (.[0

<) (10 0 a1

p(x)/p. +|ﬂg (X)

af(x)

af (x)|p(x) dx)m +(J‘:7r B9 (x)|p(x) dx)

Up,

g (x)" dx) <o

elde edilir. Buradan o f (x)+ 8g(x)e Loy oldugu goriiliir.
Gereklilik: Varsayalim ki p, =co olsun.
Q,={te[0,2z]; (n-1)<p(t)<n}, n=12,...

kiimelerini ve

olmak Uzere
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f(x)=c,, xeQ

n

fonksiyonunu tanimlayalim. O zaman

olur. Ote yandan

_[02”|2f (x)|p(x) dx=i I |20n|p(x) dx
n=lo,

oldugu goriliir. Boylece fe[f,(;) fakat 2f e[g,(;) elde edilir. Bu da [5,(;)’ nin

lineerligi ile ¢eligir. m

()

3.1.2Lemma f,gels ve p, <o olsun.

2z

d(f,g):(fo

X llp+
p(x) dx)

f(x)-g(x)

doniistimii [57(;) klimesi tzerinde bir metriktir [14, s. 16].

Kamt Sabit durumda oldugu gibi hemen her yerde esit fonksiyonlar1 esit

kabul edecegiz. O zaman agiktir ki d” nin metrik oldugunu gostermek i¢in

d(f,h)<d(f,g)+d(g,h)

oldugunu gérmek yeterli olacaktir.

18



LY. smnifinda 0 <y <1 igin
oo+ B[ <lof +|Af

esitsizligi ve Cauchy-Schwarz esitsizliginden

Up,

") dx)

d(f,h):(joz”

f (x)-h(x)

Up,

J-Zfr
0

1

(F()-9(x)+(90)-n() """ o]

frg:lo Do >3, af iRxLa > L5

islemleri yukaridaki metrige gore [E;(r) lineer uzayinda siireklidir [14]. Sonug olarak

0< p(X)< P, <o oldugu durumda [57(1') uzaymin lineer bir topolojik uzay oldugu

gorulir. Tleride p(X)Zl kosulunun konuldugu durumda [S/(r) uzaymin normlu bir

uzay oldugu goriilecektir.

3.1.3 Tamm p(-):R—[Lo] ve f dlcilebilir, 2z periyotlu fonksiyonlar

olsun.
Q, ={xe[0,27]: p(x)=co}
olmak uzere

oy (f)= I ki (x)|p(x) dx+esssup| f ()|

[0.27)\2, XeQ,,

fonksiyoneline moduler fonksiyonel denir.
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Moduler  fonksiyonelin ~ 6nemli  Ozellikleri

gorulmektedir.

asagidaki

Onermelerde

3.1.4 Onerme p(x) dlculebilir ve 1< p(x)< p, <o olsun. O zaman 1>1

ise

A% pyy (F)< Py (A1) <47y (1)

esitsizligi, 0< A <1 ise de

25 Py (1) £y (A1) 227y (1)

esitsizligi gecerlidir [8, s. 20].

3.1.5 Onerme [8,s. 17] p(-):=

durumda:

1.

2.

3.

vf fonksiyonu icin p,, (f)>0ve p, (| )=p

Hemen her x e R icin pp(‘)(f)=0<:> f(x):O,

Egerpp(,)(f)<oo ise hemen her X e R igin f(X) <o,

P konvekstir, yani: >0, a+ £ =1 igin

'Op(')(af +ﬁg)£“pp(-)(f)+ﬁpp(.)(9),

R— [1,oo] olculebilir bir fonksiyon olsun. Bu

Hemen her yerde | f (x)|>|g(x)| ise p,,(f)>p,,(9) olur,

A>0 sayist igin py, (f/IA)<w ise A = Py (f/A) donisiimii

[A, OO) tizerinde stirekli ve azalandir. Ayrica

A—> o iken p (f//i)

20
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3.1.6 Tamm p(-):R — [1,0] slgulebilir ve 2z periyotlu fonksiyon olmak

lizere en azindan bir 4= /1( f ) >0 sayis1 igin Pogy (%) <o kogulunu saglayan 27

()

T

periyotlu, élctlebilir f fonksiyonlarin sinifini LQ ile gosterelim [8, s. 18].

p(-): R —>[L o] olgilebilir fonksiyonu icin p_=o veya p, <o olmasi

durumunda f e L‘z’f,') olmas: f e Eg,(r) olmasina denktir.

3.1.7 Teorem p(-):R — [1 o] dlculebilir, 2z periyotlu bir fonksiyon olsun.
f e 2V olmak iizere
[f],,=inf{a>0: p, (F14)<1)

fonksiyonu L2V Gizerinde bir normdur [8, s. 21].

Kamt 1) f=0 ise VA>0icinp,, (f/1)=0<1dr. Boylece [f],,=0

olur. Aksine; eger | f ||p(') =0 ise 0 zaman VA >0 sayisi i¢in

12 p, (f/14)= J' (|f (x)|//1)p(x) dX +esss

[0.27)\2,, XeQ

up|f (x)//1|

olur. Buradan gorulebilir ki esssup|f (X)|<A dir. Boylece hemen her x €€, igin

xeQ,

f(x)=0 elde edilir.

Benzer sekilde eger A <1 ise 3.1.4 Onermeden

p(x) d

1> 17" I ()" dx

[0,27)\2,

elde edilir. Boylece Hf (-)p(') =0 oldugu goriiliir. Bu ylizden hemen her x

'([0.27]\2,,)

iin f(x)=|f (X)|p(x) =0 olurve f =0 elde edilir,
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2) a € Ralalim. Eger a =0 ise”af”p(') :|a|||f||p(') esitligi 1) dekine benzer

sekilde goralur. a =0 olsun.

et =inf{2>0: oy, (o £ 12)<1]
=[alinf {2/]a|>0: p,, (T 1(21]a]))<1]

:|a|inf{y >0: py (1 /ﬂ)g} =l||f],,

3) || f ||p(') <A, ve ||g||p(') < 4, olacak sekilde 4,4, sayilarmi alalim. O halde

pp(')(f /Af)S:Lvepp(‘)(g/ﬂg)Sl

olur. Pay " nin konvekslik 6zelliginden

f+g)_ Aot A4 g
Pp(a( 2 j—/’p(a(TZ*jZ

A A
ijpp(-)(f [ 24 )+7g/’p<»>(g /5)<1

elde edilir. Boylece | f +g||p(_) < A; + A, olur. Simdi tim A, ve A, tzerinden her iki

tarafin infimumu alinir ise ||f + g||p(') < || f ||p(_) +||g||p(.) elde edilir. m

3.1.8 Onerme p(-):R — [1,0] élglebilir ve 27z periyotlu fonksiyon olmak

lizere eger f e L2V ve ||f||p(.) >0 ise

P 11181, ) <1

olur. Ayrica f e ng) fonksiyonu hemen her yerde sifirdan farkli olmak {izere

Py ( f/ || f ||p(.)) =1 olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul p, <o olmasidir [8, s. 24].

3.1.9 Teorem LQ(') , izerinde taniml1 olan norm ile bir Banach uzay1 olur.

v
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3.1.10 Teorem Verilen bir p(-) 6¢ulebilir fonksiyonu igin p, <o olsun. O

zaman L7, ([0,27]) kiimesi L2V de yogundur.

comp

3.1.11 Teorem Verilen bir p() olculebilir fonksiyonu icin p, <oo olsun. O
()

T

zaman S, kiimesi L.’ de yogundur.

32 L”°nin Dual Uzay: ve Denk Normlar
l+i,:1
p P

olsun. Biliyoruz ki p<o oldugunda L} ’nin dual uzayi L} uzayma izometrik

izomorftur. Bu sayede 6zel olarak p >1 oldugunda L} uzaymin yansimali oldugunu

soyleyebiliriz. Bu 0zellik p, <o oldugu durumda ng) uzayina da genisletilebilir.

Lg(') normlu uzayinin dual uzayimni (LSQ) ile gosterelim.

T

3.2.1 Tanim

— =1 Xe[0,27r]

bigimindeki p'(-) fonksiyonuna p(-)” nin konjuge fonksiyonu denir.

3.2.2 Teorem p(X), 1< p <p, <o kosulunu saglayan Olcilebilir, 27
periyotlu bir fonksiyon olsun. O zaman (L'z’f[‘)), dual uzayi Lg;f') uzayina izometrik
izomorftur ve @ e(Lgf,') )' fonksiyoneli, bir g € Lg;f') icin

@(f):JO f(x)g(x)dx, f el
ile temsil edilir. Ayrica
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[l < ]g,) <c. |
olacak sekilde ¢, ve ¢, sabitleri vardir [14, s. 21].

3.2.3 Teorem LS(') normlu uzaymin yansimali olmasi i¢in gerekli ve yeterli

T

kosul 1< p_< p, <o olmasidir [8, s. 63].

3.2.4 Teorem p(X)Zl, f olculebilir ve 2z periyotlu fonksiyonlar olsun.

)

T

O zaman ¢ e L)’ olmak iizere

' 2
] 0= sup(J' f(x)g(x)dx

Hng,(_)_l 0
fonksiyonu ||-||p(') normuna denk bir normdur.

Degisken iislii Lebesgue uzaylarinda yukarida vermis oldugumuz normlar
disinda Amemiya normu denilen bir norm daha tanimlanmaktadir. Asagidaki 6nerme

Amemiya normunun daha dnce verdigimiz norma denk oldugunu ifade etmektedir.

3.2.5 Onerme p(-):R — [1 %] dlculebilir fonksiyon olmak tizere

[0 =inf (220, (112))

fonksiyonu tim f € L% icin

], <NE05, <2l

esitsizligini saglar [8, s. 26].
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33 L2 de Temel Tammlar ve Teoremler

331 Teorem p(-),q(-) [0,27] iizerinde tamimli &lgulebilir ve
()

V4

1< p(x)<q(x)<q, <o olsun. O zaman her f e L3 icin
[y < Foall Pl

esitsizligi gecerlidir. Burada

Mg :max{ijﬁ_”f,l}, a(x)= a(x)

a o

dir [14, s. 33-34].
Simdi uygulamada ¢ok kullanigh olan bir gémiilme bagintisin1 verelim:
1< p<qg<ooigin
L, +L1y, ={f=g+h: gel}, hel]}

kiimesini tanimlayalim. Bu kime

[£], = inf  {lall, + I,

f=g+h
normu ile Banach uzayidir [8, s. 42].

3.3.2 Teorem p(-):R —[1,0] olgiilebilir fonksiyon olmak tizere
Ly L2+ L,

ve

111, . <2l fl,,

olur [8, s. 42].
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3.3.3 Tammm p(-):R—[L], 6lcllebilir ve 27 periyotlu bir fonksiyon

olmak lzere 1< p_< p, <oo kosulunu saglayan p() fonksiyonlarm smifin1 ¢,

ile gosterelim.

3.3.4 Tamm p(-):R —[1,00], olgilebilir bir fonksiyon olsun. |X—y|£1/2

kosulunu saglayan her X,y € R icin

|p(x)—p(y)lﬁm

olacak sekilde bir c, sabiti var ise p(-) fonksiyonu yerel log-Hélder streklidir

denir. Yerel log-Holder sirekli p(-) fonksiyonlarm smifi LH,(R) ile gosterilir.

3.3.5 Tamm p(-): R —[1,] élgiilebilir bir fonksiyon olsun. Her x e R igin

COO
|p(x)—pw|s log(e+|x|)

olacak sekilde ¢, ve p, sabitleri bulunabiliyor ise p() fonksiyonuna sonsuzda log-

Holder sureklidir denir ve sonsuzda log-Hoélder siirekli olan fonksiyonlarin sinifi

LH,, (R) ile gosterilir,

3.3.6 Tamm ¢, den olup ayrica log-HOlder sirekli olan p()

fonksiyonlarmin sinifin1 @, ile gosterelim.

3.3.7 Tamm f € L2 olmak uzere

T, (x)= Zn: ae™
k=-n

n dereceli trigonometrik polinomu igin

E, ( f )p(-) - Tingsn |f _T”||p(~)

26



sayisina, f fonksiyonuna, derecesi n’yi agmayan trigonometrik polinomlar sinifinda

en iyi yaklagim sayis1 denir.

[15, Teorem 1.1] den n=0,1,... icin p(-)€@,, oldugunda

En ( f )p() = || f _Tn* o()

olacak sekilde T, € 3, trigonometrik polinomunun varlig: goralir.

[14, 5. 91-95] de kamitland: ki: P(-) € 9, ise {e'}  trigonometrik sistemi

'—55;) uzay1 i¢in bir taban olusturur. Baska bir deyisle S, ( f) f fonksiyonunun n.

kismi toplami olmak izere

Sn ( f )||p(~) S Cp(-) ” f ”p(.) (n =01, 2"")

dir. Ayrica, eger p() € g/:)zﬂ ise fe L';E[') fonksiyonuna kismi toplamlar ile yaklagim

en iyi yaklagima denktir. Bu agagidaki sonugtan da goriillmektedir.

3.3.8 Sonug f e L} olsun. p(-)e p,, ise

|f —Sn(f)”p() <cE,(f),,
dir.

Kamt T, , f fonksiyonuna en iyi yaklasan polinom olsun. Bu durumda

=80 (O, <N =Tally 80 f =Tl

S,(f-T,)

_ En(f)p(_)+ 0
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3.3.9 Teorem p(-)€ {,, olmak iizere f e Liolsun. Mf , f in maksimal

fonksiyonu olmak Uzere
[MF], <l f,

olur [16].

Degisken Uslu Lebesgue uzayindan olan fonksiyonlar klasik Oteleme
doniisiimiine gdre invaryant olmayabilir. Yani; f(x)e 20 iken f(x+h)e 120

olabilir.

Ornegin [17]: 1<r < s < oo olmak lizere

p(x):{r : xe[0,1),

s: xe(-10)

ve

f(x)=

0 : xe(-10)

{x‘l’s: xe[0,1),

fonksiyonlarin1 tanimlayalim. Agiktir ki, feLp(')((—l,l)) dir. Fakat he(O,l) ve

VA >0 sayisi igin
0 _
pp(,)( f(x+h)/2)= i‘lj_h(x+h) "dx = oo

olur. Bu da gGsterir Ki f(x+h)§£Lp(_)((—1,1)) dir. Bu sebepten konvollsyon

operatorini f € L2 olmak tizere
(ahf)(x,u)::zijh f(x+tu)dt, O<h<z, —-oo<u<w

ortalama deger fonksiyonunu kullanarak tanimlayacagiz.
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fe L’Z)EZ') olsun. o (u), reel eksen iizerinde sinirli varyasyonlu olmak iizere

.[:(Gh f)(x,u)do(u)

konvoliisyon operatoriinii tanimlayalim ve normunu

D(f;0.h p("))= Hjj(gh £)(-u)do (u)

p()
olarak isaretleyelim.

3.3.10 Teorem (Extrapolasyon teoremi 1) F [1,oo) araligindaki herhangi
bir p, ve her w e A, agirhgi igin

i f(x)” w(x)dx3c£g(x)p° o(x)dx

kosulunu saglayan, negatif olmayan, olciilebilir (f,g) fonksiyon ciftlerinin sinifi

olsun. Bu durumda eger p(-)€ @,, ise her (f,g)eF fonksiyon gifti iin
[, <clal,,

esitsizligi gecerlidir [8, s. 211].

3.3.11 Teorem (Extrapolasyon teoremi 2) p, >1 olmak lizere F , Vo e A,

icin
D{ f(x)” o(x)dx < Cig (x)™ (x)dx

kosulunu saglayan, negatif olmayan, Olgiilebilir (f,g) fonksiyon ciftlerinin sinifi

olsun. Eger P(-)€ ,, isel<r <oo bigimindeki her r ve {(f,g,)} = F dizisi igin

(2], <oofzs)

< Cp(-)

p(") p(")

olur [8, 5.212].
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3.3.12 Teorem (Genellestirilmis Holder Esitsizligi)

()

T !

p(): R —>[L ] lgilebilir ve 2z periyotlu bir fonksiyon olsun. f €L}

gellVicin fgell ve

J~27z
0

F ) g )|k <Ky [l 90,
dir. Burada

K —i—i+1

p(-) - p_ p+

dir [8, s. 27].

Kamt Eger ||f||p(.) =0 veya ||g||p,(.) =0 ise fg=0 olur. Bu durumda istenilen
esitsizlik barizdir. ||f||p('), ||g||p,(_) >0 oldugunu varsayalim. Ayrica homojenlikten

genelligi bozmadan || f ||p(') = ||g||p,(') =Jolarak alabiliriz. Young esitsizliginden

P de

X 1
P()+ |g(X)

JﬂZIZ
0

f(x)g(x)ldmff”(p(lx)lf<x>

p'(x)
1 1
SEpp(a(f) o Py (9)
elde edilir. 3.1.8 Onerme ve
11 4,1
p: (er)’ p+
esitligi kullanilarak
2z 1 1
f x)dx < —+1-—
Jo 11 (x)g (<=1

oldugu goriiliir. m
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3.3.13 Teorem (Genellestirilmis Minkowski Esitsizligi) p(-):R—)[l,oo]
fonksiyonu igin f:RxR — R olculebilir bir fonksiyon ve her yeR icin

f (- y)e L2 olsun. Bu durumda

Lrenaf, <ol o

dir [8, s. 34].

Kamit Istenilen esitsizligin sag tarafi sonsuz ise agik bir sonug ortaya cikar.

Bu yiizden bu integralin sonlu oldugunu varsayalim.
2z
g(x)::'[0 f(x y)dy
fonksiyonunu tanimlayalim ve ||h||p,(‘) <1 biciminde bir he Ls;s) alalim. O halde

Fubini teoremi [13, s. 67 ] ve 3.3.12 Teoremden

f (x,y)|dy|h(x)|dx

J-Oz;z|g (X)h(X)| dx < jozn jozn
_ J-Oz;z J-ozzr

f (x,y)h(x)|dxdy

3 Kp(ajoz” C8D LY

elde edilir. Her iki tarafin ||h||p,(A) <1 tlizerinden supremumu alinir ise

lol iy <5 [T G

esitsizligi saglanir. 3.2.4 Teoremden de istenilen esitsizlik elde edilir. m
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3.4 ng) > de Yakinsaklik

Bu boliimde [8] kaynagindan yararlanilmstir.

341 Tamm p(-):R—[Loo] 6lgulebilir bir fonksiyon ve {f,}c L

fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Eger
Loy (B(F=1)) >0, koo
olacak sekilde 34 > 0 sayisi varsa f, - f modiler yakinsaktir denir. Eger
[f =], >0 ko
ise f, > f normda yakinsaktir denir.

342 Onerme p(-):R—>[Loo] &lgilebilir bir fonksiyon olsun. {f,}
dizisinin f fonksiyonuna normda yakinsak olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul

VB >0 sayistigin py (ﬂ( f—f, )) —0, k> o olmasidir.

Bu Onermeden de anlasilacagi gibi normda yakinsaklik modulerde

yakinsaklig1 gerektirir. Fakat tersinin her zaman dogru oldugunu sdéyleyemeyiz.

Ornek; E=(Lo) ve p(x)=x olsun.
f=1ve fi =xu
olarak alalim. O halde
Py (F=F)12)=] 27dx >0, k—>w
oldugu igin modiilerde f_ — f olur. Ote yandan, vk >1 igin
oy (F=T) = Ldx=co

oldugundan f,, f’ e normda yakinsamaz.
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Asagidaki teorem normda ve modiilerde yakinsakliklarin denk olmalar1 i¢in

p () fonksiyonu tizerine konulacak kosullar1 gostermektedir:

3.4.3 Teorem p(-):R—[Loo] Olcilebilir bir fonksiyon olsun. Normda

yakinsakligin modiilerde yakinsakliga denk olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul

p_=o0 veyap, <oo olmasidir.

Klasik Lebesgue uzaylarinda iyi bilinen ii¢ yakinsaklik teoremi; monoton
yakinsaklik, baskin yakinsaklik teoremi ve Fatou lemmasi degisken iislii Lebesgue

uzaylari i¢in de belli sartlar altinda gegerlidir.

3.4.4 Teorem p(-):R —[1 ], dlgiilebilir bir fonksiyon olmak tizere negatif

olmayan {fk} c LQS) fonksiyonlarin dizisi, hemen her yerde artarak bir f

fonksiyonuna noktasal yakinsak olsun. O zaman
[y =11

olur.

345 Teorem p(:):R—[Lo] , o&lcllebilir fonksiyon olmak izere

{f.} < L&Y fonksiyon dizisi hemen her yerde bir f fonksiyonuna noktasal yakinsak

olsun. Eger

liminf |[£,[] ) <o

k—o

ise fell ve

[ £, <timinf{ .,

k—o0

olur.
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3.4.6 Teorem p(-):R —[1 ], 6lcilebilir bir fonksiyon ve p, <o olsun.

Eger hemen her yerde f_ — f noktasal yakinsak ve hemen her yerde | f (X)| <g(x)

olacak sekilde bir § € L’z)f,') fonksiyonu var ise f € L;’f;) ve
[ =6, =0 ko

olur.

3.4.7 Sonug p(-):R —[1,], 6lctlebilir bir fonksiyon olmak iizere p, <o
olsun. Varsayalim ki negatif olmayan {fk} fonksiyonlarin dizisi hemen her yerde
()

artarak bir f € L3’ fonksiyonuna noktasal yakinsak olsun. O zaman | f — fk”p(.) —0

olur.

3.4.8 Tammm Verilen herhangi bir Q < R bélgesinde { fk} fonksiyonlarin bir

dizisi olsun. V& >0 sayisi ve k > K igin

‘{XEQZ|f(X)—fk(X)|28}‘<8

olacak sekilde 3K > Osayisi var ise { fk} fonksiyon dizisi f fonksiyonuna dl¢cimde

yakinsaktir denir.

{f}, f’ e olgiimde yakinsak olsun. O zaman f fonksiyonuna hemen her

yerde noktasal yakinsak olan bir { fkj } c { fk} altdizisi vardir.

349 Teorem p(-):R—>[L] Olcilebilir bir fonksiyon olmak izere

{ flc ng) dizisi f fonksiyonuna normda yakinsak ise 6l¢limde de yakinsaktir.

Kanit Varsayahm ki {f}, f’ e normda yakmsak olsun fakat dl¢iimde
yakinsak olmasin. O zaman bir altdiziye gecerek, (0,1) araliginda Oyle bir & sayisi

vardir ki VK igin ‘{X eQ: | f(x)- f, (X)| > g}‘ > ¢ oldugunu varsayabiliriz.
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A ={xeQ:|f(x)-f, (x)2 ¢},
Q, ={xeQ:p(x)=co

olsun. Herhangi bir k icin ya |Ak me|25/2 ya da |Ak\Qw|25/2 oldugundan

bagka bir altdiziye gegerek tim K i¢in bu esitsizlerin gegerli oldugunu varsayabiliriz.

Eger H me|25/2 ise 0 zaman

If =1l >(f - fk)lﬂw”pc)

=||f—fk >¢

L(@.)

elde edilir. Buda f, " nin f ’ e normda yakinsak olmas ile gelisir.

Eger |A\Q,|>¢/2 ise 0 zaman

(x)
_ f(x)-f P
p(g)z (L0,

g2 ata, & 12

z(—ij\prl

elde edilir. Bu ytzden | f - fk||p(_) >g%/2>0 olur ki bu da yine f, _’nin f ’e normda

yakinsamasi ile geligsir. O halde varsayimimiz yanlis olup, f,, f ’ e dl¢limde

yakinsaktir. m
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3.4.10 Teorem p(-):R —[1,], dlculebilir bir fonksiyon icin p, <o olsun.

O zaman f € Lgi) ve {fk} - ng) icin asagidakiler denktir:

1. f,>f (norm),
2. f,—> f (modiler),

3. f,—> f (8lgiim) ve 3y>0 icin pp(,)(yfk)%pp(.)(yf)

3.5  Konvolusyonlar ve Sureklilik Modulu

Bu bolimde, degisken slii Lebesgue uzaylarinda yaklagimin
degerlendirilmesi igin kullanilan siireklilik moduliniin konvoliisyon doniisiimleri

yardimi ile inga edilmesi incelenmistir.

A >0 oldugunda A, = {—%%} araliklar igin

A, XeA,
K =
() {O, xe[-z z]\A,

Steklov gekirdegini tanimlayalim. K, , (—oo,00) araliginda surekli ve 27

periyotludur. Buradan hareketle Steklov operatorii
(Sl(f))(x)::_[ f(x+t)K, (t)dt (3.1)
olarak tanimlanir. Eger h =% olarak alirsak (3.1) esitligi

1 ¢hi2
f,(x)= Sl,h(f):ﬁf F(x+t)dt

esitligine doniisiir. Gormek kolaydir ki v, y,c; >0 sabitler olmak Uzere asagidakiler

saglanir:
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X)dx<c,
B. sup|K,(x)|<c,2,

C. |K,(x)<c, A7<¥<x

Bu yiizden [14, Teorem 2.4.1] den {S,(f)= fh})le ailesi L’V *de diizgiin

siirlidir. Boylece keyfi bir f e L'Z)EZ‘) icin p() eLH, ([0, 27[]) oldugunda
[f-s.(),, >0 A—eo
ve

dX—>0 Ao

JLIT()

olur.

3.5.1 Lemma p(-) e LH,[0,27] olmak iizere p(x)=>1 olsun. 1>y >0 icin

Y, (f)= Yﬂyr(f)(x+r):=_|._7; f(H)K, (t—x—7)dt

J~x+r+l/21

A x+7-1/22 f(t)dt

olsun. O zaman {Y, ()} operatorler ailesi L2 de diizgiin simrhdir;

1<A<o0, [rl<z/22y

sOyle ki 1< A <o, |7|<7 /24y igin
[y (O], <ex (27 +1)" ],

esitsizligi gecerlidir [14, s. 78-80].

p(-)eLH,[0,27], f e} ve 0O<h<lolsun. A=1/h alinrsa

f,(x)=S, (f.x)=]" f(t)K, (t-x)dt

-

1 x+h/2

ZF x—h/2 f(t)dt
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olur. » >0 igin

Q7(f,0)p(A) =0

ve 0 >0 oldugunda

' (f,6),,= sup ||f—fh(-+r)||p(') (3.2)

0<rY7 <h<s

olarak tanimlanan fonksiyona f fonksiyonunun y —sireklilik modali denir.

3.5.2 Teorem O<y<1 olsun. O zaman g(5)=¢'(f,5), fonksiyonu

[0,00] aralig: lizerinde azalmayan ve & =0 da sireklidir [14, s. 81].

Kamt g(&) fonksiyonunun (3.2) tanim geregi azalmayan oldugu agiktr.

$imdi 6 =0 igin g(&) fonksiyonunun siirekli oldugunu kanitlayacagiz. Yani,

limQ (f,5)

50

0 (3.3)

oldugunu gosterecegiz:

Eger f fonksiyonu [0,27] lzerinde stirekli ise xe[0,27] ve |7|<h” igin
f,(x+t) Steklov fonksiyonu h—0 iken f fonksiyonuna yakinsar. Bu yiizden

|[7|<h” ise
[t ()1, (-+h)||p(‘) -0, h—0

olur. Biliyoruz ki siirekli fonksiyonlarin kiimesi szfr‘) de yogundur. Bu yiizden eger

f e 2V, r<h” ise 0 zaman 3.5.1 Lemma ve Banach-Steinhaus teoremine gore
|f()-f, (-+h)||p(_) -0, h-0

oldugu goriiliir. Bu da (3.3) esitliginin dogrulugunu gosterir.m
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4. DEGISKEN USLU LEBESGUE UZAYLARINDA
ESITSIiZLIKLER

4.1  Yardimci Sonuclar

A

4.1.1S0nug p(-)ep,, icin f el olsun. A (x)= fe™, A.=0k=012,..
olmak tizere

5 A

1=2-

i=0

&l flly, < [Z

dir.

Bu tip esitsizliklere Littlewood-Paley tipi esitsizlik denir ve ilk kez 1936
yilinda 1< p<oo igin L, uzaylarinda J. E. Littlewood ve R. Paley tarafindan

kanitlanmistir. Daha sonra cesitli uzaylarda benzer sonuglar elde edilmistir. Biz

burada kanit1 extrapolasyon teoreminin bir sonucu olarak ifade edecegiz.

2 Jl/Z

olmak tizere (Tf,|f|) ikilisi igin [5] den1< p <o ve we A, igin

Kanmit f e’

comp  alalim.

S A ()

o0

Tf (x):= [Z

i=0 1=

[Tt,., <cllfl,.,

oldugunu biliyoruz. O halde f €L

comp 16IN bu esitsizlik ve hipotez geregi
extrapolasyon teoreminin kosullar1 saglanir. Bdylece bu fonksiyon cifti gereken

esitsizligin sag tarafin1 saglar. Sol taraf da benzer sekilde gosterilir. L, kiimesi Lg(')

de yogun oldugundan bu esitsizlik LS(') den olan her fonksiyon i¢in de gegerlidir.m
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412 Sonug  p()e,, olmak izere f, (n=12,3,...), L'  uzayinda
fonksiyonlarin bir dizisi ve S, , k, n” nin bir fonksiyonu olmak uzere f ’ in

Fourier serisinin k. kismi toplami olsun. O halde

<cC

sl fgnor]

p(") p()

dir. Burada c sabiti f,” den bagimsizdir.

Kanit { fn}, Lfomp siifinda fonksiyonlarin bir dizisi olsun.

(= 30|

n=1

olmak (izere p,, 1< p, <o ve her we A, agirhgiigin [Tf|  <C|f dir [5] .

Py, @

Bu esitsizlik ve hipotez geregi extrapolasyon teoreminin kosullar1 saglanir. Bu

durumda L”

comp

smifindan olan her fonksiyon dizisi igin gerekli esitsizlik gegerlidir.

()

T

Loy kiimesi Ly, de yogun oldugundan L2D den olan her fonksiyon icin de bu

esitsizlik gecerlidir.m
4.2  Ana Sonuglar

42.1 Teorem p():R—[Loo) fonksiyonu igin f L’ fonksiyonunu

alahm. p(-) € @, ise her me N igin

(fahp ) C, ZEzkl +C()E2””(f)p(')

k=0

dir. Burada
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dir.

Kamt f € ng) alalim. Szm(f) ile f ’in Fourier serisinin 2™ inci kismi

toplammi gosterelim ve h<2™™* olsun. D( f;o,h, p(-)) sayisinin tanimindan ve
Yy

normun Ozelliklerinden

D(f:0,h,p()< z[(ahf)(x,u)-(ahssz)(x,u)]da(u)

p(")

(4.1)

. z(ah52m+lf)(x,u)da(u)

p()
elde edilir. 3.3.13 ve 3.3.9 Teoremleri siras1 ile uygulanir ise

0

[ (a0 F)(xu)=(8,0 f)(xu) [dor (u)

—00

p(")

K [ ) (1))

0 dO'(u)

< Coy B (1) “.2)

elde edilir.
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Genelligi kaybetmeden f ’nin Fourier serisini

g fkeikx ::ZA (x)

olarak alalim.

T{z—lhf S e do ()

Tl1AaSt i [ 1 ikt |
= 2 fe [ e “dt|do(u)

2™ % gikhu _ g-ikhu
= -~ d
= Ak (X)J;) 2|khU O'(U)
2m+171 . R
= > A (x)&(kh). (4.3)
k=1

+Co B (F)

oldugu goriiliir. Her a,be R ve 0< p<1licin (a+b)" <a’ +bP esitsizligi ve 4.1.1

Sonug kullanilarak
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p()
. 2 1/2
m |2¥11 .
<Cy [kz(; IZ A (x)& (Ih) J
=0|1=2
n()
m 1/2
= Cp(.) (ZAEUJ
k=0 p()
m 12
<Co) Z(Aia)
k=0 p()
= Cp(-) ZAK,U
k=0 p()
< Co0) =0||Ak’0 ”p(.)
elde edilir. Simdi | <2* -1 icin A =0 durumunda
g )
Ao =D, A(x)a(lh)
1=2
toplamina Abel doniisiimiinii uygularsak
okl_yq
Ao = 2 [S(F.¥)=S,, (f.0)][6(Ih)-6((1+1)h)]
1=2

+[SZM_1( f,x)=S,  (f, x)]c}(Z" h)

oldugu goriiliir. Buradan da
ok
||Ak16||p(_) < |Zz s (F.%) =S, (. x)”p() |6(Ih)—&((| +1)h)|

*|

Sy (F0)=8,0 (£, [6(2°N)

p
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Szk ( f, X) N S2“1—1( f, X)”p(,) X
x‘é‘(Zk h)-&((2" +1)h)‘

+..+

Szk*lfz ( f ! X) - Szk*lfl( f 1 X)”p(.) X
&((2~2)h)-5((2*-2)h)

+||Szk*1—1 ( f, X) - Szk—l ( f, X)”P(') |OA_(2K h)|

X

< [”szk (£0)= £ ()], S (F20- 1 (X)”p(‘)}x

{850, (10 10, 8, L (0= 1 (0, l6(2°n)
<CE, (f )p(A) Oy (4.5)
olur. Boylece (4.4) ve (4.5) den
2™y ~ m
kz; A (x)o(kh)| < cp(,)z(; E, (f )p(,) Sy, (4.6)
- 0

oldugu goriiliir. (4.1) ve (4.6) dan da istenilen esitsizlik elde edilir. m
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422 Lemma Ay, A4,...

2I+1_l

HE>

j’u - ﬂ’u+1

<M (1=012,..)

kosulunu saglayan sayilarin bir dizisi ve p(-)eg%zﬁ olsun. a b, (u=1,2,...)

()

T

sayilar, f € LQ fonksiyonunun Fourier katsayilari olmak {izere

a0/10/2+i/1”(au cosux+b, sinvx)

v=1

serisi bir F € LS(‘) fonksiyonunun Fourier serisidir ve

[Fley <l
esitsizligi gecerlidir. Burada ¢ >0, ffonksiyonundan bagimsiz bir sabittir.

Kanit

S

241
A= 2 A(x)
p=2t1
ve
241
A=Y 24,A(X)
=241

olsun. O zaman [12, s. 347] de oldugu gibi

2 2
A = Ao+ |A, ]

2,

241
|A;|2 <2M L ;JAM
&

|

elde edilir. 4.1.2 Sonug ve her X i¢in p(X) < p, 6zelligi kullanilarak
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" 1/2 ) " p(x)/2
, 2 K , 2
pp(_)[[z A, } J:Io (z A, J dx
u=1 u=l
p(x)/2
p(x)/2
B dx

27 » . p(x)/2
< cj (2m)"” (Z|A#|2( 221 2~ 2| +|2,, D dx
0 u=1 s=2¢1

=o#
p(x)/2
] dx

=Cpy [(%MZJMJ

2
|j’s - ﬂ’s+l

2
+|Aﬂ|

2,

27 241
< j[22|\/| [ > [A
0\ u=1 s=2H

T 2| & &
([ S

p=1\_s=2

2 2
A= Al +[A,|

2

i N 2
<cf (2m) [ﬂ=1|Aﬂ|

0

elde edilir. Buradan

{,1 >0 ;p[(g|Aﬂ|zjm /l}él}c{ﬂ >0 ;p[(gp;rr /,1]31}

oldugu goriiliir. Her iki tarafin infimumu alinir ise

- ) 1/2 w» ) 1/2
DRI by
u=l u=1

olur. Simdi 4.1.1 Sonug kullanilir ise

<
n(") n()

» 1/2
, 2
CIF, < [ZM ]

u=1
w» ) 1/2
51
u=1

<
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423 Teorem p()ep,, igin fell) ve F(x) fonksiyonu smirh

varyasyonlu yani;

Fll<c ,ZM_IF O —E((6+1)h)<c, , h<2™ yeN
IF|<c ., 2 |F(6h)-F((o+1)h)<c, /1

6=2"

olsun. Eger o, ve o,

kosullarini saglhyor ise
D(f;03h,p(-))=c| D(Fi02h,p(-))+ Epeu (),
dir.

Kamt feng) icin 4.1.1 Teoremin kanitinda D(f;a,h,p(-)) nin

degerlendirmesi i¢in kullanilan teknigi tekrarlarsak,

D(f;0,,h,p())<

" (638, ) () do (U)Hp(.) HeEu(T),,  @D)

elde edilir. Buradan (4.3) esitligi, hipotez ve 4.2.2 Lemma kullanilarak

Mg

Z/x

i(ahszm )( do, (u

p(~)

™ R
= 3 A (x)6, (kn)F (kh)
k=t p()
2™ g
Z fe*s, (kh)F (kh)
p()

2™l

> f "5, (kh)

k=1

<C

n()
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¢ z(ahssz)(x,u)daz(u)

00

=C j S,na (0, f)(x,u)do, (u)

- p(")

2

_cls m+1z(ahf)(x,u)d02(u)

[ 0,1 (xu)do, (u)

—00

<cC

p()
= D(f;o'zvh’ p())

oldugu goriiliir. Boylece (4.7) ve bu esitsizlikten istenilen elde edilir.m
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tez c¢alismasinda klasik Lebesgue uzaylarinin bir genellesmesi olan
degisken tislii Lebesgue uzaylari tanitilmis ve bu uzaylarin temel 6zellikleri kanitlar
ile birlikte verilmistir. Daha sonra klasik Lebesgue uzaylar1 ve benzer uzaylarda elde
edilen sonuclarin degisken iis durumunda da gegerli oldugu gosterilmistir. Bu
benzerlikten hareketle daha oOnce klasik uzaylarda tanimli konvollsyon
operatorlerinin  degisken iislii uzaylarda 6zellikleri yaklagim teorisi agisindan
incelenmis, bu operatorler ile en iyi yaklasim sayilari arasindaki baglantiy1 ifade
eden esitsizlikler kanitlanmustir. Ozel halde degisken iis sabit oldugu durumlarda elde

edilen sonuglar klasik sonuglar ile ortiismektedir.

Bu sonuglarin elde edilmesi i¢in uyguladigimiz yontem, klasik Lebesgue
uzaylarinda var olan bazi 6nemli teoremlerin degisken iislii Lebesgue uzaylarindaki

benzerlerinin elde edilmesinde kullanilacaktir.
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