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OZET

AGIRLIKLI ORLICZ UZAYLARINDA PERIYODIK
FONKSIYONLARIN YAKLASIM OZELLIKLERI

DOKTORA TEZi
RAMAZAN CETINTAS
BALIKESIR UNIVERSITESI FEN BiLIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI
(TEZ DANISMANI: DOC. DR. YUNUS EMRE YILDIRIR)
BALIKESIR, MAYIS - 2016

Bu ¢aligmanin amaci agirlikli Orlicz uzaylarinda yaklagim teorisinin bazi diiz
teoremlerini incelemektir.

Bu tez bes boliimden olugmaktadir. Birinci boliim yaklasim teorisi ve bu
teorinin Lebesgue ve Orlicz uzaylarindaki gelisimi ile ilgili bilgi icermektedir.

Ikinci béliimde, diger béliimlerde kullanilacak olan temel kavramlara ve asil
arastirma konumuz olan Orlicz uzay1 tanimi ve genel 6zelliklerine yer verilmistir.

Ucgiincii boliim ii¢ kisimdan olusmaktadir. Ilk kisimda agirlikli Orlicz uzay
ile ilgili gerekli tanimlar verilmistir. Ikinci kistmda, ana sonuglarin ispati igin gerekli
olan yardimci teoremler verilmistir. Son kisimda ise Muckenhoupt kosulunu
saglayan agirlik fonksiyonlari kullanilarak agirlikli Orlicz uzaylarinda, periyodik
fonksiyonlarla yaklasim problemleri ifade edilmis ve elde edilen sonuglar
ispatlanmistir.

Dordiincii boliimde, onceki boliimde elde edilen sonuclar konveks olmasi
gerekmeyen Young fonksiyonlart ile {retilen agirlikli  Orlicz  uzaylarina
genellestirilmistir.

Son boliimde ise sonug ve dneriler yer almaktadir.

ANAHTAR KELIMELER : Orlicz Uzayi, Agirlikli Orlicz Uzayi, Muckenhoupt
Agirlig, Periyodik Fonksiyonlarla Yaklagim, Diizgiinliik Modiilii, Kvazikonveks
Young Fonksiyonu.



ABSTRACT

APPROXIMATION PROPERTIES OF PERIODIC FUNCTIONS
IN WEIHTED ORLICZ SPACES

PH.D THESIS
RAMAZAN CETINTAS
BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE

MATHEMATICS

(SUPERVISOR: ASSOC. PROF. DR. YUNUS EMRE YILDIRIR)
BALIKESIR, MAY 2016

The aim of this study is to investigate some direct theorems of approximation
theory in weighted Orlicz spaces.

This thesis consists of five chapters. The first chapter includes some
information about the approximation theory and its progress in Lebesgue and Orlicz
spaces.

In the second chapter, the basic concepts that will be used in the other
chapters are given. Furthermore, it contains the definition of Lebesgue spaces, Orlicz
spaces and the general properties of Orlicz spaces which is our main research topic.

The third chapter consists of three sections. In the first section, some required
definitions about weighted Orlicz spaces are given. In the second section, the lemmas
which are necessary for the proof of main results are given. In the last section, the
approximation theorems by periodic functions in weighted Orlicz spaces with
Muckenhoupt weights are formulated and proved.

In the fourth chapter, the results obtained in the previous chapter are
generalized to weighted Orlicz spaces having generating Young functions not
necessary to be convex.

In the final chapter, there are results and suggestions.

KEYWORDS: Orlicz Space, Weighted Orlicz Space, Muckenhoupt Weights,
Approximation by Periodic Functions, Modulus of Smoothness, Quasiconvex Young
Function.
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SEMBOL LIiSTESI

Simge Tanimi

R Reel sayilar kiimesi

T(x) Trigonometrik polinom

[T Derecesi n’yi agmayan trigonometrik polinomlar kiimesi
S, (x) Kismi toplamlar dizisi

Ly Lebesgue Uzay1

d(u) Young Fonksiyonu

¥ (v) Tilmleyen Young Fonksiyonu

Lo Orlicz Uzay1

Il Orlicz normu

Il 1l (@) Lixemburg normu

T 2m uzunluklu kapali aralik

® Agirlik fonksiyonu

A4, Muckenhoupt Sinifi

L, (T) Agirlikli Orlicz uzayi

I,(x, f) £ nin a. kesirli integrali

@) £ nin kesirli tiirevi

o f (x) Steklov Operatori

Qo0 r. mertbeden kesirli dizginlik modulii
En(New En iyi yaklasim sayilar1 dizisi
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1. GIRIS

Yaklagim teorisinde, yeterince iyi 6zelliklere sahip olmayan fonksiyonlara, iyi
Ozelliklere sahip daha basit fonksiyonlarla yaklasim problemleri incelenmektedir.
Genellikle, yaklasan fonksiyonlar, lizerinde ¢alisilan temel fonksiyon uzayinin belirli
bir alt uzay1 olarak secilir. Bu alt uzaydaki fonksiyonlar temel uzaydaki
fonksiyonlara gore daha basit 6zelliklere sahiptir. Yaklasim teorisinde, genellikle
trigonometrik polinomlar, cebirsel polinomlar veya rasyonel fonksiyonlar yaklasan
fonksiyonlar olarak alinir. Burada hedefledigimiz ana unsur, verilen fonksiyona alt
uzaydan en iyi yaklasan elemanin varligi ve bu fonksiyonla, ona en iyi yaklasan
eleman arasindaki hatanin degerlendirilmesi problemidir. Fonksiyonun diferansiyel
Ozelliklerine gére bunun en iyi yaklagim sayilari dizisinin sifira gitme hizinin
incelendigi teoremlere yaklagim teorisinin diiz teoremleri, yaklasim sayilari dizisinin
sifira gitme hizina gore onlarin diferansiyel 6zelliklerinin incelendigi teoremlere

yaklasim teorisinin ters teoremleri denir.

Orlicz Uzaylarinda ve Lebesgue Uzaylarinda trigonometrik/cebirsel
polinomlarla yaklagim problemleri bircok matematik¢i tarafindan incelenmistir.
Lebesgue uzaylarinda yaklasim ile ilgili sonuglar [1] ve [2] numarali kitaplarda
bulunabilir. Agirlikli Lebesgue uzaylarinda, Muckenhoupt agirlik fonksiyonlari
kullanilarak trigonometrik polinomlarla yaklasim problemleri [3] ve [4] numarali
kaynaklarda incelenmistir. Yine [5] ve [6] numarali kaynaklarda agirlikli Lebesgue

uzaylarinda polinomlarla yaklasimla ilgili detayli bilgi bulmak miimkiindiir.

Orlicz ve agirlikli Orlicz uzaylarinda trigonometrik polinomlarla yaklasim
problemleri [7 — 17] numarali kaynaklarda incelenmistir. [13]’te Ponomarenko
Fourier serilerinin kismi toplamlart ig¢in 6zel bir toplam metodu kullanarak Orlicz
uzaylarinda  yaklasim  teorisinin  bazi  dliz  teoremlerini  ispatlamistir.
Ponomarenko’nun elde ettigi sonuclar [18] numarali kaynakta Muckenhoupt agirlik
fonksiyonlar1 kullanilarak, [3]’te Gadjieva tarafindan tanimlanan diizginlik moduli
yardimiyla, agirlikli Orlicz uzaylarmma genellestirilmistir. [19]’da Chen, farkli bir
Orlicz uzayr tanimi1 yapmustir. Chen’in tanimladig1 Orlicz uzaylarinda iireteg Young

fonksiyonlarmin konveks olmasi gerekmemektedir. [20]’de Akgilin, Chen’in



tanimladig1r agirlikli  Orlicz uzaylarinda Muckenhoupt agirlik fonksiyonlarim

kullanarak trigonometrik polinmolarla yaklasimla ilgili yeni sonuglar elde etmistir.

Biz bu tez c¢alismasinda oncelikle [18] numarali caligmada elde edilen
sonuglarin benzerlerinin kesirli diizgiinliik modiilleri kullanilarak elde edilebilecegini
ispatladik. [18] numarali ¢alismada ve bizim elde ettigimiz yeni sonuglarda Orlicz
uzayini lireten Young fonksiyonlar1 kvazikonveks fonksiyonlar olarak alinmistir. Her
konveks fonksiyon kvazikonveks oldugundan bu boliimde elde edilen sonuglar klasik
Orlicz uzaylarinda elde edilen sonuglardan daha geneldir. Tezin son boliimiinde, bir
onceki bolimde elde edilen sonuclar, [21] numarali ¢alismada oldugu sekliyle Chen

tarafindan tanimlanan agirlikli Orlicz uzaylarinda genellestirilmistir.

Orlicz uzaylarinda ispatlanmis bir diiz yaklagim teoremi, agirlikli Orlicz
uzaylarina genellestirilirken dikkat edilmesi gereken en 6nemli nokta; diizgiinliik
modultinin iyi tanimlanmasidir. Bilinen anlamda diizgiinlik modiilii Orlicz
uzaylarinda iyi tanimh iken, agirlikli Orlicz uzaylarinda iyi tanimli olmamaktadir.
Ciinkii agirlikli Orlicz uzaylariin 6telemede degismez olmayabilecegi bilinmektedir.
Bu yiizden agirlikli Orlicz uzaylarinda diizgiinliik modiilleri bu uzayda sinirli oldugu
ispatlanan bir ortalama operatorii yardimiyla tanimlanmaktadir. Agirlikli Orlicz
uzaylarinda agirlik fonksiyonunun Muckenhoupt kosulunu saglamasi kosuluyla

ortalama operatoriiniin sinirliligi ispatlanmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR VE ON BIiLGILER

2.1 Temel Tanimlar

2.1.1 Tamm Vx € R ic¢in f(x + p) = f(x) olacak sekilde bir p > 0 sayisi
varsa f: R — R fonksiyonuna periyodik fonksiyon denir. Buradaki en kii¢iik p > 0
sayisina da f’nin periyodu denir [22,s 144].

2.1.2 Tanmm a,,b, n=0,1,2,... ) |a,|+ |b,| # 0 kosulunu saglayan
keyfi reel sayilar olmak {izere
n
T(x) =aq+ Z(ak cos kx + by, sin kx)
k=1
ifadesine bir trigonometrik polinom, burada n’ye ise trigonometrik polinomun
derecesi denir [23, s. 34].

Iki trigonometrik polinomun ¢arpimi da yine bir trigonometrik polinom ifade
eder. Dolayistyla herhangi bir k dogal sayisi igin [T(x)]¥ da bir trigonometrik
polinomdur [23, s.34].

213 Tamm n=1,2,.. igin derecesi n’yi agmayan trigonometrik

polinomlarin kiimesi [],, ile gosterilir
2.14 Tanmm a, ,b, (n=0,1,2,... ) sabit sayilar ve |a,| + |b,| # 0 olmak
Uzere

a
70 + Z (a,, cosnx + b, sinnx) (2.1)
n=1

serisine bir trigonometrik seri denir. Burada a,, ve b,, sayilarina serinin katsayilari
denir. Eger boyle bir seri —oo < x < +o0o araligindaki her X i¢in yakinsak ise bu

durumda seri 27 periyotlu bir fonksiyon ile gosterilebilir [23, s. 43].



Trigonometrik seriler sadece matematikte degil, ayn1 zamanda onun bir¢ok

uygulamalarinda da 6nemli bir yere sahiptir.

2.1.5 Tamim

[0e]

z (a, sinnx — b, cos nx) (2.2)

n=1
serisine (2.1) serisinin eslenik serisi denir [23, s.43].

2.1.6 Tanim :
n
a
S,(x) = 70 + Z(ak cos kx + by, sin kx)
k=1

ile tanimlanan (S,,) dizisine (2.1) serisinin kismi toplamlar dizisi denir [23, 5. 44].

2.2 Fourier Formili [23]

2m periyotlu f(x) fonksiyonunun —m < x < r araliginda diizgiin yakinsak

bir trigonometrik seri ile gosterildigini varsayalim. Yani
Qo N .
flx) = > + Z (a,, cosnx + b, sinnx) (2.3)
n=1

oldugunu kabul edelim. Bu durumda serinin katsayilari kolayca belirlenebilir.

T

f cosmxcosnxdx =0, m#n, (2.4)
-

T

f sinmxsinnxdx =0, m=#n, (2.5)

-1t



T

fcosmxsinnxdxz 0, m#*nvem=n, (2.6)

-1
V3 s
f cos?mx dx = f sinmxdx =m (2.7)
-1t (4

esitliklerinin varligin1 biliyoruz. Bu esitlikleri kullanacagiz. Ilk olarak (2.3)

esitliginin her iki tarafini cos kx ile ¢arpalim (k = 0,1, 2, ...). Boylelikle

(o]
Qo :
f(x) coskx = ~ cos kx + Z (a,, cos nx cos kx + b, sinnx cos kx)
n=1

elde edilir. Esitligin her iki tarafinin - = den +m ye kadar integralini hesaplayalim:

+m +m

f f(x) cos kx dx =%f cos kx dx +
“n o

+m +m

+ Z an f cos nx cos kxdx + b, f sinnx cos kx dx |.
n=1 - -1

Yukaridaki esitlikte;

+1 tn
a, sin kx| *"
> f coskxdx = . =0, (2.6) dan b, f sinnxcoskxdx =0

3 T -

+1

ve (2.4)'den k # n igin a, f cosnx cos kxdx = 0 olur.

-
Yalnizca k = n i¢in (2.7)’den

+1T +1
f f(x) coskxdx = ay f cos?kxdx = a,m
=TT

=TT

ve buradan da



a, = % f f(x) cos kx dx (2.8)

elde edilir.
k =0igin

+m

” =%j £ dx

=TT
olup, bu degere f’nin periyot lizerindeki ortalamas1 denir.

b, katsayilarini belirtmek i¢in de (2.3) esitliginin her iki tarafini sin kx ile
carpalim ve herbir terimin -7 den +m ye kadar integralini hesaplayalim. Bu

durumda

+m +m

ff(x)sinkxdx=%f sin kx dx +
“n o

oo +1T +1T
+ an J cosnx sin kxdx + b, J sinnx sin kx dx
n=1 -7 -7

elde edilir. Buradan ikinci taraftaki terimlerden b, katsayili olani harig, hepsi

yukarida verdigimiz yardimci integrallere gore sifir olacagindan

+1T +1T
j f(x) sinkx dx = by, J sin? kx dx = by
-TT

-1

ve buradan da

b, = % f f(x)sinkx dx (2.9)

elde edilir.



(2.8) ve (2.9)’daki formiillere Fourier formull, buradaki a; ve by
sayilarina Fourier katsayilari, bu katsayilarla olusturulmus (2.3)’deki trigonometrik

seriye de f(x) € L,(T) fonksiyonunun Fourier serisi denir ve

a
fl)~ 70 + Z(ak cos kx + by, sin kx)
k=1

seklinde gosterilir.

2.3 L, Uzaylan

2.3.1 Tanim (X, A, ) bir 6l¢iim uzayi olsun. M (X, A), X lizerinde tanimli
genigletilmis reel degerli Glgiilebilir biitiin fonksiyonlarin kiimesi, £(X, A, i) ise X
Uzerinde u olgimiine gore integrallenebilen fonksiyonlarin sinifi olmak iizere 0 <

p < o igin,
£p = {f € M(X,A): |f|p € L(X, "A'ﬂ)}
klimesine p-inci kuvvetten integrallenebilen fonksiyonlar sinifi denir [24,s.93].

Yukaridaki tanima gére £, = £ dir, zira f’nin integrallenebilir olmast ile
|f1’in integrallenebilir olmas1 ayni seydir. f € £, olsun. « €R ise af € L, dir.
Gunku |f|? integrallenebilir oldugunda |a|?|f|? de integrallenebilirdir. Dolayisiyla
|af|P integrallenebilirdir. Ayrica f, g € £, ise

If +gIP < (f1+1gDP = @maks{|f1,|gID? < 2P(IfIP + 191P)

olacagindan |f + g|? integrallenebilir ve dolayisiyla f + g € £, olur. O halde £,

kiimesi bir vektor uzayidir [24,s.93].
p = 1 olmak Uzere,

1/p

1l = { [ 1717 d
=\



bi¢iminde tamimlanan ||.||,: £, - R fonksiyonu, £, iizerinde bir yarmormdur

[24, 5.96].
L, uzerinde
f~g © hemenheryerde f = g

bigiminde tanimlanan ~ bagmtis1 bir denklik bagmtisidir. Dolayisiyla bu baginti £,
uzayini denklik siniflarina ayirir. Bu denklik siniflarinin kiimesi Ly, ile gosterilir. Su

halde Ly, nin elemanlar [f] bigimindeki denklik simflaridir. L, uzay:

[f1+1gl=1f +91.  2lf]=[4f]
seklinde tanimlanan toplama ve skalerle ¢arpma islemlerine gore bir vektor uzayidir.

p = 1 olmak tizere

1/p

1A, = IF1L, = j 1P du

bigiminde tanimlanan ||. [|,, fonksiyonu L, (zerinde bir normdur. L, bu norma gére

bir Banach uzayidir [24, s.96].

2.3.2 Not: Burada 1 < p < oo iken || ||,, bir norm belirtir, ama 0 <p < 1

iken kvazinorm belirtir.

AM > 0 sayisi igin
lf(x)| <M h.h.

sartin1  saglayan f:[0,2m] - C fonksiyonlarinin hemen her yerde esit olma
bagmtisina gore denklik siniflarinin kiimesi Lo, ([0,21]) = L, ile gosterilir.
Ayni sekilde

(u+v)(x)=ulx)+vix) ve (ku)(x):= ku(x), keC

islemleri altinda L, bir vektor uzayidir ve
Iflleo = inf{M > 0: |[f(x)| <M h.h.}

fonksiyonu L, Uzerinde bir normdur. L, bu norma gore bir Banach uzayidir.



2.3.3 Tamm 1 <p < oo olmak Uzere L, Banach uzayina Lebesgue Uzayt

denir [24,5.99].

2.4 Orlicz Uzaylan

241 Tamm A c R bir kime olsun. Vx,y €A ve Va €[0,1] igin

ax + (1 — a)y € A oluyorsa A kiimesine konveks kiime denir.

2.4.2 Tanim u € R, ®(u) reel degerli fonksiyonu biitiin u; ve u, degerleri

icin

u, +u
c])(l 2

< Lo + o)
2 ) 2 1 2

esitsizligini sagliyorsa ®(u)’ya konveks fonksiyon denir. Bu tanimin bir sonucu

olarak 0 < a < 1 igin
Plauy + (1 — )uy) < a®(uy) + (1 — a)du,

esitsizligi her zaman saglanir. Bu esitsizlik Jensen esitsizligi olarak adlandirilir

[25, s.1].

=Y

u, u;=au +(I-ajs, u,

Sekil 2.1: Konveks fonksiyon.



2.4.3 Tamim Surekli, konveks bir ®(u) fonksiyonu eger ¢ift ve

d(u
lim ) =0
u—-0 u
ve
. P(w)
lim = o0
uUu—0o u

kosullarini1 saghiyorsa ®(u)’ya Young fonksiyonu denir [25, s.9].
2.4.4 Tamim @ bir Young fonksiyonu olsun.
v > 0i¢in
¥Y(v) == max {uv — ®(u):u = 0}

bi¢iminde tamimlanan ¥ fonksiyonu da bir Young fonksiyonu olur. Bu ¥ Young

fonksiyonuna @ fonksiyonunun tiimleyen fonksiyonu adi verilir [25, s.13].

2.4.5 Tamm @ bir Young fonksiyonu ve ¥ bunun timleyen Young

fonksiyonu olsun.

2

po(f) = f O(If ()])dx

0

olmak tizere 3k > 0 igin
po(kf) < oo
kosulunu saglayan f: T — C 0lgiilebilir fonksiyonlarin kiimesi
Ly (T) = Ly ile gosterilir. Gostermek mimkindir ki Ly © L, dir. Gergekten de

f € Lg aldigimizda

2T

j S (k|f () )dx < o

0

10



olur. @ konveks bir fonksiyon oldugundan ax + b < ®(x) olacak sekilde a,b € R
vardir [15,s.5]. Buradan

alf()l +b < ®(klf()D

2T

=fwmemesf¢MKme
0

0

yazilabilir. @ fonksiyonu ¢ift fonksiyon oldugundan ®(|f(x)|) = ®(f(x)) olur.
Oyleyse f € Ly kullamlarak

2m

f (alf(x)| + b)dx < f d(kf(x))dx < oo ve
0

0

ﬁfwﬂm+mw<w
0

2 21 21
= aflf(x)ldx+bf dx | < o :>f|f(x)|dx<oo =>f€Ll
0 0 0

olur. Buradan da Ly c L, elde edilir. O

L bir vektor uzayidir. Ly uzayi

2T

If llo = sup J fx)g(x)dx|:g el?, py(g) < 1
0

Orlicz normu ve
— , f
||f||(c1>) = infi1>0: py I <1

Lixemburg normuyla birlikte bir Banach uzayidir. Ly Banach uzayma [0,27]

uzerinde @ ile Uretilen Orlicz Uzayr denir [25, s:60 — 69].

11



Orlicz normu ve Lixemburg normu igin asagidaki esitsizlik gegerlidir.
f € Ly olmak tizere

Ifll@) < lIflle < 21fll(e)
ve boylece ||fll(p) ve l[flle normlari birbirine denktir [25, s:80].
Ayrica Orlicz normu, Liixemburg normu araciligiyla asagidaki gibi de ifade

edilebilir [25, s:79 — 80]:

IFlle = sup{| [ FGgCd|: gl < 1,
0

Her f € Ly([0,21]) ve g € Ly([0,27]) igin

f FGg(0dx < Ifllellgllw,
0

[ r@geax < ifielglhs
0

Holder esitsizlikleri saglanir [25, s: 80].

2.4.6 Tammm ®(u) ve ¥ (v) fonksiyonlari, timleyen Young fonksiyonlari
cifti ise

uv <o) + ¥Y(v)

esitsizligi biitiin u, v degerleri i¢in gecerlidir. Bu esitsizlige Young Esitsizligi denir
[25, s:12]. Asagidaki sekilde Young esitsizligini geometrik olarak gdérmek
mumkdndr.

12
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Sekil 2.2: Young esitsizligi.

2.4.7 Tanim & (u) bir Young fonksiyonu olsun. z 'nun biiyiik degerleri i¢in
®d(2u) < kd(u) (u = ugp)

olacak sekilde k > 0, uy = 0 sabitleri varsa @ Young Fonksiyonuna A, kesulunu
saglyor denir ve kisaca @ € A, seklinde gosterilir [25,s:23]. Yine [25,s:23]’te

gosterilmistir ki @ € A, olmasi i¢in her zaman k > 2 olmak zorundadir.

2.4.8 Tammm Negatif olmayan ve ¢:[0,0) — [0,00) seklinde tanimlanan

bir ¢ fonksiyonu verilsin. Eger her x > 0 igin
Dd(x) < p(x) < P(cx)

kosulunu saglayan konveks bir & Young Fonksiyonu ve ¢ > 1 sabiti varsa ¢
fonksiyonuna kvazikonvekstir denir [26, s: 210].

2.4.9 Tamim X bir normlu uzay olmak tizere, X tizerinde taniml1 tiim sinirli
lineer fonksiyonellerin uzaymma X’in dual uzayt denir ve X* ile gosterilir. Eger

(X*)* = X ise X’e yansimalt uzay denir.

13



3. AGIRLIKLI ORLICZ UZAYLARINDA YAKLASIM

3.1 Agirlikh Orlicz Uzay ile Tlgili Gerekli Tanimlar

3.1.1 Tammm T := [0,27] olsun. Olgllebilir bir w: T — [0, o] fonksiyonu igin,
eger w~1({0, }) kiimesinin Lebesgue dl¢iimii sifir ise w fonksiyonuna bir agwrlik

fonksiyonu denir [27, s. 27].
Bu kisimdan itibaren [0,27] yerine T semboliinii kullanacagiz.

3.1.2 Tammm 1 < p < o olmak iizere, eger /’dan bagimsiz sonlu bir C sabiti

icin

p—1
1

1 1 1
mf w(x)dx mf w @ D(x)dx <cC,
i i

esitsizligi gegerli ise, yukaridaki @ agirhk fonksiyonuna A, Muckenhoupt
Sintfindandir denir. Burada |, T’nin herhangi bir alt arahigidir ve |I|, I'nin

uzunlugunu gosterir [27, s. 28].

3.1.3 Tamm: @, kvazikonveks bir Young Fonksiyonu olsun. L, (T) ile

pozitif bir reel ¢ sabiti icin

j elclf ) w(x)dx < o

T

kosulunu saglayan f:T — C Lebesgue Olciilebilir fonksiyonlarin  sinifim

gosteriyoruz.

L, (T) smifi
1fllgw = sup j £ ()9O wG)dx - f P9 DG dx <1V, 3.1)
T T

14



Orlicz normuna goére bir normlu uzay olur. Burada i fonksiyonu, ¢’nin tiimleyen

Young fonksiyonudur.

IFlla = inf Jie >0+ [ @l FEODwE) dx < 1 (3.2)
T

seklinde ifade edilen norma da LUxemburg normu denir.

Bu iki norm birbirine denktir. Yani;

1flpw) < 1fllg,e0 < 211f 00

esitsizligi saglanir. Bu normlarin denkligi asagidaki gibi ispatlanir.

[25, s. 74] te gosterilmistir ki,

j l”f”(pwl w(x)dx <1 (3.3)

esitsizligi gegerlidir. (3.2) ve (3.3)ii birlikte degerlendirdigimizde ||f]| ) NOrmu,
k’ larmn infimumu olacagindan Vk igin

I o) < I1f 1l g0 (3.4)
elde edilir.

Young esitsizligini kullanarak ve her f € L, ,(T) ve g € L, (T) igin

(ﬁ@=]ﬂ@M@M@MSMﬂ@+MaW<w (35)
T

olur [25,s.67]. Burada her iki tarafin supremumu alinarak (3.1) gbéz Oniinde
bulundurulursa,

I llp = Sup I(f PDI<plf,o)+1 (3.6)
p(g.¥

elde edilir [25, s.72]. Yine [25, s. 78] te ispatlanmustir ki;
f(x) l
wx)dx <1 3.7
QNWO) flwmm ) G7
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degerlendirmesi gegerlidir. (3.6) ve (3.7) birlikte diistintiliir ve (3.6)’da f yerine

f
p (nfn((p,w)"") 1

f [”ﬁl x) lw(x)dx+1 <1+1=2
@,w

/ alinirsa;
”f”(q),w)

”f”((p,w) oW

Ifllpw <2 = Ifllgw < 2Ifllgw (3.8)
”f”(cpa))

elde edilir. (3.4) ve (3.8)’den de

Il oy < Nfllg < 211 Nl o)

elde edilir. O

Kvazikonveks bir ¢ fonksiyonu i¢in, ¢ nin p(¢) indisini

B
p(cp) = inf{B:B >0, P kvazikonveks}

seklinde tanimliyoruz. [26, s.218]

Eger w € Ap(g) 18, Ly,(T) € L1(T) oldugunu gostermek miimkiindir.
L, (T) uzay, Orlicz normu ve Liixxemburg normu ile birlikte bir Banach uzay: olur.

L, (T) Banach uzayma, Agwrliklt Orlicz Uzayr denir.

Bir w agirhigi igin,

f eclf ) wx)dx <

T

Integralinde &zel olarak @(x):= xP almrsa 1 < p < oo, igin agirlikli Lebesgue

uzayi elde edilir.
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Bu c¢aligma boyunca c’yi genel bir sabit olarak tanimlayacagiz; yani bir
esitsizlikler dizisinde ortaya ¢ikan farkli sonucglara gore farkli degerler alabilen bir

sabit.

3.1.4 Tammm Verilen bir f € L{(T) igin

f fx)dx =0 (3.9)
T

olsun.

f nin a. kesirli integrali (« > 0)
G f) = ) alik) e,
kez*

olarak tanimlanir [28,v. 2,s.134]. Burada

(ik)_a — |k|—ae(—%)ﬂ'ia signk

veZ* = {*1,%2,%3, .. } dir.

3.1.5 Tanmm a > 0 verilsin. (3.9) kosulunu saglayan bir f € L;(T)
fonksiyonu i¢in, asagidaki esitligin sag tarafi mevcut ise f € L,(T) fonksiyonunun

kesirli tUrevi

[a]+1

d
f(a’)(X) = Wll_l_a_[a](x,f),

olarak tamimlanir [28,v.2,s.134]. Burada [a], @’nin tam degerini gosterir.

Bu béliimde kullandigimiz kesirli tiirev ve integral tanimlar1 Hermann
Weyl tarafindan verilmis olan tanimlardir. Riemann ve Liouville’nin yapmis oldugu
kesirli tiirev ve integral tamimlarinda incelenen f fonksiyonu periyodik olsa bile,

f’nin kesirli tiirevi periyodik olmayabilir. Weyl’in [29,p.347] ve [28,v.2,p.134]

17



numarali kaynaklarda yapmis oldugu tanimlamalarda ise kesirli tlirev ve integral

periyodikligi korur. Bu nedenle bu tanimlamalar1 kullandik.

3.1.6 Tammm Periyodik bir f fonksiyonu icin Hardy-Littlewood maximal

fonksiyonu

O<hsm

h
f*(x) == sup ff(x+t)dt (3.10)
“h

olarak tanimlanir [30, s. 104].

@ EN;, wE Ay Ve a€ (0,1) igin @* kvazikonveks olmasi kosullart
altinda, [26]’da Hardy-Littlewood maximal fonksiyonunun modiler anlamda
Ly, (T)’de smirht bir operatdr oldugu gosterilmistir [26, Teorem 6.4.4, p.250].

Bunun sonucu olarak Steklov operatoru diye bilinen
1 t
o f (x) :=2—tff(x+u)du, xeT, 0<t<m,
-t

operatorii L, (T)’de norma goére smirli oldugu elde edilir[31, Lemma 2]. Bu

kosullar altinda x,t € T, 0 <r Ve f € Ly, (T) igin

of f(x) = =) f(x)

t

=;(—1)R[Cﬁ] (Zt)kj"' Jf(x+u1+...+uk)du1 duy,

-t -t

tanimlanir.

r(r-1). . .(r-k+1)
k! !

k € Z*, oldugundan [29, (1.51),p.14]

Burada k > 1licin [Cf]:= [CT] =71 ve [C[] =1 ifadeleri

c
kr+1’

Dlicl <o
k=0

binom katsayilaridir. |[C}]| <

18



elde ederiz. Eger @ € A;, w € Ay Ve a € (0,1) icin @ kvazikonveks ise, T’de

stirekli fonksiyonlarin L, o, (T)’de yogun olmasi kullanilarak

o fllgw < cllfllgw < o (3.11)
olur.

3.1.7 Tamm r > 0 olmak (izere @ € A, w € Ay Ve a € (0,1) igin @*
kvazikonveks kosullar1 altinda f € L, ,,(T) fonksiyonunun r. mertebeden kesirli

dizgunluk modula

[r]
Q(rp,a,(f, 6):= sup 5 1_[(1 — ahl.)(l — at)r_[r]f (3.12)
i=1

0<h;t<
Qow

olarak tanimlanir. 0 < r < 1 i¢in Qg ., (f, 8) = af (f) olur.

of operatori L, . (T)’de simrl oldugundan, @ € A;, w € App) V€ @ €

(0,1) icin @* kvazikonveks kosullari altinda (3.11)’den
QZo,w(f' 0) < C”f”(p,w
elde edilir.

318 Uyan r >0, f € Ly ,(T), @ € Ay, w € Ay Ve @ € (0,1) igin @*

kvazikonveks olsun. Bu durumda diizgiinliikk modiilii asagidaki 6zelliklere sahiptir.

(1) Q- (f,8) g negatif olmayandir ve § > 0 in azalmayan fonksiyonudur.
(") -Qr(fl + fZ' 6)cp,w < -Qr(fl' 6)(p,w + -Qr(fz' 6)<p,w.
(i) 1im 0, (f, 8.0 = 0.

319 Tamm f € L,,(T) fonksiyonunun derecesi n’yi asmayan

trigonometrik polinomlarla en iyi yaklasimi

En(f)cp,w = lnf{“f - Tn”(p,w: T, € Il,,n=12, }
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seklinde ifade edilir [32]. [1,Theorem 1.1, p.59] da E,(f)gw = If = Ty llgw

seklindeki T,,” € II,, in varlig1 goriiliir.
3.1.10 Tanim “<” bagntisi
"A X B & A < (CB olacak sekilde bir C sabiti vardir "

seklinde tanimlanir.

3.2 Yardimei Sonuclar

Bu altboliimde ana sonuglarin ispati i¢in gerekli olan yardimci teoremleri

verecegiz.

3.2.1 Onerme Eger 0 <a < B, 9 €Ay, w € Appy, f € Lyw(T) Ve a €

(0,1) icin @“ kvazikonveksisen = 1, 2, ... igin

af , (f, 1) = Qg0 (f. 1)- (3.13)

n n

Ispat: 0 < a <, a,B € Nise bu durumda (3.12)’den kolayca gériilebilir
Ki

af , (f, —) = Qg0 (f. —)- (3.14)

0 < a < B <1 oldugunu varsayalim. Bu durumda i (.) := o f(.) yazarsak

oP () :;(_1),- [C]ﬁ—a] (th)j_ft..._ft U +u+ .. +u)dy . dy;
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=§(—1)1‘ /] (21)]. Jf [2(—1)“"" [Ci] (Zi)k

j=0 -t -t Lk=0

t t
. f...ff(.+u1+...+uj+uj+1+...+uj+k)
-t -t

cduy .cdujdujg ...duj+k]

- i i(—l)i ¢/~

6t
1
@r® f j FOHur+ o Fuig)duy . dujpg

-t -t

[e%) t t

=z(—1)v [Cf] (2}:)” f jf(.+u1+....+uv)du1...duv = atﬁf(.)h.h.
e e

v=

Oyleyse (3.11)’den
[ofr 0|, , = lof ¥ 0|, <ot FOllpa

ve

B (r N ga (¢l
Q.0 (f, ;) 2 Qpw (f, Z)' (3.15)
1 < a < B durumunda ispat (3.14) ve (3.15)’den goriiliir.

Asagidaki Marcinkiewicz interpolasyon teoremi olarak bilinen Onerme;

[33] da ispatlanmustir.

3.2.2 Onerme Varsayalim ki bir T kvazi-lineer operatorii 1 < a < § <

icin (@, a) ve (B, B) zayif tipli ve u(Q) < oo olsun. Eger L, (1) yansimali ve
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o)

[ e =ofS

u

u

Ofcp(t) gt = 0{@(10}'

ta+1 uc

ise g :=Tf, f € Ly(w) tammldir ve f’den bagimsiz K lar igin

[ oanausk( [ otran+

Q QO

esitsizligi gegerlidir. Burada Lg (1), (, X, p) lgiim uzay {izerinde tanimlidir.

3.2.3 Onerme Ly, (T) yansimaly, f € Ly, ,(T), @ € Ap((T) olsun. Bu

durumda f’den bagimsiz ¢ ve C sabitleri igin

1 1
2 2

o 1/ -
e\l D1l < fllgo < ||| D la” (3.16)
u=1 u=1

o0 o0

esitsizligi elde edilir. Burada

2k-1
N
v=2#"1
dir.
Ispat: f € L, ,(T) ve
flx)~ Z cet* (3.17)
k=—o0

serisi de ¢, = 0 olacak seklide f fonksiyonunun Fourier serisi olsun. [34]’ten f €

Ly (T), p > 1igin,
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27 | 2 2T 21 | 2

E |A |2 w@)dx < | |f()|IPw(x)dx < F |A |2 w(x)dx (3.18)
J. ; # Of f ; u

0 0
olacak sekilde f’den bagimsiz E ve F sabitleri vardir.

Ly (T) yansimali oldugundan, [35,Teorem7,s.193] ispatna benzer
yontemler kullanilarak 1 < @ < a < b < § < o olacak sekilde a, 5, a, b sayilar1 ve
@’ye denk olan ve asagidaki esitsizlikleri saglayan bir ¢; Young fonksiyonu

bulabiliriz;

[0 1 ety

ta+1 T a—«a uc

(3.17) yardimiyla, (3.18)’den her p > 1 igin L, (T)’de sinirli olan (6zel
olarak (p, p) zayif tipli)

2

o 1
Tf(x) = Z|Au(x,f)|2
u=1

bir kvazi-lineer operatdrii tanimliyoruz. Bu nedenle 3.2.2 Onermenin hipotezleri
saglanmus olur. 3.2.2 Onermede du = w(x)dx igin

2

21 271

[ol [ DIad']  Jowdx<k( [ erbodcrt] @19
0 u=1

0

olacak sekilde K > 1/2 vardir. Eger ||fl(4, ) = 1 ise bu durumda

2T

[ etreonewar <

0

olur. Buradan
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2 2

1 2
w(x)dx < ﬁf ®4 Z|A#| w(x)d x
0 u=1

21

oo 1/
1 2
[ o 5| Dl
u=1

0

2T
<ol [ e0r@bocax+1) <1
0

elde edilir ve eger |[f (4, w) = 115 ITf |l(p,0) < 2K olur. Son esitsizlik gosterir ki

- 1/2
2
> 1l < 2K11fllipy 00
u=1
((Pl,(l))
ve
- 1/2
2
> la,| < 4K11fllgy.0
u=1
P1,0

bu da (3.16) ifadesinin sol tarafinin saglandigin1 gosterir, yani

2

NY
2

>l < Clifllp (3.20)

u=1

P,w

elde edilir.

[25,5.80] de ispatlanmistir ki; Orlicz normu ve Liixemburg normu

asagidaki esitsizligi saglar:
Ifllcpy < fllp < 201 Nl ), f € Ly(T),
dolayisiyla bu normlar denktirler.

f €Ly u(T) ve g € Ly, (T) igin Holder esitsizligi, (3.20) ve yukaridaki
denklik kullanilarak asagidaki esitsizlikler elde edilir :
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2T
f F (0 g(0)w(x)dx

2T oo

2T | o
=f ZAH(x,f)Au(x,g) w(x)dxsf Z|A”(x,f)AH(x,g)|w(x)dx
0 |u=1 0 u=1

o 1/2

2T 1/2 oo
sf Z|A”(x,f)|2‘ [;M#(x,g)f w()d x

u=1

2
oo

1/2 o 1/
<||[2. 1 nr [ZIAu(x,wlz
u=1
0

u=1
W)

- 1/2
2
< 2¢ (|| > 18,6 19
pu=1
P,w

Son esitsizlikte || ||,y < 1 kosulunu saglayan biitiin g € Ly, ,,(T) fonksiyonlar

i¢in supremum alirsak

2

. \Y
Il < €[ Y I’
u=1

P,w

elde edilir ve 3.2.3 Onermenin ispat1 tamamlanmis olur.

3.2.4 Onerme f,,(x) (n = 1,2,...), bir yansimali Orlicz uzay1 L, ,(T)’de
2m periyotlu fonksiyonlarin bir dizisi olsun, w € App)(T) Ve Sy, (x) ise fr(x)

fonksiyonunun Fourier serisinin k-nci mertebeden kismi toplami olsun, k = k,,

n’nin bir fonksiyonudur. Bu durumda

- 1 . :
<Z|5n,kn(x)|2> <cC <Z|fn(x)|2>
© n=1 oo

¢
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olacak sekilde pozitif bir C sabiti vardir, bu C sabiti f,, (x)’den bagimsizdir.

ispat:

1

© 2
fG) = (Zlfn<x)|2>

icin, [33] den (ayrica [36] ve [28,v.2,s.225] kaynaklarina da bakilabilir) her p >
1icin L, (T)’de sinirli olan (6zel olarak (p, p) zayif tipli)

1

e 2
Tf(x) = (Z [Sne (x)|2>

kvazi-lineer operatriinii tamimliyoruz. Istenen esitsizliklik 3.2.3 Onermeyi

uygulayarak ve 3.2.3 Onermenin sol tarafinin ispatt adim adim tekrar edilerek elde

edilir.
3.2.5 Onerme w € A,()(T) Ve Ag 4, ... dizisi
Zl+1_1
4l <M, Z 4, — Apil < M (1=012..) (3.21)
v=2l

olacak sekilde bir sayilar dizisi olsun. Bu durumda

apio
2

+ YosoAy (aycosvx + by,sinvx) serisi  herhangi  bir  h(x) € Ly, (T)
fonksiyonunun bir Fourier serisidir ve asagidaki degerlendirme gecerlidir. Burada

a,, b, ifadeleri f(x) € Ly, (T) fonksiyonunun Fourier katsayilaridir.

f e(|h()) w(x)dx < Cf e(If (D) w(x)dx. (3.22)
0 0

Ispat: A, ¢:= Y7 _,u-14,(x), A,(x) = a,cosvx + b,sinvx
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(s=2¢-1,u=1,2,..), 2 2,4 1A,A,(x) alahm. Bu  durumda
[37,v.1,s.347]den
2k—1
12 2 2
A < 2m | 8l 1A= Asaal + 18,82,

s=2#"1

olur. 3.2.4 Onermeyi ve (3.21)’i kullanarak bu 6nermenin ispati asagidaki gibi

tamamlanir. 3.2.4 Onermede

fncp (ilsn,knmlzf w(@)dx <C fncp (immﬁ)i w(x)dx
0 n=0 0 n=0

oldugunu biliyoruz. Burada

' 2“ 1 2 1/2
Sn,kn(x) = Au Ve fn(x) = (ZM( s=2U~ 1|Aus| I/1 s+1| + |Au| |A2u|)>

alinirsa; (3.21) kullanilarak

1

j:;( i|AL|2 >w(x)dx

0 u=1

21

Sfcp
0

byl
o [ e
K

[o's] —1 %\‘
2 2
Dam( > (81 = Aeal + 18,8z | | | 0GOdx

u=1 s=2#-1

N| =

u=1 \s=2#-1

<[ o] @m2( )] Z Bl 125 = Agsal + [ 8] )w(x)dx
0
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21

o 2Kk-1 %\
2
SCf(p @Y Y[ D 1= Al + 8] | | wGdx
u=1

0 s=24-1

N| =

2T

scf 0| (2m)1? ;|A#|2(2M) )a)(x)dx

0

2T oo

SC] (kaM §:|AH|2 2)a)(x)dx

0 u=1

elde edilir. (3.22) esitligi de 3.2.4 Onermeden gériiliir. O

3.3 Ana Sonuglar ve Ispatlar

Bu boliimde agirlikli Orlicz uzaylarinda, Muckenhoupt agirlik fonksiyonlari
kullanilarak periyodik fonksiyonlarla yaklasimin bazi diiz teoremlerini inceledik. Ug

tane ana sonug elde ettik. Elde ettigimiz ana sonuglar asagidaki gibidir.
3.3.1 Teorem Eger 7> 0, f € Ly ,(T), @ €Ay, w € Appy Ve @ € (0,1)

icin % kvazikonveks ise n=1,2,... igin

E.(New = Y (f, %) (3.23)

degerlendirmesi gegerlidir.

Bu teorem [38] numarali kaynakta Akgiin tarafindan 1 < p < oo iken f €
Ly (T) icin; [31] numarah kaynakta Akgiin ve Israfilov tarafindan r € N iken;
[13] numarali kaynakta da Ponomarenko tarafindan L,(T) de r € N iken

ispatlanmistir. Biz de f* € L, ., (T) olmak Uzere r > 0 igin ispatladik.

28



Ispat : [31,Teorem2] de ¢ € A,, w € App) Ve a € (0,1) igin @*

kvazikonveks kosullar1 altinda f* € L, ., (T) i¢inn,7 € N olmak tzere

En(Fow < O (f%) (3.24)

degerlendirmesi ispatlanmistir. Biz ayn1  kosullar altinda r >0 igin bu
degerlendirmeyi elde etmeye calisiyoruz. 3.2.1 Onermede 0<a < fve bu

teoremdeki kosullar altinda
B 1 a 1
Q.0 (f, E) = 0% w (f, E) (3.13)
degerlendirmesi elde edilmisti. (3.24)’ten r > 0 igin
41, 1
En(f)(p,a) 5-0-(9,(,) f;ﬁ , n €N
yazilabilir. 0 < r < [r] 4+ 1 oldugundan (3.13) kullanilarak
1 1
En(Dow < (£.2) <%0 (£,), nen
n n
ve dolayisiyla da
, 1
En(f)(p,w = Q(p,w (f: H); n €N

elde edilir ve ispat tamamlanir. O

Asagidaki elde ettigimiz ana sonuglarda ise yine Ponomarenko’nun [13]’te
agirhiksiz Orlicz uzaylari i¢in ve Yildirir’in [18]de agirlikli Orlicz uzaylarinda r €

N i¢in elde ettigi sonuclari; agirlikli Orlicz uzaylarinda r > 0 igin ispatladik.

3.3.2 Teorem f € Ly ,(T), @ € Ay, w € Ay Ve a € (0,1) igin @

kvazikonveks olsun. r >0 ve
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2r
/11()11) =1— (%) (v £ n) sayilar sistemi igin;

<00 (1.7)

n
oW

R,(f, A)(p,w = ‘ fx) -

n
a
70 + z 2™ (a, cosvx + b, sin vx)]
v=1

degerlendirmesi gecerlidir.

Ispat1: 2™ < n < 2™*1 olsun. Normun 6zelliklerinden

o e
;Av(x) Z)A 4,y (x)

OEDIRYNES
v=0

0¥ Qo

n 0 ) n o
UZ:OAU(xH > 4w ZOA A,()

v=n+1

o,

n oo
- a-8Ham+ Y 4w
v=0 v=n+1 OXO)
n [ee]
< 1-294 + A
= (1—=2,7) Ay (x) v ()
v=0 @,w v=n+1 OXO)
= Il + 12
burada A,(x) = a, cosvx + b, sin vx dir.
[31, Lemma 3]’de bu teoremdeki kosullar altinda
152 (f, g0 = If GOl (3.25)
|f (x) = Sn(f, x)”cp,w = En(f)cp,w (3.26)

degerlendirmeleri elde edilmistir.

imm—i%m
v=0 v=0
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o)

> 4

v=n+1

= [, olur.

0w

(3.26) ve (3.23)’ten

- 1
L=l D 4| = If@=5uf.0llw < EalPow < Uy (£,5)
v=n+1 )
ve dolayisiyla
) 1
< (1)
elde edilir.
Simdi de
n
(n) . 1
L= a-2a| =% (f
v=0 @,w

v T

oldugunu gostermeliyiz. Bunun i¢in normun i¢ini (1 - Slgz> ile carpip bolelim.

Yani
1O sin— '
I, = Z A, | 1 -
v=0 (1 _ S”;ﬁ n
n 0.0
olur.

n=1,2,...iken
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— v < nicin
sin—
n
uff,? = 9 (1 v )
n

\ 0, v > nigin

olacak sekilde bir ,ul(,nr) fonksiyonu alalim.

(u,(,nr)) dizisi 3.2.5 Onermedeki kosullar1 saglar [38]. Bu durumda 3.2.5

Onermeye gore

r

n

sin

I = zui’,?/lv(x) 1-—L <[t =)',
v=0 n ,

o0

= =)= o)™

[r]
< sup 1_[(1 —op,)( — o) I <05, (f, 1)

n
0<hi,tSﬁ i=1
P,w

olur; yani Iy < @, (f,~) oldugunu gostermis olduk. Sabitler istenen sekilde

secilebileceginden

fx) =

n
R — %o (n) :
n(Fi D ew = -+ A" (a, cosvx + by, sinvx)
v=1

oW

1
< L+l = 0,(f2)

elde edilir ve ispat tamamlanir. O

3.3.3 Teorem f € Ly ,(T), @ €A;, w € Ay Ve a € (0,1) igin @
kvazikonveks olsun. k > 0 ve reel eksen lzerindeki herhangi bir E kiimesi tizerinde

tanimli
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1
_1_ _ 2k <
L@ =10l -nh* (= |—])meE

fonksiyonlar dizisi icin eger

a
70 + Z Ay (r) (a, cosvx + by, sinvx)

v=1

serisi L, o, (T) uzayinda yakinsak ise

a
70 + z Ay (r) (a, cosvx + b, sin vx)]
v=1

R.(f, A)(p,a) = ‘ f(x) -
o,w
< €% (f, Ir —1ol)
degerlendirmesi gecerlidir.
Ispat: Norm 6zelliginden dolay1
a
R (fi D = ‘ fx) — 70 + z Ay (1) (ay cosvx + by, sin vx)]
v=1 @,w
=D 4w - 1,m4,@
v=1 v=1 @,
1 1
[|T—T0|] (o) ['T_T0|] )
-1 > 4w+ Y A®- ) A0A®- ) 404®
v= 1 v= 1
' i =niN ' o =ni 0w
1
[|T—To|] 1)
<|| D a-amam|| +|| > a-ama
=1 1
’ 0w v 00
= 1] +1Ij,.
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|r—ro|]

[ | 5
1-A4,(r sinv|r — r,
S I Y kAv(x)<1—H> k=12,
— (1_smv|r—r0|> vir —rp
v|r — 1|

o0

bi¢iminde yazalim.

1-2,(r) . .
( % V< [ ] icin
( sinvlr—rol) [r — 7ol
_J\1l———
Hy,r _4 v|r — 15l
0, v > nigin

alalim. (,uvr) dizisi 3.2.5 Onermedeki kosullar1 saglar. Bu nedenle 3.2.5 Onermeye

gore

2m < [ ] < 2™*1jcin

[r—7ol

2m+1

k
sinv|r — ry|

= e

1 MUT (x)< UlT—Tol >

o0

IA

sinv|r — 1| g
ZA (x)< - )

(1 = o1r—ra) ™1 - Ulr—roOk_[k]f”(Pw

< |- a|r_r0|)kf||(plw

o0

(k]
< s N o-a)a-ooWrll <ok, lr—mnb.

0<hjts|r—rol =1
= 00

Boylece
1206, Ir —mol) (3.27)
elde etmis olduk.
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Simdi de I,’yi degerlendirelim. {1 — A,(r)} sayilar sistemi, 3.2.5 Onermenin

kosullarin1 saglar. Oyleyse 3.2.5 Onermeye gore;

= D a-amam|| = D 4w
vl O L =i

olur. Burada 3.3.2 Teoremin ispatindaki yontemi kullanacagiz. [31, Lemma 3] te

”f(X) - Sn(f' x)”(p,w = En(f)(p,w (326)

degerlendirmesi elde edilmisti.

(3.26) ve (3.23)’ten

[l © [ IIoo n=[|r_r0|] |
p=ll > am| =D aw- > 4w

| 1 v=0 v=0

“‘[W]“ o @,w

= If () = Sn(f, Dl g0 = En(Hew = QG 0(f, Ir =10
ve dolayisiyla
I 20§ ,(f, |l =1 (3.28)

elde edilir. (3.27) ve (3.28)’den

R (f, Do = Hf(x) - % + z A, (1) (a, cosvx + b, sin vx)]

©,w
<L+
< CQ%o(f, Ir — 1ol

elde edilir ve ispat tamamlanir. O
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4. KONVEKS OLMASI GEREKMEYEN URETEC YOUNG
FONKSIYONUNA SAHIiP AGIRLIKLI ORLICZ
UZAYLARINDA YAKLASIM

4.1. Giris ve Gerekli Tamumlar

[19] numarali kaynakta Chen, 1963 yilinda Orlicz Uzayinin tanimini, ¢ogu
Ozelliklerini koruyarak biraz daha genellestirmistir. Bu tanimda Orlicz Uzayinin
tiretici olan Young Fonksiyonu konveks olmak zorunda degildir.

Bu boliimde onceki boliimde inceledigimiz yaklagimi gelistirecegiz ve
yaklasim teorisinin bazi diiz teoremlerini Chen’in yapmis oldugu Orlicz uzayi
tanimina gore inceleyecegiz. [13, 18, 32] numarali kaynaklarda elde edilen sonuglari,
konveks olmasi gerekmeyen iiretici Young fonksiyonlarina sahip agirliklt Orlicz
uzaylarina genellestirecegiz. Agirlik fonksiyonlar1 yine Muckenhoupt kosulunu
saglayan fonksiyonlar olarak alinacaktir. Chen anlaminda agirlikli Orlicz uzaylarn ilk
olarak [20]’de Akgiin ve [39]’de Akgiin-Ko¢ tarafindan tanimlanmis ve bu uzayda
yaklagim teorisine uygulamalari ilk defa bu ¢alismalarda yapilmistir.

41.1 Tamm [19,5.62] —co<p<q <o olsun. ¢:[0,00) - [0,0)

fonksiyonu ¢(c0) = lim ¢(x) = o kosulunu saglayan artan, ¢ift bir fonksiyon
X—00

olmak Uzere; ¢ € N[p, q] ile;

) x artarken; ¢(x)/xP azalan olmayan;

i) x artarken; ¢(x)/x? artan olmayan;
kosullarini saglayan ¢ fonksiyonlar sinifini ifade ediyoruz.

Eger p < q ise, yeterince kiiclik &, 5 > 0 sayilar1 igin N[p + €,q — &]’a ait

olan ¢ fonksiyonlar sinifin1 N(p, q) ile gosterecegiz.

®,ile, 1<p<gq<oo igin, N(p,q) smifina ait fonksiyonlarin simifini
gosterecegiz. Her M € ®,, fonksiyonu sureklidir ve M(0) = 0 ve A, kosulu saglanir

[19, s.64,Lemma 1]. M € ®,, fonksiyonu konveks olmak zorunda degildir.
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4120rnek: (1) =1 ve

() = {x5/2, 0<x<1
¢ x4, x>1

bigiminde tanimlanan ¢ fonksiyonu N(2,3) dendir. Diger yandan ¢'(x) tlrevi x = 1
noktas1 hari¢ heryerde vardir. Burada ¢'(17) =5/2 ve ¢'(1*) =9/4 dir. Bu

yiizden ¢ (x), azalan olmayan bir fonksiyonun integraline esit degildir. Oyleyse ¢ (x)
konveks bir fonksiyon degildir. (¢ (x) konveks ise ¢(x) = fox p(t)dt, p(t) azalan
olmayandir) [19, 5.67 —68]. O

[25, s.5Teorem 1.1]’de [a, b]’den alinan herhangi bir u i¢in, ®(a) =0
kosulunu saglayan her ®(u) konveks fonksiyonunun, p(t) azalmayan, sag siirekli bir

fonksiyon olmak Uzere

u

d(u) = fp(t) dt

a
seklinde gosterilebildigi ispatlanmistir.

M€ ®,ve w, Tiizerinde bir agirlik olsun. @y(t) =@ gGsterimini

kullanalim. 1 < p < q < oo oldugundan t — oo iken ¢, (t) — oo olur.

Yy (t) fonksiyonu, pozitif azalmayan sirekli ¢,,(t) fonksiyonunun ters

fonksiyonu olsun.

X

Oy (x) = f o (©) dt

0

ve

Y () = f Y () dt
0

yazariz. ®,, fonksiyonu konvekstir ve bundan dolay1 ®,, ve {,, fonksiyonlar

Young anlaminda eslenik fonksiyonlardir.
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4.1.3 Tamim Reel degerli pozitif bir ¢ sabiti igin,

[ ®uelrcne@ar < 1)

T

kosulunu saglayan f: T — R Lebesgue Glgulebilir fonksiyonlarinin sinifi Ly, ., (T)

ile gosterilir[20]. Ly ., (T) uzayi iizerinde Orlicz normunu

1l = sup f £ (0900 w()dx f In(lg@Dwdr <1t (42)
T T

biciminde ve Lixemburg normunu da
If oy, = inf k>0 f Dy (k) Dw(x) dx < 1 (4.3)
T
biciminde tanimliyoruz.

Bu durumda

W Tm,e0~ 11 f T, 0 (4.4)

denkligi gegerlidir. Bu denkligin ispat1 da bir énceki bolimde || f]l¢,o~I1f 1l (@) NN

ispatina benzer yontemle yapilir.

Gostermek mumkundir Ki Ly, (T) € Ly (T) dir ve Ly, (T) yukaridaki

normlara gore bir Banach uzayi olur.
Ly o (T) uzayma agurlikli Orlicz uzayr denir.

Bir w agirhig icin, 6zel olarak M(x,p):= xP alinirsa 1 < p < oo, igin

L, (T, ) = Ly( ) (T) agirhikli Lebesgue uzay: elde edilir.

[20, s.4]’de, M€ P, ve w €A, oldugunda, Ly ,(T)’de Hardy-
Littlewood Maximal operatoriiniin norm simirli oldugu gosterilmistir. Dolayisiyla
f € Ly (T) igin
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x+h

2
amf@ =1 [ f@oa (45)

_h
)

olarak tanimlanan Steklov operatori Ly ., (T)’de smirhidir, yani Ly, (T)’de M €
®,, p>1 ve w€ A, icin Hardy-Littlewood maximal operatdriiniin sinirliligini

kullanarak

NArf )0 < CM, )1 f liry,e0 < © (4.6)

elde edilir [20]. Bunu kullanarak ve x,h € T, r € R* igin Binom ag¢ilim1 yardimiyla
f € Lyo(T), x € Tigin

opf(x) = (I = Ap)"f(x)

w h/2  h/2
1
= Z(—l)k[C,:] WK f f fx+ug + - +up)duy ...duy,
k=0 -h/2 -h/2

tanimlariz.

Dlicl <o
k=0

olmasi ve T’de tamimli siirekli fonksiyonlar ailesinin Ly, (T)’de yogun olmasi

kullanilarak
lon fll iy, < CO M, )1 f | my,e0 < (4.7)
elde ederiz [20, s.5].

4.1.4 Tamm Bir f € L), (T) fonksiyonu ve r € R* igin, M € ®,, p >

1, w € A, olmak lzere r indeksine gore agwrlikl kesirli diizgiinliik modiiliinii

[r]
0 (.m0 = swp || (- an)or 1 (48)
0<hi,tS5 .
=1
(M)'w
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seklinde tanimliyoruz. 0 < r < 1i¢in Q,.(f, 8)p 4 = of (f) olur.

Bu durumda

'Q‘r(f' S)M,a) < C(T‘, M, (‘))”f“(M),a) (49)
olur [20].

Klasik diizgiinlik modiilii agirliksiz durumda simirhidir ama agirhikhi
durumda smirli degildir. Bu yiizden klasik diizgiinlilk modiilii yerine Gadjieva
modili dedigimiz (4.8)’deki diizgiinliik modilini kullanacagiz. Agirlikli uzaylar
Otelemede degismez (translation invaryant) olmayabilir. Yani f(x) fonksiyonu
agirlikli uzayda iken ayni agirlikli uzayda f(x +t) olmayabilir. Bu yizden bu

modili kullaniyoruz.

Kesirli diizgiinliik modiilii kavrami yeni bir kavram degildir. ([40] ve [41]

kaynaklarina bakilabilir)
4.1.5 Tamm f € Ly, ,,(T) igin

En(Fmw = nf{lIf = Tllonw: T € T} (4.10)

alalim, burada 7, derecesi n’den biiyiik olmayan trigonometrik polinomlarin sinifini

ifade eder. Verilen bir f € L,(T) igin

a(f) |\ | N
flx)~ + ) (ax(f) cos kx + by (f)sinkx) = A(x, ) (4.11)
2 kZ=1 k k kzzo k
ve
() N . I I
o~ + Z(ak (f) sin kx — by (f)cos kx) = Z Ac(x. ) (4.12)
k=1 k=0

ifadeleri f’nin Fourier serisi ve f’nin eslenik Fourier Serisi olsun. f’nin Fourier

serisinin kismi toplamini
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S, (%, f) = S,(f) = ZAk(x, £, n=012,....icin (4.13)
k=0

olarak tanimliyoruz.
[20]"de ispatlanmistir ki; M € @, p > 1, w € A, Ve f € Ly ,,(T) igin

Sp:Lyg o (T) = Ly (T) Ve fiLy o (T) = Ly o, (T) operatorleri Ly, ., (T)’de norma

gore sinirhidir.

Bu nedenle bu kosullar altinda

1l oo < EMFNlODG 152D llanw < Clfllone  n=012. (414
ve

If = SaPOllanw < CEaluw 1 = 012,.. (4.15)
elde edilir.

Dahas1 M € &, w € 4, icin [42] nolu kaynakta Lemma 3 deki hipotezler
saglandigindan trigonometrik polinomlar kiimesi, Ly, (T)’nin yogun bir alt

kiimesidir. Oyleyse yaklasim problemleri Ly, (T) de anlamli hale gelir.

Bundan dolay1 n = o iken E,;(f)mq — 0 dir ve bu yiizden de f’nin Fourier serisi

Ly «(T)’de f’e normda yakinsar, yani,

) =) Ao ) (4.16)
k=1

4.2 Yardimci Sonuglar

Bu alt bolimde, ana sonuglarin ispati i¢in ¢ok Onemli olan Ly, ., (T) de
carpan teoremi, Littlewood-Paley Teoremi ve Jackson teoremi olarak da bilinen

yaklasimin diiz teoremini verecegiz.
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4.2.1 Uyan [20] M € @, 1 <p < q < o ise, bu durumda [19, Lemma 3]
den pd; < M(x) < q®, ve buradan da M kvazikonveks olur. Ayrica M~®; elde

ederiz.

4.2.2 Onerme (Carpan Teoremi) [20, Teo. 8] Bir A, dizisi

2/-1

Al <A D = Al <4 (4.17)

k=2J-1

kosulunu saglasin, burada A > 0 ve K’ya ve j’ye bagh degildir. Eger M € @, w €
Ay, p>1ve f € Ly, (T)isebir F € Ly, (T) fonksiyonu vardir 6yle ki

Aoy
2

+ Z Ax(ay cos kx + by, sin kx)
k=1

serisi F icin bir Fourier serisidir ve

IFll oy, < CAIF Nl a0 (4.18)

degerlendirmesi f’den bagimsiz pozitif bir C sabiti ile saglanir.

4.2.2 Onerme nin ispati; [34] da Teorem 1 ve Teorem 2 deki sonuclar goz

onunde tutularak, extrapolasyon teoremi ve 4.2.1 Uyar1 dan elde edilir [20].

4.2.3 Onerme (Littlewood-Paley Teoremi) [20] M € @, w € A,,p > 1
Ve f € Ly ., (T) olsun. Oyleyse M’ye bagh bir C > 0 sabiti ile w’ya bagli bir ¢ > 0

sabiti vardir dyle ki

1
o) 2/-1 z /2
lfllons < ||| D] D 4t p) <Clfllne (419
j=0 |k=2J"1
(M), w

degerlendirmesi gegerlidir.

4.2.4 Onerme M€ @, p>1, w €A, Ve f € Ly, (T) olsun. Oyleyse

r€R* ve n=12,.. icin
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En(fmw = Qr (f, %) (4.20)

M,w
degerlendirmesi gegerlidir [20].

Bu diiz yaklasim teoremi [38, onerme 1] ve [10, teorem 2 ve 4 |‘te

verilen benzer metotlarla ispatlanir.

4.3 Ana Sonuclar ve ispatlar

Bu boliim boyunca kullandigimiz ¢ sabiti genel bir sabit olup, bir esitsizlik

zincirinde ortaya ¢ikan farkli sonuglara gore degerleri degisebilen bir sabittir.
Elde ettigimiz ana sonuglar asagidaki gibidir.

4.3.1TeoremM € &,, p > 1, w € Ay Ve f € Ly, (T) olsun.

2r
Af,n) =1- (%) (v <n,r > 0) sayilar sistemi igin;

fQ) —

n
a
Ry(fi D = ‘ 70 + Z 2™ (a, cosvx + b, sin ux)]
v=1

(M),w

degerlendirmesi gegerlidir.

Ispat : 2™ < n < 2™*! olsun. Norm 6zelliginden dolay1

n (o8] n
‘f(x) P ae| = aw- Y A
v=0 (M), w v=0 v=0 M),w
n (o] n
=D 4+ > amw-) AP 4,00
v=0 v=n+1 v=0 M),w
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n co
- ‘ Ya-aMam+ Y 4w
v=0 v=n+1 (M),w
n [ee]
< 1-2M4,() + A
<[ @=47)A,x (%)
v=0 M),w v=n+1l M),w
= 11 + 12
yazabiliriz.
[20]°de bu teoremdeki kosullar altinda
152 (f, a0 = IF COll a0 (4.14)
If () = Su(Ff, Ol )0 = En(F) )0 (4.15)
degerlendirmeleri elde edilmistir.
(4.15) ve 4.2.4 Onermedeki (4.20)’den
oo} () n
L= 4| =) 4m-> 4w
v=n+1 (M), w v=0 v=0 (M),w

1
1FG) = SulF. DM = EnPireo < 2 (£.)

M,w

ve dolayisiyla

elde edilir.

Simdi de

11=

> a-A"a,w
v=0

M),w
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v\ T
oldugunu gostermeliyiz. Bunun i¢in normun i¢ini (1 - Slg") ile carpip bolelim.

n

Yani

gy
I
b
—_
I
<
<
<
8
c
7~
=
—~
U=y
[
a
S
=

M),w

olur.

n=1,2,..iken

— o v S nigin
sin—
_ n
#1(;nr) = (1 )

\ 0, v > nigin

olacak sekilde bir ,ul(,nr) fonksiyonu alalim.

(u,(,f?) dizisi 4.2.2 Onermedeki kosullari saglar [38]. Bu durumda 4.2.2
Onermeye gore

T

n , U
™) Slnﬁ
L= Ra,m|1-
v=0

7 <10 = 01) 1l
n

(M),w

= |t = 01) " = 1) |

M),w

< s, ﬁ(l ~ o) — o)l <Q, (f,l)M

0<hi,tSﬁ i=1
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olur; yani I < 0, (f,~)  degerlendirmesi elde edilir. Sabitler istenen sekilde
M,w

secilebileceginden

R, (f, A)(p,w = ‘ fx) —

n
a
70 + z 2™ (a, cosvx + b, sin vx)]

v=1

M,w

1
< L+l < Qr(f,a)
M,w

elde edilir ve ispat tamamlanir. O

432TeoremM € @, p > 1, w € Ay Ve f € Ly, (T) olsun.

k>0, EcR, r,ry € E olmak iizere eger

A, (1) =1 = (v|r — )%k, (U < [ 1 )

|7 — 70]

fonksiyonlar dizisi icin,
Qo N :
> + Z Ay (r) (a, cosvx + b, sinvx)
v=1
serisi Ly ., (T) uzayinda yakinsak ise

Rr(fr A)M,w = ‘ f(X) -

a
70 + Z Ay (1) (a, cosvx + by, sin vx]
v=1

(M),w

< CO(f,Ir — rODM,w

olur.
Ispat : Norm 6zelliginden dolay:
a
R (f, Dy = ‘ fx) — 70 + Z Ay (r) (ay cosvx + by, sin vx)]
v=1

(M),
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oo (o)

=1[> 400 =) 24,00

v=1 v=1 M),w

[ - =l .
=D 4w+ D A®- D AOA®- D A4

0 0 (M), w
1

[|r—ro|] 00

<|| > a-amaw|  +|| > a-aenaw
v (M),w U=[|T—To|]+1 (M),w
= I} + 1
yazabiliriz.
=l
< 1-am vl =\
- r SINV|r — 1
Il = Z v kA,,(x)<1——°> . k>0
— (1_sinv|r—r0|) v|r — 1ol
v|r —rl M)
olsun.
1-2
( v() o v < [ ] icin
(1_sinv|r—r0|) | — 7o
Hor = v|r — 1ol

k 0, v >nigin

alalim. (yw) dizisi 4.2.2 Onermedeki kosullar1 saglar. Bu nedenle 4.2.2 Onermeye

gore

2M < [ ] < 2™*1jcin

[r=7ol
2m+1 K
Z 4.00(1 smvlr — 10|

< x

.uvr Vlr _ rol
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IA

. ||(1 - Glr—rol)kf”

sinv|r — ry| 4§
ZA (x)< T >

[K] kK]
= |(1 = Ojr—ryl) (I = Or—r,)

M),w

M),w

[k]
< s Wo-a)t=oMrl <0l = 1D

0<hjts|r—ro| =1
B (M),w

Boylece
L =2 (foIr = 10D me (4.21)
elde edilir.

Simdi de I, yi degerlendirelim. {1 —A,(r)} sayilar sistemi, 4.2.2

Onermenin kosullarim saglar. Oyleyse 4.2.2 Onermeye gore;

=l ) a-ama| = ) A®
v={rl IS ==L | P

olur. Burada bir oOnceki teorem olan 4.3.1 Teoremin ispatindaki yontemi

kullanacagiz. [20]’de
If () = Su(Ff, Oy, = En(Fme (4.15)
degerlendirmesi elde edilmisti.

(4.15) ve 4.2.4 Onermedeki (4.20)’den

1
o o i
p=ll > A =D aw- ) 4w
U=[|r—1r | +1 v=0 v=0
0 ),w M),w

= ”f(X) - Sn(ff x)”(M),a) = En(f)M,w = Q‘k(f’ |T - TOl)M,w
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ve dolayisiyla

L 2 () Ir =10 Dmw (4.22)

elde edilir. (4.21) ve (4.22)’den

f(x) =

a
70 + Z Ay (1) (a, cosvx + by, sin vx]

v=1

Rr(fr A)M,w = ‘

(M),w
<L+
< CO(f,Ir — rODM,w

elde edilir ve ispat tamamlanir. O

433 Teorem M€ @, p > 1, w € A, Ve f € Ly, (T) ve bir ¢ > 0 sabiti
icin
Dy (uv) < c®py ()oY (v), (4.23)

(n)

v

olsun. Oyleyse {A } sayilar1 tiggen bir matrisi i¢in

(Agn) =1, Agn) =0,v>nn=01,2.. )

eger @,,(v/u) konveks ise;

1/2
+ En(f)M,w

m
Rn(f, A)M,w = [Z Ezzv—l(f)M,w 622"—1
v=0
olur ve eger @), (v/u) konkav ise

m
1
Rn(f: A)M,w < Iy;(f)z{l + Z Qo[CkEZ”—l(f)M,wSZ"—l]} + CEn(f)M,w
v=0

olur, burada
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2T+1_1

/11(;11)1 - Az(;n)

)

27‘

+ |1—/1(")

2m < n < 2™t dir,

Ispat : 2™ < n < 2™*! olsun. Norm &zelliklerinden ve (4.15)’den

n
Ro(f Do = ‘ )= 2,4,
v=0 (M),w
(o] n
=>4, - > 2,4,00
v=0 v=0 M),w
n n n
=D am+ Y 4am-) 1,"4,0
v=1 v=n+1 v=1 M),w
n n
< 2(1 — 2,™)A4, (%) + Z A, ()
v=1 (M),w v=n+1 (M),w

(4.15)'den [If (x) = Sn(f, D)y, =

i Ay () - Z Ay(0)
v=0 v=0

(M),w

o

> 4w

v=n+1

< E,(f)me olur.

M),w

Oyleyse;

Rn(f: A)M,w = + En(f)(M),w olur.

M),w

> (1-2")a,)

®,,(+/u) bir konveks fonksiyon olsun. 4.2.3 Onerme ve (4.2) ve (4.3)

normlarinin denkligini kullanarak
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2(1 — 2,™) 4, (x)

M),w

n

2(1 — 2,™)A4, (%)

v=1

=inf <k > O:f D, (k‘l )a)(x)dx < 1>

T

1/2
L 2

> (1-a") A

v=2H

m

(%

u=0

(M),

1/2
2Kt1_q z

PINCET BV

v=2H

m

< inf | k>0:chd>M| k1 Z

T u=0

lo(x)dx <1 |.

Dabhasi (4.23)’e gore D, sabiti
@y () < Py (Dyu) (4.24)

olarak segilebilir. Bu durumda

2(1 — 2,™)4,(x)
v=1

(M),

. 1/2
z Opu (x)) w(x)dx <1

u=0

27T

0

olur; burada
2Kt_1
onu = ) (1=2,")4,0
v=2#4
dir.

() = @y (Vu) olsun. Oyleyse
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n

2(1-27)a,00

v=1

M),w

op (%) Jw(x)dx <1

NgE

< inf k>o:f§ DZ k2
T

u=0
. 1/2
=linf| k> O:f & Dﬁk‘lz opy (x) |Jo(x)dx <1
T u=0
m 1/2 ” 1/2
= Dy z 0-1%,;1 (x) < Dy Euaﬁ,u(")”(gm
=0 () u=0
. 1/2
2
= Dy | ) llonu I,
=0
olur, burada
||aﬁ,#(x)||(€’w) =inf| k > O:J E(k"laﬁlu(x)) w(x)dx <1
T

= inf| k > 0:f Py (k~V20, ,(x)) w(x)dx < 1
T

= inf| t? > 0:f Py (t7r0p,(x)) w(x)dx < 1
T

= lonu@ll,, , olur.

On,’ye Abel doniisiimiinii uygularsak
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2Kt

onp( = ) (1-28")4,00

v=2H4
2u+1_q

= D (Sulf0) = Spna (£ 0) (A - A7) +
v=2H4

+(Spuri_q (f, %) — Sou_1 (f, x))(l _ /1;’,?)

olur , dyleyse (4.15) esitsizliginden ve en iyi yaklagim dizisinin monotonlugundan

2Ht1q
oMy < D 16600 = Savroa )l 257 = 267 +
v=2H#
+IS u+1_1 (f, %) — Sou_q (f, x)II<M),w|1 -5
< Ezu_1(mwd21n
olur. Bu durumda
) " 1/2
2
Z(l — A,(,n))Av(x) < Dy Z ”0n,u(x)”(M),w
v=1 (M),w u=0
m 2
< Dy Z Ezzlt_l (f)M,w622“,n
u=0
elde edilir. Sonug olarak ®,,(vu ) konveks oldugu durumda
m 1/2
Ro(f, Dy =2 [Z Ezzv_l(f)M,w 522"—1 + En(Hme
v=0

esitsizligini elde ettik.
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®,,(+v/u) bir konkav fonksiyon olsun. Normun hesaplanmasinda kullanilan

[25, s.92] deki formiil kullanilarak

= Iiggk_l (1 + f Dy (kzn: (1 - Af,n))A,,(x)> w(x)dx)
(M),w T

n

Z ~2$) 4,00

esitligi elde edilir. 4.2.3 Onermeyi ve (4.24)’i uygulayarak,

1

m 2
— 3 -1 21,2 2
= ,E;Ek 1 +f dy (DMk Zan,u(x)> w(x)dx

(M), T 1=0

Zn: 1-— /1(’” A,(%)

bulunur. ®,, (v/u) konkav oldugundan

n

Z(l - ﬂf;"))Av(x)

v=1

= inf k™ 1+ @y (Dykon, (%)) w(x)dx
2| wtouien

M),w
esitligi yazilabilir. [25,s.74]’deki Lemma 9.2°nin ispati kullanilarak, asagidaki

esitsizlik kolayca goriilebilir;

f [”u(X)”(M) “’l w(x)dx < 1.

Bu esitsizlikle birlikte (4.23) ve (4.24) numarali esitsizlikler kullanilarak

j @ (Dykoy (%)) w(x)dx =

T

) w(x)dx

T, (%)
= Cj Dy oE @y (DMk”O-n,H(x)”(M),w
T

”Jn,u (X) ” (M),w

<o, (D('pkllo'n,u(x)“M,w)

olur. Sonug olarak
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n

2(1-27)a,00

m
< inf k71 14+ 2 Dy (Dl(/lkllan.u(x)”(m),w)

v=1 M),w u=0
m
< inf k| 14+ @ (DigkEan 1 (Digdomn)
u=0

elde edilir ve bu da ispat1 tamamlar. O
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5. SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismamizda elde ettigimiz yeni sonuglar, {i¢iincii ve dordiincii boliimde

ana sonuclar kisminda yer almaktadir.

Uciincii  boliimde, agirlikli Orlicz uzaylarinda, Muckenhoupt kosulunu
saglayan agirlik fonksiyonlari kullanilarak, Weyl’in tanimlamis oldugu kesirli
diizgiinlik modiiliine gore, periyodik fonksiyonlarla yaklasimin diiz teoremleri
ispatlanmistir. Bu teoremlerde ele aldigimiz Orlicz uzaymin iretildigi Young
fonksiyonu kvazikonvekstir. Her konveks fonksiyonun kvazikonveks oldugu
diisiiniildiiglinde, kvazikonveks {iretici Young fonksiyonu ile elde ettigimiz bu

sonuglar, klasik Orlicz uzayinda elde edilen sonuglara gore daha genel ve orijinaldir.

Dérdiincii boliimde, ilk olarak, klasik Orlicz uzayindan daha genis olup benzer
Ozelliklere sahip olan, Chen tarafindan verilen Orlicz uzayr tanimlanmistir. Bu
tanimda Orlicz uzayinin iretildigi Young fonksiyonunun konveks olma sart1 yoktur.
Bu durum, iizerinde ¢alistigimiz bu Orlicz uzayinda incelenecek olan yaklagim
teorisi problemlerinde ©Onemli bir kosulun iyilestirilmesini saglamistir. Ana
sonuclarda, bu tanimlama ile olusturulan agirlikli Orlicz uzaylarinda, Muckenhoupt
kosulunu saglayan agirlik fonksiyonuna sahip periyodik fonksiyonlarla yaklasimin
bazi diiz teoremleri ispatlanmigtir.

Chen tarafindan verilen Orlicz uzaylarinda yaklasim teorisinin diger 6nemli

problemleri de incelenebilir.

56



6. KAYNAKLAR

[1] De Vore, R. A. and Lorentz, G. G. Constructive Approximation, New York,
Berlin, Heidelberg: Springer-Verlag, (1993).

[2] Timan, A. F., Theory of Approximation of Functions of a Real Variable,
International Series of Monographs on Pure and Applied Mathematics 3, Oxford,

London, New york: Pergamon Press and Macmillan, (1963).

[3] Gadjieva, E. A., “Investigation of the Properties of Functions with
Quasimonotone Fourier Coefficients in Generalized Nikolskii-Besov Spaces”,

Author’s summary of dissertation, Thilisi, Russian, (1986).

[4] Ky, N. X., “On approximation by trigonometric polynomials in L -spaces”,
Studia Sci.Math. Hungar, 28, 183-188, (1993).

[5] Ditzian, Z. and Totik, V., Moduli of Smoothness, New York, Berlin and
Heidelberg: Springer Ser. Comput. Math. 9, (1987).

[6] Mhaskar, H. N., Introduction to the Theory Weighted Polynomial Approximation,
Series in Approximation and Decompositions 7, Singapore: World Sci., River Edge,
NJ, (1996).

[7] Akgun, R. and Israfilov, D. M., “Approximation and moduli of fractional order in

Smirnov- Orlicz classes”, Glasnik Matematicki, 43, 121-136, (2008).

[8] Garidi, W., “On approximation by polynomials in Orlicz spaces”, Approx.
Theory Appl . 7(3), 97-110, (1991).

[9] Israfilov, D. M. and Akgun, R. “Approximation in weighted Smirnov-Orlicz
classes”, J.Math. Kyoto Univ. 46, 755-770, (2006).

[10] Israfilov, D. M. and Guven, A., “Approximation by trigonometric polynomials
in weighted Orlicz spaces”, Studia Math., 174(2), 147-168, (2006).

57



[11] Kokilashvili, V. M., “On analytic functions of Smirnov-Orlicz spaces”, Studia
Math., 31, 43-59, (1968).

[12] Kokilashvili, V. M., “A direct theorem on mean approximation of analytic
functions by polynomials”, Dokl. Akad. Nauk SSSR, 10, 411-414, (1969).

[13] Ponomarenko, V. G., “Approximation of periodic functions in Orlicz spaces”,

Translated from Sibirskii Matematicheskii Zhurnal, 7(6), 1337-1346, (1966).

[14] Ramazanov, A. R-K., “On approximation by polynomials and rational functions
in Orlicz spaces”, Anal. Math. 10, 117-132, (1984).

[15] Rao, M. M. and Ren, Z. D., Theory of Orlicz Spaces, New York: Marcel
Dekker, (1991).

[16] Runovski, K., “On Jackson type inequality in Orlicz classes”, Rev. Mat.
Comput., 14, 395-404, (2001).

[17] Yildirir, Y. E. and Israfilov, D. M., “The properties of convolution type
transforms in weighted Orlicz spaces”, Glasnik Matematicki, 45, 461-474, (2010).

[18] Yildirir, Y. E., “Approximation of periodic functions in weighted Orlicz
spaces”, Glasnik Matematicki, 47(67), 401-413, (2012).

[19] Chen, Y. M., “On two functional spaces”, Studia Math. 24, 61-88, (1964).

[20] Akgun, R., “Some inequalities of trigonometric approximation in wieghted

Orlicz spaces”, Math. Slovaca, 66(1), 1-18, (2016)

[21] Yildirir, Y. E. and Cetintas, R., “Trigonometric Approximation in Weighted
Orlicz Spaces”, Proc. Inst. Math. Mech., (in press) (2016).

[22] Bartle, Robert G. and Sherbert, Donald R., Introduction To Real Analysis, Third
Edition, USA: John Wiley and Sons, (2000).

[23] Bary, N. K., A Treatise on Trigonometric Series, Oxford, London: Pergamon
(1964).

58



[24] Balc1, M., Reel Analiz, Ankara: Ankara Universitesi, (2000).

[25] Krasnosel’skii, M. A. and Rutickii, Ya. B., Convex Functions and Orlicz
Spaces, Netherland: P. Noordholf, Ltd-Groningen (1961).

[26] Genebashvili, I., Gogatishvili, A., Kokilashvili, V. and Krbec, M., Weight
Theory for Integral Transforms on Spaces of Homogeneous Type, London:
Longman, (1998).

[27] Bottcher, A. and Karlovich, Y. I., Carleson Curves Muckenhoupt Weights and
Toeplitz Operators, Berlin: Springer Basel AG, (1997).

[28] Zygmund, A., Trigonometric Series, 2nd Edition, Vols. Il, New York:
Cambridge University Press, (1959).

[29] Samko, S. G., Kilbas, A. A and Marichev, O. I., Fractional integrals and

derivates, Theory and applications, Gordon and Breach Science Publishers, (1993).

[30] Wheeden, R. L. and Zygmund, A., Measure and Integral, New York, Basel:
Marcel Dekker, (1977).

[31] Akgun, R. and Israfilov, D. M., “Approximation of weighted Orlicz spaces”,
Math. Slovaca, 61(4), 601-608, (2011).

[32] Yildirir, Y. E, Cetintas, R., “Approximation theorems in weighted Orlicz
spaces”, J. Math. Sci. Adv. Appl., 14(1), 35-49, (2012).

[33] Marcinkiewicz, J., “Sur les multiplicatuers des series de Fourier”, Studia

Mathematica, 8, 78-91, (1939)

[34] Kurtz, D. S., “Littlewood-Paley and multiplier theorems on weighted Lp
spaces”, Trans. Amer. Math. Soc., 259(1), 235-254, (1980).

[35] Rao, M. M. and Ren, Z. D., Application of Orlicz spaces, New York, Basel:
Marcel Dekker, (2002)

59



[36] Sunouchi, G. I., “On the Walsh-Kaczmarz series”, Proc. Amer. Math. Soc. 2,
5-11, (1951)

[37] Zygmund, A., Trigonometric Series, 2nd Edition, Vols. I, New York:
Cambridge University Press, (1959).

[38] Akgun, R., “Sharp Jackson and converse theorems of trigonometric
approximation in wieghted Lebesgue spaces”, Proc. A. Razmadze Math. Inst., 152,
1-18, (2010).

[39] Akgiin, R. and Kog, H., “Simultaneous approximation of functions in Orlicz
spaces with Muckenhoupt weights”, Complex Var. Elliptic Equ., 61(8), 1107-1115,
(2016)

[40] Butzer, P. L., Dyckhoff, H., G-orlich, E. and Stens, R. L., “Best trigonometric
approximation, fractional order derivates and Lipschitz classes”, Canad. J. Math.,

29(4), 781-793, (1977).

[41] Taberski, R., “Differences, moduli and derivates of fractional orders”,

Comment, Math. Prace Mat., 19(2), 389-400, (1976/77).

[42] Khabazi, M., “The mean convergence of trigonometric Fourier series in

weighted Orlicz classes”, Proc. A. Razmadze Math. Inst., 129, 65-76, (2002).

60



