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OZET

MODULER GRUP ELEMANLARININ KUTUP NOKTALARI VE
REZIDULERININ HESAPLANMASI

) Taner YARAL
Balikesir Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii,
Matematik Anabilim Dah
(Yiiksek Lisans Tezi/ Tez Danismam: Dog. Dr. Ozden KORUOGLU)

Bahkesir, 2011

Bu ¢alisma bes boliimden olugsmaktadir.

Calismanin ilk bolimii tezin gelisimini anlatan, tezin boliimlerinin tamtildig:
girig boliimiidiir.

Cahismanin ikinci boliimiinde, tezin diger boliimlerinde kullanmlacak,
tanimlar, metodlar, yontemler, teoremler verilmistir.

Calismanin tiglincti boliimiinde, modiiler grup sunusu ve siirekli kesirlerden
faydalanarak, modiiler grup elemanlarimn kutup noktalar1 hesaplanmigtir.

Dérdiincti boliimde ise modiiler grup elemanlarimin yine modiler grup
sunusundan yararlanarak rezidiilerinin bulunmas i¢in formiiller elde edilmistir.

Besinci boliimde ise g¢aliysmamizda elde edilen sonuglardan bahsedilmistir.
Ayrica bundan sonra yapilabilecek bazi ¢aligmalar i¢in agik problemler verilmigtir.

ANAHTAR SOZCUKLER: Modiiler grup, kutup noktasi, rezidii, parabolik
nokta, siirekli kesirler
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ABSTRACT

CALCULATION OF POLE POINTS AND RESIDUES OF MODULAR
GROUP ELEMENTS

Taner YARAL
Balikesir University, Institute of Science,
Department of Mathematics
(M. Sc. Thesis / Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Ozden KORUOGLU)

Balikesir, 2011

This thesis consists of five chapters.
In the first chapter the study is introduced.

In the second chapter, it is given that the definitions, theorems, examples and
methods which are used in the other chapters are briefly recalled.

In the third chapter of the study, pole points of modular group elements has
been calculated by using modular group presentation and continued fractions.

In the forth chapter, some formulas has been formulated for the finding
residues of modular group elements by using modular group presentation.

In the fifth chapter, the results obtained from the thesis are summarized and
some open problems for future studies are given.

KEY WORDS : Modular group, pole point, residue, parabolic point,
continued fractions
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1. GIRiS

Hecke gruplan literatire, E. Hecke’nin 1936 yilinda yaptigt “Uber die
Bestimmung Dirichleter Reichen durch ihre Funktionalgleichungen” isimli galigmasi

ile girmigtir. H(A) ile gosterilen Hecke gruplar, A sabit bir pozitif say: olmak iizere
T(z) = —% ve U(z)=z+ A

kesirli dogrusal doniisiimleri ile tretilir. Ayrica E. Hecke, H(A) Hecke gruplarinin

Fuchsian olmasi i¢in gerekli ve yeterli sartin A >2 veya A=A = 2cos§, (q=3

bir tamsay1) olmas: gerektigini géstermigtir [1]. H(A,) Hecke gruplarinda, q=3

degerine karsilik gelen H(A,) Hecke grubu daha ¢ok modiiler grup olarak

adlandinlir ve T" = PSL(Z, Z ) ile gosterilir. Modiiler grup

r={az+b :a,b,c,deZ,ad—bc=l}
cz+d

kesirli lineer doniigiimlerinin kiimesidir. Ayrica modiiler grup

I=(T,S:T*=8=1y=C,*C,
grup sunusuna sahiptir [2]. Burada S = T.U yani S(z) = ——IT déniiglimiidiir.
z+

Fuchsian gruplarin en énemlisi olan modiiler grubun incelenmesine ise 1820°
li yillarda Abel Gauss ve Jacobi’nin eliptik fonksiyonlan kesfetmesiyle baslanmigtir.
Bu grubun iist yan diizlemdeki hareketlerini ¢aligma istegi yaninda eliptik modiiler
fonksiyonlar (modiiler gruba gore degismez olan meremorf fonksiyonlar) kurami
adiyla gelisen caligmalarn ilerletebilmek arzusu modiiler grubun diger Fuchsian
gruplara gore daha fazla galigilmasina neden olmugtur. Modiiler grubun kendisinin
yam sira Snemli bazi alt gruplarn da (gesitli seviyelerden temel ve &zel denklik
altgruplar1) ¢aligmalarda kullanilmgtir. Meshur Fermat Teoreminin iddia edilen en
son ispatinda modiiler grubun temel denklik alt gruplart da kullamlmigtir. M.
Newman 1962 ve 1964 yillarinda yaptigt [3, 4] nolu makalelerde bu alt gruplarn

incelemis ve aralarindaki iligkiyi gostermistir. Bununla beraber M. Newman kuvvet



alt gruplarindan yararlanarak modiiler grubun serbest alt gruplari hakkinda da bilgiler
vermistir. Koruoglu ve Sahin [5] nolu kaynakta Modiiler grup ile Fibonacci sayilar
arasindaki iligkiyi vermistir. Ayrica [6] nolu kaynakta Koruoglu siirekli kesirler ve
modiiler grup elemanlarimin parabolik noktalari arasindaki iliskiyi, [7] nolu kaynakta
ise Tekcan, modiiler grubun kuadratik formlarla iligkisini vermistir. Ozgiir [8] nolu
kaynakta ise iki kare teoremi ile modiiler grup arasinda iligki kurmustur. Mushtaq ve
Hayat [9-10] nolu kaynaklarda Fibonacci, Pell ve Lucas sayilarinm modiiler grup ile
iligkisini aragtirmiglardur.

Modiiler grup yukarida da goriildiigii iizere grup teori, hiperbolik geometri,
fonksiyonlar teorisi, otomorf fonksiyonlar, sayilar teorisi ve Riemann yiizeyleri ile
¢ok yakin bir iligki igindedir. Bu ¢aliymada, modiiler grubun sayilar teorisi ve
fonksiyonlar teorisi ile iliskileri iizerinde durulacaktir.

Modiler grubun elemanlan f(z)=%+2

seklinde dogrusal kesirli
cz+

doniistimlerdir ve bu déniisiimler ¢ 0 i¢in basit kutba sahiptirler. Modiiler grubun
elemanlar1 bu sekilde verildiginde kutup noktalarim hesaplamak oldukga kolaydir ve

Z, =-fcl- dir. Aynca f(2) =§% seklindeki fonksiyonun rezidiisii de

lim([(z - z,) f(2)] = a_, ile bulunur [11,12]. Ornegin modiiler grup sunusundan alman

W(T,S8)=TSTS’TS* TS*TSTSTSTS*TSTSTSTSTSTSTS?

kelimesini  f(z) =222
cz+d

seklinde yazmak uzun bir iglemdir. Calismamizda bu

sekildeki dogrusal kesirli dniistimii bulmak yerine, bu kelime
W(T,S)=(TS)(TS*)*(TS)* (TS*)' (TS)*(TS?)!
seklinde bloklar yardimiyla yazihip, siirekli kesirleri de kullanarak kutup noktas:

hesaplanmigtir. Ayrica bu blok yazillmindan faydalanarak zZ, =_9’_ noktasindaki
c

rezidiisii igin bir formiil elde edilmistir. Sonug olarak grup teoride 6nemli yeri olan
grup sunuslan ile Analiz ve Fonksiyonlar teorisinin kutup noktas: ve rezidii konulari

arasinda bir iligki verilmistir.

Bu ¢alismada yapilanlan, boliimlere ayirarak kisaca tanitalim.



Calismamn ilk boliimii tezin geligimini anlatan, tezin béliimlerinin tanitildig:

giris bélimiidiir.

Caligmanin ikinci boliimiinde, tezin diger bélimlerinde kullanilacak,

tamimlar, metodlar, yontemler, teoremler verilmistir.

Caligmamin {i¢lincti boliimiinde, modiiler grup sunusu ve siirekli kesirlerden

faydalanarak modiiler grup elemanlarinin kutup noktalar: hesaplanmstir.

Dérdiincii béliimde ise modiiler gruptaki elemanlarimin yine grup sunusundan

faydalanarak rezidiilerinin bulunmasi igin formiiller elde edilmistir.

Besinci boliimde ise ¢aligmamizda elde edilen sonuglardan bahsedilmistir.

Ayrica bundan sonra yapilabilecek bazi galigmalar i¢in agik problemler verilmistir.



2. ON BILGILER

Bu bolimde, tezin diger bélimlerinde kullamlacak tamimlar, metotlar,

yontemler ve de teoremler verilmistir.
2.1 Mébiiis Déniisiimleri

Calishfimiz Modiiler grup elemanlan birer mébitis déniistimiidiir. Bu alt
bdlimde, bu doniisiimleri taniyip, bu déniisiimler ile 2x2 matrisler arasindaki

iligkileri verecegiz. C_ =CuU {} olmak iizere su tanimi verelim:

2.1.1 Tanmm: f: C_— C_ birebir, drten ve meromorf fonksiyonlara C_

kiimesinin bir ofomorfizmi denir [11]. O

C., kiimesinin tiim otomorfizmlerinin kiimesi Aut(C ) ile gosterilir. Yani,
Aut(C ,)={ f|f: C, - C_ birebir, érten, meromorf fonksiyon }

seklindedir.

2.1.2 Teorem: C_ kiimesinin, tiim otomorfizmlerinin kiimesi asagidaki
gibidir:

Aut(C _)={ V(z) : V(2)= az_+2 ; a,b,c,deC, ad-bc= 0 } [11].0
cz+

2.1.2 Teoremde dikkat edilirse ad-bc# 0 verilmigtir. Eger ad-bc=0 olsa, V(z)

sabit fonksiyon olur ve birebirlik sarti bozulur.

az+b
cz+d

2.1.3 Tamm: V(z)= (a,b,c,de C, ad-bc# 0) bigimindeki doniisiimlere,

mébiiis dondisiimleri (kesirli dogrusal déniistim) denir [11].0



2.1.4 Teorem: Mobiiis doniisiimleri, fonksiyonlarin bileske iglemine gére bir

gruptur [11].0

2.1.3 Tanimdaki ad-bc degerine V(z) doniisiimiiniin determinant: denir ve A
ile gosterilir. Mobiiis doniigiimleri igin verilen A=ad-bc# 0 kosulu yerine A=ad-

be=1 kullamlabilir. Ciinkii pay ve payda + JA ile boliiniirse, A=1 sonucu bulunur.

Matrislerde ¢arpma islemi yapmak, fonksiyonlarin bileske islemine gore daha

kolaydir. Bunun i¢in, mébiiis doéniigiimleri ile matrisler arasinda birebir iliskiyi

inceleyelim. Bu iligki, V(z)= az+b
cz+d

b
yerine (a d) matrisini kullanmak olacaktir.
c

Bunun i¢in bazi teoremler verelim.

b
2.1.5 Tanim: (a d] biciminde ab,c,deC, A=ad-bc#0 kosullarim
c

saglayan 2x2 matrislerin kiimesine C’de genel lineer grup denir ve GL(2, C) ile

gosterilir. O

2.1.6 Teorem: 6:GL(2, C)— Aut(C_)
a b az+b

>
c d cz+d

seklinde tamimlanan déniigiim bir epimorfizmdir [11].0

a b
Dikkat edilirse 2.1.6 Teoremdeki doniisiim birebir degildir. Ciinkii [ dj
c

matrisi dontislimiiniin  yaminda, bu doéniislimiin, k katina da gidebilir.

cz+d
Dolayisiyla birebirlik yoktur. 6 doniisiimiiniin g¢ekirdegini K ile gosterelim
(K=¢ek0). Gerekli islemler yapilirsa ¢ek® kiimesinin A € C\{0} kosulu altinda

A0
(0 )\J bicimindeki matrislerden olugtugu goriiliir. Bu elemanlari



B

olarak da ifade edebiliriz. Birinci izomorfizma teoreminden asapidaki teoremi

verebiliriz.
2.1.7 Teorem: GL(2, C)/K = Aut(C_)[11].0

GL(2, C))K bolim grubu igin PGL(2, C) simgesi kullanilir ve bu grup
projektif lineer grup olarak isimlendirilir. PGL(2, C) nin elemanlari, A=ad-bc# 0

kosulunu saglar ve de bu matrislerin k kat1 da ayn1 doniigiimii belirler.
Simdi GL(2, C) kiimesinden C\{0} kiimesine §6yle bir déniigiim tanimlayahm:

det: GL(2, C)—> C\{0}
doniisiimiiniin M, N € GL(2, C) olmak iizere det(M.N)=det(M).det(N) 6zelliginden
homomorfizmadir. Ustelik 6rten oldugundan bir epimorfizmdir. Bu epimorfizmin
¢ekirdegi SL(2, C) ile gosterecegimiz, determinant: 1 olan matrislerdir. SL(2, C)
kiimesine ozel lineer grup denir. Yine birinci izomorfizma teoreminden asagidaki

teoremleri verebiliriz.
2.1.8 Teorem: GL(2, C)/ SL(2, C) = C\{0} [11].0
2.1.9 Teorem: Aut(C )= PGL(2, C)=PSL(2, C) [11].0

Bu caligmada 6zel bir Hecke grubu olan modiiler grup ile ¢alishgimiz igin,
simdiki béliimde kisaca Hecke gruplarim tamitalim.



2.2 Hecke Gruplan

Erich Hecke, 1936 yilinda “Uber die Bestimmung Dirichleter Reichen durch
ihre Funktionalgleichungen” adli ¢alismasinda Hecke gruplarim agagidaki gibi

tanimlamastir.

2.2.1 Tamim: A sabit bir pozitif say1 olmak tizere ,
T(z) = 1 ve U(z)=z+A
z

kesirli dogrusal doniistimleri ile iiretilen gruplara Hecke gruplar: denir ve H(1) ile

gosterilir. [J

Tanimlanan T(z) ve U(z) doniigimleri yardimiyla S=T.U alinirsa

1

S

elde edilir.

2.2.2 Teorem: A > 2 veya q >3 bir tamsay1 olmak {izere,

X=kq=2cosz,1SX<2
q

ise H(A) grubunun bir temel bolgesi,

>1},

F, ={zeU:|Rez|<%,z

ktimesidir [1-2]. O

Ayrica E. Hecke diger A>0 degerleri i¢in F, kiimesinin bir temel bolge

olmadigim da gostermistir. A=A, veya A 2>2 olmasi durumunda H(A) grubunun
sonlu iiretegli bir grup oldugu goriiliir. Ayrica H(A) grubu, PSL(2, R) nin aynk bir
alt grubu oldugundan H(A) grubu Fuchsian bir grup olur. (Aynk gruplar ve
Fuchsian gruplar i¢in ayrintil: bilgiler [13], [14] nolu kaynaklarda bulunabilir.



2.2.3 Teorem: H(A) Hecke gruplarmin Fuchsian olmasi igin gerekli ve

yeterli kosul A>2 veya A=X, =2coslt—, (q=3 bir tamsay1l) olmasidir [1].00
q

T
A=A, = 20055, 1<A <2, durumuna karsilik gelen Hecke gruplart H(A )

ile gosterilir. Bazi H(A,) Hecke gruplant ve bunlarin normal alt gruplan [2] de
calisilmistir. A >2 degerleriyle elde edilen Hecke gruplan igin H(A) gosterimi

kullanilir. Bu gruplarin sunuglar ile ilgili iki teorem agagidadir.

2.2.4 Teorem: H(A q) Hecke grubunun sunusu,

H(A)=<T,S| T*=8'=1>=C, *C, 2.0
seklinde, 2 mertebeli devirli grup ile q mertebeli devirli grubun serbest garpimidir
[2].0

2.2.5 Teorem: EgerA > 2 ise bu grubun sunusu,
H(A)=<T,S|T>=8"=I>=C, *C, (2.2)
bi¢ciminde, 2 mertebeli devirli grup ve sonsuz mertebeli devirli grubun serbest

carpimdir [15]. O
2.3 Modiiler Grup

Bu bélimde ¢g=3 i¢in elde edilen modiler grubu biraz ayrintih olarak

inceleyecegiz.

az +2 :a,b,c,deZ,ad —bc= 1} kesirli lineer

23.1 Tanm: I'= {f(z) =
cz+

doniisiimler kiimesine modiiler grup denir. Modiiler grup I' = PSL(2,Z) sembolleri

ile gosterilir. O

2.3.2 Teorem: Modiiler grubun sunusu
T(z)=-1/z ve S(z2)=-1/(z+1)

olmak iizere iki kesirli doniigiim tarafindan iiretilir ve grup sunusu da



L=(T,S:T*=8=1)=C, *C, (2.3)
seklindedir. Kolayca gériilebilecegi gibi 2 mertebeli devirli grup ile 3 mertebeli
devirli grubun serbest garpimidir [2].

I'= PSL(2,Z) grubunun herhangi bir f(z) elemam (2.3) grup sunugundan
asagida goriildiigii gibi T ve S iiretegleri sayesinde elde edilir. Burada r, sayist 0,1

yada2 (0<i<n)seklindedir.

zr 2 = SPTS"T..S™ =W(T, S) 2.4)

f(@)=

cz+
Modiiler grup elemanlarinin kutup noktalarini elde etmek i¢in agagidaki tanimdaki
iki déniigtimiin 6nemi biiyiiktiir.

2.3.3 Tamim: TS:z>z+1, TSZ:z—>—Z—1
Z+

dontistimlerine bloklar denir [6]. O

2.3.4 Teorem: m ve n pozitif tamsay1 olmak iizere asagidaki esitlikleri elde

ederiz

TS :z—>z+m, TS*):z—>

nz+1’

Ispat: Bileske isleminden kolayca ispatlanir. (J

$imdi de I' = PSL(2,Z) grubundaki elemanlarin (2.3) gosteriminden farkli
olarak herhangi indirgenmis kelimenin blok formunda nasil yazilabilecegini
gosterelim. Indirgenmis bir kelime W (T, S) olsun. Omnegin,
W(T,S)=TSTS*TS*TS*TSTSTSTS*TSTSTS

bir kelimedir ama bu kelimenin yazihis1 gok kullamsh degildir.

Bu kelime (2.3.3) Tammda verilen bloklar yardimiyla
W(T,S)=(TSNTS*)’(TS)*(TS*}(TS)*

seklinde yazilir.



2.3.5 Teorem: (2.4) deki bir kelime, bloklar kullamlarak i=0,1,2 ve j=0,1

olmak {izere
W(T,S)=S"(TS)™ (TS*Y"*...(TS)™ (TS*)™ T’
seklinde yazlabilir. Bloklarin sleri pozitif tamsayilardir fakat m, ve n, sifir

olabilirler.

Ispat: Modiiler grubun (2.3) de yer alan sunusundan kolayca gériiliir. O
2.4 Grup Sunuslari

2.4.1 Tamm: X bir kiime (iireteg sembollerinin kiimesi) ve X kiimesi

lizerinde devirsel indirgenmis kelimelerden olusan R” (bagint1 kelimelerinin kiimesi)

olsun. Bu durumda,
P=<X|R"> (2.5)
ikilisine bir grup sunusu denir. X ve R" kiimelerinin her ikisi de sonlu ise P

sunusunun sonlu oldugunu séyleriz [16]. O

(i) C, Devirli Gruplar:: C,_ devirli grup sunuslar,
C, = <oc la® = I>

seklindedir.

(i) D, Dihedral Gruplari: D, Dihedral gruplarinin sunuslar,
D, =(a,B|a’ =B = (o)" =1)

veya

D, =(a, Bl a’ =p" = (@)’ =1)

veya

D, =(a, Bl a’ =B’ = (@p)’ =1)

10



seklindedir ve | D, | = 2n dir.

(iii) Simetrik ve Alterne Gruplar: n elemanli bir kiimenin biitiin
permiitasyonlarinin kiimesi, fonksiyonlarin bileske islemine gére bir grup olusturur.
Bu gruba simetrik grup denir ve S, ile gosterilir. Cift permiitasyonlarin kiimesi de
bu grubun bir alt grubunu olusturur. Bu gruba alferne grup denir ve A_ ile

gosterilir. |S, |=n! ve |A | =n!/2 dir. O
2.5 Carpim Gruplan

2.5.1 Direkt Carpim Grubu

A ve B iki grup olmak iizere direkt ¢arpim G=AxB ile gosterilir. Sonug
olarak kartezyen ¢arpimdan dolay:

Gl =[Al| B]

dir. Bu grupla ilgili ayrintih bilgilere [16,17] numaral: kaynaklardan bakilabilir. Biz

direkt ¢arpimin grup sunusunu verelim.

2.5.1.1 Teorem: A ve B gruplan sirasiyla
P, =<X|R, > ve P, =<Y|R," >

sunuslariyla verilsin. Bu iki grubun direkt ¢arpim grubu olan G nin sunusu

P, =<X,Y|R,",R,",R" > (2.6)

seklinde tammlamr. Burada R” = {xyx'y™ :x € X,y € Y} dir [16]. O
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2.5.2 Serbest Carpim Grubu

A ve B herhangi iki grup olmak iizere bu iki grubun serbest ¢arpim grubunun

sunugu asagidaki gibi tanimlanmugtir.

2.5.2.1 Teorem: A ve B gruplarn sirasiyla
P, =<X|R," > ve P, =<Y|R," >

sunuslarina sahip olsun. Bu durumda A ve B gruplarmin serbest ¢arpimi olan

G=A*B grubunun sunusu,
P, =<X,Y|R,",R, > Q2.7

seklinde tanimlanir [16]. O

2.6 Siirekli Kesirler

Stirekli kesirlerle ilgili baz1 tamm ve teoremler, bu boliimde verilmigtir.

Stirekli kesirlerle ilgili ayrintih bilgiler [18, 19] nolu kaynaklarda bulunabilir.

2.6.1 Tamim: x reel sayisi i¢in,

a,+
ay +...

esitlifine x sayisinin, surekli kesri denir. Burada a,a,,... ile by, b,,... sayilan birer

tamsayidirlar. O

Caligmalarda daha gok kullanilan basit siirekli kesiri tamimlayalim. Cogu

kaynakta basit stirekli kesir yerine stirekli kesir tanimi kullanilmaktadir.
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2.6.2 Tanim : x reel sayisimn,

1

X=a,+
a, +
a,+

as +...

esitine x’ in basit sirekli kesri denir. O
Bu esitlikte a, bir tamsay1 (x sayisiun tam degeri), a,,a,,... sayilan ise birer

pozitif tamsayidir. Bu siirekli kesir

x=[ay;a,,a,,...] 2.8)
sembolii ile de gosterilir.
Ayrica
) _ 1
fa,;a,,a,,...]=a, + ]
a, +
a, +
a; +
sonsuz surekli kesirdir ve
) _ 1
[a;a;,8,,...,a,]=a, + 1
a, + 1
a, +..+—
a

n

sonlu stirekli kesirdir. Bu sonlu ve sonsuz kesirlerle ilgili asagidaki teoremi verelim.

2.6.3 Teorem: Bir x sayisi rasyoneldir ancak ve ancak sonlu siirekli kesire

sahiptir [18].0

Asagida rasyonel ve rasyonel olmayan bazi sayilarm siirekli kesirleri

verilmistir.
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2.6.4 Ornek:

Zl: i=1+%—1+ ! =1+ 11 =1+ 11
13 13 — 1+= 1+— I+——
8 3
= 1+=
5 5
=1+ : =1+ ! =1+ ! =1+ l
1 1 1 1
1+ —— 1 1+ 1+
1 1 1 1
1+— I+——F 1+ 1+
5 2 1 1
- 1+= 1+§ 1+—1
3 3 3 141
2 2
. 21 .
olarak bulunur. Yani B =[1;1,1,1,1,2] dir. O
2.6.5 Ornek:
—§=—3+l=—3+%=—3+ 13=—3+ 11 =—3+;l
31 31 =\ 442 44 4r—r
7 7 7 s.1
3 3

O halde —% =[-3; 4, 2, 3] olur. O

2.6.6 Ornek: Siirekli kesir gésterimi [2; 2, 1, 1, 3] olan say1y: bulalim.

2+_1__.:ﬁ
1 18

olarak hesaplanir. O
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2.6.7 Ornek : /3 sayisinin siirekli kesrini bulalim.

1 1 1 1
'\/§=1+ \/3—1 =1+ =1+ =1+ =14 —
( ) V3 +1 J3 -1 1 1
1+ I+ —— 1+
2 2 2 V3+1
V31
=1+ ! =1+ 1 =1+ 1
P T S S
2++/3-1 1 1
2+ 2+
_1_ \/?—>+l
\/5—1 2

=.=[1;1,2,1,2,..]
Dikkat edilirse 1, 2 sayilar1 siirekli olarak devretmektedir. Bu tiir 6zel stirekli

kesirlere periyodik siirekli kesirler denir. O

2.6.8 Ornek: Altin oranin siirekli kesrini bulalim.

[1+2\/—5- } =1 oldugu dikkate alinirsa,
1+‘/§=1+\/§—1=1+ LR S
2 2 2 1++/5 e
—_— +—
J5-1 2 1+

=.=[1;1,1,1,..]=[1; 1]
olarak hesaplanir. 0

2.7 Kutup Noktalar: ve Rezidiiler

Bu bélimde, kutup noktasi ve rezidii kavramlariyla ilgili temel bilgiler

verilmigtir. Ayrintili bilgilere [11], [12] kaynaklarindan ulasilabilir.
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2.7.1 Tanmm: S, C nin herhangi bir alt kiimesi olsun. Her ze S 6gesine belli

bir f(z) e C 6gesi karsilik getiren kurala S den C ye bir karmagik fonksiyon denir
[12].O

2.7.2 Tamm: Bir f karmagik fonksiyonu bir 2z, noktasimn bir D(z,,J)
komsulugundaki biitiin noktalarda diferansiyellenebiliyorsa f, z, da analitiktir, denir

[12]. O

2.7.3 Tamm: Bir w= f(z) fonksiyonu z, noktasinin bir D(z,,r)—{z,}
delinmis komsulugunda analitik fakat z, da analitik degilse f, z, da bir ayrik aykin
(singular) noktaya sahiptir denir. Eger w=f(z) bir D={zeC||z|>r}kimesi

tizerinde analitik, fakat g(z)=f(1/z), z=0 da ayrik aykirihiga sahipse f nin z = da bir
ayrik aykirilig: vardir denir [12]. O

2.7.4 Tanmm: f(z)= Z [an (z—2z, )"] serisine f nin z, komsulugundaki

n=—co

Laurent serisi denir [12]. O

2.7.5 UYARI: Cok kez f nin Laurent a¢ilimu,

a—n

(z—-2)"

f@=)a,(z-2)"+},
0 1
seklinde yazilir [12]. O
2.7.6 Tammm: Eger fnin Laurent agiliminda a_, katsayilarindan sonlu tanesi
harig¢ digerlerinin tiimi sifira esitse z,, f nin bir kutup (pol) noktasidir denir. Eger k,

a_, #0 ozelligindeki en biiyiik say1 ise z,, f nin k. kerteden kutup noktasidir denir.

Ozel olarak k=1 ise, z, fnin basit kutbudur denir [12]. O

2.7.7 Tanim: Laurent agilimindaki a_, katsayisina f nin z, daki kalintis:

(rezidiisu) denir [12]. 0
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2.7.8 Teorem: f, z, € B deki ayrik aykirihg: harig bir B bolgesinde analitik

olsun. z, in f nin basit kutbu olmasi igin gerekli ve yeterli kosul lim[(z - z,) f(2)]

var ve # 0 olmasidir. Ustelik bu limit fnin z, daki kalmtisma esittir. Yani

lim{(z—2,)f ()] =4, dir [12]

Ispat: (=) Eger z,, fnin bir basit kutbu ise,

a_, a,

+3 (@, (z-2)) =3 4 h(z)

z~z,

f(2)=

z—z,
olur. Burada h fonksiyonu z, da analitiktir ve a_, # 0 dir. O halde
lim[(z-z,)) f(2)]=lima_, +lim(z-z))h(z)=a_,#0

olur.

(<) :lim[(z-z,) f(2)] var ve # 0 olsun. O halde

imf(z~2,)" f()] = lim(z - 2,)(z - 2,) (2) =0
olur. Béylece goriilityor ki z,, fi¢in kertesi <1 olan bir kutup ya da kaldirilabilir bir

aykir1 noktadir. O halde

a a

Ly 3 (@,(z-2)") =2+ h(z)
ZO 0

zZ—2z,

f(2)=

Z —
yazilabilir. Burada h analitik bir fonksiyondur. a_, ise sifir olabilir veya olmayabilir.
Boylece lm[(z-z,)f(z)]=lim [a_1 +(z~- zo)h(z)] =a,

Yani z, f nin basit kutbudur. O

Simdi kutup noktalarn ile ilgili 6rnekler verelim.

2.7.9 Ornek:
3245 oo
f(2)= 5 déniistimiintin kutup noktasini bulunuz.
Z po—
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Coziim:
2z - 8 = 0 oldugundan z = 4 kutup noktasidir ve k = 1 oldugu i¢in basit
kutuptur. 0

2.7.10 Ornek:

f(2)= SZ—+12 doniisiimiiniin kutup noktasini bulunuz.

(2z +6)

Coziim:
2z + 6 = 0 oldugunda z = -3 kutup noktasi olur ve k = 2 oldugundan 2.
kerteden kutup noktasidir. [J

2.7.11 Ornek:

f(2) =3z +8 do6niisiimiiniin kutup noktasim bulunuz.

Coziim:
3z+8

f@B=—

yazilabileceginden kutup noktas: yoktur. O
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3. MODULER GRUP ELEMANLARININ KUTUP NOKTALARI

Bu bolimde, modiller grup sunusundan elde edilen modiiler grup
elemanlanmin, kutup noktalarmin siirekli kesirler yardimiyla bulunmasim

—-dz+b
cz—a

inceleyecegiz. f(z)= az +b
cz

eT" doniigiiminiin kutup noktas;, f7(z) = el

donlistimiiniin parabolik noktasidir. Koruoglu [6] nolu kaynakta, Modiiler ve
genisletilmis modiiler grubun parabolik noktalarimi siirekli kesirler yardimyla elde
etmigtir. Bu béliimdeki sonuglar, parabolik noktalar ve kutup noktalar1 arasindaki
yukaridaki iligki ve de [6] nolu kaynak kullamlarak elde edilmistir.

3.1 Tanmmm: Modiiler grup elemanlar1 altinda, « noktasmin goriintiilerine
parabolik noktalar denir [15]. O

Modiiler grubun, parabolik noktalarinin kiimesinin QU {o} oldugu agiktir.

Kutup noktasinn tanimim 2.7.6 Tanimda vermistik. Modiiler grubun

f (@)=

az+b €I (¢ #0) elemanlarinin kutup noktalar1 payday: sifir yapan z, = 4
cz+ ¢

degerleridir. Dikkat edilirse _4 degeri f'(z) nin parabolik noktasidir. Bu sebeple
c

/7'(2) nin parabolik noktas1 bulundugunda aym zamanda f(z) doniigiimiiniin kutup

noktasini da elde etmis oluruz.

f(2)=

e +2 eI doniistimiinde 6zel olarak ¢ = 0 ise bu déniisiimiin kutup
cz+

noktasinin olmadig kolayca goriiliir.

I' modiiler grubun (2.3) sunusundan faydalanarak elde edilen elemanlar
tekrar hatirlayalim. I' min elemanlar1 T ve S terimleri kullamlarak iiretilir. 7, sayisi
0,1 yada2 (0 <i<n) olmak iizere

Wb _ shrshT. S* = W(T,S) G.1)
cz+d

f@=
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yazilabilir. Modiiler grubun parabolik noktalarini dolayisiyla kutup noktalarim elde

etmek i¢in asagidaki doniisiimlere ihtiyacimiz vardir.

TS:z—>z+1, TS :z—>——
z+1

Bu doniisiimlere bloklar dendigini 2.3.3 Tanimdan biliyoruz.

2.3.5 Teorem ile (2.4) deki bir kelime, bloklar kullamlarak i=0,1,2 ve j=0,1
olmak tizere
W(T,8)=S"(TS)™ (TS*)"...TS)™ (TS*)* T’
seklinde yazilabilecegini 2.3.5 Teoremde sdylemistik. Bloklarin tsleri pozitif

tamsayilardir fakat m, ve n, sifir olabilirler.

Ornek olarak ' modiiler grubunun
W(T,S)=TSTS*TS*TS*TSTSTSTS*TSTSTS
kelimesini inceleyelim. Bu kelimenin parabolik noktalarim bulmak pekte kolay
degildir. Bu kelime bloklar yardimiyla
W(T,S) =(TS)TS?*)’(TS)’ (TS*TS)’
seklinde yazilir. [6] nolu kaynaktan da goriilecedi tizere siirekli kesirler yardimiyla

bu kelimenin parabolik noktalari kolaylikla bulunabilir.

Asagida verecegimiz dort teorem ile (3.1) ile verilen kelimelerin parabolik
noktalarim hesaplamaya galigacagiz. Béylece ters fonksiyonun parabolik noktasi esas
fonksiyonumuzun kutup noktasi olacagindan bu dort teorem ile siirekli kesirler
yardimiyla kutup noktalarini da hesaplamig oluruz. Bu teoremlerin ispatlar [6] nolu
kaynakta da yer almaktadir.

Bu dort teorem ve ispatlarinda, siirekli kesirlerin (2.8) de verilen g6sterimi
kullamlacaktir. Kelimelerin genel gosterimlerini dort duruma gore ayr ayn
inceleyecegiz. Bu incelemeyi baglangig ve bitis bloklarinin dort farkli durumuna gére

yapacagiz.
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3.2 Teorem: I i¢inde verilen bir kelime TS ile baslayip T'S* ile bitiyorsa,
yani kelimemiz
W(T,S8)=S"(TS)™ (TS*)™...(TS)™ (TS*Y* T’

seklinde ise parabolik noktamiz,

Durumlar Parabolik noktalar
i=0,3=0 [mo;no,ml,nl,...,mk,nk]
i=0,j=1 [mo; 19, my,10,...m, |
i=1,j=0 - !

[mo;no,ml,nl,...,mk,nk]ﬂ

1

i=1,j=1 -

[my3 1, 1,11,y | +1
. . 1
1=2,j=0 -1-

[my; 9,1y, ]

i=2,j=1 -1- !

[my;n,my,my,...,m, ]
Ispat: i=0vej=0 ise kelimenin formu ;

(TS)"™ (TS*)™...(TS)™ (TS*)*
seklinde olur. Tiimevarimla ispatlayacagiz.

(TS)™ (TS)™ () =[my;m; |
oldugu agiktir.

(TSY™ (TS*)1..(TS)™ (TS*)™ () = [ml;nl,...,mk,nk] =K

oldugunu kabul edelim. 2.3.4 Teoremden,

1
(TS)™(ITS*Y* (K) = m, +——1=[mo;no,ml,n1,...,mk,nk]

bulunur. Béylece i = 0, j = 0 i¢in ispat biter.
1=0vej=1 ise kelimenin formu;
(TS)™ (TS*)"..(TS)™ (TS*)*T
seklindedir. T(0)=0,(TS*)*(0)=0 ve (IS)™(0)=m, oldugu agiktir. Diger

adimlar yukaridaki ispat gibi kolayhikla gosterilir.
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Boylece
(TS)™ (TS*)"..(TS)™ (TS*)* (m,) = [my;ng,my,m,...om, ]
olur ki bu bize i = 0, j = 0 durumu i¢in parabolik noktay1 verir.

W(T,S)=S8"(TS)™ (ITS*)*..(TS)™ (TS*)*T’/ genel durumundaki 0<i<2 ve
0<j<1 degerleri i¢in T(0)=0, S(z)=-1/(z+1) ile S*(z)=-1-1/z esitlikleri
kullanilarak istenen sonuglar elde edilir. Bu yiizden kalan {i¢ teorem ve ispatlarinda
sadece i =0, j =0 durumlarim inceleyecegiz. 0<i<2 ve 0< j <1 olmak lizere tiim

W(T,S) kelimeleri i¢in yukaridaki ana esitlikler kullanilarak, stirekli kesirler
yardimiyla parabolik noktalar1 kolaylikla bulunabilir. O

3.3 Teorem: Eger kelime TS ile baglayip 7S ile bitiyorsa kelimenin formu
W(T,S)=S"(TS)™(TS*)™...TS)™ (TS*)" (TS)™ T’
seklindedir. Burada i=0,j=0i¢in
W*(T,S) =(TS)™ (TS*)™...TS)™ (TS*)™ (TS)™
kelimesi i¢in parabolik noktalar
[mo;no,ml,nl,...,mk,nk]
formundadir.

Ispat: 3.2 Teoremde oldugu gibi ispatlanr. O

3.4 Teorem: Eger kelime (7S?) ile baglayip (7'S?) ile bitiyorsa kelimenin
formu
W(T,S) =S (TS*)™(TSY™...(TS*)™ (TS)™ (TS*)"~ T’
seklindedir. Burada dai=0, j =0 i¢in
W*(T,S) = (TS*)™(TS)™...(TS*)™ (TS)™ (TS*)™
kelimesinin parabolik noktas1

1

[mo;noa”lpnp-"’mkank’mkﬂ]

formundadir.

Ispat: Kelimenin formu
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W*(T,8)=(TS*)™ (TS)"...(TS*>)™ (TS)™ (ITS*)™

olsun. (T'S?)™ (c0) = bulunur. Ispat i¢in yine tiimevarima basvuracagiz.

mk+1

TSH™ (TS)* () 1

M - [mk;nk’mkﬂ]

oldugu agiktir.

m, n m n l 1
(TS?) W(TS)"..(TS?) “(TS)™ ( )= :
m [’nl’nl""’mk’nk’mkﬂ]

oldugunu kabul edelim. Son olarak bu sonucu (75)™ (7'S)™ da yerine yazarsak

1

(TS*)™ (TS)™..(TS*)™ (TS)™ (TS?)"™ (o0) = .
[mO’nO”nl’nl""’mk’nk’mk+1]

elde ederiz. O

3.5 Teorem: Kelimemiz TS” ile baslayip TS ile bitiyorsa kelimenin formu
W(T,S)=S"(TS*)™ (TS)"...(TS*)™ (TS)* T’
seklinde olur. Bu yiizden i = 0, j = 0 kosuluyla elde edilen kelime
W*(T,S8)=(TS*)™ (TS)™...(TS*)™ (TS)™
seklindedir ve parabolik noktalarda

1
[0 70,7, ]

formundadir.

Ispat: 3.2 Teoremdeki yontemle benzer sekilde ispatlanir. [J

Simdi yukarnda verilen teoremlerle ilgili 6rnekler verelim.

3.6 Ornek: f(z) =STS*TST eI olmak iizere bu elemanin kutup noktasim

hesaplayiniz.
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Coziim:

T(z)=-1/z ve S(z)=-1/(z+1) oldugunu biliyoruz. Fonksiyonlarda bileske

iglemini kullanarak f(z)=STS*TST = —322 +1

esitligini elde ederiz. Bu esitlikten

kutup noktasinin z =% oldugu kolaylikla goriilmektedir. Simdi bu noktay1 yukarda

verilen teoremler yardimiyla hesaplayalim. Dikkat edilirse

£(2)=222FL i1 kutup noktas: £ (z) = 22F) i parabolik noktasidir. O halde f
3z-2 3z+2
fonksiyonunun tersi

f7(2) =TS*TSTS? = (TS*X(TS)(TS?)
seklinde yazildiginda fonksiyonun parabolik noktasi siirekli kesirler yardimiyla
kolayca hesaplanabilir. 3.4 Teoremden
F71(2) =(TS*)™(TS)* (TS*)™ fonksiyonunda m, =1,n, =1 ve m, =1 esitlikleri
alinirsa
1 1

[mysmesm] {, 1 3
1+1

elde edilir. O

3.7 Ornek: S’TSTS’T fonksiyonunun kutup noktasin hesaplayiniz.

Coziim:
-2z+3

Z_

Bileske isleminden f(z)=S*TSTS’T =

déniisiimiinii elde ederiz.

Buradan kutup noktasinin z = 2 oldugu agiktir.
F7(2) = (TS)NTS*XTS) oldugundan 3.3 Teoremden [1;1] siirekli kesrinden 2 sonucu
elde edilir. O
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4. MODULER GRUP ELEMANLARININ REZIDULERI

4Z+b . 40) elemanlan basit kutba sahiptir. 2.7.7
cz+d

Teoremde basit kutba sahip fonksiyonlarin rezidiilerinin, limit yardimiyla nasil

Modiiler grubun f(z)=

bulundugunu vermistik. Bu boliimde, modiiler grup elemanlarimin rezidiileri, bu
yoldan farkli olarak, modiiler grup sunusu kullanilarak elde edilmistir.

Simdi verecegimiz teorem, modiiler gruptaki  f(z)= i +2
cz+

(c#0)

elemanlarinin rezidiilerinin ¢ katsayis1 yardimiyla hesaplanabilecegi ile ilgilidir.

az+b
cz+d

4.1 Teorem: f(z)= (¢ #0) seklindeki modiiler grup elemanlarinin

] 1 ..
rezidiisii - dir.
c

Ispat: Teoremde verilen f(z) doniisiimii icin rezidii lim{(z-2z2,)f(2)]=a,
oldugundan simdi bu limiti modiiler grup elemanlarina uygulayalim. Burada

Zy = 4 noktasimn basit kutup noktasidir.

C
d
a-H+p
im (o + 2 222 iz + )= i€ —]
7> c cz+ 7> c C(Z+—) 7= c
C
bc—ad
1
— C —
R s e

4.2 Sonug: f(z) doniisimiiniin rezidiisti ile f'(z) doniisiimiiniin rezidiisii

aymdir.
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az+b
cz+d

Ispat: f(2)= ve f(2)=

—dz+b oldugundan ve 4.1 Teoremden
cz—a

aciktir. [

O halde modiiler grup elemanlarindan basit kutba sahip olanlarin rezidiilerini
bulurken c katsayisini bulmak yeterlidir. Ancak kelime seklinde verilen bir elemanin
rezidiistini bu yolla bulmak her zaman ¢okta kolay degildir. Simdi de kelime
seklinde verilen modiiler grup elemanlarinin blok yazilislarindaki tislerini kullanarak

rezidiiyl bulmaya yarayan teoremler i¢in on bilgileri verelim.

Modiiler grup elemanlarini, asagida verecegimiz teoremler i¢in, genel olarak
SH(TS)Y" (TS*Y™ ..(TS)" (TS*)™ (TS)" (TS*)" T’ 4.1
seklinde gosterecegiz. Burada n, ve m, sifir olabilir. Bu gosterimde i =0, 1, 2 ve
j =0, 1 seklindedir.
Oncelikle i = 0, j = 0 durumunu inceleyelim. Bu durumda (4.1) deki

kelimemiz
W(T,S)=(TSYy* (TS*)™..(TS)" (TS*)™ (TS)" (ITS*)™ (4.2)
seklinde olacaktir. (4.2) deki baglangi¢ ve bitig bloklarina gore dort durum vardir.

Rezidiiyii hesaplamak igin bulacagimiz ¢ katsayisi igin 6ncelikle bir yardime: teorem

verelim.

4.3 Yardimc: Teorem: (4.2) ile verilen kelimenin ¢ katsayisini hesaplarken

bagtaki ve sondaki 7'S bloklarinin bir 6nemi yoktur.
Ispat: (TS)* =z+n, ve (TS)" =z+n, olduundan agiktir. O

Bu yardimci teoremden sonra (4.2) deki kelimenin ¢ katsayis: i¢in su teoremi

verebiliriz.
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az+b

4.4 Teorem: W (T,S)=(TS)*(TS?)™..(TS)" (TS*)™ (IS)" (TS?)™ = -~
cz+

igin
N I

formiilityle hesaplanir.

(Not: Segilecek her bir n, iissii ardigik her iki m, arasinda bir tane olacak

sekilde sec¢ilmelidir. 0<i<k, i,keN)

Ispat: Tiimevarimla ispatlayacagiz.
k = 1 i¢in kelime (7:S)" (TS*)™ seklinde ise
¢ = 11C(m,,1).01C(n,,0)=m,  bulunur.

Gergektende (TS)™ (TS%)™ =(lﬂ”1—)fli'i denc= m, dir.
mlz +

k = n igin kelime (TS)™* (TS?)™...(TSY" (TS2)™ (TS)™ (TS*)™ seklinde ise

c= i {[(f NC (m,,r ):| [(r -DIC(n,(r - l))]} oldugunu kabul edelim.

r=1
k =n + 1 icin kelime (TS)™ (TS2)™ (ZS)™ (TS?)™...(IS)" (IS*)™ seklinde

olup
c= [(n+1)!C(m,.,n+1)n!C(n,.,n)J+g{[(r !)C(mi,r)]l:(r—l)!C(n,.,(r —1))]} dir.

Buradan da

n+l

=Y {[enC(m.r) ][ -DIC(n,(r-D))]} elde edilir. O

r=1

Simdi de (4.1) genel durumunda i = 0 ve j = 1 durumu olan
W(T,S)=(TS)" (TS*)™...(TS)"* (TS*)™ (TS)" (TS*Y"T 4.3)
kelimesini ele alalim. Yine burada baglangi¢ ve bitis bloklarina gore dort durum séz

konusudur. Bununla ilgili 6nce yardime: teoremi verelim.

4.5 Yardimci Teorem: (4.3) deki kelimenin ¢ katsayisinin hesaplanmasinda

sondaki TS? ve bastaki TS bloklarimn bir Snemi yoktur.
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Ispat: (TS)* =z+n, ve (IS*)"T =— oldugundan agiktir. [J

Yukanidaki Teorem yardimiyla simdi i = 0 ve j = 1 durumu i¢in ana teoremi

verelim.

4.6 Teorem:

az+b

W(T,S) = (TS)" (TS*)™...(TS) (TS*)™ (TS)* (TS)" T =
cz+d

kelimesi i¢gin

k
c= Z[(r!)ZC(n,,r)C(m,.,r)]
r=0
formiiliiyle hesaplanir.
(Not: Once n, ler segilir. Daha sonra segilecek her bir m, lissii sirasiyla,

secilmis her bir », nin solundan, eger varsa her iki n {issii arasinda bir m {issii olacak

sekilde segilir.)

Ispat: Ispati tiimevarimla yapacagiz.
(4.3) teki kelime
(TS)Y* (TSY™ .. (TS (TS>)™ (TSY* (TS*)" T

oldugundan k = 0 i¢in kelimemiz sadece T den olusur ve ¢ = 1 oldugu kolayca

gorilir.
k

k =nigin Z[(r !)ZC(n,.,r)C(m,.,r)] oldugunu kabul edelim.
r=0

k=n+1i¢in;

n

[(@+D) C(m,n+1)C (mon+1) [+ D[ ¢ C (7Y C (m7) ]

r=0
buradan da
c= f[(rzfc(n,,r)c(m,.,r)]
r=0

elde edilir. O

Siradaki i =2 ve j =0 durumunu inceleyelim. Bu durumda
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W(T,S) = S*(TS)™ (TS2)™...(TS) (TS2)™ (TS)™ (TS*)™ (4.4)

kelimesinin c¢ katsayisiu hesaplamak i¢in 6ncelikle yardimei teoremimizi verelim.

4.7 Yardimer Teorem:

S2(TSY" (TS*)™..(TS)™ (TS*)™ (TS)™ (TS*)™
kelimesinin rezidiisii ile

(TS*)™ (TSY™...(TS?*Y" (TS)™ (TS*Y (TS)™ T

kelimesinin rezidiisii aymidir.

Ispat: Dikkat edilirse bastaki S? atilarak tim 7S ler ile 7S? ler yer

degistirilip sona T eklenmistir.

S2(TS*)™ __dEm)ztl  limesindeki o katsayis1 ile (TS)™T = mz -1
z z

kelimesindeki ¢ katsayisimin esit oldugu agiktir. (]

4.8 Teorem: Genel gosterimi (4.4) ile verilen
W(T,S) = S*(TS)™ (TS*)™..(TS)™ (TS*)™ (TS)" (TS*)™

kelimenin ¢ katsayisi

c =§:|:(r!)2C(ni,r)C(m,,r)]

formiiltiyle bulunur.
Ispat: 4.6 Teoremin ispatina benzer sekilde yapilr. [J
Simdi de i =2 ve j = 1 durumunu inceleyelim. Genel gésterimi

W (T,S) = S8*(TS)* (TS*)™ ..(TSY (TS?)™ (TSY" (TS2Y" T (4.5)

olan kelimenin ¢ katsayisin1 hesaplamak igin 6nce bir yardimei teorem verelim.
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4.9 Yardimci Teorem:
S (TSY*™ (TS*)™...(TS)™ (TS*)™ (TS)* (TS T
kelimesinin ¢ katsayist ile
(TS*)™ (TSY™...(TS*)™ (TS)™ (TS*)" (TS)™

kelimesinin ¢ katsayis1 aymdir.

Ispat: Dikkat edilirse bagtaki S ve sondaki T atilip, tim TS ler ile 7S? ler
yer degistirilmistir.
S*(TS*)"T =z—m, —1 kelimesindeki c katsayis1 ile (TS)™ = z+m, kelimesindeki ¢

_(1+ml)z~—1

kelimesindeki ¢ katsayisi ile (7S*)™
mz—1

katsayis1 ve yine S*(TS)™T =

kelimesindeki ¢ katsayisinin ayni oldugu kolayca gériiliir.0
Simdi de (4.5) te verilen kelimenin rezidiisiinii hesaplamak i¢in bulacagimiz ¢

katsayis1 i¢in ana teoremi verelim.

4.10 Teorem: W(T,S)=S*(TS)* (IS?)™ .. TSY™ (IS*)™ (IS)" (IS*)™ T

kelimesinin ¢ katsayisi

o= SH[NC (1) [ -DIC(mtr-D)]]

r=1

formiiliiyle bulunur.
Ispat: 4.4 Teoremin ispatina benzer sekilde yapilir.(J

Simdi dei1=1 ve j = 1 durumu i¢in genel gosterimi
W(T,S)=S(TS)* (TS*)™..(TS)" (TS*)™ (TS)" (TS*)"T (4.6)

olan kelimenin c katsayist i¢in 6nce yardime1 teoremi verelim.

411 Yardma Teorem: (4.6) da genel gosterimi verilen kelimenin
rezidiisiinii hesaplamak igin bulacagimiz c katsayisi i¢in en sondaki 7S? nin bir

O6nemi yoktur.
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Ispat: S(TS*)"T =—- 7 " oldugundan agiktir. J

z—m —

4.11 Teorem: W (T,S) = S(TS)™ (TS?)™...(TS)y" (TS*)™ (IS)" (TS*)" T

kelimesinin rezidiistinii hesaplamak i¢in bulacagimiz ¢ katsayisi
k
e =1+ Y {[0C(m.7) [ =DIC (m, (=) ]+ [ (+)*C (m.r) C (m,7) ]
r=1

formiiliiyle hesaplanir.

Ispat: Timevarimla yapacagiz.

k=1icin S(TS)"(IS*)"T=— 2" denc=1+n dir.
A+n)z—mn —m

k=nigin W(T,S)=S(TS)*(TS2)™...(TS)™ (TS?)™ (TSY"(TS*Y" T kelimesi

igin c =l+g{[(r NC(n,r) [ =DIC (m,, (- =D)) ] +] (- !)zc(n,.,r)c(m,.,r)]}

oldugunu kabul edelim.
k = n+l igin W(T,S)=STS)* (TS*)™ (TS)" (TS*)™...(TS)*(TS*)"T

kelimesinin ¢ katsayisi
c =1+Z":{[(r NC(m.r) ][ =DIC(m,, (r=D) ]+ [ (- !)2C(n,.,r)c(m,,r)]} +

{[((n+1)!)c(n,.,n+1)][(n)!c(m,,n)]+[((n+1)!)2c(n,.,n+1)c(m,.,n+1)]}
ve buradan da
c=1+ i{[(r NC (m,r) ][ =DIC(m,,(r=1))] +|:(r!)2C(n,.,r)C(m,.,r):|}

elde edilir. O
Simdi de i = 1 ve j = 0 durumunu inceleyelim. Genel gésterimi
W(T,S)=STS)*(TS*)™..(TS)"(TS*)™ 4.7

seklinde olan kelime igin 6nce yardimci teoremi verelim.

4.12 Yardimcr Teorem: (4.7) de verilen kelimenin rezidiisiinti hesaplamak

i¢cin bulacagimiz c katsayist i¢in en sondaki 7'S' nin bir 6nemi yoktur.
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Ispat: S(TS)" =— ! n oldugu agiktir. 0
zZ+

Simdi de (4.7) deki kelimenin ¢ katsayisim hesaplamak igin ana teoremi

verelim.

413 Teorem:  W(T,S)=STS)*(TS*)™...(IS)"(TS*)"  kelimesinin

rezidiisiinii hesaplamak i¢in bulacagimiz c katsayisi
k
=1+ Y {[DC(m,r) ][ -DIC(m, (¢ =D) ]+ [ !)2c(m,.,r)c(n,,r)]}
r=1

formiiliiyle hesaplanir.
Ispat: 4.11 Teoremin ispatina benzer sekilde yapilir. O

Simdi yukanida verilen teoremlerle ilgili ornekler vererek rezidiiniin

hesaplanmasim ayrintili bir sekilde inceleyelim.

4.14 Ornek: f(z) eI’ olmak iizere

f(2)=STS*TST fonksiyonunun rezidiisiinii hesaplayimz.

Coziim:

2z-1 oldugundan ¢ = 3 oldugu agiktir. Simdi de

J(2)=STSNIST =———

4.11 Teoremde verdigimiz formiille hesaplayalim.
c=1+ Z{[(r NC(n,r) ][ (r=DIC(m,(r -D)]+[ ¢ !)ZC(n,,r)C(mi,r)]}

Burada m, =1 ve n, =1 dir. Formiilde yerine yazarsak
¢ = 1+[1!C(1,1).0!C(1,0)+1!C(1,1)C(1,1)=1+1+1=3 ve rezidii -1/9 bulunur.

Ayrica f(z) fonksiyonunun rezidiisi ile f'(z) fonksiyonunun rezidisi
aym oldugundan f7'(z) = (TS*)(TS)(TS?) donistimiinii 4.4 Teoremde verdigimiz
formiilden yararlanarakta bulabiliriz.

c =rZ::{|:(r !)C(m,.,r):l[(r -DIC(n,(r “1))]}
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oldugundan ¢ = 1+1+1.1 = 3 bulunur. [J

4.15 Ornek:  (TS)°(TS*) (TS)*(TS*Y*(TS)*(TS?)' kelimesinin rezidiistinii
hesaplayimz.

Coziim :

(TS)' =z+n ve (IS?) = doniistimlerini kullanarak modiiler grubun

nz+1
bileske islemine gore once verilen kelimeyi hesaplayalim. Sonrada ilgili teoremde
verilen formiille hesaplaylp c sayilarim karsilagtiralim. Bundan sonraki tiim

orneklerde de ayn1 yol takip edilecektir.

(TS?) =2
z+1
(TSYP(IS?) = —2_ 42 =372+2
z+1 z+1
3z42
213 2 a2yl — z+1 _3z+2
(TS2)(TS)X(TS?) =
3227541
z+1

3242 _532+37

TS (TSH)*(TS)*(TS?) = +5=
(IS)(IS) (IS (I57) 10z+7 10z+7

532+37
Tosi7 532437
TS?)(IS) (TS?) (TSP (1S?) = — L1027
IS ISy TS ISy TS) = —53,7 37 3812 +266
71— +1
10z+7

53z+37 9= 3482z + 2431

TS)’ (TS*) (TS)* (TS)*(TS)* (1S*)' = +
(ISY (IS°Y ISy ISy (IS) (IS°) = 3o~ 3812 + 266

bulunur.

Buradan ¢ = 381 bulunur. Rezidi —iz oldugundan —
c 145161

Kelime (TS)* (TS*)™...(TS)™(TS*)™ (TS)* (TS*)™ seklinde oldugundan

zk:{[(r!)C(mi,r)][(r ~DIC(n,(r —1))]}

r=1

formiilii kullanilarak
c=143+7+132+1.72+4+1.7.5+3.7.5+1.3.7.2.5=381 bulunur. O
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4.16 Ornek: (TS (TS*Y*(TS)’ (TS*)* (TS)’
hesaplayiniz.

Coziim:

(TS) = z+1

(TS (TS): = z+l  z+1

4(z+1)+1 4z+5

1 212426
TSY (TS (IS) = 211 45=
(75)( ) I5) 4z+5 4z+5

21z+26
4z+5

(TS*)(TSy (IS (TS)' =

kelimesinin rezidiisiinii

212426

3(212+26)+1 67z+83

4z+5
21z+26 411z +524
TSYS(TSH (TS’ (TSHU(TS) = +6=
(TS (@S"Y ISy (ISY(IS) 67z +83 67z +83

¢ = 67 bulunur. Simdi ise

r=1

c=4+3+4.3.5=67 verezidii ise -1/4489 bulunur. 0

(TS)*(TS*y (TSY* (TS*)*(TS)'

kelimesine

i {[(" NC(m,,r )] [(" -DIC(n,(r- l))]} formiiliinii uygulayalim.

4.17 Ornek: (TS (TSH*(TS*(TS*)*(TS)*  kelimesinin rezidiisiinii
hesaplayiniz.
Coziim:
(TS) = z+1
2(z+1)+1 2z+3
1 7z+10
TS (TS (TS) = 23~ 43=
(IS (IS°)(T5) 2z+3 2z+3
7z+10
Tz+10
TS24TS3TS22TS1= 2Z+3 -
(IS") ISY (IS (IS) = —224 30— =
4( )+1
2z+3
7z+10 157z+225
TS’ (TS (TS (TS*)*(TS)' = +5=
(IS) (IS"Y (TS (IS°)"(I5) 30z+43 30z+43
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¢ =30 bulunur. $imdi de (7S)°(TS?)*(TS)*(TS*)*(TS)" kelimesine
i {[(r NC(m,, r):| [(r ~DIC(n,(r- 1)):|} formiiliinii uygulayalim.

c=2+4+2.43=30 verezidii ise -1/900 bulunur. O

4.18 Ornek:  (IS*)'(TSP(TS*(TS)(7S?)*  kelimesinin rezidisiini

hesaplayiniz.
Coziim :
TS2 3 _ z
5% 3z+1
4z +1
TSI TS2 3 z =
aas 3z+1 3z+1
4z+1
22 eV T2y} = _ 3z+1 _ 4z+]
R TN [P
2(—)+1
3z+1
(TS)3(TS2)2(TS)1(TS2)3 — 4z+1 13= 37z+10
11z+3 11z+3
37z+10

251 3 @242 1oy - 11z+3  _37z+10
(IS*) TSy TS*)Y (IS) (IS") 372+10 RTIRE

11z+3

¢ =48 bulunur. Simdi de (7S*)'(TS)*(TS*)*(TS)' (T'S*)’ kelimesine

i{[(r NC (m,,r) ][ (r=DIC (n,, (- 1)):|} formiiliinii uygulayalim.

r=1

c=3+2+1+32.1+3.1.1+3.1.3+2.13+3.2.1.1.3=48 ve rezidii ise -1/2304
bulunur. 0

4.19 Ornek: (TS*)S(TS)’ (TSH)*(TS)*(TSH*(TS)' kelimesinin rezidiistinii

hesaplayimz.

Coziim :

(TS) = z+1
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z+1 z+1

TSH(TS) = =
(Z5°)AT5) 2z+1)+1 2z+3
1 7z+10
TSY(TS*)H(IS) = 20— +3=
(IS @Sy (I5) 2z+3 2z+3
7z+10
244 3 ra2y2 1 2z+3 _ 7z+10
(TIS*) TSy (IS°)(TS) 724100 - 305523
4(———)+1
2z+3

7z+10 5= 157z +225

TSY (IS*)' (TS’ (TS*Y*(IS)' = +
ISy SIS SIS = 55,3 30z+43

15724225
157z +225
TSZ 6 TS 5 TSZ 4 TS 3 TS2 2 TSl — 30z+43 —
(TS7) (TS) (TS*) (TS) (I58°)(IS) 15774295 9727 11393
6(———)+1
30z+43

¢ = 972 bulunur. Simdi de (7S?)*(TS)* (TS?)* (TS)* (TS?)*(TS)" kelimesine

k
Y{[enC(m.r) [ -DIC(n.(¢r -D)}
r=1
formiiliinii uygulayalim.
c=2+4+6+243+2.63+2.6.5+4.6.5+2.4.63.5=972 ve rezidii ise -1/944784

bulunur. 0

420 Ornek:  (TS)°(TS2) (TS)*(TS?)’ (TS)*(IS?)" kelimesinin rezidiisiinii

hesaplayiniz.
Coziim :
I8?) = =
z+1
(TS (I8Y) = 2422212
z+1 z+1
3242
23 2 a2y — z+1 _3z+2
TSy (TS (ITS*) P = 10227
3—)+1
z+1
3z+2 43z+30
TS4TS23TS2TS21= +4 =
(I8) TS°) (I5) (157 10z+7 10z +7
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43z+30

43z+30
TS2 5 TS4TS23Ts2T821= 10z+7 —_
IS° Y ISy @Sy ISy (I8 = — 3 30~ 25,2157
5( )+1
10z+7

432430 139324972
2252 +157 2257+157

¢ =225 bulunur. Simdi de (7S)°(TS?)°(TS)* (TS*)*(TS)*(TS?)' kelimesine

i{[(r!)C(mi,r):”:(r ~)IC(n,(r-D)]}

r=1

(TS)*(TS?)*(TS)* (TS*)* (TS*(TS?)' =

formiiliinii uygulayalim.

c=14+3+5+132+1.52+1.54+3.54+1.3.5.2.4=225 ve rezidii ise -1/50625
bulunur. O

4.21 Ornek: (7S*)"(TS)*(TS*)’T kelimesinin rezidiisiinii hesaplayimiz.

Coziim
-1
zZ
_1
(IS*)'T = —F—-= =
3-—)+1 273
zZ
(TS)(TS?YT = — 1522716
z-3 z-3
5z-16
_ -3 5z-16
(TS?) (TS)(TS*)'T = — & =
Z._.

¢ =36 bulunur. Simdi de (7S?)"(TS)*(TS?)’T kelimesine
k
2[enC(n.r)C(m.r)]
r=0

formiiliinii uygulayalim.c =1+5.7 =36 ve rezidii ise -1/1296 bulunur. (J
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4.22 Ornek: (7S) (TS?)’(TS)’T kelimesinin rezidiisiinii hesaplaymiz.

Coziim
-1
V4
syt = — 1433271
zZ Z
3z-1
(TS (TS)T = —— 2 =22~

zZ

3z-1 105z -36
TS (TS (TS)’T = +7=
TSy (TS°Y (I5) 16z-5 16z-5

¢ = 16 bulunur. Simdi de (7'S)”(TS*)°(TS)’T kelimesine

Zk:[(r !)ZC(n,.,r)C(m,.,r)]

r=0

formiiliinii uygulayalim. ¢ =1+3.5=16 ve rezidii ise -1/256 bulunur. O
4.23 Ornek: S° (TS 2 )7 (7S )5 (T S? )3 kelimesinin rezidiisiinii hesaplayimz.
Coziim :

3z
(TSZ) N 3z+1

(TS)S(TS2)3 -z +5_16Z+5

3z+1  3z+1
16z+5
2Y’ 5 2\} _ 3z+1 _ 16z+5
(75°) (7 (75?) 216245, | 1152436
——)+1
3z+1
16z+5 +1
2 2\’ 5 2¥ _ 1152436 __13lz+41
§*(78*) (18) (757) R P
115z+36

¢~ 16 bulunur. Simdi de 5 (75?)' (7S)’ (75?)" kelimesine
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i[(r 2 C(m,,r)C(n,,7) ]

r=0

formiiliinii uygulayalim. ¢ =1+3.5=16 ve rezidii ise -1/ 256 bulunur. [J

424 Ornek:  5?(15%) (TS) (75?) (7S)’(T5?) kelimesinin rezidiisint

hesaplayiniz.

(TS)S(TS2)1= z +3=4z+3

z+1 z+1
4z+3
1 4z+3
(15%) (78’ (15?) = — 2+ -
5(42-*-3)4_1 21z+16
75V (TS 5 75V (T 2\l _ 4z+3 7:1512+115
(78)'(75°) (TsY (757) 21z+16  21z+16
151z+115
2\9 4 2\ 3 2\ _ 21z +16 _ 151z+115
(7s7) (zs)'(15*) (15) (75?) ASlz+115, " " 13807 +1051
21z+16
151z+115
2 (a2 e\ (a2 (e (a2 — 1380241051 1531z+1166
§*(Ts) (z8) (15 (78) (75?) 15124115 151z+115
1380z+1051

¢ =151 bulunur. $imdi de 5?(752) (75)' (752 (75)’ (75*)' kelimesine

Y[ Cm P ]

r=0
formiiliinii uygulayalim.

c=1+1.3+1.7+5.7+1.3.5.7 =151 ve rezidiisii -1/22801 bulunur. O
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4.25 Ornek: S(75?) (7S’ (75 kelimesinin rezidiistinii hesaplaymiz.

Coziim :
(TS2)3 _ 4
3z+1
(TS)S(TS2)3 _ z +5=16z+5
3z+1 3z+1
16z+5
S\ s 2\ 3z+1 _ 16z+5
(TS ) (75) (TS ) 7(16z+5)+1_115z+36
3z+1
V7 5 (a2 _ 1 __1152+36
§(7s?) (z8)'(15?) 162+5 131z +41
1152+ 36

¢ = 131 bulunur. Simdi de S(75?)' (TSY (T5?) kelimesine

2ALEHC(mr) [ -DIC (n, ¢ -D) |} + Z[(r 2C(m,,r)C(n,r) ]

formiiliinii uygulayalim.

c=14+3+7+3.7.5+3.5=131 ve rezidii -1/17161 bulunur.
Mot:  S(75?)' (75)’(15?)’  kelimesinin rezidust ile S(ZS) (78 (IS)'T

kelimesinin rezidiisti aynidir.) O
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S. SONUCLAR

:cbi e’ (c#0) seklindeki modiiler grup elemanlann basit kutba

f(2)=

az
cz

sahiptirler. Bu elemanlarin kutup noktalarn z, __ 4 dir ve rezidiisi de
c

lim[(z - z,) f (z)] = a_, ile bulunur. Biz ¢aliymamizda modiiler grup elemanlarim

I =(T,8:T*=8=1)=C,*C,
grup sunusundan yararlanarak kutup noktalarim ve rezidiilerini hesapladik. Kutup
noktalar1 3.2, 3.3, 3.4 ve 3.5 Teoremlerinde siirekli kesirler yardimyla elde
edilmigtir. Rezidiileri i¢in 4.4, 4.6, 4.8, 4.10, 4.11 ve 4.12 Teoremlerinde modiiler
grup sunusundan faydalanarak formdiller ¢ikarilmustir.
Yapilan bu c¢alismalar genisletilmis modiler gruba tasmabilir. Ayrica

determinant1 1 olan mobitis doniigiimleri i¢in de benzer ¢alismalar yapilabilir.
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