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REZIDU TEORILERI

Bu tezin amaci kuadratik, kiibik ve kuartik rezidiiler i¢in literatiirde yer alan
sonuglari biraraya getirmektir.

Bu calisma bes boliimden olusmaktadir. ikinci bolimde daha sonraki
boliimlerde gerekli olacak bazi 6nbilgiler hatirlatilmastir.

Ugiincii boliimde kuadratik rezidiiler ile ilgili sonuglar bir araya getirilmis ve
Legendre sembolii yardimi ile kuadratik rezidiiler belirlenmistir.

Dordiincii boliimde ise kiibik rezidiiler ele alinmig, bu boliimde kiibik rezidii
karakterinin nasil hesaplandig1 belirtilmis, Kiibik Indirgeme Yasas1 verilmistir.

Besinci boliimde de kuartik rezidiilerin tanim ve teoremlerine yer verilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: kuadratik rezidii, kiibik rezidii, kuartik rezidi, indeks,
kompleks asal, rasyonel asal, legendre sembolii.



ABSTRACT

THE RESIDUE THEORYS
MSC THESIS
AYSE GOZDE YAMAN
BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE

MATHEMATICS
(SUPERVISOR: ASSIST. PROF. DR. DILEK NAMLI )

BALIKESIR, FEBRUARY 2014

The aim of this thesis is combine the results in of the quadratic , cubic and quartic
residues in literatur chapters.

This study consists of five parts.In the second chapter some information that will be
mentioned later are reminded.

In the third chapter , the results of residues have been combined and with the help of
Legendre symbol ,quadratic residues have been identified.

In the fourt chapter , cubic residues have been deal with and calculation of cubic
residue character established and cubic reduction have been provided.

And finally , in the fifth chapter the definations of residues have been mentioned and

the theorems were used.

KEYWORDS: quadratic residue, cubic residue, quartik residue, index, complex prime,
rational prime, legendre symbol.
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SEMBOL LIiSTESI

X3 ()

Adi

Tamsayilar kiimesi

Karmasik sayilar kiimesi

Reel sayilar kiimesi

Dogal sayilar kiimesi

Rasyonel sayilar kiimesi

Kat sayilar1 tam sayilar olan x'in polinomlarinin halkasi

n modunda kalan siniflarinin kiimesi

p asal modundaki tam sayilar cismi

Birimlerin kiimesi

Ikinci dereceden kalanlarin kiimesi

a'nin p asal modunda Legendre sembolii

a'nin p asal modunda Legendre sembolii

a'nin p asal modunda ii¢ilincii dereceden kalanlar kiimesi

a'nin p asal modunda {iglincii dereceden kalanlar kiimesi

m modiiliine gore asal kalan siniflarinin sayist
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1. GIRIS

Denklemler konusunda ilk 6nemli adimlarin Babilliler tarafindan atildigi
bilinmektedir. Bu konudaki en eski yazili belge ise M.O. 1700° den 6nce yasadig
sanillan Misirli  Ahnes’in - ¢alismalarini  iceren Rhind Papiriisii’diir. Rhind
Papiriisii’'nde ¢esitli birinci dereceden denklemlerin ¢oziimii yer alir. Sonraki
yiizyillarda, énce Yunan ve Misir, daha sonra da Islam ve Hint matematikgileri
denklemlere ilgi duymuslardir. Bu donemlerin en ilgi c¢ekici yapitlar1 arasinda
Iskenderiyeli Diophantos’un Aritmetike’si (y.200), Hintli Brahmugupta (y.630) ve
Bhaskara’nin (y.1150) yapitlar1 ve Arap matematik¢i Harizmi’nin Hisabii’l-cebr ve
Italyan Leonardo Pisano ‘nun Liber abaci (1202; Abakiis kitabi1) adli kitabiyla
Hristiyan Bati’da taninmaya baslayan denklemlerin genel bir kurama
dayandirilmasini  saglayacak ilk onemli adimlar 15. ve 16. yiizyilda Italyan
matematikgiler tarafindan atildi. 17. yiizyll matematik¢ilerinden Pierre de Fermat
kendi adim1 verdigi teoremiyle bazi sonuglar elde etmistir.18.yiizyilda da 6nemli

matematikcilerden Leonhard Euler bu konuda bazi teoremler ileri siirmiistiir.

Kiibik denklemlerin ¢oziilebilmesi problemi ile ilgili calismalar yaklasik
4000 y1l1 bulmaktadir. Scipione dal Ferro, Nicol Tartaglia, Cardano, Viete, Lodovico
Ferrari Ars manga (1545; Biiyiik Sanat) adli yapitinda Ferro'nun iigiincii dereceden
denklemlere iliskin buluslarinin  yani sira Ferrari’nin  dordiincii  dereceden
denklemlere iligkin buluslarinin  yani1 sira Ferrari’nin dordiincii  dereceden
denklemlerin ¢6ziimiine iliskin ¢alismalarindan da yararlanan Gerolamo Cardano
sOzli gecen donemin en Onemli matematikgileri arasindadir.Kiibik rezidii kavrami
Gauss tarafindan da ele alinmis olup G.Eiseinstein tarafindan bazi sonuglar elde

edilmistir.



2. ON BILGILER

2.1 Kongriianslar

2.1.1.Tamm: a, b, m € Z; m >0 verilsin eger m|(a—b)ise a ile b ye m

modiiliine gore denktir denir ve a=b (mod m) seklinde gosterilir [2] .

2.1.2. Teorem: Sabit bir m modiiliine gore kongriians bagintis1 tam sayilar

kiimesi tistiinde bir denklik bagintisidir [2].

(13 (13

Ispat: 1) m|(a—a)=0 oldugu i¢cin a = a (mod m) saglanir, yani “ =

bagintis1 yanstyandir.

2) a= b(mod m) ise m|(a—b), m|—(a—b). O halde b=a(mod m) olup “=* bagmntisi
simetriktir.

3) a=b(mod m), b= c(mod m) olsun, o halde m|(a—b), m|(b—c)dir. Buradan
m|(a—b)+(b—c) , yani m|(a—c) oldugundan a=c(mod m) dir. Bu durumda , “=*

bagintis1 gecisme Ozelligine sahiptir. 1), 2) ve 3)’ten “=* bagintis1 bir denklik

bagintisidir.

2.1.3 Teorem: m > 0 bir tam say1 ve a, b, ¢, d keyfi tam sayilar olsun. Bu
durumda asagidaki 6zellikler gegerlidir. a=b(mod m), c=d(mod m) oldugunda,
a) a=b(mod m), c=d(mod m) ise, a+c=b+d(mod m), ac=bd(mod m),
b) a=b(mod m) ise a+c=b+c(mod m) ve ac=bc(mod m),
¢) a=b(mod m) ise k herhangi bir pozitif tam say1 olmak iizere a“=b"(mod m)
dir [1].

2.1.4 Teorem: k, a, b, m € Z ; m>0, k#0(mod m), (k,m)=d ve

ka=Kkb (mod m) olsun. Bu durumda, a=b(mod %)’dir [4].



2.1.5 Sonug: ka=kb (mod m), (k,m)=1 ise a=b(mod m)’dir [4]

2.1.6 Sonug: a=b (mod m), neN, ce Z olmak tizere
a) a"=b"(mod m)
b) aFc=b¥c(mod m)
€) ac=bc(mod m)’dir [4].

2.1.7 Teorem: a=b(mod m) ve P(x) tam say1 katsayil1 bir polinom fonksiyon

olsun. Bu taktirde
P(@) = P(b)(mod m)
dir [4].

ispat: P(x)=) cx’ olsun. 2.1.3. Teorem’den a=b (mod m) ise
i=0

a'=b’(mod m) (j=0, 1,...,n) olur. O halde ¢; a’ = ¢, b’(mod m) (j=1...., n) ve buradan

D cal =) cb’ (mod m) elde edilir. Yani P(a)=P(b)(mod m) bulunur.
j=0

=0

2.1.8 Onerme: a,be Z,d, me Z" ve a=b(mod m), djm ise a=b(mod d)

dir [4].

Coziim: a=b (mod m) ise m|(a—b)dir.

dlm . ) .
ise d|/(a—Db) , yani a=b(mod d)’dir.
m|(a—b)} (2-5) . yania=blemod &

2.1.9 Onerme: a, b e Z ve m>0 bir pozitif tamsay1 olmak iizere
a=Db (mod m) olmasi i¢in gerek ve yeter sart a ile b’nin m ile boliindiigiinde ayni

kalan1 vermesidir [4].

2.1.10 Ornek: x, ye Z olmak iizere x=y(mod m;), i=1,2,3,....k ise

x=y(mod [my,mz,ms__my] )’dir [4].



Céziim: x=y (mod my) ise m,|(x—y)
x=y (mod my) ise m,|(x—y),
x=y (mod my) isem,|(x —y) dir.

E.K.OK. tanimindan, [m;,m,,m,,...m.] |[(x-y)ise

x=y (mod[mj,mz,ms_._my]) bulunur.

2.2 Kalan Sistemleri

m>0 bir tam say1 ve a€ Z olsun. Bélme algoritmasina gére a=mg+r, 0 <r<m
olacak sekilde q ve r tam sayilar1 vardir .Boylece a-r=mq oldugundan m|(a — r) ;

Yani a=r (mod m)’dir. Buradar =0, 1, 2,..., m-1"dir ve bunlardan herhangi

ikisi m modiiliine goére birbirine denk degildir.

2.2.1 Tammm: Elemanlari m ile aralarinda asal olan bir kalan sinifina m

modiiliine gore asal kalan sinifi denir [4] .

2.2.2 Uyar: Eger bir kalan sinifinda m ile aralarinda asal olan bir say1 varsa,
bu kalan smifinin biitiin sayilart m ile aralarinda asaldir. Ciinkii: a={..., e, f,...},

(e,m)=1 olsun. Bu taktirde, e=f(mod m) ise (e,m)=(f,m)=1 olacaktir [4].

2.2.3 Tammm: Her m>0 tamsayisini, m’yi ge¢gmeyen ve m ile aralarinda asal

olan tam sayilarin sayisina esleyen fonksiyona Euler-¢ fonksiyonu adi verilir. Bu
tanima gore,

¢ (1)=1; {1}

¢ (4)=2;{1.3}

¢ (5) =4, {1,2,3,4},

¢ (17)=16; {1,2,...,15,16}

¢ (p):p-l’ {192939--->p_1} dlr



Yukaridaki verilenlerden goriildiigii gibi verilen bir asal saymnin

goriintiisii o asal saymin bir eksigidir [4].
2.2.4 Teorem: m modiiliine gore asal kalan simflarinin sayist @(m)dir [4].

Ispat: {1,2,....m} kiimesi bir kalan sistemi olup, bunlar arasinda m ile

aralarinda asal olan () (m) tane tamsay1 vardir. Boylece m modiiliine gore asal kalan

smiflarinin sayist ¢ (m)’dir.

2.2.5 Tamm: al,az,a3,...,a¢(m) tam sayilar1 asagidaki kosullar1 sagliyorsa,

“bu sayilar m modiiliine gére indirgenmis kalan sistemi olusturuyor.” denir.

I)Viigin (a;,m)=1,ie€1,2,...,0 (m)
i) i=] icin a;%a;(mod m),

iii) (a,m)=1 kosulunu saglayan Va€ Z i¢in 1<i< (p(m) olmak tizere

a=a; (mod m) olacak sekilde bir 1 tamsayis1 vardir. Boylece asal kalan siniflarinin her

birinden bir say1 alarak indirgenmis kalan sistemi olusturulabilir [4].

2.2.6 Teorem: n>0, m>0 iki tamsay1 ve (m, n)=1 ise (m.n)=gp(m).p(n)

dir [1].

2.2.7 Teorem: ¢ (1)=1 ve n>1 bir pozitif tamsay1 olmak iizere
¢ (n)=n. H[l—lj "dir [2]. Burada H ’de ¢arpim n tamsayisinin biitiin p asal
pn p pln

bolenlerinin tizerinden alinmaktadir. Su halde n tamsayisinin kanonik formu
k
n= plal ' pzaz ) ey pkak ise H(l_ij :(l_i} [1_i] Ll_ij :H[l_i] olur.
p‘n p pl p2 pk j=1 p]

2.2.8 Ornek: n=174 igin ¢ (n)’yi bulalim.



Coziim: 174=2.3.29°dur, garpanlarinin hepsi asaldir. O halde
¢ (174) =0 (2.3.29)
=2.3.29.(1-1/2).(1-1/3).(1-1/29)
=2.3.29.1/2.2/3.28/29

=56 bulunur.

2.2.9 Teorem: a;,a,,a,,...,a ) tam sayilart m modiiliine gore bir asal kalan

o
sistemi olusturuyor ve (k, m) =1 ise bu taktirde kal,kaz,ka3,...,ka¢(m) tamsayilar1 da

m modiiliine gére bir asal kalan sistemi olusturur [3].

2.2.10 Teorem (Euler): meN, m>1, a€ Z ve (a, m) =1 olsun. Bu taktirde,

a®™ =1 (mod m)’dir [2].

2.2.11 Teorem (Fermat): p bir asal say1 ve pta olsun. Bu taktirde,

a"™* =1(mod p)’dir [1].

2.2.12 Sonuc: Eger p bir asal say1 ise Va€ Z icin a” =a (mod p)’dir. Ciinkii
Fermat teoremine gore pta ise a”'=1(mod p) oldugundan her iki tarafi a ile

carparsak istenen durum elde edilir, eger p| a ise a=0 (mod p) ve boylece

a® =0(mod p) ise a” =a (mod p)’dir [4].

2.2.13 Ornek: 126" =1 (mod 143) denkligini saglayan x tam sayilarini

bulalim.

Coziim: 143=11.13, 126=2.3°.7 ve (126,143)=1 oldugundan Euler

teoreminden 126°* =1(mod 143) buluruz.
(0 (143) = ¢ (11). 9 (13) = (11-1).(13-1)=120 oldugundan

126"° =1(mod143) ve
126" = (126%)" 126" =(-17)" =-3%.17

=-42°9.7=-48.42.9.7
=-140=3(mod 143) elde edilir.



2.3 Lineer Kongriianslar

2.3.1 Tamm: a, b, m € Z, m>0 ve a#0 (mod m) olmak iizere, ax=b(mod m)

seklindeki bir ifadeye “bir bilinmeyenli bir lineer kongriians denklemi” denir.

2.3.2 Teorem: ax=b (mod m) kongriiansinin bir ¢éziimiiniin olabilmesi i¢in

gerek ve yeter sart (a, m)‘ b olmasidir [1] .

2.3.3 Tanmm: ax =b (mod m) kongriiansinin ¢oziimlerinden ayni kalan
smifina ait olan ¢oziimlere denk ¢ozlimler, ayni kalan siifina ait olmayan herhangi

iki ¢cozlime ise denk olmayan ¢oziimler denilir [4].

2.3.4 Ornek: 2x=6 (mod 8) kongriiansinin ¢dziimlerinin 3, 7 siniflarindaki
x=3 i¢in: 2.3 = 6 (mod 8) , x=7 igin: 2.7 = 6 (mod 8) oldugundan 3 ve 7

kongriiansin iki denk olmayan ¢éziimiidiir.

2.35 Teorem: ax = b (mod m) kongriiansinda (a,m)=d ve d|b ise

kongriiansin, mod m tam d tane denk olmayan ¢6ziimii vardir. Bu ¢6ziimler x,
e ;M ,

herhangi bir ¢6ziim ve m :E olmak tizere,
XotMm', xo+2m’,..., xo+(d-1) m’seklindedir [1].

2.3.6 Sonug: (a,m) =1 ise ax=b (mod m) kongriiansinin bir tek ¢oziimii
vardir [4].

2.3.7 Sonug: p bir asal say1 ve aZ 0 (mod p), yani (p,a)=1ise ax=b (mod p)

kongriiansi bir ve yalniz bir ¢dziime sahiptir [4].

2.3.8 Teorem: (a, m)=1 olmak iizere ax =b (mod m) lineer kongriiansinin

¢oziimii X = a”™ .b(m) dir [1].



Ispat: (a,m) =1 oldugundan Euler toremine gore a®™ =1 (mod m) dir. Eger
ax=b(mod m) kongriiansinin her iki tarafin1 a®™™ ile carparsak

a®™? ax=a"""p (mod m)

a®™?y = a®™h (mod m)

x=a”™*h (mod m) buluruz.

2.3.9 Ornek: 3x=1 (mod 7) kongriiansmin ¢éziim kiimesini bulalim.
(3,7) =1 oldugu i¢in

x=3%".1(mod 7)

=3%'.1(mod 7)

=3%1(mod 7)

=243 (mod 7)=5 (mod 7) bulunur.

2.3.10 Uyar: ax=c (mod b) lineer kongriiansinin ¢dziimlerinin bulunmast
ax+by=c Lineer Diophant denkleminin ¢éziimlerinin bulunmasina denktir.ax+by=c

denkleminin tiim ¢6zlimleri, (xq, Vo) bir 6zel ¢oziim ve t bir tam say1 olmak iizere

X=x0+g t, Y=yo —%t seklindeydi. Yani ax=c (mod b) kongriiansinin genel ¢oziimii

X=Xo+g t seklindedir [2].

2.3.11 Ornek: 48x+7y=17 lineer Diophant denkleminin ¢dziimlerini bulalim.
(48, 7) = 1|17 oldugundan ¢6ziimii vardir. Oncelikle bir 6zel ¢coziimiinii bulalim:
48x=17 (mod 7) kongriiansini1 goz oniine alirsak;
-x=3 (mod 7) ve buradan
x=4 (mod 7) elde edilir. Verilen denklemde x=4 yazilarak
48.4+7y=17 olur. Buradan y=-25 bulunur. Boylece (4,-25) ikilisi,

48x+7y=17 denkleminin bir 6zel ¢6ziimii olur [2].

2.3.12 Teorem (Cin Kalan Teoremi): M;,M,,M,,....,M, pozitif tamsayilar

ve her i#] igin (M;, m;) =1 olsun. ay, ay, as, ..., a tamsayilar1 verildiginde



x=a; (mod m;), (i=1,2,3,...,r) kongriiansinin ortak ¢oziimleri vardir ve herhangi iki

ortak ¢oziim mod(m,.m,.m,...m, ) denktir [4].

x=1(mod 3)
2.3.13 Ornek: x =2(mod 4) ; kongriians sisteminin ¢dziimiinii bulalim.
x =3(mod 5)
(3, 4)=(3,5=(4,5=1 oldugundan, kongriiansin mod (3.4.5)’te bir tek ¢oziimii
vardirm;=3, m,=4 m3=5, a;=1, a,=2, a3=3 tiir.
Buradan, m=3.4.5=60, m:20, ﬂ:15, £:12 bulunur.
m, m, m,
20b, = 1(mod 3) ise b; =-1 (mod 3),
15b, = 1(mod 4) ise b, =-1 (mod 4),
12b; = 1(mod 5) ise b; =3 (mod 5)
elde edilir. Su halde sistemin ¢6ziim x=20.(-1).1+15.(-1).2+12.3.3 =58 (mod 60)
bulunur [4].



3. IKINCi DERECEDEN KALANLAR

Lineer kongriians, en basit anlamda verilen bir sayinin mod denilen verilen
biiyiikliigii asmayacak sekilde degerinin yeniden belirlenmesidir. Benzer olarak
lineer kongriians denklemiyle kastedilen ise denklemdeki katsayilara verilen modda
yeniden deger verilmesinden sonra istenilen degiskenlerin degerlerinin yine bu
modda elde edilmesidir.

Kongriians kavrami, sadece lineer kongriianslarla smirli degildir. Benzer
sekilde verilen bir saymin karesini, kiipiinii ya da daha yiliksek kuvvetlerini verilen
modda indirgedigimizde ikinci, ligincii ya da daha yiiksek mertebeden kalanini
bulmus oluruz.

Amacimiz ikinci dereceden kongriians denklemlerinin belirli modlarda ki
¢ozlimlerini aramaktir. Aslinda bunu yaparken bir saymm verilen bir modda
karekoklerini bulmus oluruz. Tam sayilar kiimesinde bir saymin eger varsa sadece
bir tane karekokii oldugunu biliyoruz. Ancak verilen bir modda bir saymin birden
fazla karekokii olabilir.

Omegin; 15 modunda karesi 1 eden 4 tane sayr mevcuttur: Bunlar 1, 4,
11vel4 tiir. Daha biiyiik p asal ise ab=0 (p) iken a=0 veya b=0 (p) dir. Yani, Z, nin
de aritmetigi Z’nin kine benzerlik gosterir(ab=0 iken a=0 veya b=0 dir.) Ancak bu
ozellik mod birlesik say1 oldugunda gecerli olmaz. Eger n=ab,1<a<n ve 1<b<n ise
ab=0(n) olmas1 durumunda ab0 olabilir. Bu gibi problemler sebebiyle asal moddan
birlesik moda gegerken dikkatli olmak gereklidir. Daha biiyiikk modlara gegildiginde

bu saymin daha da artacagi goriilebilir.

3.1 Z., Halkasinda Birimler

Simdi Z, ‘deki dort islemi diisiinelim: Bolme yaparken bolecegimiz sayinin

mod ile aralarinda asal olmasi onemlidir.

3.1.1 Ornek: n birlesik say1 ise 0 olmayan bir denklik sinifi ile bolme

yapabiliriz. Z, ’de i/ 2 tammsizdir. Ciinkii 2x=1 olacak sekilde bir X€ Z,
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yoktur.Simdi hangi a lar i¢in aynm1 zamanda i/ a smifinda da Z, de oldugunu

belirleyecegiz [1].

3.1.2 Tamm: ae Z,elemanim carpmaya gore bir tersi, ab=1 olacak sekilde

bir b e Z,, elemamdir. Z,’de ¢arpmaya gore tersi olan bir elemana birim denir [1].

3.1.3 Yardima Teorem: ac Z., elemanin bir birim olmasi i¢in gerek ve
yeter sart (a,n)=1 olmasidir. Yani sadece mod ile aralarinda asal olan elemanlar birer

birim olur [1].

Ispat: a, n modunda bir birimse, ab =1 yani ab=1 (n) olacak sekilde
bEZ,elemani bulunabilmelidir. O halde, g€ Z olmak iizere ab=1+qn yazabiliriz. Bu
durumda a ve n sayilarint ayni anda bdlen bir say1 bunlarin bir lineer birlesimi olan
1’i de bolecektir. O halde (a, n) =1 olmalidir.(a,n) =1 ise 1=ax+ny olacak sekilde x
ve y tam sayilari vardir. O halde ax=1 (n) yazabilecegimizden X, a elemaninin

carpmaya gore tersidir.

3.1.4 Ornek: Zg de birimler 1,3,5,7 dir. Ciinkii 7.7 =1, 55=1, 55=1, 7.7 =1

dir. Yani her bir elemanin tersi kendisidir.Zq halkasinda birimler 1,2,4,5,7 ve 8 dir.

25=1 olup 2 ile 5 birbirinin tersidir. Bundan boyle Z, halkasindaki birimlerin

kiimesini U ile gosterecegiz [1].

3.1.6 Sonug: |Un| =@ (n) dir. Yani Z, halkasinda birimlerin sayisi n ile

aralarinda asal ve n den kiigiik olan sayilarin sayis1 kadardir [1].

11



3.2 ikinci Dereceden Denklikler

Ikinci derece kongriianslarin ¢oziimiinde de koklerin bulunmasi, ikinci

dereceden denklem ¢oziimlerinde oldugu gibi 6nemlidir. a, b, ¢ € R veya C olmak

—b++/b?—4ac

lizere ax®+bx+c=0 denkleminin koklerini veren X = 5 bagmtisini
a

ele alalim. Bunu katsayilarin Z,, halkasindan alinmasi durumuna uygularsak 2a ile
boliinmeyi garantilememiz gerekir. Bu durumda 2a , n modunda bir birim olmalidur.

O zaman 1/2a € Z,olur.Simdi n tek ve a e U,_ olsun. O halde 4ae U,
oldugundan, ax’+bx+c=0 denkleminin her iki tarafi 4a ile carpilirsa
4a?x? +4abx +4ac=0 (n) elde edilir. Boylece (2ax+b)’ =b? —4ac olur. O halde

b? — 4ac sayisinin Z, halkasindaki tiim kare koklerini bulabilirsek, 2ax+b=s veya

denk olarak x= —b+s

olacak sekildeki tiim Z, ¢oziimlerini de bulabiliriz. Dikkat

edilirse, Z,5 halkasmin 1 ve 4 elemanlarinin herbirinin dérder tane karekokii vardir.

1 in karekokleri +1 ve +4 ve 4 nin karekoklerinin + 2 ve + 7 oldugu goriiliir.

3.3 ikinci Dereceden Kalanlar Grubu

3.3.1 Tanm: a =5 olacak sekilde bir [g—J:(—l)i varsa a elemanina n
p

modunda ikinci dereceden kalan denir. n modunda ikinci dereceden kalanlarin

kiimesi Q, ile gosterilir [1].

n

3.3.2 Yardima1 Teorem: K, n sayisini bolen farkli asallarin sayisi olsun.
ae o, ise t = a olacak sekildeki te U, elemanlarinin sayisi

2“1 n=0()
N={ 2" n=2(4) dir[3].
2« .aksi halde
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3.3.3 Teorem: |Q,|=¢,/N dir [3].

3.4  Legendre Sembolii

Bu boliimde verilen bir EeUn biriminin ikinci dereceden bir kalan olup
olmadigini belirleyecegiz. Modun asal olmasi durumu kolaydir. n =2 ise Q,={1}

dir ve ikinci dereceden bir kalandir. O halde n=p nin tek asal olmasi durumunu

inceleyelim:

3.4.1 Tanmm: p tek asal sayisi i¢in bir a tam sayisinin Legendre sembolii

0 pla
[E] =<1 aeQ, olarak tanimlanr [10].
-1 ag¢Q,

3.4.2 Tanmm: U, ‘in bir g elemaninin mertebesi ¢ (n) ise g ye n modunda bir

ilkel kok denir [1].

3.4.3 Teorem: n>2 olsun. U, de ilkel kok olmasi i¢in gerek ve yeter sart n

nin asal olmasidir [1].

3.4.4 Sonug: p tek asal ve g, p modunda bir ilkel kok ise , [g—J = (—1)i
p

dir [3].

3.4.5 Teorem: p tek asal ise her a, b tamsayi ¢ifti i¢in (@J :(gj (Ej
p AN

dir [10].
N 1 , = =2 _
3.4.6 Ornek: p=13 olsun [Ej =+1 dir. Ciinkii 1=1 dir.O halde her a €U,
.. [ a —a . .
igin (—j=(—j, yani a € @, < —a €@y dir [1].

13 13

13



3.4.7 Uyarn: Yukarida bir saymmin Legendre semboliinii hesaplamak

—a a
istedigimizde isareti dGnemsemeyebiliriz. Genelde ise (Fj ile -[E) farkli olabilir.

) 1 1
Ornegin, | —— | =+1, -| —— [=-1dir [1].
rnegin ( 13) + ( lSj ir [1]

3.4.8 SOIlllQZ ay, a, a3,..., kE Z ig:in
[ERINNRT-
p p/LPJLP p

3.4.9 Teorem: a=b (p) olmasi igin gerek ve yeter sart [Ej :(Ej olmasidir
p p

[10].
3.4.10 Teorem (Euler Kiriteri): p tek asal ise her a € Z i¢in (%) =a®” (p)
dir [10].

3.4.11 Sonug: p tek asal olsun.-1€ ¢, olmasi igin gerek ve yeter sart p=1

olmasidir [1].
3.4.12 Sonug: p=1(4) olacak sekilde sonsuz ¢oklukta asal say1 vardir [1].

3.4.13 Teorem: p modundaki kuadratik rezidiilerin sayis1 kuadrik rezidii

olmayanlarin sayisina esittir [1].

3.4.14 Sonug: p tek asal ise (%} =(—1)(p271)/8 dir [10].
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3.5  Kuadratik indirgeme Kurah

Bir a tamsayisinin bir p modunda kuadratik rezidii olup olmadigini
belirleyebilmek igin [Ej sayisint hesaplamak yerine yukaridaki sonuglar geregi
p

sadece ti¢ 6zel durumu incelemek yeterli olacaktir.

3.5.1 Teorem (Gauss’un kuadratik indirgeme kurali):

—(gj p=q=3(4)
i@ — ) \P

(Ej aksi halde
q

dir. Uygulamada genellikle, yukaridaki ifadeye denk olan (gj :(%j (—1)(‘)71)([*71)/ ¢

p ve q farkli tek asal sayilar ise (—1)(

esitligi kullanilir [10].

3.5.2 Ornek: 219, 383 modunda bir ikinci dereceden kalan midir? Burada

21 7
383 asaldir, ancak 219=3.73 oldugundan ( 9) :£ 3 j( 3 jyazﬂabilir [1].

383 383 )\ 383
3 383 382.2/4
() (T
383 3

= (—1).(2) =+1 bulunur ve

3/
22
@

= +1 bulunur. Boylece (%)zﬂ dir. Yani 219, 383 modunda bir ikinci

dereceden kalandr.
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4. KUBIK REZIDULER

Bu bélimde x* = a(p) denkliginin ¢oziilebilme kosullarmi inceleyecegiz.

Bunun igin, birimin 3.dereceden koklerinden biri (yani x3 =1 denkleminin

¢ozlimlerinden biri) olan m:_1+—2\§ kullanilacaktir.

4.1 Giris

411 Tanim: ®=

~1+/-3
2

olmak tizere Z =a+bw sayilarina “Eiseinstein

sayilari“denir. Z[ o] ={at+b® | a,b€Z}halkasi genellikle D ile gosterilir [1].

4.1.2 Tamm: o =a+b ® sayisimnin normu o.o. seklinde tanimlanir ve Noile

gosterilir [1].
4.1.3 Teorem: o =a+b ® ’nin normu N o =a*-ab+b? seklindedir [1].

fspat: No = a.o oldugu igin

Na= (atbw)(a+bw)
= (atbo)(a+b )
=a’+ab o +abo+b’ oo
_.2 —\ h2
=a“+ab (ot o ) +b°.1

=a’+ab (2Re ©) +b?

2 1 2
=a™+ (2.-=)+b
( 2)
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=a-ab+b? bulunur.

4.1.4 Teorem: o €D ’nin birim olmasi i¢in gerek ve yeter sart N o =1

olmasidir. D deki birimler: £1, 2w, +o®dir [1].

4.1.5 Tammm: u€eD birim olmak iizere o =B.u olacak bigimdeki o ve B

sayilarina denktir denir ve o ~8 ile gosterilir [1].

—1++/-3
4.1.6 Teorem: p=1 (3) asal olsun co:T sayis1 Zy nin bir elemanmdir

[1].

Ispat: J-3€ Z,, oldugunu gosterelim.Yani -3 =k?(p) olacak bi¢imde bir k

< . . [-3 < ) . :
tamsayisinin varligini gosterelim.| — [=1 oldugunu gostermemiz gerekir.

p
(_?3) :[_Flj ' [gj - [_Elj : (gj (1) D2
=(-1)* 2, (%) (—1)P Y= () ( % j I

p asal oldugu i¢in p-1 gifttir ve p=1 (3) oldugu i¢in (%j =1dir.Ayrica (2,p) =1 ise 2

nin mod p de carpmaya gore bir t tersi vardir.Oyle ise -3 €Z, oldugu igin
-1+ -3 €Zp olur.O zaman %(-1+\/§) yapabiliriz. V=3 €zp ise 1+/-3 €Zy olur.
_1+—2_3 =t (-1+/-3)€Z, olur.

4.1.7 Sonug: p=1 (3) asal iken ®’ €Zy, dir [5].

.. - - 18
4.1.8 Ornek: 13 modunda, “ZHTE:%EE =9€Z,; Ve ®°=-1-9=-10=3

€Z,5 elde edilir.
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4.1.9 Tammm: t=a+bw€ D olsun. ctdw, et+fw birimden farkli olmak iizere
n=(ctdw)(etfw) olacak sekilde c, d, e, f tam sayilart bulunamiyorsa n’ye D’de
asaldir denir. Aksi halde D’de bilesik say1 denir [1].

4.1.10 Teorem: p rasyonel asal ise Np=p.p=p? dir [1].

4.1.11 Teorem: p rasyonel asali D de asal degilse, birimden farkli tam iki

carpani vardir, tistelik bu ¢arpanlardan her birinin normu p dir [1].

Ispat: p rasyonel asali D de asal degilse en az iki carpani vardir. Bu
carpanlara aq, ay, ...,a, denirse, p=a,, a,, ...,a, oldugunda Np=N(ay, a,, ...,a,) ve
Np=p® oldugu hatirlanirsa p>=Na;Na,...Na, bulunur.Bu durumda yukarida elde
edilen sayilardan sayilardan sadece biri p? olup digerleri 1 e esit olur veya ikisi p ye
esit olup digerleri 1’e esit olur. ilk durumda normu 1 olmayan(yani birimden farklr)
bir ¢arpan oldugundan p nin asal oldugu ¢ikar ki, bu bir ¢eligkidir.O halde iki ¢arpan

olmalidir.Bu ¢arpanlarin normu p dir.
4.1.12 Teorem: p=1 (3) rasyonel asal ise p, D de asal degildir [1].

4.1.13 Teorem: p rasyonel asal olsun.p’nin D’de asal olmasi i¢in gerek ve

yeter sart p=2 (3) olmasidir [1].
4.1.14 Teorem: Normu 3 olan tiim 7 sayilar1 D’de asaldir [1].
4.1.15 Teorem: D’de normu Nt =2 (3) olan hi¢bir masali yoktur [1].
4.1.16 Teorem: k>1 olsun.D’de normu 3k olan higbir asal yoktur [1].
Ispat: m=a+bo ‘nmn normu 3 modunda 0‘a denk ise ii¢ ihtimal vardir.
1) a=0,b=0(3)
2) a=2,b=1(3)

3) a=1,b=0(3)
1. a=0,b=0(3) ise 3 iin kat1 olacagindan asal degildir.
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2. a=2,b=1(3) ise k,t € Z olmak iizere a=3k+2, b=3t+1

N r =a’-ab+b? oldugu i¢in
N 7t =9K*+6k+4+9t*+6t+1 -9kt-3k-6t-2
=0k’ + 9t°-9kt+0k+3
=3(3k?+3t%-3kt+3k+1) olur.
D’de normu 3 olan asallarin varligini biliyoruz. Simdi de normu
3k*+3t%-3kt+3k+1 olan bir elemanin varligini gdstermeliyiz. D’de a® bigimindeki
elemanlarin 6 modunda 1’¢ denk oldugunu biliyoruz. Bu durumda
3(k*+t2-kt+k)+1 ifadesinde k*+t>-kt+k nin ¢ift say1 oldugunu gostermeliyiz. Bu
sekilde atb w nin iki elemanin ¢arpimi seklinde yazilabildigini, yani asal
olmadigin1 gostermis olacagiz.
k, t tek oldugunda k? +t?-kt+k ¢ift olur.
K, t ¢ift oldugunda K> +t>-kt+k cift olur.
k tek, t ¢ift oldugunda k? +t°-kt-+k cift olur.
k ¢ift, t tek oldugunda a=3k+2 ¢ift ve b=3t+1 ¢ift olur. 2|TI: olur, ki bu

durumda 7 asal olamaz.
3. a=l, b=2(3) i¢inde benzer sekilde gosterilebilir.O halde D de normu 3

iin kat1 olan higbir say1 yoktur.

4.1.17 Teorem: p rasyonel asal ise N w=p=1 (3) ozelligindeki = € D ler
D’de asaldir [1].

4.1.18 Uyar1: Boylece D’de ii¢ tip asal oldugu goriiliir [1].
1) p=1(3) rasyonel asal olmak iizere, N 7 =p olan tiim m=a+bw € D sayilari
2) m=q=2 (3) tipindeki tiim rasyonel asallar

3) n=l-o ‘nin, D’deki tiim denkleri asaldir.

4.1.19 Tanmm: 1) 1 ve 2 deki asallara 1.tip asallar denir.
2) 1 deki asallardan 1.tip olmayanlar

a=1 (3), b=0 (3)

a=1(3),b=1 (3)

a=0 (3), b=1 (3)
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a=2 (3), b=2 (3)
a=0 (3), b=2 (3) tiir. Bunlara da 2.tip asallar denir.
3)1-» ‘nin denklerine de 3.tip asallar denir [1].
Ornegin;2,5,11,17 gibi rasyonel asallar da D de 1.Tip asallardir.Normu 7 olan
1+3w,normu 13 olan 3+4w ve normu 19 olan 2+5w 2.tip asallardir.3.Tip asallar

toplam 6 tanedir ve bunlar 1-o,-1+o,1+2w,-1-20,2+0,2-o dir.

4.1.20 Teorem: =, D de asal ise p rasyonel asal olmak iizere N t=p ve
N w=p? dir [1].

4.1.21 Teorem: p rasyonel asal ise = €D olmak {izere Nn=p ise n, D’de

asaldir. Yani normu asal olan her eleman D’de asaldir [1].

Ispat: 7 ’nin D de asal olmadigimi varsayalim. O halde No>1, Np >1 ise
= of3 yazabiliriz. p= Nxr = Na NP ’dir. Ancak p, Z ’de asal oldugundan

carpanlarindan birinin 1 olmasi1 gerekir. Bu ¢eliskiden dolayr p, D’de asaldir.Bu
teoremin tersi dogru degildir.Ornegin;a=0,b=2(3) seklindeki m =a+bw elemanlar
D’de 2. Tip asallar olup N 7 =b® bir rasyonel asal degildir.Yani D de normu asal

olmayan asallar da vardir.

4.1.22 Teorem: n D’de asal ise denkleri de D de asaldir ve Nn=p ise

denklerinin normlar1 da p ye esittir [1].

4.1.23 Teorem: p=1 (3) rasyonel asal olsun. Eger p-1=6k=n(n+1) ise

n=nt(nt1)m ve A=1+(n+1)w’ nin denkleri D’de asaldir [1].

4.1.24 Ornek: p=13=1 (6) olsun.p-1=12=3.4 oldugundan n=3+40, A=1+4w

ve denkleri asaldir.
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4.2 Kiibik Rezidii Karakteri

4.2.1 Tamm: nt, D’de asal ve n+1-w ise (yani No # 3) o ’nin mod = deki

kiibik karakteri (Ej ile gosterilir ve
TJ3

(aj ] 0 mo Y1 boliiyor ise
)y |a™P® ma y1 bdlmiyor ise

(Nn-1)/3

seklinde tanimlanir.Burada o , tmodunda 1, » veya »°’ye denktir.Bu karakter,

. e . ) - o) .. ..
Legendre semboliiniin kuadratik rezidii teorisindeki yerini tutar. (—j gosterimi
T3

yerine bazen . (o) sembolii de kullanilir [1].

4.2.2 Tanim: (gj =1 ise o ya © modunda bir kiibik rezidii, aksi halde
T3

. 1 .
kiibik rezidii olmayan (non-rezidii ) denir. p=1 (mod 3) iken p% tane birbirinden

farkli kibik rezidi ve

tane kiibik rezidii olmayan, q=2 (mod 3) iken tam g

tane birbirinden farkl: kiibik rezidii vardir [9] .

4.2.3 Sonug: iki kiibik rezidiiniin ve farkli tiirdeki kiibik rezidii olmayan

(w,®°) iki elemanin garpimi bir kiibik rezidiidiir.Ayrica bir kiibik rezidii ile bir

kiibik rezidii olmayanin (® veya ®’) carpimi ve aym tipteki iki kiibik rezidii

olmayanm (® Ve ®, ®°Ve®?) ¢arpimu bir kiibik rezidii olmayandir [1].

4.2.4 Teorem: mt, D’de asal ve N n=p olsun. x* =a (p) ¢oziilebilirdir [1].

ispat : p=nn olusundan gbriiliir.

4.2.5 Ornek: (2”@) =9
3+4o /,

N(2+40)=4-8+16=12, N(3+4®)=9-12+16=13 oldugundan
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131
@*j“’j _12 % (13) =12(13)= (-1)° (13)=1 (13) elde edilir. O halde 2+ 4o,
+ 40 3

3+ 4w modunda bir kiibik rezida dir.

426 Ornek: a=5+8w» Ve m=1+3w alinirsa, Noo =25-40+64=49 ve

Nrt=1-3+9=7 pylunur. 7|49 oldugu icin (EJ =0 dir [1]. Gergekten;
T

(5+8co} _ 49% @)

1+3w
= 49%(7)
=0%(7)
=0 (7) elde edilir .

4.2.7 Onerme: x° = a(n)¢dziilebilir ise yani o bir kiibik rezidii ise

a) o (N3 ( a j (n)

T

Ispat: @) Tanimdan acikga goriiliir.

b) (OLB/ n)E(ocB)$ OL(N’A)/?’B(NH)/3 E(gj (EJ sonucu bulunur.
/s 3

I

a (N8 = (N8 E(Ej olur.Buradan (gj :(E]
T3 T J3 T3

C) o=P(m) ise (gj
/s

elde edilir.

4.2.8 Teorem: nt, D’de asal ve Nrt= 3 olsun.O zaman (Llj =1dir [1].

3

Ispat: masal ise, p=1(3) rasyonel asal olmak iizere N t=p dir.p=1 (3) ise
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ke Z olmak tizere p=3k+1 dir ve p asal oldugundan k ¢ift sayidir. O zaman
-1

(—j (=)™ oldugu  igin, Nm—1 =p-1=3k+1-1=3k  oldugundan
T J3

(__1) :(_1)3k/3 :(—1)k olur \k ¢ift say1 oldugu igin (_—1} =1 olur. Eger q=2 (3)
T Js T Js

ve asal oldugundan q tek say1 olur.O halde Ng-1 ¢ift sayidir. Yani bir cift

sayidir.O halde [Llj =(—1)(Nq*1)/3 =1 olur.
a4 Js

4.2.9 Uyar: -1 in her = modundaki kiibik karakterinin 1 olacagl,(—l)3 =-1

den goriilir [1].

4.2.10 Teorem: m,,m, Ltip asal, %, (7,)=x,, (n,) ve Nm # N, olsun Bu

durumda x, (7,)=1x,, (,)olur [1].

4.2.11 Teorem: = Lltip asal ise x,(2)=1, buradan m=q >2 olur.l.tip

rasyonel asal olmak {izere 2 her q modunda bir kiibik rezidii olur [1].

4212 Teorem: m=a+bw , 1ltip kompleks asal iken x®=2(m) ’nin
¢Oziilebilmesi igin gerek ve yeter sart m=1(2) olmasidir.Bu ise b=0(2) olmasi

anlamia gelir [1].

Ispat: n51+0c0(2) ¢oziilebilir olsun, bu durumda Xn(Z)zldir.Z ve n L.tip
asal oldugu i¢in kiibik indirgeme kuralindan 7 (2) =%, (n) yazilabilir. Buradan
%2 (1) = N (2 , N(2)= 2> =4 oldugundan 7, (nr)=n(2) dir.Dolayistyla
% (m)=1 olmast i¢in y,(n)=n=1(2) olmast gerekir.Tersi de benzer olarak

gosterilir.
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4.2.13 Teorem: x°®=2(5+60) denkligi c¢oziilebilir midir? m=(5+6w) ,

n= 2(3) oldugu icin 1.Tip asaldir . Ayrica & 51(2) oldugu i¢in (5 26 ) =1 ve bu
+0w /;

durumda x° =2(5+60) denkligi ¢oziilebilirdir [1].

N(2)-1
[ 2 j:(5+6mj =(5+6w)T=5+6w(2)51+0co(2)El(Z)bqunur.
5+6w ), 2 ),

4.2.14 Sonug: p=2(mod3)asal ise p modunda birbirinden farkli tam p tane
tictincti dereceden kalan vardir. Yani Z,’nin tim elemanlar1 G¢liinct dereceden bir

kalandir [11].

4.2.15 Tamm: x° =a(p)olacak sekilde bir X e Zvarsa a e Z ye p modunda

bir kiibik rezidii denir [11].

4.2.16 Teorem: p rasyonel asal ve p=1(3) olsun. x*=a(p) denkliginin

¢oziilebilmesi icin gerek ve yeter sart "™ =1(p) olmasidir [5].

Ispat: Euler kiriterinin k=3 igin 6zel halidir.

3

4.2.17 Teorem: p rasyonel asal ve a € Z olmak iizere [a_} =1dir [1].
P /s

. a® a\’
Ispat: [—} :(Ej yazilabilir [EJ 1, ® ya da o’ ye esit olacagindan
p 3 p 3

4.2.18 Ornek: x° = 2(7) ¢Oziilebilir midir?

2 = 2
(—j =2°% =2"=4(7),=4(7)oldugu i¢in (—j =@ ‘dir.
7 3 7 3

24



Bu durumdax® =2(7) ¢bziilebilir degildir [5].

4.2.19 Ornek: x° =1(7) ¢bziilebilir midir?

7-1
(—) =13 =1 =1(7) oldugu igin ¢ozilebilirdir. X351(7) ‘nin  kokleri ise
3

x=1 X=w X=e’dr o= =4(mod7) ve o =2(mod7) oldugu i¢in

~1++-3
2

bu denkligin kokleri x =1(mod7), x = 4(mod 7),x = 2(mod 7) dir.

4.2.20 Teorem: q=2(3) asal ve a, (a,0)=1 olacak sekilde pozitif bir tam

say1 ise a mod q da bir kiibik rezidiidiir [1].

Ispat: 52(3) asal ve (a,q=1 olacak sekilde aeZ" olsun. q 52(3) ise
g=3k+2( keZ )olur. Bu durumda; Ng=q.q=(3k+2)(3k+2)=9k*+12k+4 ve
Nq -1 2 . . (Ng-1)/3 3k?+4k+l -
5 =3k*+4k+1 dir. (a,q)=1 olmak iizere a =a dir.Fermat’in
Kiigiik teoreminden (ask*l >k+1 =1 =1(q) oldugu igin, a** =a**** =a%*" =1(q)

k+1

Ng-1)/3 3kP+ak+l _ a(3k+1)(k+l) — (a3k+l)

olur.a™™® =4 =1"=1(q) olur,
4.2.21 Sonug: p=2(mod3)asal ise p modunda birbirinden farkli tam p tane

liglincli dereceden kalan vardir. Yani Z nin tim elemanlar tigiincii dereceden bir

kalandir [1].

4.2.22 Ornek: p=17 olsun, mod17 de

0°=0, 1’°=1 2°=8, 3F =10, 4°=135’=6, 6°=12, 7°=3, 8 =2 9°=15
10°=14, 11¥=5 12°=11, 13¥=4, 14°=7,15=9, 16°=16 ‘dir [1].

4.2.23 Teorem: p zl(mod 3) asal ise p modundaki farkli kiibik rezidiilerin

+2

sayisl P dir [5].
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5. KUARTIK REZIDULER

4.dereceden kalanlar teoremi Gauss tarafindan 1832°de ispatsiz olarak
verilmistir. Daha sonral844°‘de Eisenstein, Jacobi ve Gauss toplamlarini kullanarak
pek cok ispat yapti.3.Dereceden kalanlar ile benzer olmasina ragmen daha zordur. Tk

olarak Gauss,2.Dereceden kalanlar teoreminin altinci ispatinda Gauss toplamlarini

kullanmustir.(Ireland ve Rosen 1990). Z[i] de bdlme algoritmast gegerli oldugundan

7 [I] bir Oklit halkasidir.

5.1 Z[i] Halkasmn Ozellikleri

5.1.1 Tamm: Herhangi a,beZ ve i=+/-1 olmak iizere a+bi bigimindeki

biitlin sayillara Gauss Tamsayilar1 denir.Bu tiir sayilarin kiimesi Z[i] ile

gosterilir.Yani, i = J-1 olmak iizere, Z[i] = {a + bi| a,be Z} dir [6].

5.1.2 Tamm: a,beZ olmak iizere a=a+bieZ[i]sayismm eslenigi a-bi
seklinde tanimlanir ve o seklinde gosterilir. Bir o.=a+ bi € Z[i] sayisinin normu

ise N(a+bi)=o.a=a+b>eZdir [6] .

5.1.3 Onerme: Norm fonksiyonu asagidaki 6zelliklere sahiptir [6]:
1) VaeZ[i] igin N(a)=0
2) N(a)=0<a=0
3) Va,BeZ[i] igcin N(aB)=N(a).N(B)dr.
4) a=a+hieZ[i], B=c+di(ab,c,deZ) olmak iizere
a) ap =af
b) (a_ﬂs)=&+[§ dir.
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5.1.4 Tamm: Va eZ[i] icin u|a olacak sekilde bir u tamsayisi varsa bu

o sayisina Z[i] ‘nin bir tersinir elemani denir [6] .

5.1.5 Onerme: Van[i] nin tersinir olmasi i¢in gerek ve yeter sart

N () =1olmasidir. Bu durumda tersinir elemanlar ¥ 1, Fi dir [7].

Ispat: Va e Z[i]tersinir < 1 Z[i] demektir.
o

1:oc.1 ise N(l):N[i) ve N(a)eZ, N(a)>0 oldugundan eger
o a

actersinir eleman ise N(o)=1olmalidir.

: . _ - 1 - : .
Tersine olarak a.=a+bieZ[i]icin N(a)=1=o.0 ise —=o=a—bieZ]i]
o
bulunur. N(OL)=32 +b? =1 olmas1 igin gerek ve yeter sart a=+1 ve b=0 veya

b=+1 ve a=0 olmasidir. Boylece tersinir elemanlarmn ¥ 1,F i oldugu anlagilir.

5.1.6 Tanim: u, Z[i] ‘nin herhangi bir tersinir elemani olmak {izere,
herhangi a,BeZ[i] icin a=up olacak sekildeki o« ve [ sayilarina denktir,

denir ve o ~ B ile gosterilir [6].

517 Tamm: o€ Z[i] elemanma efer o nin Z[i] deki her béleni ya

kendisinin bir tersinir eleman ise indirgenemez denir [6].

5.1.8 Uyar1: Bu boliimde 3.boliimde oldugu gibi rasyonel Z’de ki asallara

rasyonel asal diyecegiz [6] .

5.1.9 Teorem (Z[i]de kalanh bolme teoremi): Voc,ﬁeZ[i]ve B = 0i¢in,

o =By + 8 olacak sekilde Jy,8 € Z[i] ve N(a)< N(B)dir [6].
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5.1.10 Yardimecr Teorem: 7 indirgenemez ise, Tt|p olacak sekilde peZ

rasyonel asal1 vardir [8].

Ispat:p, € Z asal olmak iizere, N(7) = . =n=p,p,...p, oldugundan, en az

bir i igin =| p; saglanir.
5.1.11 Teorem: a. e Z[i] ve N(«a) asal ise o indirgenemezdir [6] .

Ispat: Eger a=pi ise N(a)=N(p)N(1) dir. N(a) asal oldugundan
N(p)=1 veya N(A)=1 dir. Boylece p ya da A tersinirdir. Boylece a

indirgenemezdir.

5.1.12 Teorem: 1+i indirgenemezdir ve 2=-1(1+i)*, 2°nin Z[i] de asal

carpanlarina ayrilmis seklidir [6].

Ispat: N(1+i)=2 dir ve 2 asaldir o halde 1+i indirgenemezdir.

5.1.13 Teorem: Eger q=3(mod4) , Z ’de bir asal ise, g, Z[i] 'nin bir

indirgenemez elemanidir [6].

5.1.14 Teorem: Eger p bir asal ve p=1(mod4)ise,p = rrolacak sekilde bir

nindiregenemez elemani vardir ve (n) # (T_c) dir [6].
Ispat: p=1(mod 4) oldugundan, a> =—1(modp) olacak sekilde bir a tam

sayist vardir. Boylece p| a’+1= (a+ i)(a—i) olur.Eger p indirgenemez olsaydi,

pla+1olurdu.
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Boylece p=ap,N(a)>1N(B)>1 dir.Norm alarak p=N(a) sonucuna

variriz. N(OL) asal oldugundan o indirgenemezdir. Buradan ((x);t(oc) oldugu

aciktir.

5.1.15 Tamm: Tersinir olmayan bir a € Z[i]igin, eger azl(mod (1+i)3)ise
o ya Z[i] ’nin birinci tip elemanmi denir. Eger a, Z[i] ’de birinci tip ise,
a=1(mod2+2i) olduguna dikkat ¢ekilmelidir [6] .

5.1.16 Teorem: Z[i] *de tersinir olmayan bir o.=a-+bi(a,beZ) eleman
birincil ise a=1(mod4),b =0(mod 4) veya a = 3(mod 4), b = 2(mod 4) dir [6].

5.1.17 Teorem: o € Zi|tersinir olmayan bir eleman ve (1+i) to olsun.

O halde ua birincil olacak sekilde u tersinir elemani1 vardir [6].

5.1.18 Teorem: Z[i] ’nin birincil eleman: , birincil indirgenemezlerin

carpimi seklinde yazilabilir [6] .

Ispat: o e Z[i] birincil olsun, O halde, g, =3(mod4) rasyonel asallar, m,
birincil indirgenemezleri  N(m,)=1(mod4) ve o =um,..n,(-0q,)...(-0,) olacak
sekilde bir ise u tersinir eleman1 vardir. Indirgenmis modiil (1+i)3 bize,

1Eu(mod(1+i)3) oldugunu gosterirBu u=1 demektir,dolayisiyla u tersinir

elemandir.

5.1.19 Teorem : Eger meZ[i] bir birincil asal ise,ya m=1(mod4) yada

=3+ 2i(mod 4)tiir [6].
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5.2 Dérdiincii Dereceden Kalan Sembolii

5.2.1 Onerme: Eger ntaise o™ =1(mod ) dir [6].

5.2.2 Uyar1: Eger m-nin normu 2 den farkli ise, 0 zaman Z[i]/nZ[i]de 1,-1,
-i, +i ‘nin kalan siniflar1 birbirinden farklidir. i El( mod n) olsun. i-1 asal oldugundan

n ve 1-i baglantili olurlar. Buradan N(7)=N(1-i)=2olur ki, bu durum = ’nin

normunun 2 den farkli olmasiyla gelisir [6].

5.2.3 Onerme: Eger nta ise,(n) # (1+i) ise, 0 < j< 3 olacak sekilde bir tek

j tamsayis1 vardir.Yani, oM™V =il (mod ) dir [6].
y

5.24 Uyan: Bu Onermede (n)¢(1+i) hipotezi oOnemlidir. Gergekten
n=1+1 olsaydi, bunlarin normlart ayni olacagindan 1+i indirgenemez olup
N(1+i)=2=—i (1+i)2 asal c¢arpanlarina ayrilacakti. Ancak = asal oldugundan bu

durum ¢eliski olacakti [6] .

5.2.5 Uyart: x* =1(mod ) oldugunu gdz éniine alalim: x* —1=0(mod 1)
x* —1=(x* -1)(x* +1)=0(mod )
x* —1=(x-1)(x+1)(x—i)(x+i)=0(modr) dir [6].

Buradan denklemin koklerinin Lagrange teoremine gore,+1,-1,+i,-i oldugu

ortaya cikar. Ote yandan,{+1,-1,+i,-i} mertebesi 4 olan devirli bir grup oldugundan,
(Z[i] / nZ[i])* carpimsal alt grubunun mertebesini béler. Bu grubun mertebesi
N(m)-Lolup, 4/(N(x)—1) dir.

Buradan, o MEWE ayni zamanda X" = 1( mod n) kongriiansinin bir ¢dziimii

oldugu ortaya ¢ikar. Bu bir ¢6ziim ise,+1,-1,+i,-i birbirlerine denk degildirler, yani

kalan siiflar: farklidir. O halde, N i (mOd TE) dir.
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5.2.6 Tamm: Eger = bir indirgenemez ise , N(7)# 2 olmak iizere, o nmn
4.dereceden kalam mt o igin x, (a)=i'(0<j<3)olarak tanimlamr. Bu Legendre

semboliiniin 4.dereceden kalanlara bir genislemesidir.Ozel olarak, n|a ise y,(o)=0

dir.Bu durum

((x) {1 , Eger x*=o (modm) ¢oziilebilirse
4 1! I’ —1

n) Aksi halde

seklinde de ifade edilebilir [6].

5.2.7 Onerme: Eger ntaise,

1) yx.=lox= o(mod 7t)dir.Yani Z[i] ’de bir ¢oziimii vardr.

2 (2

3) m=X&(&)’

4) Eger m=a+bi olmak izere, birinci tip bir indirgenemez ise,

( —_1j4 _(—a)

T

5) Eger a.=f(modn)ise, (gj =(EJ [6] dir.
n 4

4 T

5.2.8 Onerme: q=3(mod4)olacak sekilde q bir asal olsun. O halde

aeZ,qfaicin (Ej —1dir [6].
a4/,
Ispat: q=3(mod4)biciminde bir asal ise, N(q) =g’ dir. Boylece,

[gj =a(q2_l)/ 4:<a(q‘l) )(q+l)/4 bulunur. Fermat’in Kii¢iik teoreminden, q asal ve gta
4

q

oldugu i¢in 2™ =1(modq) elde edilir.
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52.9 Onerme: ocZ,0#0ve acZ tersinir olmayan bir tek say1

olsun.Eger (a,0) =1 ise, (%) =1dir [6].
4

5.2.10 Onerme: Eger n =1bir tam say1 ve n=1(mod4) ise, (LJ = (—1)("71)/4

nJ,

dir [6].

5.2.11 Teorem (4.Dereceden Kalanlar Teoremi): Eger m,0; Z[i]de farkli

birinci tip asallar ise,(gj :(gj (—1)(N(“)7l)(N(e)fl)/16dir [6].
4

4 T

5.2.12 Uyan : Eger r,0 birinci tip asal ise, t=a-+bi ve 6=c-+di olmak

tizere (N(7)—1)(N(0)-1)/16 ile (a—1)(b—1)/4 aym isarete sahiptir.Bu durumda
(N(m)-1)(N(6)-1)/16 ile (a~1)(b-1)/4 ay P

(E] :(Ej (=2)* " yazabiliriz [6].
0/, 4

T

5.2.13 Yardimc1 Teorem: Eger n,GeZ[i] farkl1 birinci tip asallar ise,

n=a+bive 0=c+diolmak iizere, n veya 0 >dan biri 4 modiiliine gore 1 e denk ise,
(Ej =(9j dir [6].
0), \n),

5.2.14 Yardimer Teorem: p=1(mod4) olmak iizere, p=a’+b* seklinde

yazilir.Ayrica a bir tek sayi ise,

o

2) (a+b)’ =2ab(mod m)

p-t p-1
2

3) (a+b)z =(2ab)# (mod p) [6] dir.
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6. SONUC VE ONERILER

Tezimde kalan siniflar1 incelendi.ikinci béliimde kongriians kavrami verildi,
Fermat’in kiiciik teoremi ve Euler’in genellestirilmesi verildi. Bu teoremlerin bazi
biiylik sayilarin verilen bazi sayilara bolimiinden elde edilecek kalanlari bulmada
nasil kullanilacagi belirtildi. Iki degiskenli lineer kongriianslarin olusturdugu
sistemleri ve bunun sonrasinda da farkli modlarda verilmis olan iki degiskenli lineer

kongriianslarin olusturdugu sistemler ele alindi.

Konriians kavraminin sadece lineer kongriianslarla sinirli olmadigini benzer
sekilde verilen bir saymin karesini , kiipiinii ya da daha yiiksek kuvvetlerini verilen
moda indirgedigimizde ikinci, iglincli ya da daha yiiksek mertebeden kalanini
bulmus olacagimiz goriildi. Diger bolimlerimizde ikinci dereceden, iiciincii

dereceden ve dorduncu dereceden kalanlar incelendi.

Tezim daha yiliksek mertebeden kalan bulmada bir fikir verebilir ve

n.dereceden kalanlar arastirilabilir.
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