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OZET
SONLU BLASCHKE CARPIMLARI
Siimeyra UCAR

Balikesir Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii,
Matematik Anabilim Dal

(Yiiksek Lisans tezi / Tez Damismani : Prof. Dr. Nihal YILMAZ OZGUR)
Balikesir, 2011

Dogrusal doniistimler olarak da bilinen Mobius doniisiimleri ilk kez 1831
yilinda ortaya ¢ikmustir. Ozel tipteki Mobius doniisiimlerinin sonlu veya sonsuz
saylda carpimlar1 olarak tanimlanan Blaschke ¢arpimlar1 ve temel 6zellikleri bu tezin
ana konusudur.

Bu tez alt1 boliimden olugmaktadir.

Birinci bolim olan giris boliimiinde Blaschke c¢arpimlarinin tarihi
gelisiminden bahsedilecektir.

Ikinci boliimde Mobius doniisiimlerinin tanimi ve temel ozellikleri ile ilgili
temel bilgiler ele alindiktan sonra birim diski birim diske, iist yar1 diizlemi birim
diske resmeden Mo6bius doniistimleri incelenecektir.

Uciincii boliimde sonlu Blaschke carpimlarinin hangi sartlar altinda 6zdes
olduklar1 incelenecektir.

Dordiincii  boliimde {iist yar1 diizlem icin sonlu Blaschke carpimlari
tanimlanarak, iist yar1 diizlem ve birim disk i¢in taniml1 sonlu Blaschke ¢carpimlarinin
her ikisinin de sifirdan farkli bir kalintiya sahip oldugu gosterilecektir.

Son bolimde ise sonlu Blaschke carpimlarmin sifir yerlerinin geometrik

ozellikleri ele alinacaktir.

ANAHTAR SOZCUKLER : Mobius Doniisiimleri / Cemberler / Sonlu Blaschke
Carpimlar1 / Kalint1 /Elipsler
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ABSTRACT
FINITE BLASCHKE PRODUCTS

Siimeyra UCAR
(Balikesir University, Institute of Science, Department of Mathematics)

( M. Sc. Thesis / Supervisor : Prof. Dr. Nihal YILMAZ OZGUR )
Balikesir — Turkey, 2011
Mobius transformations, known as also linear transformations, firstly occured
in 1831. Blaschke products, defined as finite or infinite products of special type
Mobius transformations, and their basic properties are the main topics of this thesis.

This thesis consists of six chapters.

It is mentioned about historical development of Blaschke products in the
introductory chapter, which is the first chapter of this thesis.

In the second chapter, after it is given the definition and basic properties of
Mobius transformations, it will be investigated the Mobius transformations mapping

the unit disc to itself and the upper half plane to the unit disc.

In the third chapter, it is investigated that the conditions under which finite
Blaschke products to be identical.

In the fourth chapter, defining finite Blaschke products for the upper half
plane, it will be showed that two types of Blaschke products have a nonzero residue.

Finally, in the last chapter it is mentioned about the geometric properties of
the zeros of finite Blaschke products.

KEY WORDS : Mobius Transformations / Circles / Finite Blaschke Products /
Residue / Ellipses
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ONSOZ
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1. GIRIS

Birim ¢cemberi birim ¢embere, birim ¢cemberin i¢ini icine resmeden Mobius
doniisiimlerinin sonlu yada sonsuz sayida ¢arpimi biciminde tanimlanan Blaschke
carpimlart ilk kez 1915 *de W. Blaschke tarafindan yayinlanan bir makalede ortaya
cikmistir.  Bu boliimde [9] numarali kaynaktan faydalanilarak sonlu Blaschke
carpimlarinin tarihi gelisiminden bahsedilecektir. Birim ¢emberi birim ¢embere,

birim ¢emberin i¢ini i¢ine resmeden Mdobius doniisiimleri

T(z)=,BZ__£;, ae D={zeC:|¢<1l} |4 =1

1

biciminde olduguna gore, bu doniisiimlerin sonlu sayida ¢arpimlart olan sonlu bir

Blaschke ¢arpimi

—4a;

B(z)zlb’lll |,6’|:1, a,eD

1—ajz

biciminde tanimlanir.

|Z| =1 iken z = i yazilabileceginden
Z



olur. Buradan Blaschke ¢arpimlarinin birim ¢emberi birim ¢embere resmettigi ortaya

cikar. Maksimum Modiil teoremininin bir sonucu olarak |B(z)| =1 olmasi icin gerek

ve yeter sartin |z| =1 oldugu goriiliir. Boylece sonlu bir Blaschke carpiminin D ’de

analitik yani,

1) Kapal1 birim disk D ’de suirekli,
i1) Birim diskte sonlu sayida sifira sahip,

iii) Birim ¢cember dD iizerinde modiiliiniin 1 oldugu goriiliir.

Blaschke carpimlar1 birim diskte sinirli analitik fonksiyonlarin temel

yapitaslarindan biridir. Ornegin B, a,,a,, ...,a, sifirlarina sahip bir Blaschke ¢arpimi
olmak iizere f, a,,a,,...,a, sifirlarina sahip B’den daha yiiksek dereceden bir

rasyonel fonksiyon ise B Blaschke ¢arpimi f fonksiyonunu béler.

Blaschke carpimlar1 smnirli  analitik  fonksiyonlar ile interpolasyon
calisilmasinda da yani asagidaki sorunun cevabinin arastirilmasinda onemli bir rol

oynar; {z,} birim diskte bir dizi olmak iizere acaba hangi kosullar altinda her sinirh

{w,} kompleks say1 dizisi i¢in

f(z,)=w,



biciminde birim diskte tanimli, sinirli, analitik bir f fonksiyonu bulunabilir?

n. dereceden bir B Blaschke ¢arpimi ve birim ¢ember iizerinde bir A noktasi
verilsin. B tarafindan A’ya resmedilen birim ¢emberin n tane farkli noktasinin
oldugunu besinci bolimde Yardimer teorem 5.2.3 ’de gosterilecektir.  Birim

cemberde verilen z,z,,...,z, noktalari i¢in B(zj) = A olacak bi¢cimde bir B Blaschke

carpimi bulunmasi interpolasyon olur. Burada 6nemli iki soru vardir. Birincisi:
Boyle bir B Blaschke ¢arpimi varsa nedir? Ikincisi : Varsa bu B Blaschke carpimi

nasil bulunacaktir?

Istenen Blaschke carpiminin varligi interpolasyon teoremi ile garanti edilir.
Burada interpolasyonun altindaki fikir birim diskteki n farkli noktanin diizlemde n

farkli noktaya resmedilmesidir.

Iki reel say1y1 bagka iki reel sayiya resmeden bir dogrusal fonksiyon bulmak
veya kompleks diizlemde verilen ii¢ noktayr yine kompleks diizlemde verilen ii¢
noktaya resmeden bir dogrusal doniisiimiiniin (Mobiiis doniisiimil) olmasi temel
interpolasyon sonuclarindandir. Acaba verilen n noktayr n noktaya resmeden
doniisiim hangi sartlar altinda vardir? Eger bir f fonksiyonu; “f birim disk iizerinde

analitik ve f(0)=0 ise birim diskteki her z igin |f(z)|<|z| olur.” bicimindeki

Schwart yardimci teoreminin kogullarini saglarsa interpolasyon yapilabilir. Ornegin
Schwart yardimci teoreminin kosullart saglanmadigr i¢in 0’1 0’a, %’yi %’ye

resmeden bir B Blaschke ¢arpimi yoktur.

1963 yilinda Cantor ve Phelps cember iizerindeki n farkli noktayr ¢ember
tizerinde diger n farkli noktaya sonlu bir B Blaschke carpimi ile resmetmenin

miimkiin oldugunu ispatladilar. Fakat burada fonksiyonu acik¢a gosteremediler.



1987 *de Jones ve Ruscheweyh en fazla (n-1). dereceden Blaschke carpimi ile
interpolasyon yapilabilecegini gosterdi. z,,z,,...,z, ve A birim ¢ember iizerinde

noktalar olmak iizere, j=1, 2, ..., ni¢in

C(z,)=Az,

olacak bicimde (n-1)-inci dereceden bir C Blaschke carpimi bulabiliriz. Boylece

B(z)=z.C(z) biciminde tamimlanirsa B bir Blaschke c¢arpimidir ve

B(z;)= A4, B(0)=0 olur.

Boylece bu B Blaschke carpimi ile birim ¢emberde verilen n tane nokta yine

birim ¢emberde verilen bir noktaya resmedilir.

Calismanin iiciincii boliimiinde, bir Blaschke ¢carpiminin derecesi o Blaschke
carpiminin sifirlarinin sayist olmak iizere, n. dereceden iki tane sonlu Blaschke
carpimi birim diskin 7 tane noktasinda c¢akisirlarsa, bu Blaschke ¢arpimlarinin hangi

sartlar altinda 6zdes olduklar1 problemi ele alinmistir [7].

Dordiincii boliimde ise birim ¢emberde tanimli sonlu Blaschke carpimlarina
gore daha az ele alinan iist yart diizlem icin sonlu Blaschke carpimlarini
tanimlanacak ve her iki Blaschke carpiminin da sifirdan farli bir kalintiya sahip

oldugu gosterilecektir [8].

Son olarak da besinci bolimde “Blaschke carpimlarinin sifir yerlerinin

geometrik Ozellikleri var midir? Varsa bu geometrik Ozellikler acaba Blaschke



carpiminin  derecesine gore degisiklik goOsterir mi?” bi¢imindeki sorular

cevaplanmaya ¢alisilacaktir [9-11].



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde tezin diger boliimlerinde kullanilacak olan bazi temel kavramlar

ele alinacaktir.

2.1 Mobius Doniisiimleri

Bu boliimde Mobius doniisiimleri ve bu doniisiimlerin temel 6zelliklerinden
bazilar1 ele alinacaktir. Bunlar i¢in [1, 2, 3, 4] numarali kaynaklardan

faydalanilacaktir.

Tanmm 2.1.1 : a,b,c,de C,ad —bc#0 ve T:Cu{w}— Cu{ew} olmak

uzere

az+b
cz+d

T(2)= (2.1.1)

bicimindeki bir doniisiime Mobius doniisiimii ya da Kesirli Dogrusal doniisiim denir.
A=ad—bc ifadesine de T Mobius doniisiimiiniin determinanti denir. Burada

ad —bc=0 olursa bire-birlik bozulur. Boylece ad—bc#0 alinarak Mobius



doniistimlerinin bire-birligi saglanmis olur. Bir 77 Mobius doniisimii a,b,c,d

katsayilarindan bagimsizdir. Bir 1€ C\{0} icin Aa, Ab, Ac, Ad katsayilarina karsilik

T(z)= Aaz+ Ab _ Alaz+b) _ az+b
Acz+Ad  Alcz+d) cz+d

olur. Buradan yine aynt 7 Mobius doniisiimii elde edilir. Boylece T(z) = gz +Z
cz+

ile

1
tanimlanan Mobius doniisiimiiniin pay ve paydasti 4=——— ile ¢arpilarsa
FVad —bc
ad —bc =1 bulunur. Artik Mobius doniisiimlerinin tanimindaki ad —bc #0 yerine

ad —bc =1 alinabilir.

Tamm 2.1.2 : a,b,c,de C,ad —bc#0 olmak iizere T(z)= az+b

cz+d

seklinde bir Mobius doniisiimii olsun. Bu durumda c#0 ise T(oo):2 ve

T(——)=0o0 olur. ¢=0 ise T(eo) =00 olur. Boylece her bir Mobiiis doniisiimiiniin
c

Cu{e}’dan C U {eo} a bire-bir ve orten bir doniisiim oldugu goriiliir.

a=d #0 ve b=c=0 olsun. Bu durumda

az+0

T(z7)=
&= 0rra

biciminde birim doniisiim bulunur. Bu doniisiim i¢in



ad—bc=ad—-00=ad #0

oldugundan T'(z) = z bicimindeki birim doniisiim de bir Mobius doniisiimii olur.

Bir T Mo6bius doniisiimiiniin tersi;

bicimindedir ve bu doniisiim de bir Mobius doniisiimiidiir.

Teorem 2.1.3 :

M ={T :CU{eo} = CU{oo T(z):&:s;a,b, ¢,de C,ad—bc#0)
(&4

kiimesi fonksiyonlarin bileskesi islemine gore bir gruptur.

cz+

bicimindeki tiim Mobius doniisiimlerinin kiimesi PSL(2,C) ile gosterilir.

Simdi bazi basit dogrusal doniistimler ele alinarak (2.1.1) ifadesindeki 7'(z)

Mobius doniisiimiiniin bu basit doniisiimler cinsinden yazilabilecegi gosterilecektir.



1) 7,(z) = z+b bi¢imindeki 6teleme doniisiimii
2) T,(z) = €z bigimindeki donme doniigiimii

3) T;(z) = Az, A> 0 bi¢cimindeki esneme doniisiimii

4) T,(2)= 1 bicimindeki inversiyon doniisiimii
<

az+b

a,b,c,de C,ad—bc=1 ve c#0 olmak lizere T(z)= doniistimii

cz+

~2ile toplanip gerekli islemleri yapilarak
c

r=4-—1

C

biciminde yazilabilir. Buradan asagidaki doniisiimlerin ard arda uygulanmasi

sonucunda 7'(z) doniisiimii elde edilir :

d 1 a
z=72+—, z,=¢"z, z5=——, ve T(z)=2z,+—.
c 2, c

a,b,c,de C,ad-bc=1 ve ¢=0 ise T(z) donisimi T(z)=az+p
biciminde yazilabilir. Yine asagidaki doniistimleri ard arda uygulayarak T(z)

doniisiimii elde edilir :

z=€%z, z,=Az, ve T(2)=2z,+p.

9



Tanmm 2.1.5: z= az +2 denkleminin koklerine Mobius doniisiimiiniin sabit
cz+

noktalar1 denir.

Bu denklem ¢oziiliirse kokleri

a—d*\(a+d) -4

2c

ZI’ZZ =

bicimindedir. 7'(e0) = a4 oldugundan yani oo ’un goriintiisii kendisi olmadigindan bir
c

Mobius doniisiimiiniin en fazla iki tane sabit noktas1 vardir.

Tamim 2.1.6 : C U{} ’da denklemi

azz+bz+bz+c=0 a,ce R, beC

olan bir C ¢emberi ele almsin. Eger a#0 ise C gemberi, C’de bir Oklid ¢emberi

olur.

C ¢emberinin merkezi p ve yaricapi r olsun. Her ze C\{p} noktasi icin, p

ve z noktalarindan gegen dogru iizerinde

|z= p|.jw=p|=7"

10



denklemini saglayan bir tek w noktas1 vardir.

Buradaki w noktasina C ¢emberine gore z noktasinin yansimasi veya eslenik

noktasi denir.

Teorem 2.1.7 : Bir dogrusal doniisiim, bir cembere gore eslenik iki noktay1

goriintli cemberine gore eslenik iki noktaya tasir [1].

2.2 Birim Diski Birim Diske Resmeden Mdébius Doniisiimleri

Bu boliimde birim diski birim diske resmeden Mobius doniisiimleri ele

alimacaktir. Bunun i¢in [1] numarali kaynaktan faydalanilmigtir.

Teorem 2.2.1 : Birim ¢cemberi birim ¢embere ve i¢ini i¢ine resmeden

doniistim

az+c - -
T(z)= = aa—cc=1
cz+a

bicimindedir.

Ispat 2.2.1 : Birim ¢emberin denklemi 2z-1=0 bicimindedir. Bu ¢emberin

az+b
cz+

ad —bc =1 olmak tizere T(z) = doniisiimii altindaki goriintiisiinii bulalim :

11



az+b

T(z)=w= denkleminden
cz+d
dw—b - dw-b
= ve ===
—cw+a —cw+a

bulunur. zz—1=0 denkleminde bu ifadeler yerine yazilirsa

(dw—bj dw=b) | _,
—cw+a . —;V-l‘;

(dw—b)(dw—b)—(—cw+ a)(—zv_v+;) =0
(dd —cc)ww+(~bd +ac)w+(~bd +ac)w+bb—aa=0 (2.2.1)
bulunur. (2.2.1) numarali denklemin birim ¢gember olmasi i¢in

—bd +ac=0 (2.2.2)
—bd +ac =0 (2.2.3)
ve

12



dd—cc=aa—bb#0

olmalidir. (2.2.3) denkleminden

ac=bd

olur. Buradan da

olsun. Boylece

Il
Y
QU

b=Ac ve a

bulunur. Bunlar (2.2.4) denkleminde yerine yazilirsa

dd—cc=AdAd — AcAc=AA(dd —cc) #0

olur. ad —bc =1 oldugundan

(Ad)d —(Ac)e = A(dd —cc) =1

13

(2.24)

(2.2.5)



elde edilir. Bu nedenle A reeldir. Boylece A =F1 olmaldir. A ‘nin isareti dd —cc

ifadesine baglidir.

Birim ¢emberin ici i¢ine resmedildiginden ve —— noktasinin goriintiisii oo
c

C

oldugundan, _4 noktasi ¢emberin disinda olmalidir. Yani >1’dir. Buradan
c

da |d|> c,dg—cz>0 ve A=1 bulunur. Bunlar (2.2.5) denkleminde yerine

yazilirsa

bulunur. Tekrar ad —bc =1 denkleminde yerine yazilirsa

ad —bc=A(dd —cc)=dd —cc=aa—cc=1

bulunur. Boylece birim ¢emberi kendi {izerine ve i¢ini i¢ine resmeden en genel

doniisiimiin

T()=%LFE  ga—ce=1 (2.2.6)
CZ+a

biciminde oldugu goriiliir. [

14



Onerme 2.2.2 : Birim ¢emberi kendi iizerine, icini icine bire-bir ve konform
olarak resmeden, orjini sabit birakan en genel Mdbius doniisiimii orjin etrafinda

donmedir.

Ispat 2.2.2 : 7'= f(z), birim cemberi kendi iizerine, i¢ini icine tasiyan bire-

bir ve konform olarak resmeden, orjini sabit birakan bir doniisiim olsun.

Konformluk hipotezi geregince f(z) birim c¢emberde analitiktir.  f
doniigiimii altinda i¢ nokta i¢ noktaya resmedildiginden |z|<l iken | f (Z)|<l

olmalidir. z=0 iken f(0)=0 olacagindan f fonksiyonunun orjinde sifir1 vardir ve

f(2)

+-=2 birim ¢emberde analitiktir. D’ orjin merkezli r <1 yarigapli cember olsun.
<

Bolgenin i¢inde ve simirinda analitik olan fonksiyon maksimum degerini sinirda

aldigindan ve D" ¢emberinde |Z| =r oldugundan, D" ¢emberinin i¢inde

PACI)

4

1
< —
r

olur. r, 1’e istenildigi kadar yaklasabileceginden birim ¢emberin i¢inde

PACI)

4

<1 (2.2.7)

olur. z= f'(z) ters fonksiyonu icin benzer sekilde D’ cemberinin iginde

15



<1 (2.2.8)

@

bulunur.

(2.2.7) ve (2.2.8) esitsizliklerinden birim ¢emberin i¢inde

PACI)

4

=1

ve bunun sonucunda da

bulunur. Buradan da

f(2)=e“z

biciminde orjin etrafinda donme olur. []

Orjin sabit kalmasin. f(z) fonksiyonu birim ¢emberin i¢ini i¢ine bire-bir ve
konform olarak resmetsin ve f(0)=z, olsun. S, S(0)=z, olacak bicimde (2.2.6)

numaral esitlikteki gibi bir doniisiim olsun. f doniisiimii uygulandiktan sonra S~

16



uygulanirsa birim cemberin igi icine tasinir ve orjin sabit kalir. O halde U =8""f

doniistimii bir donme olur. Buradan da f =SU bi¢ciminde f dogrusal doniisiimii

elde edilir. f fonksiyonu birim ¢emberi birim ¢embere, i¢ini i¢ine tasidigidan
(2.2.6) bi¢imindedir. Boylece birim ¢cemberi birim ¢embere, i¢ini igine tasiyan en

genel dogrusal doniisiim

az+c - -
T(z)= = aa—cc=1
cz+a

bicimindedir.

Asagida cemberlerle ilgili daha genel bir teorem verilecektir.

Teorem 2.2.3 : Bir cemberin icini baska bir cemberin igine bire-bir ve

konform olarak resmeden en genel doniisiim M&bius doniistimiidiir.

Ispat 2.2.3 : f(z) doniisiimii Q, ¢emberinin igini baska bir Q, gemberinin
icine bire-bir ve konform olarak resmetsin. S, ve §, doniisiimleri sira ile Q, ve Q,

cemberlerinin igini birim ¢emberin igine resmetsin. Boylece S, £S5, doniisiimii birim

dogrusal doniisiim olmalidir. Yani

S, fS7 =T

veya

17



f= Sz_lTSl

olur. Boylece f bir dogrusal doniisiimdiir. [J

2.3 Ust Yar1 Diizlemi Birim Diske Resmeden Mobius Doniisiimleri

Bu boliimde iist yar1 diizlemi birim diske resmeden Md&bius doniisiimleri ele

aliacaktir. Bunlar i¢in [5] numarali kaynaktan faydalanilacaktir.

Teorem 2.3.1 : {ze C| imz >0} bi¢imindeki iist yar1 diizlemi birim diske

resmeden en genel dogrusal doniisiim

T(z)=¢€" =z , « st yart diizlemde bir nokta
I—a

bicimindedir.

ispat 2.3.1: 7)) =2 4d—be20  ab.c.deC
cz+d
biciminde bir Mobius doniisimii  olsun. Bu doniisim ile smir smira

resmedileceginden reel eksen birim ¢cembere, reel eksene gore eslenik noktalar ise

. N . b , d
birim ¢embere gore eslenik noktalara tasinir. z=-—— noktast 0 ’a z=—— noktasi
a c

18



w| =1 ¢cemberine gore eslenik noktalar oldugundan _b ile
a

ise oo’a tasimr. O ve oo,

_d birbirine gore eslenik noktalar olmalidir. Yani a = _b ise o= _4 olur.
c a c

b
az+b a(z+-)

cz+d

C(Z+£)
c

biciminde yazilabilir. z=0 noktasi |w| =1 ¢emberi lizerinde olmalidir. Yani

al|0-a ‘ al| o ‘
R el e i
c||0-a| |c||-a
buradan da |4/ =1 olur. Boylece 4 =¢", @ reel say1 biciminde yazilabilir. Bunlar
C C

doniisiimde yerine yazildiginda

doniisiimiinii elde edilir. z= ¢ noktasinin goriintiisii olan w=0 birim diskin i¢inde

oldugundan & noktas: iist yar1 diizlemde, yani im(a) >0 olmalidir. Reel eksen

tizerindeki z =x noktasi i¢in

19



xX—

i0
|W|=‘€l ‘

_‘:1
xX—a

olur, boylece reel eksen |w| =1 ¢emberine tagimr. Ust yar1 diizlemde y >0 olmak

tizere z = x+iy noktasi alinsin ve n>0 i¢in & =m+in bi¢ciminde olsun. Buradan
|z—0{|2 —‘z—a"z =(x-m)’+(y—n)’—(x—m)* —(y+n)’> =—4ny <0
bunun sonucunda da
lz-a| < ‘z - 5{‘
bulunur. Buradan da

i—a

|W|:‘ei‘9‘. <1

i—a

oldugundan iist yar1 diizlemdeki bir nokta birim diskin i¢ine taginmis oldu. Boylece

—, « st yan diizlemde bir nokta
—a

ist yar1 diizlemi birim diske resmeden en genel Mobius doniisiimiidiir. [
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3. MONiK BLASCHKE CARPIMLARININ TEKLiK TEOREMI

Tezin bundan sonraki boliimlerinde “Blaschke ¢arpimi” deyimi ile “Sonlu

Blaschke carpimi” kastedilecektir.

Bu boliimde [6, 7] numarali kaynaklardan faydalanilarak asagidaki sorularin

cevaplarn arastirilacaktir :

1) n. dereceden iki tane Blaschke carpimi birim disk D ’nin n noktasinda

cakisirlarsa bu iki Blaschke carpimi hangi 6zelliklere sahiptir?

2) Blaschke carpimlarinin tanimindaki | ,b’| =1 oOzelligindeki S sabitinin bu

konuda etkisi var midir?

. . . .. - 1—a;
Tamm 3.1 : j=12,...,n i¢in ‘aj‘<1 olmak iizere A(Z)=II1 =
=1 1—a;z

bicimindeki bir Blaschke ¢carpimina n. dereceden monik Blaschke ¢arpimi denir.

Bu boliimde asagidaki teorem ispatlanacaktir.

Teorem 3.2: j=1,2,...,n i¢in aj,bje D={ze C:|z|<1} olmak iizere
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A(z)= H ve  B(z)= H

—az 1- bz

iki monik Blaschke ¢arpimi olsun. Bu durumda D icinde birbirinden farkl

A, 4, ..., 4, noktalari igin A(4,)=B(4,) ise A=B’ dir.

Yukaridaki teoremin ispatina gecilmeden Once bu teoremin ispatinda

faydalanilacak olan birkag¢ uyar1 ve yardimci teorem verilsin.

Uyan 3.3 : Yukaridaki teoremde dikkat edilirse A ve B monik Blaschke
carpimlaridir. A ve B monik Blaschke carpimlar1 olmazsa teoremin saglanmayacagi

asagidaki gibi bir 6rnekle goriilebilir :

c#1 ve |c| =1 bi¢ciminde bir karmasik say1 olsun.

=g 4 274,

ve B(z)=
—az lcalzjzl az

Az)= cH

ve her j i¢in a; #0 olsun. Her j=2,3,..,n igin A(a;)=B(a;) oldugu gorilir.

Ancak herhangi bir k sabiti i¢cin A # kB olur. Buradan da A # B ’dir.

Yardimci Teorem 3.4 : j=1,2,...,n i¢in aj,bj € D olmak iizere

22



A(z) = H

ve B(z)= H

lbz

iki monik Blaschke carpimi olsun. Bu durumda |/1|=1 bi¢imindeki bir A igin
A(A)=B(A) olur.

. l-a,
Ispat 3.4 : A(z)=B(z) ancak ve ancak H( s / 1 4,z ) 1 oldugu
=1 2T -

: 1
aciktir. |z| =1 ise z == yazarak
Z

j=1

AR _TT1E7% [ F4
50 H(Z b>/<z_bj>

w ; - D o . -
bulunur. = =¢**®" oldugundan, z| =1 bi¢imindeki bir z ve bir m tamsayisi icin
w
n 7— aj
arg =7Tm
A z—b

oldugu gosterilecektir.

n

23



olsun. Bu durumda F(z) analitiktir. a= max{‘aj‘ :j=12,...,n} icin d=1-a
secilsin. Boylece F(z)’nin |z| >1-0 i¢in sifir yeri yoktur. oo noktasini igeren
|z| >1-0 i¢in H(z)=log F(z) nin analitik bir dali vardir. Ayrica F(s)=1 oldugu
icin H (c0) =log F (o) =log1 =0 secilsin. Harmonik fonksiyonlarin Gauss ortalama
deger Ozelliginden |/1| =1 bi¢iminde bir A i¢in imH(A)=0 olur. Harmonik

fonksiyon imH (z), arg F(z) ’nin bir dalidir. arg F(z) 'nin siirekli herhangi iki dali

27 ’nin bir tam say1 kati ile farkli olacagindan teorem ispatlanir.

n 7—da.
Uyan 3.5 : argH L=71m, me 7
A z2—b i
olusu geometrik yorumda Onemlidir. j=12,..,n icin birim disk D’de

L, =(a;,b;) biciminde yonlendirilmis sonlu sayida dogru pargasi yer alir. Bu dogru
parcalarimin yerlerinde, uzunluklarinda, sayilarinda sinirlama yoktur. ¢ =¢@(8)

dogru parcalarinin birlesimi ile birim cember iizerindeki e ’nin uclarmi birbirine

baglayan ac1 olsun. Yani

6(0) =Y larg(e” — b)) —arg(e” —a,)]

=

bicimindedir. Burada &, 0 ile 27 arasinda degisir. Bu durumda ¢(€)’nin 7 ’nin

tam kat1 oldugu bir @ agis1 vardir.
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A(z)

Ispat1 3.2 : R(z)=
P B(2)

olsun. Her |z|=1 icin |R(Z)|=1 olacagindan

{|z| =1} tizerinde ve buradan da analitik devam yardimi ile Rieman kiiresindeki tiim

z’ler i¢in
R(z).R(1/7)=1

olur. Teoremin hipotezinden dolayt R(4,)=1 oldugundan R(/I):l olur.
j

Yardimci teorem 3.4 ‘den |/1| =1 bi¢imindeki bir A i¢in R(A)=1"dir. Buradan 2n.

dereceden R(z) rasyonel fonksiyonu Rieman kiiresi iizerindeki birbirinden farkli

2n+1 tane A, 4, ..., ﬂn,/z,...,/z noktalarinda 1 olur. Sonug olarak R(z)=1

buradan da A(z) = B(z) bulunur.

z—da

Uyar1 3.6 : 0<a<b<1 olacak biciminde a ve b secilsin. A(z)= ve

1-az

z—b

B(z) = olsun. Bu durumda A(l)=B({0) ve A(-1)=B(-1) olur. Fakat

1-bz
A# B’dir. Ciinkii A ve B Blaschke carpimlarinin ¢akistiklar: noktalar birim diskin

icinde olmalidir. Fakat 1 ve -1 birim diskin iizerindeki noktalardir.
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4. SONLU BLASCHKE CARPIMLARININ GENiSLEMESI

Bu boliimde iist yar diizlemde tanimli sonlu Blaschke ¢arpimlari ile birim
cemberde tanimli sonlu Blaschke ¢arpimlarinin sifirdan farkli kalintiya sahip oldugu

[8] numarali kaynaktan yararlanilarak gosterilecektir.

{z, },cc, € D biciminde sonlu bir dizi olsun.

soarr =7 )
B(z)=e"7"]| —=+
H[l—zkz

0’da n. dereceden, z =z, ’larda ise m,. dereceden sifira sahip ve her £e dD igin

|B(§)| =1 seklinde birim diskte sonlu Blaschke ¢arpimi oldugu biliniyor.

Tanmm 4.1 : {7, },_,., Ust yar1 diizlemde sonlu bir dizi olsun.

N lnk
i i—Z
B(z)=¢"* —k
H[z-zk

carpimui ise list yar1 diizlemde sonlu Blaschke carpimi olarak tanimlanir.
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Birim disk ile iist yar1 diizlem arasinda konform doniisiim oldugundan bir
Mobius doniisiimii ile Blaschke ¢arpimin bir sinifi i¢in gegerli olan her sonu¢ onun
bir diger sinifina taginabilir. Fakat asagida verilecek olan teoremde bir istisna vardir.
Teoremin ispat1 list yar1 diizlemdeki Blaschke carpimi i¢in temel olarak farklidir.
Birim disk ile iist yar1 diizlem arasindaki konform doniisiim ispatt bir durumdan

digerine tagimaz.

Teorem 4.2 : B en az bir tane sonlu kutba sahip olan sonlu bir Blaschke

carpimi olsun. Bu durumda B ’nin sifirdan farkli bir kalintis1 vardir.

Simdi yukaridaki teoremin ispatinda kullanilmasi icin bazi on bilgiler

verilecektir.

Teoremdeki sonlu en az bir kutba sahip olma varsayimi sadece birim diskte
tanimli sonlu bir B Blaschke carpimu icin gereklidir. Ciinkii B(z)=z",n21 birim

disk i¢in sonlu Blaschke ¢arpimi olmasina ragmen sonlu bir kutbu yoktur. Bdylece
sonlu en az bir kutba sahip olma varsayimu {ist yar1 diizlemde tanimli sonlu Blaschke

carpimlart i¢in gereksizdir.

B fonksiyonunun kutuplar1 hari¢ her yerde B=B’ olacak bi¢imde bir ilkeli

B fonksiyonu olsun. Eger R :g biciminde bir rasyonel fonksiyon ve

0) =] J(az+b)™ n=degP—degQ
k=1

ise Kismi Kesirli A¢ilim teoreminden ¢, , 3, , reel say1 olmak iizere

27



R(z)=i0{z sz

=1 i=1 akZ"'b )!
biciminde yazilabilir.

R =R’ olacak bi¢cimde bir R ilkeli vardir ancak ve ancak her k igin

B, =0’dir. Bu yiizden S ’nin en az birinin sifirdan farkli oldugunu gostermek

R’nin R bigiminde bir ilkelinin olmadigin1 géstermek icin yeterlidir.

Simdi iist yar1 diizlemdeki sonlu Blaschke ¢arpimlar: i¢in Teorem 4.2 ’nin

ispat1 verilsin.

Ispat4.2 :

B(2) =H(%}

biciminde {ist yar1 diizlemde sonlu Blaschke c¢arpimi olsun. Kismi Kesirli Ac¢ilim

teoreminden

B(z)=1+ii P

k=1 I=1 (Z — )l

bi¢iminde yazilabilir. r = malx{|z1 ,

} olsun. Her |Z| >r igin
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— —2
1 1 (z 1 z z
= Z( J z = —"+%+...

j=0 < Z Z

(=D -1)!

Her iki tarafin tiirevi alinarak

(I1-2z,) z

Her |z| >r igin

N
2B
B(z)=1+&——+...
Z

buradan da

1%
B = [y =[] /—

k=l T % =1 z/ o Z_mk
1- z H(l_k

=z

29

——'nin ———— ile bagladigi goriiliir.

4.2.1)

4.2.2)



(4.2.1) ve (4.2.2) esitliklerinden

N N
Z,Bk’l = —ZiZ m, .imz,
k=1 k=1

olur. Her k, m,imz, >0 oldufundan en az bir tane

sifirdan farkli en az bir kalintis1 vardir.

k k
(z=z)" .. (z—2,)"

Onerme 4.3 : R(z) = , l
(z=p)'(z=p)"

biciminde rasyonel fonksiyon olsun. Eger

ise R ’nin sifirdan farkli bir kalintis1 vardir.

#0’dir. Bu durumda B ’nin

Ispat 4.3 : Y Res(R,p)=>Lp,—> kz, oldugundan » Res(R,p,)#0

i=1 i=1 i=1

bulunur.
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n n—1
Z +a 7z +..t+aq

Sonug¢ 4.4 : R(z)=—""""— L ve a
"+b 7" +..+b,

#b

n-1

ise R ’nin sifirdan

n-1

farkli bir kalintis1 vardir.

Simdi Teorem 4.2 ’nin birim diskteki sonlu Blaschke carpimlarindaki ispati

icin 6n hazirlik yapilacaktir.

B(z)=¢"*7" I_I(Z Sy

k=1 —ZkZ

olsun. B, D’da analitik oldugu icin B ’nin D’m iceren acik diskte B=B
biciminde bir B ilkeli vardir. B keyfi sabit icerdiginden B(0)=0 secilsin.

Integralin Temel teoreminden her ze D i¢cin
B(z) = [B(§)dE = [ B&)dE
0 0

Boylece dD birim cemberinde B bulunabilir. Her ¢ € dD igin

ny

]B(eig):]B(z)dz j Py 'H"H(r" Sy oy
0

1—zre
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olur. H( Z" ———5)" carpimu da sonlu Blaschke carpimidir. Bu ylizden D birim
k=1 —Zk

diski iginde 1 ile stnirhidir. Her ¢ € 9D icin

1

[B(e)|= j By ’""H( Ly e dr|< [ dr =

1- zkre 0 n+l

(4.2.3)

Son olarak da temel teoremi ispatlamak icin asagida verilecek olan Maximum

Modiil teoreminden faydalanilacaktir.

Maksimum Modiil Teoremi 4.5 : f, C\ D’de analitik fonksiyon ve her

£e dD igin |f(§)| <1 olsun. Eger lim f(z) =1 ise f sabit fonksiyon olur.

Simdi de birim diskteki Blaschke carpimlari icin Teorem 4.2 ’nin ispati ele

alinacaktir.

ispat 4.2 : B(z)—e'ﬁz"H(Z S ym
k=1 l_ZkZ

olsun. Kismi Kesirli A¢ilim teoreminden

z
E

B,

— 424
=1 I=1 (1—ZkZ)l ( )

B(z)= ZOszk +
k=0

~
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biciminde yazilabilir. B bir ilkele sahip olsun. Bdylece her k i¢in £, =0 dur.

B ’nin her bir ilkeli, & sabit olmak iizere

4.2.5)

n a N
B(z)= 2 o+
kzz(;k+1 kz

=1 (=2

2 B, (2 (1=1)
2 (

1-z,z)"™"

biciminde olur. B(0) =0 olsun. Bdylece B,
B(z) = [B(§)dE = [ B&)dE

denklemi ile tanimlanan tek bir ilkel olur. B(0)=0,B"=B ve B ’nin orjinde n.

dereceden sifir1 oldugundan ve B ’nin orjinde (n+1). dereceden sifir1 vardir. Esitlik

N
(4.2.5) ’1 ortak paydaya alarak P(z), z (m, —1) . dereceden polinom olmak iizere

k=1

B(z) =— TP (4.2.6)

[o-zo
k=1

biciminde yazilabilir. Esitlik (4.2.4) ve (4.2.5) den

lim AT DB@ _,

4.2.7
z7—00 ZB(Z) ( )
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olur.

f(2) _(n+DBG) fonksiyonu  tanimlansin. f(z) fonksiyonunda
2B(2)
2" P(2) I n PRI
B(z)=—; ve B(z)=e"” Z"H(——k)’"k yerine yazilarak
H(l_zz)mk_l =1 1—2z,2
k=1

(n+DP)[J(1-22)
f()= T (4.2.8)

[TGc-z0™

bulunur. Buradan da f, C\D’de analitik olur. B ’nin orjin disinda sifirlarinin
oldugu kabul edilmisti. Boylece f ’nin C\D’da en az bir sifin vardr. Esitlik

(4.2.7)’'den lim f(z) =1 olur. Esitlik (4.3) den her e € dD icin

(n+1)B(e”)
eiHB(eiB)

(€)=

‘z\(nﬂ)B(e“") <1

Boylece Maximum Modiil teoreminden f, C\D’de sabittir. Burada f ’nin

sifir1 oldugundan f =0 olur ki bu lim f(z) =1 ile celisir. Bu durumda B ’nin ilkeli

yoktur. Buradan en az bir B #0’dir. Bunun sonucunda da B ’'nin sifirdan farkl

en az bir kalintis1 vardir.
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5. ELIPSLER VE SONLU BLASCHKE CARPIMLARI

Kompleks diizlemde birim diski kendi iizerine resmeden bire-bir ve Orten

Mobius doniisiimiiniin

z—),B.(Z__a); B.aeC,
l1-az

pl=1,

a|<1

biciminde oldugu ve

Z—_aj

B(z)= ,Bﬁ

j=1 1—CljZ

carpiminin n.dereceden sonlu bir Blaschke ¢carpimi oldugu biliniyor.

Tezin giris boliimiinde de bahsedildigi gibi birim ¢emberde verilen n noktay1
yine birim cemberde bir noktaya resmeden bir Blaschke carpimi bulunabildigine
gore acaba bu Blaschke carpiminin sifirlar1 hakkinda ne soylenebilir? Burada
polinomlar i¢in bilinen en iyi sonu¢ Gauss-Lucas teoremidir [9]. Bu teorem
Blaschke carpimlarina uygulanirsa; “Herhangi sonlu bir B Blaschke ¢arpimi i¢in

B(0) =0 ve birim diskte bulunan a noktast icin B(a) =0 dir ancak ve ancak birim
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cemberde bulunan her A icin a noktast1 B™'({A}) kiimesinin konveks bolgesinde

bulunur. ” sonucuna ulasilir.

Bu bolimde [9-11] numarali kaynaktan faydalanilarak yukaridaki soru
cevaplanmaya calisilacaktir.  Once 2. ve 3. deredecen Blaschke carpimlari ele

alinacaktir.

5.1 ikinci Dereceden Blaschke Carpimlan

Burada B(z)= z.lZ 2 420 bi¢iminde Blaschke ¢arpimlari ele alinip, z,

ile z,’yi birlestiren dogru parcasinin B’nin sifirdan farkli sifir1 olan a’dan gectigi

gosterilecektir.

Sekil 5.1 : a=0.5 olan 2. dereceden Blaschke ¢arpimi



Teorem 5.1.2 : B(z)=z. L , a#0
l—-az

biciminde bir Blaschke ¢arpimi olsun. Bir A€ dD igin z; ve z,; B(z)=B(z,)=4
biciminde iki nokta olsun. Bu durumda gz, ile z,’yi birlestiren dogru parcas1 a’dan
gecer. Tersine, a’dan gegen herhangi bir L dogrusunun 9D’yi kestigi z, ve z,

noktalar1 i¢in B(z,) = B(z,) olur.

Ispat 5.1.2 : Bir A€ dD igin z, ve z,; B(z,) = B(z,) = A bigiminde iki nokta

ve A=¢€“ olsun. |z| =1 i¢in z.l — =¢"“ denklemini diisiinelim. z=
—az

~N | =

yazilabileceginden (E_f) =¢'“ bulunur. z;= rjeigf +a olacak bicimde r; ve 6,

(z—a)

pozitif say1 olsun. Bunlar (_ _) = ¢ denkleminde yerine yazilirsa
Z—a

i% i%
z1=a+r1eA zzzat—rze/2

h
ht+r

olur. m= olsun. Buradan 7 ve r, sayilar1 m ifadesinde yerine yazilarak

a=mz,+(1-m)z,

bulunur. Buradan da a; B ile tanimlanan iki noktayr birlestiren dogru pargasi

tizerindedir.
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a’dan gegen herhangi bir L dogrusunun 0D birim ¢emberini kestigi noktalar

z, ve z, olsun. 0<s<1 igin

a=sz,+(1-s)z,

olur. |z| =1 icin

B(z)=z. S
—-az z-—a

ve

s(zy—a)=(-s)a—-z,)
oldugundan

B(z)=2—2=B(z,)

=2,

bulunur.

38



5.2 Uciincii Dereceden Blaschke Carpimlar:

Bu boéliimde ii¢ farkli sifira sahip olan 3. dereceden Blaschke carpimlari
incelenecektir. Bir Mobius doniisiimil ile bileskesi alinarak, sifirlardan birinin

orjinde oldugu varsayilabilir ve B(z) Blaschke ¢arpimi

z—a, 7—a
B(7)=z7——=.—=*
l-az 1-a,z

bi¢iminde alinabilir. 9D ’deki her A noktasi i¢in B(z ;)=4 biciminde oD’ de ii¢

tane z,,7,,z; noktalari vardir. (z,z,),(2,2;),(z,2;) dogru pargalarini birlestirerek
elde edilen c¢izgileri izleyelim. Bu islem, A’nin cesitli degerleri icin yapilirsa

asagidaki sekil elde edilir.

Sekil 5.2 : a,=0.5 ve a, =-0.5 olan 3.dereceden Blaschke ¢arpimi
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Teorem 5.2.1 : B, birbirinden farkli 0,q,,a, noktalarinda sifira sahip ii¢iincii

dereceden bir Blaschke garpimi ve birim ¢ember iizerindeki bir A icin B(z;)=4

olsun. Budurumda j#k i¢in z; ile z, "y1 birlestiren dogrular

|w—al|+|w—az|z‘l—ala2

denklemi ile verilen E elipsine tegettir. Tersine E’deki her nokta, birim ¢emberin

B(z,) = B(z,) ozelligindeki farkli z, ve z, noktalarim birlestiren dogru parcasinin

teget degme noktasidir.

Bu boliimde temel amag¢ yukarida verilen Teorem 5.2.1°i ispatlamaktir.
Bunun i¢in asagida yardimci olacak lemma ve teoremler verilecektir. Bunlardan ilki

konuyla ilgili olan Marden ’in teoremidir.

Teorem 5.2.2 : m,,m,,m;; m, +m,+m, =1 bi¢ciminde pozitif reel sayilar ve
a ile b asagidaki fonksiyonun sifirlan olsun. z,,z,,z; aym dogru iizerinde olmayan

kompleks sayilar olmak iizere

(z—a)(z—Db)
(z—z Nz2—2,)(z2—25)

F(2)=) m(z-z,)" =

olsun. Bu durumda a ve b; z,z,,z, noktalari ile belirlenen dogru pargalarina teget

olan elipsin odak noktalaridir. Tegetlerin degme noktalar1 ise
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_myztmz, _mz+myz _mz,+mz,

m, +m3 m, + n m, +m2

bicimindedir.

Yardimci1 Teorem 5.2.3 : B birbirinden farkli sifira sahip n. dereceden bir

Blaschke ¢arpimi olsun. Bu durumda

a) oD ’nin her noktas: dD ’de n farkli kez 6ngoriintiiye sahiptir.

l - .
b) Eger B(z)= H & , dD’deki bir A noktasi i¢in j=1,2,...,n
j=1 —aZ

oldugunda B(z;)=A4 ve

B(z) )
F(z)= Z/ m;

B()-4 Hz-z

ise m; asagidaki ifadeleri saglar.

i) Zn:mj =1
=1

ii) m. = A
7 7,B1(z,)
n—1 _
iii) — —1+Z:1 |ak|
1 k= 1‘Z —ak‘
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iv) j=1,2,...,n igin O<m,; <1

Ispat 5.2.3 : a) A, birim cember iizerinde sabit bir nokta olsun. B, n.

dereceden rasyonel fonksiyon oldugundan A ’nin en fazla n farkli 6ngériintiisii vardir

ve kathiliklar1 da sayilarak B(z) = A denkleminin n tane ¢oziimii vardir. Ayrica
|B(Z)|=1 ancak ve ancak |z|=1 oldugundan, A’nin tiim o6ngoriintiileri birim

cemberde bulunur. B ’nin tiirevi alinip, bu tiirev B ’ye boliinerek

B(2) _x I_“a.f‘z
B(z) ‘I (l—ajZ)(Z_aj)

bi¢imindedir ve a, =0 yazarak |Z| =1 icin

B)|_|B)|_w 1|
|B(Z)| ‘ZB(Z)‘ j:l‘z—aj‘z

olur. Boylece B’, dD’de hicbir zaman sifir olmaz. Buradan da B ’nin modiilii 1
olan her bir degerinin katliligi birdir. Bu da A’nin dD’de n tane dngoriintiiye sahip

oldugunu verir.

B(z) .
b) i) F(2)=— A e

= ifadesini z ile carpip z —>co icin limit

(-4 Fz-z

J

n
alinirsa Zm i =1 bulunur.
j=1
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Lo Cim_ % B/ L A
W =i O= I G- TR

iii) a, =0 icin B ’nin tiirevi tekrar yazilirsa

—_

Bz)_1 & 1-af

B(z)

LI
2 =md-a2)(z—a)

=~
1l

1 .
z; == veli) "den

)
. . e 2
1Bz _zB() :1+i 1-la] .
m; A B(z;) k=1 ‘zj —ak‘
bulunur.
1
iv) m. = olacagindan ve k=1,2,...,n—1 i¢in q, birim diskin

J n-1 1_|ak|2

1+) ;

Ze,-al

icinde noktalar oldugundan j=1,2,...,n i¢in 0 < m; < 1 bulunur. o

Asagida verilecek teorem; Teorem 5.2.1 ’in daha kapsamli bi¢imidir. Bu
teoremin ispati, “Elipsin lizerinde verilen herhangi bir noktadan odaga cizilen
dogrular s6z konusu noktada elipse teget dogrusu ile ayn1 agiy1 yapar. ” bicimindeki

elipslerin 6zelliklerine dayanmaktadir.
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Teorem 5.2.4 : Uciincii dereceden birbirinden farkli noktalarda sifirlar1 olan

bir B Blaschke carpimi asagidaki gibi olsun.

B(z) = 2.2
-a,z 1-a,z

Birim ¢cemberdeki bir A noktasi i¢in; z,,z,,z, Bile A ’ya gitsin ve

B(z)
F(z)= /Z L .

B(2)-A z-z, 7-2, 7-2

mz,+m,z
—122 2% poktasinda

olsun. Bu durumda z, ile z,’yi birlestiren dogru ¢, =
m, +m,

E:|w—a1|+|w—a2| =‘1—a1a2

denklemi ile verilen elipse tegettir. Tersine E elipsinin her bir noktasi1, B(z,) = B(z,)
bi¢iminde birim ¢ember iizerinde birbirinden farkli z, ile z, noktalarindan gecen

dogrunun E elipsine teget degme noktasidir.

B(a %
o a.
Ispat 5.2.4: j=1,2 i¢in F(a;)=———">=0 oldugundan

B(a;)-4
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0=F(a.)= n, (m1+m2)aj—(mlzz+mzzl)
] aj RS (aj - Zl)(aj - Zz)
_m (a;-¢63) ()

a,-z; (a,—z)a;—z,)

olur. Yardimci teoremden 5.2.3 *den

O<mj<1 ve m,+m, +m; =1

olur. Boylece

1

a,—z,

| (a,-¢) |

m
‘(aj—zl)(aj—zz)‘

3

=(1-m,)

bulunur. Yukaridakiler birlestirilerek

=l el =l
‘l—a_laz‘ g3 1 ‘1—a_1a2‘ gS 2

m, |(Cl1 —_Zl)(al—Zg) |+| (a, :Zl)(az_zz)|
1—m, ‘(1—a1a2)(a1—z3)‘ ‘(l—alaz)(az—zg)‘

(5.2.1)
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sonucuna ulagitlir.  B(z) ’nin tanmmmindan ve z,,z,,z; noktalart B ile A’ya

resmedildiginden

(z=z N z—2,)z2—23)

B(z)-A= = —
(1-a,z)(1-a,2)

bulunur. B(a;)=0 oldugundan

(a,—z)a;—z,)a; —z)
(1-Ja,[Y1-aa) |

-

olur. (5.2.1) ile bu esitligi birlestirerek

cikar. Yardimei teorem 5.2.3 ’iin iii) sikkindan

|§'3 al|+ |gs az|

‘1 aa, ‘ —011012

Ly O=laly | e

3 | Z%| | Z3|

71-D
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m

=1

I-m, m,

=(

olur. Buradan |g3—a1|+|g3—a2|:‘1—;1a2 olur, bdylece ¢,, E elipsinin iizerinde

bulunur.

¢,’un hem E elipsinde hem de z ve z,’den gecen L dogrusu iizerinde
oldugu biliniyor. ¢, ’iin L dogrusu ile E elipsinin teget noktas1 oldugunu ispatlamak

icinse

L(a,6;z,) = —L(a,652,)

esitligi gosterilmelidir.  Bu z, ile z,’yi birlestiren dogru parcasinin, koseleri
a,,6;,a, olan iiggenin disinda oldugunu ve g, ile ¢;’U, a, ile g, i birlestiren dogru

parcalari ile esit ac1 yaptigini verir.

Bu agilar hesaplamadan once ¢,

Z_Zl Z_Zz

fonksiyonunun sifiridir. Bu sebeple
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B(¢;)
m; =F(¢,)= S _ (63 —a)(g;—a,)

G4 ) _B(§3)_Z’_(g3_Z1)(§3_Z2)(§3_Z3)

(5.2.2)

olur. j=1,2 i¢in a; ile g, u birlestiren dogru pargasi ile ¢, ile z;’yi birlestiren

dogru parcasinin yaptigi ag¢i kiyaslanabilir. Kompleks sayilarin 6zelliklerinden ve

(5.2.2) numaral esitlikten

arg[al;%] + arg[az—_g%] — arg[(al _g3)(612 - g})]
4763 2, =G (z2,=63)(z,—¢3)

=argl(s, = ) (g =arel(g, ~2) T )= argm, =0

3743

bulunur. ¢, den gecen hicbir dogru odakdan gegcen dogrular ile esit ag1
yapmadigindan (koseleri a,,¢,;,a, olan iicgenin disinda olmayan normal dogrusu

haricinde), bu L dogrusunun teget dogrusu oldugunu ispatlar.

E’nin tiim ¢ noktalarinin B ile tanimlanan iki noktadan gecen bir dogrunun E
ile teget degme noktasi oldugunu gérmek icin ¢’da E elipsine teget olan L dogrusu
cizilir. Bu dogru ¢emberi birbirinden farkli z,,z, noktalarinda keser. Yardimci

teorem 5.2.3 ’iin a) sikkindan

B(z,) = B(w,) = B(w,)
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olacak bi¢imde birim ¢ember ilizerinde w,,w, noktalar1 vardir. Fakat z, ’den elipse
iki tane teget dogrusu cizilebileceginden ve L elipse teget oldugundan, L bu iki
dogrudan biri olmahdir. z ile w,’den gecen dogru, z, ile w,’den gecen dogruda
oldugu gibi elipse teget olacagindan, L bu dogrulardan biri olmalidir. Bdoylece iddia

edildigi gibi z, =w, veya z, =w, dir. [

Simdi de 3. dereceden Blaschke carpimlar ile birim ¢emberde 3-inscribed

elipsler arasindaki baglanti1 verilecektir.

B(z)=2z.( L4 )( L4 ) bicimindeki 3. dereceden Blaschke ¢arpimi igin
-a,.z l-a,.z

tanimlanan

E:|z—a1|+|z—a2|=‘1—a_1a2‘

elipsi 3. dereceden B Blaschke carpiminin Blaschke elipsi olarak tanimlansin.

Teorem 5.2.4 ’den E elipsinin, z; birim ¢ember iizerinde keyfi bir nokta olmak
iizere; B(z,)=B(z,)=B(z,) bigcimindeki dD birim ¢emberinin z, z,, z, noktalari
ile olusturulan her A(z,, z,, z;) liggeni tarafindan icerildigi anlasilir. Boyle bir elipse

birim diskde i¢inde 3-inscribed denilir.

Acaba birim ¢cemberde Blaschke elipsleri disinda baska 3-inscribed elipsler

var midir? Asagidaki teorem ispatlanarak bu soru cevaplanacaktir [10].

Teorem 5.2.5 : Birim diskin igindeki 3-inscribed elipsler Blaschke

elipsleridir.
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Ik olarak bu teoremin ispatinda kullanilacak olan Chapple’s formiilii

aciklanacaktir.

3-inscribed ¢cemberleri siniflandiran Chapple’s formiiliine gére; w merkezli R
yarigapli bir ¢cember i¢cine bir N {licgeni, bu N iicgeninin i¢ine de a merkezli, r

yaricapli bagka bir cember ¢izilirse; /, w ile a arasindaki uzaklik olmak iizere;

2rR=R> -1 (5.2.3)

bagintisi saglanir.

Ispat 5.2.5 : Ilk olarak E Blaschke elipsinin odak noktalarinin ¢, =a, =a

biciminde aynm:1 oldugunu yani, E elipsinin a merkezli ¢ember oldugu durum ele

alimsm. (5.2.3) ifadesindeki Chapple’s formiiliine gore distaki cemberi yani, N’'nin

cevrel cemberi birim ¢cember alinirsa, w=0,R=1 ve I’ :|a|2 =a.a olur. N'nin ic
teget cemberindeki herhangi bir z noktas: i¢in |z—a| =r olacagindan bunlar

Chapple’s formiiliinde yerine yazilirsa

|Z—a|+|z—a|=‘1—a.5‘

bulunur. Buradan 3-inscribed ¢emberlerin Teorem 5.2.4 ’deki E elipsinin 6zel

olarak cember oldugu duruma karsilik geldigi anlagilir.
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Teorem 5.2.4 ’den E Blaschke elipsinin birim diskde 3-inscribed oldugu
biliniyor. Bdylece teoremin ispati i¢in Blaschke elipsi olmayan elipslerin birim

diskde 3-inscribed olmadig1 gosterilmelidir.

F, a, ve a, odaklarina sahip birim disk i¢inde bir elips olsun. F Blaschke

elipsi olmasin. Teorem 5.2.4’den a, ve a, odaklarina sahip, asal eksen uzunlugu
‘l—a_laz‘ olan birim diskde 3-inscribed bir E Blaschke elipsi vardir. Bu parametreler

bir elips belirteceginden, F ’nin asal ekseni E’nin asal ekseninden uzun veya kisa

olmalidir.

F ’nin asal eksen uzunlugu daha uzun olsun. E elipsinin F elipsinin i¢inde

olacagr agiktir. E elipsi ile birim disk arasina (z,,z;) dogrusu dikey olacak bi¢imde
A(z,,z,,z;) lUcgeni ¢izilsin. F’ye teget olan (z,,¢,), (g, ;) kirisleri ¢izilsin. Bu

kirislerin (z,,z;) dogrusunun saginda oldugu aciktir. Boylece (g,,¢;) dogru parcasi

F ’ye teget olamaz.

F ’nin asal eksen uzunlugu daha kisa olsun. F elipsinin E elipsinin i¢inde

olacagr agiktir. E elipsi ile birim disk arasina (z,, z;) dogrusu dikey olacak bigimde

A(z,,z,,2;) Uggeni ¢izilsin. F’ye teget olan (z,,6,),(z,,¢;) Kkirisleri ¢izilsin. Bu

kirislerin (z,,z;) dogrusunun solunda oldugu agiktir. Boylece (¢,,¢;) dogru parcasi

F ’ye teget olamaz.

Yukarida incelenen her iki durumda da F elipsi birim diskde 3-inscribed

degildir.
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Boylece birim diskdeki 3-inscribed elipslerin Blaschke elipsleri oldugu
goriildii. Simdi de %S r <1 bicimindeki bir r i¢in r yarigcaph bir diskin yukarida

verilen Blaschke elipsleri ile olusturulabilecegini gosterilsin.

Teorem 5.2.6 : %S r <1 bicimindeki her r icin, r yarigapl orjin merkezli

kapal1 disk Blaschke elipsleri ile sinirli bolgelerin birlesimidir.

Asagida bu teoremin ispatinda kullanilacak iki tane yardimci teorem

verilecektir.

Yardima Teorem 5.2.7 : p, birim ¢emberde birbirinden farkh z,z,,...,2,
noktalarinda sifira sahip n. dereceden bir polinom olsun. |7| =1 bi¢imindeki bir ¥

sabiti icin B(0)=0 ve

A _P@_y A

B(z)—y np(z) j=1 27 Z;
sartin1 saglayan bir B Blaschke ¢arpimi vardir.

Tanmim 5.2.8 : Yukarida verilen yardimci teoremdeki bu B Blaschke

carpimina p ile baglantilidir denir.
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Yardimcr Teorem 5.2.9 : 0D’de birbirinden farklhi W,,...,w, noktalar

verilsin. Asagidaki ozellikleri saglayan n. dereceden bir B Blaschke ¢arpimi vardir.

a) B "nin 0’da sifir1 vardir.
b) B, wj’leri ozdesler.

B(z) .
o " _1g

B(x)-B(w) n‘Sz-w,

J

d) B, n.dereceden bir p polinomu ile baglantilidir.

e) Koseleri birlestiren dogru pargasinin orta noktasina teget olan ve B nin
sifirdan farkli sifirlarinda odak noktasina sahip olan bir egri vardir. n =3 oldugunda

bu egri B’nin sifirdan farkli sifirlarinda odak noktasina sahip bir elips olur.

Ispat 5.2.6 : r,—<r<1 biciminde bir reel say1 ve C, ={Z||Z|=r} olsun.

1
2

n

C.’ye teget olan iist yatay teget dogrusu dD’yi "w" ve —w" noktalarinda, C. yi

ise K orta noktasinda kessin. Yardimci teorem 6.2.9 *dan

p(2) = (z—w)(z+w)(z+1)

olmak uizere

B(z) ,
/ 1 1 + 1 + 1 )_P(Z) (5.2.4)

B()-Bw) 3 z—w z+w z+i 3p(2)
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ve

B(w) = B(—w) = B(—i)

sartlarin1 saglayan

(Z __al)(z_az)

B(z)= 4,
&= aoi—ao)

biciminde bir B Blaschke ¢arpimi vardir.

Teorem 5.2.4 ve Yardimci teorem 5.2.9 ’dan bu Blaschke carpimi K orta

noktasinda yatay teget dogrusuna teget olan, a, ve a, odaklarina sahip birim diskte
3-inscribed bir P elipsi belirtir. P ’nin C, ¢emberi i¢inde bulundugu ve orjini

icerdigi gosterilerek ispat tamamlanacaktir.

(5.2.4) denkleminden

_ (z-a)(z-a) _ @
(1-a,2)(1-a,2)(B(z)—-B(w)) 3p(z)

olur. Buradan da

p’(a)=03p(a)=0
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b

oldugu goriiliir. Boylece a,, p” ’niin sifindir. Benzer sekilde a, de p” ’niin

sifiridir. Buradan
P (@) =(z+ W)z +D)+(z—w)z+D)+(z—w)(z+w)

=327+ 2(1- 2im(w))iz + 2im(w) —|w|’

bulunur. |w|2 =1 ve q, ile a, p’’niin kokleri oldugundan

a,.a, = —% (1-2im(w))

a,+a,= —% (1-2im(w))i

cikar. Bu esitliklerden g, ve a,’nin sanal oldugu anlagilir. Aslinda

a, = % 2im(w)) -1+ \/(Zim(w) -D(2im(w)+2))i

A

a, = %(Zim(w) —1=JQim(w) =) 2im(w) +2))i
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bi¢imindedir. a, =a, ise elips C, c¢emberi olur. (5.2.3) ifadesindeki Chapple’s

formiiliinden r :% olursa ¢cember, birim diskte 3-inscribed ¢cember olur.

1. . 1 -
r >§ i¢in a, # a, olsun. ESim(w) <1 i¢in

im(a,) <0<im(a,)
bulunur. Ayrica

a, +a2

im
(2

):%(Zim(w)—l)ZO

cikar. Elipsin asal ekseninin C, ¢emberinin ¢apinin alt kiimesi oldugu ve elipsin

merkezinin K ’y1 iceren dogru pargasinda bulundugu anlasilir. Bu sebeple orjin
merkezli, r yaricaphh kapali disk; elipsin merkezi ile ayn1 merkezli, elipsin asal

ekseninin yarist kadar yaricap uzunluklu bir cember igerir. BoOylece elips tarafindan

sinirlandirilmis bolge %S r<1 i¢in r yancaph kapali disk tarafindan icerilir.

Simetri kullamilarak bir diskin yaricapr verildiginde, yaricapr iceren ve C,

cemberinde bulunan Blaschke elipsi bulunabilir. Boylece disk Blaschke elipslerinin

birlesimidir. [
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5.3 Daha Yiiksek Derceden Blaschke Carpimlar:

Burada daha yiiksek dereceden Blaschke carpimlarinin sifirlarinin geometrik

ozellikleri verilecektir.

Teorem 5.3.1 : B birbirinden farkli n tane sifira sahip

B(2)= ZH

—aZ

biciminde Blaschke ¢arpimi, A€ dD ve z,, B(z,) = A biciminde herhangi bir nokta

olsun. Bu durumda 0<m, <1 bi¢iminde bir m_ ve

biciminde bir C Blaschke carpimi vardir dyle ki bu C Blaschke carpimi asagidaki

ozellikleri saglar.

B(z) C(2)
a) / = +(1—m)4/—
B(z)-4 z-z T C(2)-A

r

b>Z |<a, w)...(a,—w, )| =1

II\

Jj#l
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Bu teoremin b) sikki n=3 icin Teorem 5.2.4 ’deki elips denklemine

indirgenecektir. Bu teoremin ispatinda ise “Ae dD igin w:—Z1 doniistimiintin
Z—

% S . . I, ..
z=—— biciminde tersi vardir ve |w|=1’d1r ancak ve ancak Rezzz’dlr.”
W_

onermesinden faydalanilacaktir.

Ispat5.3.1: z,,z,,...z, noktalari B(z)=A denkleminin tiim kokleri olsun.

a) Kismi Kesirli A¢ilim teoreminden

olur. Yardimci teorem 5.2.3 ’den 0 < m; <l ve ij =1’dir. R,
j=1

1 B 1 .
Ry =— (2R mz, 1 M,

l-m B(z)-A4 z-z, _1—mr it

bi¢iminde bir rasyonel fonksiyon olsun. R fonksiyonunun j#r i¢in (n—1) tane z;

noktasinda basit kutbu vardir ve diger noktalarda analitiktir. |z| =1 iken |B(z)| =1

oldugundan
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bulunur. Boylece dD’de Re R :% "dir. Uygun olarak

_ AR(2)

=1

(5.3.1)

biciminde tanimli C fonksiyonunun modiilii birim ¢emberde 1 *dir. Vj i¢in D ’de

Re( )< —

z—z, 2

olur. Buradan da D’de ReR S%’dir. Sonug olarak C, D ’de analitiktir. Ayrica C

siireklidir ve birim ¢emberde modiilii 1 ’dir. R, birim ¢emberde (n—1) kutba sahip

rasyonel fonksiyon oldugundan; C, (n—1). dereceden Blaschke carpimi olmalidir.

(5.3.1) esitliginde R ’yi ¢ozerek

_ C(2)
R(Z)_—C(z)—ﬂ

bulunur. Buradan da
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&:R = 1 B(Z) _ m.z
C()—-4 l-m B(z)-4 z-gz,

ve
B (Zy " C (Zy
=—L—+(1-m)—L%—
B(z)-A4 z-z, C(x)-4
olur.
m.
b) C’nin sifirdan farkli sifirlart Z ! fonksiyonunun sifirlaridir. Bu
j#r 2T Z;
sebeple

c/ [T

CO-2 T (-2

j=1,j#r

biciminde olur. Boylece ispatin kalan kismi Teorem 5.2.4 ’iin ispati ile aymdir.
C (aj)
( a,-) (a,-¢,)

(Cla))—A) (a;—z)a;~z,)

‘nin roliinii yapar. [
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