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Bes boliimden olusan bu tezde yaklasim teorisinin diiz ve ters teoremleri

arastirilmistir.

Birinci boliim yaklagim teorisi ve onun gelisimi hakkinda bazi bilgileri

igerir.

Ikinci bolim doért kisimdan olusmaktadir. Birinci kisimda  diger
boliimlerde kullanilan temel kavramlarin tanimlari, ikinci kisimda fonksiyon
uzaylari, liclincli kisimda p-Faber polinomlari, dordiincii kisimda ise diizgiinliik

modiilii tanim1 ve onun 6zellikleri yer almaktadir.

Ugiincii boliim iki kisimdan olusmaktadir. Birinci kisimda yardimci
sonuglara deginilmistir. ikinci kisimda ise agirliklh Smirnov smiflarinda diiz ve

ters teoremler ispatlanmistir.

Dérdiincti bolimde iki kisimdan meydana gelmektedir. Birinci kisimda
yardimer sonuglara deginilmistir. Ikinci kisimda ise Daniyal M. Israfilov ve
Yunus Emre Yildirir tarafindan ispatlanan agirlikli Lebesgue uzaylarinda kesirli
durumda 1iyilestirilmis ters teoremler kullanilarak agirlikli Smirnov siniflarinda

kesirli durumda ters teoremler iyilestirilmistir.

Son boliim bu tezde elde edilen tiim sonuglarin 6zetini igerir.

ANAHTAR KELIMELER: agrlikli Smirnov smnifi/ diiz teoremler/ ters
teoremler/ Carleson egrisi/ Muckenhoupt agirligy/ Cauchy singiiler integrali
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In this thesis which consists of five chapters, the direct and inverse

theorems of approximation theory are investigated.

The first chapter includes some information about the approximation

theory and its progress.

The Second chapter consists of four sections. In first section definitions of
basic notations which are used in other cahpters are given, in the second section
functions spaces, in the third section p-Faber polynomials and in the fourth

section definition of the modulus of smoothness and its properties are studied.

The third chapter consists of two sections. In the first section auxiliary
results are mentioned. In the second section inverse theorems in weighted

Smirnov classes are proved.

The fourth chapter consists of two sections. In first section auxiliary results
are mentioned. In the second section, inverse theorems in weighted Smirnov
classes, in fractional case are improved by using the improved inverse theorem
which was proved by Daniyal M. Israfilov and Yunus Emre Yildirir.

Last chapter includes the summary of all results obtained in this thesis.

KEYWORDS: weighted Smirnov classes/ direct theorems/ converse theorems/
Carleson curve/ Muckenhoupt weighted/ Cauchy singular integral
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: Basit baglantili sinirli bolge
: G’nin kapanisi
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: I egrisinin Lebesgue uzunlugu

: I lizerindeki LP uzay1

: I lizerindeki w agirlikh LP uzay1

: G bolgesi lizerindeki Smirnov sinifi

: G bolgesi lizerindeki w agirhikli Smirnov sinifi
: Hardy sinifi

: I tizerindeki Cauchy singiiler operatorii

: p-Faber polinomu

: p-Faber esas kismi

: LP (T, w) uzayinda en iyi yaklasim hatasi

: EP(G,w) uzayinda en iyi yaklasim hatasi

: EP(G~, w) uzayinda en iyi yaklasim hatasi
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2:(f,8)p.0
2.(f,8)epw
2.(f,8)6-pw
P
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: LP (T, w) uzayinda r. diizgiinliik modiilii

: EP (G, w) smifinda r. diizglinliik modiilii

: EP(G~, w) uzayinda r. diizgiinlik modiilii
: Kompleks polinomlarin sinifi

: Kompleks polinomlar smifinin U’daki izi

: Cebirsel polinom

: Hardy-Littlewood maximal fonksiyonu
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1. GIRIS

Yaklasim teorisinde, bir takim ozelliklere sahip fonksiyonlara daha 1y1
ozelliklere sahip, basit fonksiyonlarla yaklasim problemleri arastirilmaktadir.
Cogunlukla bu basit fonksiyonlar kiimesi olarak arastirilan fonksiyonlar uzaymin bir
alt uzayr alinr. Basit ve iyi 6zelliklere sahip olduklar1 i¢in polinomlar ve rasyonel

fonksiyonlar kiimesi bu tip alt uzaylar olarak diisiintilebilir.

Yaklasim teorisinin temel problemlerinden biri, verilen fonksiyona alt
uzaydan en iyi yaklasan elemanin var olup olmamasidir. Ozel halde alt uzay olarak
sonlu boyutlu bir alt uzay alindiginda Normlu uzaylarda en iyi yaklagim elemanimin
varlig1 bilinmektedir. En 1yi yaklasim elemaninin varligi diger bir problemin:
yaklagim sayis1 olarak bilinen bir parametrenin sifira yaklagim probleminin
arastirilmasi i¢in zemin hazirlamig olur. Bdoylece yaklasim teorisinin temel
problemlerinden bir digeri, yaklasim hizinin degerlendirilmesi problemi karsimiza

cikar.

Bununla birlikte fonksiyonlarm yaklasim hiz1 verildiginde, bu fonksiyonlarin
ozelliklerinin arastirilmasi1 da dikkate deger bir diger konudur. Temel uzaydaki
fonksiyonlarmm 0Ozelliklerine gore yaklasim hizinin istten degerlendirilmesi
problemlerine yaklasim teorisinin diiz problemleri, bunun tersi olan yani
fonksiyonun yaklasim hizina gore bu fonksiyonun yapisal 6zelliklerinin arastirildig:

problemlere ise yaklasim teorisinin ters problemleri denir.

Ik olarak 1912 yilinda [0,2x] araliginda siirekli ve 2m periyotlu fonksiyonlar
uzayinda diiz teoremler Jackson tarafindan elde edilmistir. 1913 yilinda ise Bernstein

ayni uzayda ters teoremleri vermistir.



L?([0,2x]) Lebesgue uzaylarinda trigonometrik polinomlarla yaklasim birgok

matematikci tarafindan arastirilmistir. Bu uzayda norm

(/2 1/p
]
|f (x)|Pdx 1sp<o
1f e (go,2a1) = 4 0
kesssuplf(x)| ) p=x
x€[0,27]

biciminde tanimlidir. Ayrica T derecesi n’yi agsmayan trigonometrik polinomlarin

ailesi oldugunda f € LP([0,2x]) fonksiyonu i¢in en iyi yaklagim hatasi
En(f)p = ln{T”f(x) - Tn(x)”Lp([O,Zn])

Th(x)€

ve 0,.(f, 8), alisilmus diizgiinliik modiilii

D0 () fee+ vy
v=0

02,(f,6), = sup
IRl LP([0,2x])

olarak tanimlanir.
L? ([0,2x]) Lebesgue uzaylarinda diiz teorem asagidaki sekilde ifade edilir:

f € LP([0,2x]) olsun. Bu durumda
1
E < —
n(f)p =clhy (f'n + l)p » nEN

degerlendirmesi n’den bagimsiz bir ¢ > 0 sabiti ile saglanir.

Yukarida ifade edilen diiz teorem r = 1 ve p = oo i¢in Jackson [41],r = 2 ve
1 <p < o igin Akhiezer [42], r =1 ve p = o i¢in ise 1951 yilinda Stechkin
tarafindan ispatlanmistir [18]. Stechkin’in kullandig1 bu yontemle benzer sekilde
r=>1vel <p<oo i¢in diiz teorem ispatlanabilir. M. F. Timan 1966 yilindaki

calismasinda bu diiz teoremin iyilestirmesini vermistir [19] :



f e LP([0,2xn]) ,1 < p < wolsun. Bu durumdar > 1 igin

n

1/
(n-lf—l)r{z mevy(f)p} y < 0, (f’%ﬂ) , neN

v= P
degerlendirmesi y = max{p, 2} oldugunda n’den bagimsiz bir ¢ > 0 sabiti ile
saglanir.

L?([0,2x]) Lebesgue uzaylarmda yaklasim teorisinin ters teoremir = 1 ve
1 <p < oicin 1950 yilinda A. F. Timan ve M. F. Timan [20] tarafindan; r > 1 ve
p = oo i¢cin 1951 yilinda Stechkin [18] tarafindan asagidaki sekilde ifade edilmistir:

f € LP([0,2x]) olsun. Bu durumda

degerlendirmesi ¢ > 0 sabiti ile saglanir.

Bu ters teoremin iyilestirilmesi 1958 yilinda M. F. Timan tarafindan

asagidaki gibi ifade edilmistir [21] :

f € LP([0,2n]) ,1 < p < o olsun. Bu durumda r > 1 i¢in
n 1/B
1 ¢ pr—1 B
0, f,; SF ZV Ev—l(f)p , neN
p v=1
degerlendirmesi B = min{p, 2} oldugunda n’den bagimsiz bir ¢ > 0 sabiti ile
saglanir.



LP([0,2x], w) agirhkli Lebesgue uzaylarinda trigonometrik polinomlarla
yaklagim Butzer-Wehrens tipindeki diizgiinliik modiilii kullanilarak E. A. Haciyeva
tarafindan ¢alisilmistir [32]. 1997 yilinda N. X. Ky, daha genel bir modiil kullanarak
Muckenhoupt sartin1 saglayan agirlhikli Lebesgue uzaylarinda diiz ve ters teoremleri
ispatlamistir [11]. Bu ¢alismadaki ters teorem R. Akgiin tarafindan kesirli duruma
genellestirilmistir [33]. Danyal M. israfilov ve Yunus Emre Yildirir kesirli durumda

ters teoremin iyilestirmesini ispatlamiglardir [34].

Yaklasim teorisindeki diiz ve ters teoremlerin elde edilmesinde yaklasan
polinomlarin olusturulmasi 6nemli bir yer tutar. Bu yaklasan polinomlar1 meydana
getiren serilere cesitli toplanabilme yOntemleri uygulanarak yaklasimin derecesi
arastirilmaktadir. Simdiye kadar bahsedilen caligmalarda reel eksen tizerindeki
[0,27] araginda Lebesgue integrallenebilen periyodik fonksiyonlara o fonksiyonun

Fourier serisinin kismi toplamiyla yaklasilmistur.

Kompleks diizlemde belirli kosullar altinda diizgiin normda yaklasimin
mimkiinligi J. Walsh, M. A. Lavrentiev, M. V. Keldysh ve S. N. Mergelyan
tarafindan yapilan ¢aligmalarla ispatlanmistir. Kompleks diizlemde diskten farkli
basit baglantili bolgeler iizerinde tanimli olan analitik fonksiyonlara yaklagimin
derecesi incelenirken Faber, p-Faber ve p-Faber-Laurent serilerine gore tanimlanan
Faber, p-Faber, p-Faber-Laurent kismi toplamlar1 kullanilir. Faber serileri dairesel

bolgeler i¢in gegerli olan Taylor serilerinin basit baglantili bolgelere genellemesidir.

Kompleks diizlemde diizgiin normda yaklasim problemlerine benzer sekilde
integrallenebilir fonksiyonlarin olusturdugu fonksiyonlar uzaymmda da yaklasim
problemleri incelenir. Geleneksel olarak bu problemler kompleks diizlemin belirli
kiimelerinde tanimli Smirnov ve agirlikli Smirnov; Lebesgue ve agirlikli Lebesgue

fonksiyonlar uzayinda arastirilir.



Kompleks diizlemde sonlu uzunluklu bir Jordan egrisi ile sinirl olan sonlu G

bolgesi i¢in EP (G) Smirnov smifini tanimlayalim:

G kompleks diizlemde sinir1 kapali, sonlu uzunluklu I' Jordan egrisi olan sinirlt bir
bolge olsun. { = y(z) ile G bolgesini konform olarak U := {¢ € C| |{| = 1} birim
diskine doniistiiren bir fonksiyonu gdsterelim. z = w({) onun ters fonksiyonu olsun.
[ ile z = w({) ters doniistimii altinda |{| = r ¢emberine karsilik gelen G igindeki

egrileri gosterelim.

Bu durumda p > 0 ve M > 0 olmak iizere G i¢inde analitik olan ve her

0<r<1 iin

j f(2)IPldz] < M
Iy

kosulunu saglayan f fonksiyonlarmm smifina EP(G) Smirnov sinifi denir.

G bolgesinin sinirmin sonlu uzunluklu bir Jordan olmas1 bu uzaydaki
fonksiyonlara polinomlarla yaklagabilmek i¢in yeterli degildir. Bunun i¢in bdlgenin

sinirmin bir ek kosulu daha saglamasi gerekir.

1 — 1?2

—2rcos(0 —¢@) + 12’

Pm9—¢)=1 0<r<l1

Poisson ¢ekirdek fonksiyonu igin,

2T

1 ,
loglw' ()] = %] log|w'(e®)|P(r,0 — p)d6
0

kosulu saglandig1 takdirde G bdlgesine Smirnov bdlgesi ve bu bolgenin smirina

Smirnov egrisi denir.

Yukarida yazilmis Smirnov sart1 daha basit sekilde

2T

1 ,
loglw'(0)| = %j log|w'(e'?)|d6
0

olarak da ifade edilebilir [1, s. 444].



Eger, her f € EP(G),1 < p < oo ve € > 0 igin,

j f(2) - P@)IP ldz] < ¢
r

sartmi saglayan P(z) polinomu varsa EP (G) smifinda polinomlar ailesi tamdir denir.

Bu tanimda goriildiigii gibi bir uzayda polinomlar ailesi tam ise bu uzayin
her fonksiyonuna bu uzay normunda polinomlarla istenildigi kadar
yaklagilabilecektir. Simdi sinir1 sonlu uzunluklu Jordan egrisi olan bir bolgede

polinomlarin tamligin1 karakterize eden asagidaki teoremi ifade edelim:

G kompleks diizlemde smir1 sonlu uzunluklu I' Jordan egrisi olan bir bolge
olsun. z kompleks degiskenli polinomlar ailesinin E?(G),1 < p < o smifinda tam

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul I' egrisinin Smirnov egrisi olmasidir.

Smirnov  smiflarinda  yaklasim problemleri incelenirken baslangi¢
kosullarindan biri bolgenin Smirnov bélgesi olmasidir. Bu tarz bdlgelere 6rnek

olarak yildizs1 bolgeler, Carleson bdlgeleri ve Dini-diizgiin bolgeler verilebilir.

Yaklasim teorisinde agirliksiz veya agirlhikli Lebesgue ve Smirnov
uzaylarinda yaklasim problemlerinin ¢6ziimii asamasinda esash sekilde bagvurulan
Cauchy singiiler operatoriiniin  smirhiligi  kosullarina dikkat edilmelidir. Bu
operatoriin sinirlilig1 problemi agirliksiz ve agirlikli Lebesgue uzaylarinda detayli bir
sekilde arastirilmistir (bak. Ornegin: [28]). Ayrica ayni problem Orlicz,
Rearrangement invariant ve agirlikli Rearrangement invariant uzaylarnda sirasiyla
1996, 1998, 2002 yillarinda A. Yu. Karlovich tarafindan incelenmistir [52], [53],
[54].



[0,27] araliginda tanimli Lebesgue ve agirlikli Lebesgue uzaylarinda ¢oziilen
problemler ve yardimci unsurlar benzer problemlerin agirliksiz veya agirlikli
Smirnov siniflarinda arastirilmasma da imkan saglamistir. Oyle ki EP(G) ,p =1
Smirnov uzaylarinda polinomlarla yaklasimim hizi pek ¢ok matematikc¢i tarafindan
arastirilmistir.  Sinir1  analitik egri olan, basit baglantili ve smirli G bolgesi
durumunda, E? (G) uzaymdaki diiz teorem Walsh ve Russel tarafindan 1959 yilinda
ispatlanmustir [22]. E1(G) uzaymnda yaklasim teorisinin bazi problemleri de M. L.
Andrasko [49] ve D. M. Galan [50] tarafindan incelenmistir.

[, s yay uzunluguna gore parametrelendirilmis diizglin bir Jordan egrisi ve
0(s), I' egrisinde s yay uzunluguna karsilik gelen noktadaki teget ile pozitif reel

eksen arasindaki ag1 olsun.

Sinir1 diizgiin bir Jordan egrisi olan G bolgesi i¢in Q(0, s) siireklilik modiilii
)

jﬂ(z, s)

ds < 00,6 >0 (1.1)
0

olarak bilinen Dini diizgiinliik sartin1 sagladiginda p > 1 i¢in diiz ve ters teoremler
S. Y. Alper tarafindan 1960 yilinda elde edilmistir [35]. Daha sonra bu sonuglar V.
M. Kokilashvili’nin p > 1 i¢in diiz teoremi verdigi [36] ve J. E. Andersson’in p > 1
oldugu durumda diiz ve ters teoremi verdigi [37] calismalarla regiiler sinirli bolgelere
genellestirilmistir. 1968 yilinda V. M. Kokilashvili tarafindan Smirnov uzaylarmin
bir genellemesi olan Ey; (G) Smirnov-Orlicz uzay1 tanimlanmis ve G bdlgesinin sinir1
(1.1) sartin1 sagladiginda yani yeterince diizgiin bir Jordan egrisi oldugunda baz1 ters
teoremler ispatlanmistir [51]. Benzer problemler agirlikli Smirnov uzaylarinin bazi
alt uzaylarinda Ibragimov ve Mamedhanov [38] ve Mamedhanov [39] tarafindan
calisiimistir. Yine agirhikli Smirnov uzaylarmin bazi alt uzaylarinda konstriiktif
karakterizasyon problemleri G bdlgesinin smirmin Radon egrisi oldugu durumda

Dynkin tarafindan elde edilmistir [29].



Bolge smirmin Carleson egrisi olmasi durumunda 1987 yilinda Israfilov,
Faber polinomlarmm yaklasim o6zelliklerini kullanarak, EP(G) , 1<p <o
uzaylarinda bir diiz teorem ispatlamistir [12]. 1995 yilinda ise Israfilov ve Cavus
LP(I), 1 <p <o Lebesgue uzaylarinda yaklasan polinomlar olarak p-Faber
polinomlarmi kullanarak diiz teorem elde etmislerdir [13]. Daha sonra bu sonuglari

Israfilov ve Giiven agirlikli Lesbesgue ve agirlikli Smirnov uzaylarina tasimislardir
[14], [15], [16], [17].

Benzer problemler agirlikli Smirnov-Orlicz ve agirlikli Rearrangement

Invariant uzaylarinda da calisilmistir [43], [44], [45], [46], [47], [48].

Bu tezde agwrlhikli Smirnov smiflarinda yaklagim teorisinin diiz ve ters
teoremleri arastirilmistir. Tez bes boliimden olusur. Birinci boliim yaklasim teorisi ve
onun gelisimi hakkmda bazi bilgileri igerir. Ikinci boliimde diger boliimlerde
kullanilan temel kavramlarin tanimlari, fonksiyon uzaylari, p-Faber polinomlari,
diizglinliik modiilii tanimlar1 yer almaktadir. Tezin {i¢iincli ve dordiincii boliimleri
bilimsel calisma niteligi tasimaktadir. Uciincii bolimde EP(G,w), 1<p < o
agirlikli Smirnov smiflarinda ters teoremler ispatlanmistir. Dordiincii boliimde ise
Danyal M. Israfilov ve Yunus Emre Yildirir'm ispatladigi kesirli durumda
iyilestirilmis ters teorem kullanilarak {i¢lincli boliimde verilen EP (G, w), 1 <p < o
agirlikli Smirnov siniflarindaki ters teoremler kesirli durumda iyilestirilmistir. Son

boliim ise bu tezde elde edilen tiim sonuglarin 6zetini igerir.



2. ON BILGILER

2.1 Temel Tanimlar ve Teoremler

2.1.1 Tamim [a, b] c R olmak tizere siirekli bir
I':[a,b] » C

fonksiyonuna C de bir egri denir. Burada eger I'(a) ve I'(b) noktalarina sirasiyla
egrinin baglangi¢ ve bitim noktalari; bir I' egrisi verildiginde I'(a) = I'(h) oluyorsa
[ya kapali egri; I'' tiirevi var ve stirekli ise [’ya diferansiyellenebilir egri;
diferansiyellenebilir bir I egrisi igin eger; V t € [a, b] i¢in T'(t) = 0 oluyorsa ["'ya
diizgiin egri; bir I egrisi sadece t; = t, i¢in ['(t;) = I'(t,) oluyorsa ["’ya Jordan
egrisi denir [4, s. 104].

2.1.2 Tamm [q, b] c R olmak iizere
I:z=2z(t) =x(t) +i.y()
stirekli egrisi verilmis olsun. Eger n dogal say1 oldugunda
th=a<t,<tg.<tg,=»b

kosulunu saglayan t, t,, t3, ..., tp4+1 degerlerinin keyfi bir dizisi i¢in

D 12t = (60|
k=1

toplami smirl kaliyorsa I' egrisine sonlu uzunlukla egri denir. Bagka bir deyisle T’
egrisini gosteren z fonksiyonu siirli degisimli ise I ya sonlu uzunluklu egri denir

[1,s.417].



2.1.3 Tanim I' sonlu uzunluklu bir Jordan egrisi; z € I' ve € > 0 i¢in,

['(z,e):={t €T:|t —z| < &} ve [['(z, ¢)| ifadesi I'(z, €)’nun Lebesgue uzunlugu
olsun. Eger,

sup sup 1

e>0 zeTl ElI‘(z,e)|<oo
oluyor ise ["’ya Carleson egrisi denir. C kompleks diizleminde tiim Carleson

egrilerinin kiimesini S ile gosterecegiz [16].

2.1.4 Tamim Bir f karmasik fonksiyonu bir z, noktasinm belli bir D(z,, §),
6 > 0 komsulugundaki biitiin noktalarda diferansiyellenebiliyorsa f, z,’da analitiktir

denir [4, s. 100].

2.1.5. Tamim Kompleks diizlemde baglantili ve agik bir kiimeye bolge denir
[25,s. 1].

2.1.6 Tamim S € C bolgesi lizerinde w = f(z) donlisimiinii tanimlayalim ve
Zy € S olsun. Eger, f(z), z,’1n bir komsulugunda bire bir ve z, da keyfi iki diizgiin
Y1 Ve Y, egrileri arasindaki a1, f(z) day;' ve y,' goriintii egrilerinin arasinda agiya
yon ve biiyiikliik olarak esit ise bu doniisiime z, da konformdur denir. Eger , S
bolgesinden S’ bolgesine f(z) doniisiimii S deki her noktada konform ise f(z)
doniisiimiine S den S”’ye konform doniisiim denir. S”’ye de S’nin konform goriintiisii

denir [30, s. 259].

2.1.7 Teorem(Riemann Doéniisiim Teoremi) ¢ C C smir1 en az iki noktadan
olusan basit baglantili bir bdlge ve z, € G olsun. Bu durumda, G bdlgesini
U’ya f(zy) = 0 ve f'(z5) > 0 kosullar1 altinda resmeden bir tek konform doniisiim
vardrr [2, s. 12].
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2.1.8 Teorem E c C, en az iki noktadan olusan baglantili tiimleyene sahip,
smirll  bir  kontiniyum  olsun. Bu  durumda CE bélgesini €U ’ya

¢(2)
VA

>0

¢() = o, ¢'(0) = lim

kosullar1 altinda resmeden bir tek ¢ konform dontistimii tektir [ 2, s. 104]

2.1.9 Teorem Eger G bolgesinin sinir1 bir Jordan egrisi ise, G’ nin U ya her
konform doéniisimii G’ye bire-bir ve siirekli olarak genisletilebilir. Ayn1 sekilde,

G’nin smir1 bir Jordan egrisi ise, CG 'nin CU ya her konform déniisiim CG’ye bire-bir

ve stirekli olarak genisletilebilir [10, s. 24].

2.1.10 Teorem G sonlu uzunluklu bir Jordan egrisiyle sinirlanmig sinirl bir
bolge ve I bunun pozitif yonlendirilmis sinir1 olsun. f, CG bdlgesinde analitik bir
fonksiyon ise,

f(o)— f(z2):z€ C~G
f() 1ZEG

1 [ it

2ni) (—z
r

a = {

olur [3, s. 486].

2.1.11 Tanmm V, W ayn1 skaler IF cismi lizerinde iki vektor uzay olsunlar.
Eger, a,f € F ve x,y €V i¢in T(ax + By) = aT(x) + BT(y) ise T:V - W

fonksiyonuna lineer doniistim denir [6].

2.1.12 Tamim X ,Y normlu lineer uzay ve T : X — Y bir lineer doniisiim
olsun. Eger, her x € X i¢in
ITCOll < kllx]l

olacak sekilde bir k pozitif reel sayis1 varsa T doniisiimii sinirhidir denir [6, s. 91].
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2.1.13 Teorem X normlu bir uzay; W, X uzaymin yogun bir alt uzayi, Y bir
Banach uzay1 ve S: W - Y smirh lineer doniisiim olsun. Bu durumda her x € W
icin T(x) =S(x) ve ||IT|| = ||S]| olacak sekilde bir tek T:X — Y smirli lineer

doniisiimii vardir [6, s. 99].

Biz R tizerinde Lebesgue uzunlugu 2m olan araliklar1 temsilen T := [0,27]
gosterimini kullanacagiz. T iizerinde 2m periyotlu fonksiyonlar dikkate alinirsa

t — et doniisiimiiyle T ile T := {z: |z| = 1} birim ¢emberi 6zdeslenebilir.

2.1.14 Tanim

N

P(t)~ Z a,e™

n=—N

fonksiyonuna N. dereceden bir trigonometrik polinom denir [5, s. 2].

2.1.15 Tamm

e}

S(t)~ Z a,e™

n=—oo

serisine bir trigonometrik seri denir [5, s. 3].

2.1.16 Tanmm f € L*(T) olsun.
1 —int
tn =5 P(t)e "tdt
T
bagntisindan hareketle f ’in n. Fourier katsayisi

fn) = %j f(De-mtde, nel

bigiminde tanimlanir [5, s. 3].
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2.1.17 Tammm f € L*(T) olsun.
S[f]~2f(n) et

trigonometrik serisine f fonksiyonunun Fourier serisi denir [5, s. 3].

2.1.18 Tanim

EI

1

M — d ,
fr) foxsr 5’—5!|f(t)| t

f olgiilebilir fonksiyon olmak iizere, f — f™ (x) fonksiyonuna Hardy-Littlewood

maximal fonksiyonu denir [8, s. 172].

2.2 Baz Fonksiyon Siiflan

2.2.1 Tanim E bir 6l¢ciim uzay1 olsun. Bu durumda

j FGOIPdx < oo

kosulunu saglayan biitiin dl¢tilebilir f fonksiyonlarinin kiimesine Lebesgue uzay1

denir ve LP (E) ile gosterilir [1, s. 388].

1 1
2.2.2 Teorem (Holder Esitsizligi) p >1,q > 1 Ve; + E = 1 igin,

f(x) € LP(E) ve g(x) € LI(E) ise f(x) g(x) € L*(E) ve

p
[ 1 geaax| < | [1reorax | | [lawivax

Q|

olur [1, s. 388].
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2.2.3 Teorem(Minkowski Esitsizligi) p > 1 i¢in, f(x),g(x) € LP(E) ise

ij(x)+-g<xnpdx < jﬂf(xﬂpdx ; jlg(xﬂpdx

olur [1, s. 389].

2.2.4 Tanim I sonlu uzunluklu bir Jordan egrisi olsun. T lizerinde taniml1 ve

1<p<oigin,

Ifllre = ﬁﬂ@mw| <o
r

kosulunu saglayan biitiin 6l¢iilebilir kompleks degerli fonksiyonlarin smnifi LP (T') ile

gosterilir [13]. LP(T), || - || » ry normuna gore bir Banach uzayidir.

2.2.5 Tammm G, smir1 bir I' Jordan egrisi olan smirl bir bdlge, zy € T’
ve [’nin z, da bir tek tegeti var olsun ve de z,’1n bir komsulugunda I" egrisi normalin
her iki tarafi {izerinde bulunsun. Bu durumda, eger G icinde bulunan ve z,
noktasinda son bulan stirekli bir € egrisinin, z, 1 bir komsulugundaki kismi, kosesi
Zy da bulunan, biiytikliigii m’den daha kiiciik olan ve agiortay: [’ya i¢ten normal ile
cakisan bir a¢1 iginde kaliyorsa bu £ egrisine agisal yol denir. f , G’ de analitik olsun.
Z € Golup z, zy € T noktasina istenilen agisal yol boyunca yaklastiginda f(z) —

a oluyorsa, f fonksiyonu z, noktasinda a agisal degerini alir denir [1, s. 428].

2.2.6 Tanim p > 0 olsun.U i¢inde analitik olan ve M > 0, r’den bagimsiz bir

sabit olmak tizere her 0 < r < 1 i¢in

21
j |fre®)|’ a6 < m
0

kosulunu saglayan f fonksiyonlarinin uzay1 H,, ile gosterilir [1, s. 402].
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Acik olarak U i¢inde analitik ve sinirli olan tiim fonksiyonlar keyfi p > 0 igin

H, smifindandir. Bir f € H,, fonksiyonu p > 0 i¢in birim ¢ember lizerinde hemen

her yerde agisal yollar boyunca belirli bir limit degerine sahiptir ve bunlar bir f(e?)

limit fonksiyonu formundadir. Burada,
2T
j |f (rei®)|"do
0

integraline r — 1 icin Fatou Lemmasimi uygularsak (0, 27) araliginda f(e®®) € LP

sonucuna variriz.

Simdi daha genel bir fonksiyon smifi tanimlayalim. G kompleks diizlemde
sinir1 kapali sonlu uzunluklu I' Jordan egrisi olan sinirli bir bolge olsun. { = y(z) ile
G bolgesini konform olarak U’ya doniistiiren bir fonksiyonu gosterelim. z = w({)
onun ters fonksiyonu olsun. I, ile z = w({) doniisiimii altinda |{| = r ¢emberine

karsilik gelen G icindeki egrileri gosterelim.

2.2.7 Tanim p > 0 olsun. M > 0, r’den bagimsiz bir sabit olmak iizere G

icinde analitik olan ve her 0 < r < 1 i¢in

j f(2)IPldz] < M
Iy

kosulunu saglayan f fonksiyonlarinin siifina Smirnov smifi denir ve EP (G) ile

gosterilir [1,s. 438].

Agik olarak Ozel halde G bolgesi U, birim diski ise EP (G) uzaylari, bilinen
H,, uzaylar1 olur. Bu tanimda gegen integralde z = w({) degisken doniistimii

yapilarak,
f(2) € EP(6) & f(w())Vw' (D) € H,

oldugu kolayca goriiliir.
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Dolayisiyla eger, f(z) fonksiyonu E? (G) smifina aitse, bu fonksiyon I’
tizerinde hemen her yerde biitiin agisal yollar boyunca belirli f(z") limit degerine

sahiptir; |f(z")|P, T lizerinde integrallenebilirdir ve
tim [1relas) = [ 151 laz!
T, r

olur [1]. EP(G) smifinin konform doniisiimden bagimsiz bir tanimi da verilebilir.

G kompleks diizlemde sinir1 kapali sonlu uzunluklu I' Jordan egrisi olan bir
bolge ve (I,) (n = 1,2,...) G i¢inde sonlu uzunluklu kapali Jordan egrilerinin bir

dizisi olsun. Sinir1 I, egrisi olan bolgeyi G, ile gosterelim. Bu durumda
GicG,c..cG,c...c G

olur. Eger, her K € G kompakt alt kiimesi ve 3N :n = N i¢in K C G, oluyorsa

n — oo iken (I},) dizisi ["’ya yakinsar denir ve bu durum I, — T ile gosterilir.

2.2.8 Tamim f, G i¢inde analitik ve p > 0 olsun. M > 0, n’den bagimsiz bir
sabit olmak tizere G igindeki I, — I' 6zelligine sahip sonlu uzunluklu kapali Jordan

egrilerinin bir (T,) dizisi i¢in
[ 1@tz < m
I'n

kosulunu saglayan f fonksiyonlarinin siifina Smirnov smifi denir [1, s. 438].

2.2.9 Tanmim f(z), G iginde analitik bir fonksiyon olsun. Bu fonksiyonun I'
iizerinde hemen her yerde agisal yollar boyunca belirli limit degerlerine sahip olmasi

ve G iginde her yerde
1 fz) |
f(z)_z_m'j—z’—z dz
r

Cauchy formiiliiniin saglanmasi igin gerekli ve yeterli kosul f(z) fonksiyonunun

E'(G) smifindan olmasidir.
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Ayrica f(z) € E1(G) ise Cauchy integral teoremi

J f(z) dz' =0

seklinde saglanir [1, s. 439].

2.2.10 Tamim I' kompleks diizlemde sonlu uzunluklu bir Jordan egrisi ve
f € LX(T) olsun. Bu durumda
1 z'
1 ([,

2mi) 72/ —z
r

Cauchy integralini g6z oniine alalim. z € I' oldugunda bu integral bir analitik

fonksiyon tanimlar.

Simdi I" izerinde bulunan bir z, noktasini géz oniine alalim. Keyfi bir € > 0 i¢in

I, :=T — D(z,,¢€) olsun. Eger

1 f(2)
lim—;
e-02mi ) z' — 1z,

limiti varsa, bu limite f fonksiyonunun Cauchy singiiler integrali denir ve

1 14
Sr(f)(Zo)‘=1£if)%2—m Z],C(_ZZ)O az'
veya
1 14
S (P =5 P.1) [ L (_ZZ)O dz
r

seklinde gosterilir. Asagidaki teorem Cauchy integralinin I tizerindeki limit

degerleriyle, Cauchy singiiler integralinin varlig1 arasinda bir iligki kurar [1].

2.2.11 Teorem Eger Cauchy integrali I' lizerinde hemen her yerde I' nin bir
tarafi lizerinde bulunan biitiin agisal yollar boyunca belirli limit degerlerine sahipse,
Cauchy singiiler integrali I" izerinde hemen her yerde mevcuttur ve Cauchy integrali
[’nin diger tarafi izerinden I lizerinde hemen her yerde agisal limit degerine sahiptir.

Tersine, Cauchy singiiler integrali I' lizerinde hemen her yerde mevcutsa Cauchy
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integrali ['nin her iki tarafi iizerinden de I' izerinde hemen her yerde agisal limit

degerine sahiptir.

Burada

lim

z-z0 ) 7' —

! ZI
e ) a' = | 9 4 4 mif o)
zZ — ZO
formiilii I' iizerinde hemen her yerde saglanir. Bu formiilde sol taraftaki limit agisal
yollar boyunca almir. Sag taraftaki isaret, acisal yol z, € I' noktasindaki tegetin

solunda kalirsa pozitif, agisal yol tegetin saginda kalirsa negatiftir [1, s. 453].

Simdi G, T' smirina sahip sinirli bir bolge olsun. Genelligi bozmadan 0

orjininin G icinde  oldugunu  kabul edelim. Eger fe€LP(T) ise

Fr@) = g“) i zec (1)
f(@) = j( 266~ (2

seklinde tanimlanan f*:G —» C ve f~:G~ — C fonksiyonlar1 sirasiyla G ve G~

i¢inde analitiktirler ve f~(o) = 0 dur.

Yukaridaki teorem geregince eger f* ve f~ Cauchy integrallerinden biri I
iizerinde hemen her yerde agisal limit degerine sahipse, Cauchy singiiler integrali I
tizerinde hemen her yerde vardir ve f* ve f~ Cauchy integrallerinden digeri de T
iizerinde hemen her yerde agisal limit degerlerine sahiptir. Tersine, Cauchy singiiler
integrali I lizerinde hemen her yerde varsa, f* ve f~ integralleri I lizerinde hemen

her yerde agisal limit degerlerine sahiptir.
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Boylece I’nin her iki tarafi {izerinde bulunan agisal yollar boyunca limit

alarak, I' iizerinde hemen her yerde gecerli olan

Fr @ =SN@D+5f@ ()

F@ =@ -3 @

f@Q=f"2)- (2 (5)

formiillerini elde ederiz (6rnegin bak.; [15]).

2.2.12 Tanmm St: f — Sp(f) lineer operatoriine Cauchy singiiler operatorii

denir.

2.2.13 Tanim w, I" iizerinde bir agirlik fonksiyonu yani I' lizerinde negatif
olmayan, Olgiilebilir bir fonksiyon, ayrica 1 <p <o ve 1/p+1/q =1 olsun.
Eger,

A

[ o@ut)|; [ lw@ra) <o

r'nD(z,r) r'nD(z,r)

sup sup (1
z€l'r>0

oluyorsa, I' lizerinde A,-Muckenhoupt sartini saglar denir [16].

I' lizerinde A, -Muckenhoupt sartin1 saglayan tim agilik fonksiyonlarmin

kiimesini A, (T) ile gosteririz [16].

2.2.14 Tamim w, I' iizerinde verilen bir agirlik fonksiyonu olsun. I lizerinde

j F@Do@IPldz] < oo
r

sartin1 saglayan tim Olgiilebilir fonksiyonlarin kiimesine w agirlikli LP -uzay1 denir

ve LP (T, w) ile gosterilir.

19



Bu uzayda norm
1 /p

Il = Ifolon =1 [ F@o@Plal <o
r
bi¢iminde tanimlidir.

Biz, 2m periyotlu
1/p

1fllremay = Ifollipen = j o) Pldw]t < oo
T

kosulunu saglayan Lebesgue integrallenebilir fonksiyonlarm smifini LP (T, w) ile

ifade edelim.

2.2.15 Tanmm o , ' lizerinde verilen bir agirhk fonksiyonu olsun.
EP(G,w) :={f € EXG): feLP(T,w)}
kiimesine G deki analitik fonksiyonlarin p .mertebeden w agirlikli Smirnov smifi

denir [15].

2.2.16 Teorem I bir Carleson egrisi, 1 < p < 00, ve w, I' lizerinde bir

agirlik olsun. Bu durumda her f € LP (T, w) i¢in
ISE e (rw) < cllfllprw)

esitsizliginin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul w € A, (I') olmasidir (6rnegin

bak.; [16]).

2.2.17 Onerme Eger f € LP(T,w) ve w € A,(T) ise f € L'(T) olacak

sekilde bir r > 1 sayis1 vardir.

Ispat w € A,(T) oldugundan Muckenhoupt sart1 geregi w € A,(T") olacak
bicimde bir g € (1,p) sayis1 vardrr [28]. Burada r :=§ olsun. f € LP(T, w)

oldugundan |f|"w"” € L1(T") olur. Diger yandan, w~" € LP(T') oldugundan Holder
esitsizligi kullanilarak f € L"(T") oldugu goriiliir. m
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2.2.18 Onerme T, bir Carleson egrisi ve w € A4,(T) ise her f € LP (T, w) i¢in
f* €EP(G,w) ve f~ € EP(G~,w) olur.

Ispat f € LP(T, w) olsun. 2.2.16 teoremi geregince Sp(f) € LP (T, ) oldugu
goriiliir. Ote yandan 2.2.17 &nermesi geregince f € L7 (T) olacak bicimde bir 7 > 1
sayist vardir. 1 <r < oo ve I', bir Carleson egrisi oldugundan S : L"(T") - L"(T)
smirli bir lineer operatérdiir [31]. Dolayisiyla f* ve f~ fonksiyonlar: sirastyla E” (G)

ve E"(G ™) smiflarindandir. Bununla beraber, I izerinde hemen her yerde

@ =S:(N@ +5f@) ve (@) =S (N@) =5 ()

esitlikleri saglandigindan f* ve f~ fonksiyonlarmm LP (T, ®) ya ait olduklar1 ortaya
¢ikar.  Smirnov  smifi tanmmindan ET(G) € EYX(G) ve ET(G™)c EY(G")

kapsamalarin dikkate alirsak ispat tamamlanmis olur. m

2.2.19 Tammm G c C, T ile smirlt bir bdlge, w € A,(T'), f € EP(G,w) ve
1<p<o olsun. B, (n=1,2,..) derecesi n ’yi agmayan polinomlar ailesi
oldugunda, f fonksiyonuna EP(G,w) smifindaki en 1iyi yaklasim hatasi

En(f)G,p,w = infpneson”f - Pn”LP(r,w)

ile tanimlanir.

2.2.20 Tanmm G c C, T'ile smurh bir bélge, w € A,(T), f € EP(G™~,w) ve
1<p<owolsun. P, (n=1,2,...) derecesi n’yi asmayan 1/z ’ye gore polinomlar
ailesi oldugunda, f fonksiyonuna EP(G~,w) snifindaki en iyi yaklagim hatasi

En(f)c;—,p,w = iann*e:Dn*”f - Pn*”Lp(F,a))

ile tanimlanir.

2.2.21 Tamim(O Gosterimi) f ve g bir A c C kiimesi iizerinde taniml1 iki
fonksiyon olsunlar. Eger her z € A i¢in, |f(2)| < M|g(z)| olacak sekilde bir M > 0

sayisi varsa f = 0(g) yazacagiz.
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2.3  p-Faber polinomu ve p-Faber Esas Kismi

Bu kisimda yaklasan polinomlarm inga edilmesinde kullanilan Faber ve p-
Faber polinomlari ile ilgili gereken bilgiler verilecektir.
G, smir1 sonlu uzunluklu kapali I' Jordan egrisi olan sinirli bir bolge olsun. ¢

ve ®1 strastyla G~ ve G bolgelerini U~ bolgesine,

VA
@) =, lim 2> 0, 1(0) = . imz . > 0

kosullar1 altinda resmeden konform doniistimler olsun. ¥ ve P, sirasiyla ¢ ve ¢,
dontistimlerinin ters doniistimleri olsun. ¢ ve ¢, fonksiyonlar1 I ’ya; ¥ ve Y,
fonksiyonlar1 da T’ye siirekli olarak genisletilebilir. ¢'(z), G~ iginde; ¢'1(2), G
icinde; Y'(w) ve ¥’y (w) fonksiyonlar1 da U~ iginde sifirdan farklidir.

k, negatif olmayan bir say1 olsun. ¢(z), G~ de analitik ve

¢(2)

Z

>0

@'(0) = lim
Z-00
oldugundan [qo(z)]kli/m fonksiyonu co noktasinda k. dereceden bir kutba
sahiptir. Dolayisiyla bu fonksiyonun oo daki Laurent agilimini diislinlirsek V z € G
i¢in,
[p@1¥'(@) = Fip (@) + Eip(2) (6)
olacak sekilde k. dereceden bir Fj,,,(z) polinomu ve Ej ,,(00) = 0 kosulunu saglayan

G~ de analitik bir Ej ,,(z) fonksiyonu vardir.

Bu son esitlikten R > 1 ve V z € G i¢in,
I ={CeG:p)| =R}

olmak iizere,

j[<p(c) 1¥%/ ' (O g L Fk,p(o j k,,(z)
{==—
21 J—

2T
R

elde ederiz. Burada smirsiz bolgeler icin Cauchy integral formiilii geregince,

1 kp(()

Zm
'r

d( Ekp( )_O

ve Cauchy integral formiilii geregince,
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1 kp(()

Zm
'r

d( ka(z)

olur. Dolasiyla, R > 1 ve V z € G i¢in,

Fk,p (Z)

j[qo(() k”\/qo(()d(

integral gosterimini elde ederiz. Ayn1 zamanda ¢({) = w doniisiimii yapilarak,

1 1/p
o= o [ O,

IWI R

elde edilir.

2.3.1 Tammm F,,(z) polinomuna G bolgesi i¢in k. dereceden p-Faber

polinomu denir.

2.3.20nerme Vz € G ve Vw € U™ icin

erw=iam)

Yyw) —z w1

olur.

Ispat z € G olsun. [’ (W)]*"V/? /[yp(w) — z] fonksiyonu U~ i¢inde analitik,

IIJ(W)

Y (o) = o ve lim,,_,., — > 0 oldugundan, bu fonksiyon U~ nin kompakt alt

kiimeleri lizerinde dﬁzgﬁn olarak yakinsayan

W W] O Aey(@)

vw)—z wk+1

seklinde bir tek Laurent seri agilimia sahiptir. Bu esitlik kullanilarak, R > 1 ve

n € Z% igin,
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1 jwn[ww)]l-l/r’ 1 aniflk,p@

— dw = d
21 Yy(w) —z W= o whet &V
Iw|=R lwl=R k=0
S 1 wh
- Z 2mi j wkt1 dw | Ajep (2)

bulunur. Buradan F,,(z) = A,,,(2) oldugu kolayca goriiliir. Boylece ispat biter. m

Simdi [¢4(2)]¥"2/? %/¢,"(2) fonksiyonunu ele alalim. Bu fonksiyon G \ {0}
da analitiktir ve 0 noktasinda k. dereceden bir kutuba sahiptir. Eger bu fonksiyonun

0 daki Laurent agiliminin esas kismini F'k'p(l /z) ile gosterirsek, V z € G \ {0} igin

[p1 @12/ Y,'(2) = Fip(1/2) + Eip(2) (D)
olacak bi¢gimde G iginde analitik olan bir Ej, , () fonksiyonu vardir. Bu son esitlikten
R>1veVze€eG igin,
Tr={ €G: 19D =R}

olmak iizere,

[ (()“/P Vod'© L (FpQ/2 1 ] k,,(z)
2

d¢ =
Zm (—z ¢ 2ni ) (—z
I'r

elde edilir. Burada Cauchy integral teoreminden,

L Ekp(z)

2mi
I'r

d¢ =0

ve siirsiz bolgeler i¢cin Cauchy integral formiiliinden,

1 Fk,p(l/z)

2ni ) ¢ —
I'r

d( = Fk,p(oo) - Fk,p(l/z) = _Fk,p(l/z)

elde edilir. DolasiylaR > 1 ve V z € G~ i¢in,

[0 (D127 F0, (D)

Fk,p(l/z) = - —Z

d¢

integral gosterimini elde ederiz.
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Bu integralde yapacagimiz ¢,({) = w doniistimiiyle,

O S i U ) i
Fiep(1/2) = = 2mi _I P, (w) —z dw

[w|=R

esitligi yazilir. m

2.3.3 Tamim F, ,(1/z) rasyonel fonksiyonuna G~ bdlgesi i¢in k. dereceden

p-Faber esas kismi denir.

2.3.40nerme Vz € G~ veVw € U™ igin

i 28 00) i i _Fp1/2)

P (w) —z wh+l

k=0

olur.

Ispat z € G~ olsun. w=2/P[y,"(W)]*=V/? /[, (W) — z] fonksiyonu U~
icinde analitik ve oo da ikinci mertebeden bir sifira sahip oldugundan onun U~
icindeki Laurent seri agilimi

A 2 ) A P N )

- k+2
w)—2z w
P (w) P

formundadir. Esitligin sag tarafindaki seri U™’ nin kompakt alt kiimleri {izerinde

diizgiin yakinsaktir. Dolayisiyla R > 1 ve n € Z™ igin,

dw

_Fn,p(l/z) =

LW g )]
21 |w|j=R Y, (w) —z

1 C Akp(z)
n ’,
21 jw (Z wk+2 dw
|lw|=R

k=0

n

S 1 w
=Z 2_7'[1, —Wk+2dW Ak'p(Z)

olur. Buradan

_Fn,p(l/z) = An—l,p(z)

oldugu goriiliir.
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Ayrica Fy,(1/2) = 0 oldugundan

WP [y (WP i _Fp1/2)

P (w) —z wh+l

k=0

elde edilir.m

[ lizerinde verilen bir w agirhgi ve keyfi bir f € LP (T, w) fonksiyonu igin,
fow) := FlpMIWP'W))? , wow) = wlp(w)]

£ = £, )] (0, W) W w,w) = wlp, )]

ifadelerini olusturalm. f € LP (T, w) ve w € A,(T") olsun. Bu durumda, f € L'(I)

olacagindan
+, R P ACY
fri6- f(Z).—Zm.Fj(_Zd(
o I i
L R ] R

r

fonksiyonlarmi tanimlayabiliriz ve I" lizerinde hemen her yerde
f@=f*"@=- (2

dir. Burada f* € EP(G,w) ve f~ € EP(G~,w) oldugu 2.2.18 dnermesinden

agiktir.

Bu fonksiyonlarin her birisi yukarida tanimlanan f; ve f; fonksiyonlari cinsinden

asagidaki integral gosterime sahiptir :

N [/ (W)

f (Z)_Znilf()(w) S ——dw, 7€G
o o ) b i
f (z)—zmlfuw) v, s
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Dolayisiyla 2.3.2 ve 2.3.4 oOnermeleri geregince f € LP(I',w) fonksiyonuna,

FD~ ) acFip@ + ) @ Fep(1/2)
k=0 k=0
seklinde genellestirilmis p-Faber Laurent serisi karsilik gelir. Burada a;, ve dy
katsayilari,
1 fow)
= =0,1,2,..
T
~ 1 filw)
ar(f) ‘=2—m. Y dw, k=0,12,..
T

ile tanimlanir. Bu a; ve @, katsayilarina f € LP([,w) ’nin p-Faber Laurent

katsayilar1 denir.

fo € LP(T,we) oldugundan, fo"(w) € EP(U,wy), fo~ (W) € EP(U,wy) Ve
fi € LP(T,w;) oldugundan f,"(w) € EP(U,w,), fi;” (W) € EP(U~,w,) olur. T

iizerinde hemen her yerde f, = fo© —fo, " vefi = f;" — fi~ saglanur.

Bunlar1 kullanarak,

1 +
ai(f) = f‘(:vk(r:) d
T
1 Lt
a (f) = fWT(K) dw
T

elde ederiz ki a,(f) ve @,(f) p-Faber Laurent katsayilari sirasiyla f ¥ (w) €
EP(U, w,) ve f, " (w) € EP(U, w,) fonksiyonlarmim Taylor katsayilaridir.
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2.4  Agirhkh Smirnov Simiflarinda Diizgiinliik Modiilleri

f €LP(T,w),1 <p< oo olsun. Verilenr e Nvet >0,w € T igin,
r
arfow) = 0 (1) fwe's)
s=0

olsun. Buradan hareketle

8

oif ) = 5 [IarfGwlde

0

seklinde bir operator tanimlayalim.

0 <h<ooolsunw € 4,(T), 1 < p < o i¢in, LP (T, w) uzayinda Hardy-
Littlewood Maximal fonksiyonunun sinirliligini kullanarak

lfs‘il131||0§f(w)”w(mw) <cDIflprw <o

esitsizligi elde edilir.

24.1. Tamm f € [P(T,w),1<p<oovew €Ay(T),rENveweT
olsun.

-Qr(fr h)p,w = |§6T<I31||Ggf(w)|le(T,w)
ile tanimlanan 2,.(f,.)p,: [0,0) — [0, 00) fonksiyonuna f € LP (T, w)

fonksiyonunun 7. diizgiinliikk modiilii denir.

Yukarida verdigimiz tanim N. X. Ky tarafindan f € LP([0,27], w) ve

w € A,([0,27]) olmas1 durumunda verilmistir [11].

02,(f, h),,, modiilii asagidaki 6zellikleri saglar
i) 2,(f, ), » h > 0 " azalmayan ve negatif olmayan fonksiyonudur.
ii) -Qr(fl + fz’ -)p,w < -Qr(fl' -)p,w + -Qr(fz' -)p,w

iii) limpo 2,(f, h) e = O.
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2,42 Tanm f € EP(G,w), 1 <p <o vew € A,(I'),r € Nolsun.
0 (f,8)6pw = 2:(fo",6),, » §>0

ifadesine f € EP(G, w) fonksiyonunun r. diizglinliik modiilii denir

243 Tanm f € EP(G™,w), 1 <p < ve w € A,(I),r € Nolsun.
&, 86 pow = 2:(£7,6),, » §>0

ifadesine f € EP(G~, w) fonksiyonunun r. diizgiinliik modiilii denir.
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3. AGIRLIKLI SMIRNOV SINIFLARINDA DUZ VE TERS
TEOREMLER

3.1 Yardimci Sonuclar

P, derece kisitlamasi olmadan tiim cebirsel polinomlarin kiimesi olsun. P (U)

ille U iizerinde P kiimesinin elemanlarmin izini isaretleyelim. Bu durumda

T, P(U) - EP(G,w) ve E P(U) -» EP(G~,w)  operatorlerini
1 [ PWI[Y' )]/
T,(P = €
P =5 | B —dw, ze6 )
T
ve
— 1 [ Pw) w2/P [y, (w)]* /P
T, (P = — dw, EG™ 9
SO@) =g [, se6 )
T
olarak  tamimlarsak, o zaman 2.3.2 oOnermesini  dikkate  alarak
T (i ") ; j " k[¢’(w)]1_1/pd
P aw” | = — Z apw” ——————dw
— ZmT — Yy(w) —z
n
1 Fy»(2)
_ k Tkp
= gt . e aw
T k=0

n

1 dw
= Z “ka,p(Z)— -

2mi w
k=0 T

n

= Z A Frp (2)

k=0
esitligine ulasiriz. Benzer sekilde 2.3.4 6nermesini uygulayarak

T;(Zn: “ka> = zn: aFy,(1/2)

k=0 k=1
olur.
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(8) ifadesinde z' € G i¢in (1) esitligini dikkate alirsak,

! 14 + 14
T,(P)(z") = [(P 0 9)(9")"/?] (2"
olur. (8) ifadesinde I igerisinde tiim agisal yollar tizerinden z" — z € T limitini alarak

ve (3) ifadesini kullanarak

1
LL(P)(2) = 5 [(P o @)(@)/?](2) + St[(P 0 ) (@)P](2) (10)
elde ederiz. Benzer sekilde (9) ifadesinde z" € G~ igin (2) esitligini dikkate alirsak,
T,(P)(z") = [(P 0 ¢1) 91727 (p,)/P] (2")

olur. (9) ifadesinde I' nin diginda tiim agisal yollar tizerinden z"" — z € T limitini

alarak ve (4) ifadesini kullanarak

T,(P)(2) = St[(P o ¢1) 91727 (9,)?](2)

B % [P o 9) 07/ (0,)P](2)| (11)

elde ederiz.

3.1.1. Teorem '€ S, 1 <p <oovew,I ilizerinde verilen bir agirlik olsun.
O zaman asagidaki iddalar saglanir : Eger w € A,(T), wy, w; € 4,(T) ise
T,:P(U) c EP(U,w, ) = EP(G, w)
T, P(U) c EP(U,w; ) - EP(G™, w)
operatorleri lineer ve smirhdir.

Ispat T, ve 7’;, operatorlerinin lineerligi aciktir. Ilk 6nce T, operatoriiniin

smirliigint  ispatlayallm.  (10) iligkisi  ve 2.2.16 teoremi yardimiyla

N1, = [P 0 00712

LP(Iw) LP(I"w)

+||Sc[(P 0 9) (@) 7] (@) ||

LP(T\w)

1
< (C + E) |[Po ¢)(§0’)1/p](z)||Lv(r,w)

1/p

1
= (c +§) JIP(qJ(Z))IpIqo’(Z)I [w(2)]P|dz]|
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1/p
= <c + %) {j |P(w) [w(l,b(W))]lp |dW|}

T

1/p
_ (c +%) { j |P(W)wo(w)|? |dw|}
T

= C”P”LP(T,(A)())

elde edilir. Benzer sekilde (11) iligskisinden ve 2.2.16 teoremi yardimiyla
”TP(P)(Z)”Lv(r,w) < [ISc[(Po @1 901_2/p(§01')1/p](z)“Lv(r,w)

* ||‘%[[<P 0 ¢1) 017/ (0P (2)]

LP(T\w)

1
= (C * z) I[P 0 9 01727 (@:)?] @, .o,

1/p
=(e+3) { ] [P(0:)]"l02(2) 71y @) [w(D)]P |dz|}
r

1/p
= (C + %) {j IPW)IPIw]~2[ew(yp, w))]” Idwl}

1/p
_ (c + %){ j |P(wW)w; W) |dw|}
T

= C”P”LP(T,(A)l)

oldugu goriiliir. m
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Boylece yukarida ispatlanan teorem ve 2.1.13 teoremine dayanarak T, ve 7";,
operatorlerinin, sinirli lineer operator olarak sirasiyla EP (U, w, ) ve EP(U,w, )’e

genisletilebilcekleri soylenebilir. Bu durumda T, ve 7";, icin asagidaki gosterimler

vardir.
! 1-1/p
T,(f)(2) = 21171' f(sz[l(pW()W_)]Z dw, f€EP(U w,)
T
-2/p ! 1-1/p
TN =51 (w) w — (V[Vfl_(f)] dw,  feE(Uw)
T

3.12TeoremT'€S, 1 <p <o ve w € Ay(I), wg, w; € Ay(T) olsun. Bu
durumda T,: EP (U, w, ) = EP(G,w) ve 7";,: E?(U,w, ) = EP(G~, w) operatorleri
bire bir ve lizerinedir. Ayrica f € EP(G, w ) i¢in Tp(f0+) =fvef €EEP(G,w)

icin E( f1+) = f esitlikleri gecerlidir.

Ispat. Bu teorem T,operatori i¢in Daniyal M. Israfilov ve Ali Giiven
tarafindan [16] da ispatlanmustir. Biz teoremi T, igin ispatlayalim. g € EP (U, wq ),

w € U ve

[ee]

)=

k=0
g’nin Taylor serisi olsun.Bu durumda g € E? (U, w, ) oldugundan g € E*(U)
saglanir. g,(w) == g(rw) ve 0 < r < 1 i¢in,

lgr — gllr(r.wy) — 0, r—-1-

elde ederiz. 3.1.1 teoremini kullanarak

1T = T iy >0 721 (12)
yazabiliriz.
Z a,riwk
k=0

serisi T iizerinde diizglin yakimnsar. Boylece z € G~ i¢in, 2.3.4 6nermesini dikkate

alirsak,
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=2/p[y,’ 1-1/p
Ty = 5 [ O OOE 2,
T
-y (g)r"{ L[ I,
= ; -
~ ZmT Y,(w) —z

[ee]

= g Firp(1/2)

k=0

esitligi vardir. Simdi T,(g,) ifadesinin & (f) p-Faber katsayilarini hesaplayalim.
¢1(W) €G Olupa

dw

1 j[T;)(gr)(lp1(W))]W2/p[1)[)1’(W)]1/P

2mi wkt1
T

Ay (T;)(gr)) =

2mi wktl

1 j Z;(;,:O am(g)rm ~m,p(1/¢1 (W)) Wz/p [¢1,(W)]1/p dW
T

m=0

N m 1 Fm, (1/¢1(W)) WZ/p [¢1’(W)]1/P
- Z (g (21‘[1’] - wk+1 dw>
T

olur ayrica (7) ifadesinden

(W)m_z/p [¢’1(W)]_1/p = Fm,p(l/lpl(w)) + Em,p(¢1(W))

\(

2mi wk+1
T

1 jﬁm,p(l/lpl(w)) Wz/p[ll’l’(W)]l/pd

Wk+1

_ 1 j{<w>m-2/r’ [ W]7YP — Ep oy (1 ()} w22 [y w)]V/P J
- 21TiT w

w A
wk+1 2mi
T T

1 j w 1 jEm,p(¢1(W))Wz/p[¢1’(W)]1/de

2mi wk+1

{1, k=m
0, k+m
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olacaktir ki

& (T,(9)) = a(g)r*
elde edilir. Boylece

ﬁk (ﬁ(gr)) »>a(g), r-17 (13)

olup diger yandan 1/p + 1/q = 1 igin, Holder esitsizligini kullanarak,
| (To(90)) - a (To(@)| =

1 Jm(g» Ty ()] (W1 w)) w2/P [, W

21l wk+l

T

1

ZnJ [T(9r) = Tp (@] (@1 )] |12’ w)] /7 ldw]
T

= %j |[Tz/)(9r) - T;,(g)](z)| [w(Z)][w(z)]—l |(¢,1(Z))1/Q| |dz|

r

1/p 1/q
1 — —
Sg(j”Tp(gr)— T,(@]|@| [w(Z)]”IdzI> (j [w(z)]‘q|go’1(z)||dz|>
r

r

1/q

1/p
=%<]|[7§(gr) - T;;(g)](z)w(z)lp|dz|> (j[wl(W)]‘q |dw|>
T

r

1/q
| —_
= E“ T (9r) — Tp(g)||L,,(F'w) (j [, (w)] ™1 Idwl)
T

bulunur ve (12) ifadesinden
dy, (ﬁ(gr)) - dy (ﬁ(g)), r— 1" (14)
oldugu goriiliir. Boylece (13) ve (14) iliskilerinden

Q (ﬁ(g)) =ay(g), k=012..

esitligine varilir.

35



Eger T,(g) = 0ise 0 zaman k = 0,1,2, ... i¢in a; = @ (ﬁ(g)) = 0 ve bu sayede
g = 0dir. Bu 7’;,: E?(U,w; ) = EP(G~, w) operatoriiniin bire bir oldugunu gosterir.

Simdi operatoriin lizerine oldugunu gosterelim. f € EP(G~, w) olsun. O

zaman

£ 2= £, )] (w, ) W € LP(T, )

olur. Ustelik 2.2.18 6nermesinden f;* € EP(U,w, ) ve f;_ € EP(U~, w; ) olur.

~ 1 filw)
ax(f) = el Ry dw
T
_ L f1+(W) w— L fi w) dw
C2mi) wktl 2mi ) wktt
T T
1 f1+(W)
= dw
2mi ) wktt
T
= ak(f1+)
oldugundan f; *’nin orjindeki Taylor katsayilar1 f’in p-Faber katsayilaridir. Yani
fitw) = Z a.(Hwk, wel.
k=0
Ispatin ilk kismimdan
L@ =Y @) Fp(1/D) = Y @) Fp(1/2) = f, 7€ G-
k=0 k=0

E operatOriiniin iizerine oldugunu ispatlar ¢linkii EP (G~, w) smifinda ayni1 p-Faber

serisine sahip fonksiyon yoktur.

3.1.3 Teorem [11] w € A,(T), 1 <p < oo olsun. Her f € LP(T,w) ver €N
i¢in,
En(f)p,w < C-Qr(f; 5)p,w , NneN

degerlendirmesi n’ den bagimsiz bir ¢ > 0 sabiti ile saglanir.
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3.1.4 Teorem [11] w € A,(T), 1 <p < oo olsun. Her f € LP(T,w) ver EN

i¢in,
n
1 c
Q, (f,—) < —TZ(V + 1 E,(f)py, nEN
n p,w n v=0

degerlendirmesi n” den bagimsiz bir ¢ > 0 sabiti ile saglanir.

3.1.50nerme g € EP(U,w), w € A,(T) ve 1 < p < o olsun. Eger

n

Z a(g)w”

k=0

g’nin orjindeki Taylor serisinin z. kismi toplamai ise her 7 € N i¢in

n
1
g(W)—Zak(g)wk <cl, (g,—) , VneN
k=0 LP(T,w) pw
esitsizligi ¢ > 0 sabiti ile saglanir.
Ispat
Z bkeie
k=—o0

g smir fonksiyonunun Fourier serisi ve

n
S,(g,0) = Z bye'?

k=-n
onun 7. kismi toplami olsun. g € E1(U) oldugundan k < 0 i¢cinb, =0 ve k=0
i¢in b, = a;(g) olur. Boylece

n

9w = > a(gw

k=0

= |[lg(e®) - Su(g, 9)||Lp([0,21't],w) (15)

LP(T,w)

yazilir. Eger, LP ([0,27], w) smifinda g(eig) icin en 1y1 yaklasan trigonometrik
polinom T*,,(g, @) ise (15) ifadesinden

n
9w = Y algwt| <
k=0 LP(T,w)
<lg(e™®) = (9 Oll,0 02010y + 1509 = T O llir 0,221, (16)
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olur. [40] calismasinda ispatlanan

suplS,(g,0)|

< c llglltr((o,.2n),0)
n=0

LP([0,27],w)

esitsizligini (16) ifadesinde uygulayarak

n

gw) = >y (gw

k=0

< cEy(@pw
LP(T,w)

elde edilir. Simdi 3.1.3 teoremini kulanarak ¢ > 0 sabiti ile

n

9w) = ) a(gwt

k=0

1
<c/fl, (g,;) , V neN

p,w

LP(T,w)

esitsizligi elde edilir.m

3.1.6 Onerme Eger f € EP(U,w), 1 <p <o vew € A,(T) ver € Nise o

zaman

n
1 c
Q, (f,—) < —TZ(V + 1 E,(f)py, nEN
n pw n v=0

degerlendirmesi n’den bagimsiz bir ¢ > 0 sabiti ile saglanir.

ispat f € EP(U, w) olsun. Bu durumda f € E'(U) olur. Béylece f, f(e);

6 € [0,2m) bigiminde sinir degerlerine sahiptir. Buradan

1
0, (f,;) = sup |log fWIl1p (1.0)
b,w

|5|5ﬁ

= sup ||O'§f(ei9)”LP(T,w)

RE=

= (1))

elde eldilir. 3.1.4 teoremi uygulanarak istenen

p,w

n
1 c
Q, (f,—) < —TZ(V + 1 E,(f)py, nEN
n p.w n v=0

ifadesine ulagilir. m
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3.2  Ana Sonuglar

3.2.1 TeoremT € Sve w € A,(I), wy € A,(T), 1 < p < o olsun.

f € EP(G,w) ver € N igin,
En(f)G,p,w < C-Qr(f; 5)G,p,w , n€N

degerlendirmesi n’den bagimsiz bir ¢ > 0 sabiti ile saglanir.

1
ispat f € EP(G,w),1 < p < o ve fy(w) := fF[YW)] (Y’ W))?, w € T
olsun. 3.1.2 teoreminden f,* € EP(U, w, ) i¢in T, (fo*) = f oldugu biliniyor.
B,eP,(n=0,1,2,..), EP(G,w) smifinda f’e en iyi yaklasan polinomlar olsun.

Yani

En(f)G,p,a) = ”f - Pn”Lp(l",a))
olsun. Bu durumda T,(B,) € EP(G, ) oldugu agiktir. 3.1.1 teoreminde belirtilen T,

operatoriiniin sinirlilig: kullanilarak,

En(f)G,p,w < ”f - TP(P”)”LP(I‘,w)

= ||Tp(f0+) - Tp(Pn)”Lv(r,w)

< ITllf0™ = Pl oy

= |18 (f7)

elde edilir. Sirasiyla, bu son esitsizlik, f, " € EP(U, w, ) i¢in 3.1.5 Snermesi ve 2.4.2

p,wo

tanimi1 kullanilarak

p,wo

En(fapw < cEn(foi7). <ca, (f()*,%)p'wo =cf, (f , —)G'W

elde edilir ki istenendir.

3.2.2 Teorem T € Sve w € A,(I), wy € A,(T), 1 < p < o olsun.
f € EP(G,w) ver € N igin,
n
1 c
Qr (f; _) < _TZ(V + l)r_lEv(f)G,p,w ’ n €N
" apw n v=0

degerlendirmesi n’ den bagimsiz bir ¢ > 0 sabiti ile saglanir.
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1
Ispat f € EP(G,w),1 < p < o ve fy(w) :=f[1/)(w)](1/)’(w))1’, weT
olsun. 3.1.2 teoreminden yararlanilarak Tp_l( ) =f," € EP(U,w, ) yazilabilir.
B,eP,(n=0,1,2,..), EP(G,w) smifinda f’e en iyi yaklasan polinomlar olsun.

Yani

En(f)G,p,w = ”f - Pn”Lp(I‘,w)

olsun. Bu durumda Tp_l(Pn) € P, (U) oldugu agiktir. 3.1.1 teoreminden elde edilen

Tp_1 operatoriiniin sinirlilig kullanilarak,

En(f0+)p,wo = ||f0+ - Tp_l(Pn)”Lp('I[‘,wo)

= ”Tp_l(f) - Tp_l(Pn)”LP(T'wO)

< I, If = Palloro

= ”TP_l”En(f)G,p,w

elde edilir. Swrasiyla 2.4.2 tamimy, f,* € EP(U, w, ) i¢in 3.1.6 6nermesi ve bu son

esitsizlik kullanilarak,

2 (1:2),,., =% (")
r f;n G,p,w_ r fO ’Tl _

n
c
< FZ(V +DE(67),,
v=0 '
c n
<57 0+ D E (oo
v=0

n
(o
= FZ(V + 1)T_1Ev(f)6,p,w
v=0

elde edilir ki istenendir. m

3.2.3 TeoremT € Sve w € A,(I), w; € A,(T), 1 < p < o olsun.

f €EP(G™,w) ver € N igin,
En(f)G_,p,w < C'QT(fr 5)6_,2),(1) ) n €N

degerlendirmesi n’den bagimsiz bir ¢ > 0 sabiti ile saglanir.
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Ispat f € EP(G™,w), 1 <p < oo ve f,(W) := fyp,(w)] (1/)1’(w))%w2/17,
w € T olsun. 3.1.2 teoreminden f; * € EP(U, w, ) igin T, (f, ™) = f oldugu biliniyor.
B eP, (n=0,12,..), EP(G~,w) smifinda f’e en iyi yaklasan 1/z’ye gore
polinomlar olsun.Yani
Ev(fe-pw = IIf =P llprw
olsun. Bu durumda ﬁ(Pn*) € EP(G~, w) oldugu agiktir. 3.1.1 teoreminde belirtilen

T, operatoriiniin sinirliligi kullanilarak,

En(f)G_,p,w < ”f - T;(Pn*)

|Lp (Tw)

=|1,(A") - T, |Lv(r,w)

< IlIA" =Pl e

= |11 (A7)

elde edilir. Sirasiyla, bu son esitsizlik, f; * € EP(U, w, ) i¢in 3.1.5 Gnermesi ve 2.4.3

p,w1

tanimi1 kullanilarak

En(f)e-pw < CE”(f1+)p,w1 s el (f1+'%) =clh (f’ l)G‘pw

p,w1

elde edilir ki istenendir. m

3.2.4 TeoremT € Sve w € A,(I), w; € A,(T), 1 < p < o olsun.
f €EP(G™,w) ver € N igin,
n
1 ¢ r—1
Qr (f;_) < _TZ(V + 1) Ev(f)G_,p,w ’ neN
6 pw n v=0
degerlendirmesi n’den bagimsiz bir ¢ > 0 sabiti ile saglanir.

ispat f € EP(G™,w) . 1 < p < 0o ve £, (W) = f[p, w)] (v, w) )’ w',

w € T olsun. 3.1.2 teoreminden yararlanilarak ﬁ_l( )=fiT € E?(U,w,)
yazilabilir. B," € P, *(n = 0,1,2,...), EP(G~, w) smifinda f’e en iyi yaklasan

1/z’ye gore polinomlar olsun.
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Yani
En(f)G_,p,w = ”f - Pn*”Lp(I‘,w)
olsun. Bu durumda ﬁ_l(Pn*) € P,(U) oldugu agiktir. 3.1.1 teoreminden elde edilen

=1

T,  operatoriniin sinirliligi kullanilarak,

E(AY),,. <At - @O

|Lp (T,w1)

=% -1, @)

|LP(T,(A)1)
—~—1 *
<571 =B e

=1
= ||Tp || En(f)G‘,p,w
elde edilir. Sirasiyla 2.4.3 tanimy, f;* € EP (U, w, ) igin 3.1.6 nermesi ve bu son

esitsizlik kullanilarak,

2 (1), = o (57)
r f’n 6w - r fl ’Tl -
p,w1

< %VZO(V +17E (A7)

<

c
nr

n
~=—1
7 D v+ D E (Do
v=0

n
(o
= FZ(V + l)r_lEv(f)G_,p,w
v=0

elde edilir ki istenendir. m
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3.2.5Sonu¢ f € EP(G,w),1<p <ooolsun.T € Sve w € A,(I"),

wo € Ap(T) olsun. Eger E,,(f)gpo = O(n™%),a > 0 ise 0 zaman her f € EP(G, w)

i¢in,
0(6%), r>a
2.(f,8)6pw =40 (5“ log%), r=a
0(s"), r<a

olur.

3.2.6 Tamm a > 0 ver := [[a] + 1 i¢in
Lip,(G,p,w) = {f € EP(G, ®): 2,(f,8) po = O(6%),5 > 0}

olarak tanimlanan kiimeye genellestirilmis Lip, (G, p, w) Lipschitz smifi denir.

3.2.7Sonug f € EP(G,w),1 <p < oo olsun. T € S ve w € A4,(I),

wo € Ap(T) olsun. Eger bir a > 0 i¢in E, (f)g o = O(n™%) ise f € Lip,(G,p, w)

olur.

3.2.8SonucT €S, w € Ay(I), wy € A,(T) ve 1 < p < o0 olsun.

Eger a > 0 i¢in, f € Lip,(G,p,w) ise 0 zaman E, (f)¢ . = O(n™*) olur.

3.2.7 ve 3.2.8 sonuclarini birlestirerek asagidaki teorem elde edilir.

329TeoremT' €S ve w € A,(I), wy€A,(T) , 1<p <o olsun. O

zaman « > 0 i¢in, asagidaki ifadeler denktir:
i) f € Lipy(G,p, w)

i) En(fgpw =0Mn™%), n €N.
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3.2.10 Sonu¢ f € EP(G™,w),1<p < oolsun.T €S vew € 4,(I),

w; € A,(T) olsun. Eger E, (f)6-p = O(n™%),a > 0 ise 0 zaman her f €

E?(G~, w) igin,

0(59), r>a

1
-Qr(fr 5)6_,2),(1) =<0 (50( logg), r=a
o(s"), r<a

olur.

3.2.11 Tanm a > 0 ve r := [a] + 1 i¢in
Lipa(G™,p,w) = {f € EP(G~,w): 2,(f, 8)¢-po = 0(6%), 8 > 0}

olarak tanimlanan kiimeye genellestirilmis Lip, (G ~,p, ) Lipschitz smifi denir.

3.2.12 Sonu¢ fE€EP(G7,w),1<p< o olsun. T€ES ve weA,(I),
w; €A,(T) olsun. Eger bir a>0 i¢in E,(flg-po =0n"%) ise
f € Lipo(G~, p, w) olur.

3.2.13Sonu¢cT €S, w € A,(TI), w; € A,(T) ve 1 < p < o olsun.

Eger a > 0 i¢in, f € Lip,(G~,p, w) ise 0 zaman E, () - = O(n™%) olur.

3.2.12 ve 3.2.13 sonuglarmi birlestirerek asagidaki teorem elde edilir.

3.2.14 TeoremT € Sve w € A,(T"), w; € A,(T),1 <p < o olsun. O

zaman « > 0 i¢in, asagidaki ifadeler denktir:
1) f € Lipa(G_r pr (1))

ii) En(f)G‘,p,w =0(n %), neN.
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Simdi 2.4.1 taniminda r € N i¢in tanimladigimiz ortalama diizgiinliik

modiiliinii 7 € R* kesirli durumuna genellegtirelim:

weT,teR,r € R :=(0,0) olsun ve [C]], ifadesi k > 1 i¢in

L =D (r—k+1)
[Ck] = Kl )

k = 1i¢in [C[] == r ve k = 0 i¢in [C[] := 1 oldugunda

ATF(w): = Z(—nk[c,:] F(wei=P1), fe L1(T) (17)
k=0

olsun. [55] den

[[CF]l = k € Z*

rr—1)..r—k+1) - c(r)
k! ‘ kTt

oldugundan

C(r) = Z|[c,:]| < oo
k=0

esitsizligi gegerli olur. Boylece Af f(w) ifadesi hemen hemen her yerde tanimlidir.

Simdi f € LP(T,w) ve w € A,(T),1 < p < oo vew € T igin

1)
oif ) = 5 [Iarfewlde
0

tanimlayalim. (17) ifadesindeki seri hemen her yerde mutlak yakisak oldugundan
hemen her yerde o f(w) < o olacaktir; LP (T, w) uzaymnda w € A,(T) oldugunu
dikkate alip Hardy-Littlewood Maximal fonksiyonunun sinirliligindan

log f W)l (rw) < c@OIfllerw < oo
elde edilir.

Boylece egerr € R* ve w € 4,(T),1 <p < o ise f € LP(T,w)
fonksiyonu i¢in 7. ortalama diizgiinlilk modiiliini

2, (f, W) = sup log f W)l Lp ()

olarak tanimlariz.
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3.2.15Tamm f € EP(G,w), 1 <p <o vew € A,(I),r € R* olsun.
0-(f, e pew = QT(fOJ',(S)p'wO , 6>0

ifadesine f € EP(G, w) fonksiyonunun r. diizgiinliik modiilii denir.

3.2.16 Tamm f € EP(G~,w), 1 <p < oo ve w € A,(I'),r € R olsun.
‘QT(fr 5)6‘,p,w = ‘QT(f1+r 5)p'w1 ) 6>0

ifadesine f € EP(G~, w) fonksiyonunun r. diizgiinliik modiilii denir.

3.2.17 Teorem [33] w € A,(T), 1 < p < o olsun. Her f € LP(T, w) ve

r € RY i¢in,

o (i) (n+1)fz(v+1)r Epw, mEN

p,w

degerlendirmesi n’ den bagimsiz bir ¢ > 0 sabiti ile saglanir.

3.2.17 teoremi R. Akgiin tarafindan verilmis olup L?(T,w) uzayinda ters
teoremin kesirli duruma bir genellesmesidir. EP (G, w) smifinda elde ettigimiz ters
teoremler, daha once kullandigimiz yontemle bu teorem yardimiyla kesirli duruma

genellestirilebilirler.

3.2.18 Teorem T € Sve w € A,(T"), w, € 4,(T), 1 < p < o olsun.
f € EP(G,w) ver € RY i¢in,
(f—=) Z(V 1 E,(Aopw, NEN
n+1/¢,0 (n+1)T W

degerlendirmesi n’ den bagimsiz bir ¢ > 0 sabiti ile saglanir.
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3.2.19 TeoremT € Sve w € A,(I"), w; € A,(T), 1 < p < o olsun.
f €EP(G™,w) ver € R" i¢in,
2, (f——) Z(u + D™ E,(Ag-pw, NEN
n+ 1650 (n + 1)T i

degerlendirmesi n’ den bagimsiz bir ¢ > 0 sabiti ile saglanir.
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4. AGIRLIKLI SMIRNOV  SINIFLARINDA TERS
TEOREMLERIN IYILESTIRMELERI

4.1 Yardimci Sonuclar

3.2.17 teoremi ile ifade edilen kesirli durumdaki ters teorem Daniyal M.
Israfilov ve Yunus Emre Yildirrr tarafindan iyilestirilerek asagidaki teorem elde

edilmistir :

4.1.1 Teorem [34] f € LP(T,w) ,1 <p < o ve w € A,(T) olsun. Verilen
bir r € R* igin
1/B

n ¢ 3 r-1pB
ﬂr(f'n—ﬂ)p,fm{;mm e e

degerlendirmesi B = min{p, 2} oldugunda n’den bagimsiz bir ¢ > 0 sabiti ile
saglanir.

4.1.2 Onerme Eger f € EP(U,w),1 <p < o ve w € A,(T) olsun.

vV r € RY i¢cin

1/B
s
Q, 1)pr-1gF eEN
(f +1),,w—(n+1y{z(” ) P n

degerlendirmesi B = min{p, 2} oldugunda n’ den bagimsiz bir ¢ > 0 sabiti ile

saglanir.

Ispat f € EP(U,w) olsun. Bu durumda f € E*(U) olur. Boylece f ,

f (eie); 6 € [0,2m) biciminde smir degerlerine sahiptir. Buradan

T
0 (f—) =
r (f oy 1)W |5|S<up llos f W) llze (r.)
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) |5|sup los £ (€)o7,

n+1

— i0

= (f(e ‘n+ 1)pw
elde eldilir.
Boylece 4.1.1. teoremi uygulanarak istenen

1/B
s
o (f— 1)pr-1gF EN
r (f n+ 1)p,w (n+ l)r {Z(V D Do ' "

ifadesine ulagilir. m

4.2  Ana Sonuglar

4.2.3 Teorem I € Sve w € A,(I), wy € A,(T),1 < p < o olsun.

f € EP(G,w) ver € RY i¢in,
1/B

2 (f =9 {Z(wnﬁf ') (Dopol »  MEN

degerlendirmesi B = min{p, 2} oldugunda n’den bagimsiz bir ¢ > 0 sabiti ile

G,p,w (n + 1)T

saglanir.

1
Ispat f € EP(G,w), 1 <p <0 ve fow):=fFlYwI('W))? ,w €T
olsun. 3.1.2 teoreminden yararlanilarak Tp_l( ) =f," € EP(U,w, ) yazilabilir.
B,eP, (n=0,1,2,..), EP(G,w) siifinda f’e en iyi yaklasan polinomlar olsun.

Yani

En(f)G,p,a) = ”f - Pn”Lp(l",a))
olsun. Bu durumda Tp_l(Pn) € P, (U) oldugu agiktir. 3.1.1 teoreminde belirtilen

Tp_1 operatoriiniin sinirliligi kullanilarak,

En(f07),0, < 167 =T, R

LP (T,(A)o)

=T, () - 1,7 B

Lp (T»wo)

< I, If = Pallogro
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= ”TP_l”En(f)G,p,w

elde edilir.

Strastyla 3.2.15 tanimy, f,* € EP(U, w, ) igin 4.1.2 nermesi ve bu son esitsizlik

kullanilarak,

O (f'n :T- 1)64,,@ (fo ‘n+ l)pwo

n 1/B
(o
< F{Z(V + l)ﬁr_lEf(foi-)p'wo}
v=0
n 1/B
c _
<57 {Z(v + 1)Fr-1E) (f)G,p,w}
v=0

n 1/B
= %{;(V + l)ﬁr_lEf(f)G,p,w}

elde edilir ki istenendir. m

4.2.4 TeoremT € Sve w € A,(I), w; € A,(T),1 < p < oo olsun.

f €EP(G™,w) ver € RT i¢in
1/B

i r—1B8
QT(f +1)Gpw_(n+1)r{z(v+1)ﬁ B Pepaf » mnEN

degerlendirmesi B = min{p, 2} oldugunda n’den bagimsiz bir ¢ > 0 sabiti ile

saglanir.

1
ispat f € EP(G™,w), 1 <p <o ve f,(w) = flp,w)] (w,/w) ) w,
w € T olsun. 3.1.2 teoreminden yararlanilarak ﬁ_l( )=fiT € E?(U,w,)
yazilabilir. B," € B," (n = 0,1,2, ...), EP(G~, w) smifinda f’e en iyi yaklasan
1/z’ye gore polinomlar olsun. Yani
En(f)G_,p,w = ”f - Pn*”Lp(I‘,w)

olsun. Bu durumda ﬁ_l(Pn*) € P,(U) oldugu agiktir.
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3.1.1 teoreminde belirtilen ﬁ_l operatoriiniin simirlhilig: kullanilarak,

EAY),,. <At - @O

|Lp (T,w1)

-5 -5,

<% 1f = R ler e

=1
= ||Tp || En(f)G‘,p,w
elde edilir. Swrasiyla 3.2.16 tanimy, f,* € EP (U, w, ) igin 4.1.2 nermesi ve bu son

esitsizlik kullanilarak,

-Qr (frnL_l_l) = -Qr (f1+rL)

G pw n+1/p0,

n 1/B
c
1B+
< F{Z(V + 1)ﬁr 1Ev (fl )P,w1}
v=0

Cc
< —
po

n 1/B
~—1
T {Z(V +1)Pr-1Ef (f)G—,p,w}
v=0

. 1/B
= %{;(V + 1)[3T—1Ef (f)G_,p,w}

elde edilir ki istenendir. m
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tez ¢aligmasinda yaklasim teorisinin diiz ve ters teoremleri incelenmistir.

Elde edilen yeni bulgular {igiincii ve dordiincii boliimlerde yer almaktadir.

Ugiincii boliimde agirlikli Smirnov siniflarinda yaklasim teorisinin diiz ve ters
teoremleri ispatlanmistir. Daha sonra ters teoremlerin kesirli duruma genellestirildigi

sonuglara yer verilmistir.

Dordiincii boliimde ise lgilincli bolimde ispatladigimiz agirlikli Smirnov
siniflarinda yaklasim teorisinin ters teoremlerinin kesirli durumdaki iyilestirmeleri

ispatlanmigtir
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