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Beş bölümden oluşan bu tezde yaklaşım teorisinin düz ve ters teoremleri 

araştırılmıştır. 

 

Birinci bölüm yaklaşım teorisi ve onun gelişimi hakkında bazı bilgileri

içerir. 

 

İkinci bölüm dört kısımdan oluşmaktadır. Birinci kısımda diğer 

bölümlerde kullanılan temel kavramların tanımları, ikinci kısımda fonksiyon 

uzayları, üçüncü kısımda p-Faber polinomları, dördüncü kısımda ise düzgünlük 

modülü tanımı ve onun özellikleri yer almaktadır. 

 

Üçüncü bölüm iki kısımdan oluşmaktadır. Birinci kısımda yardımcı 

sonuçlara değinilmiştir. İkinci kısımda ise ağırlıklı Smirnov sınıflarında düz ve

ters teoremler ispatlanmıştır. 

 

Dördüncü bölümde iki kısımdan meydana gelmektedir. Birinci kısımda 

yardımcı sonuçlara değinilmiştir. İkinci kısımda ise Daniyal M. İsrafilov ve 

Yunus Emre Yıldırır tarafından ispatlanan ağırlıklı Lebesgue uzaylarında kesirli 

durumda iyileştirilmiş ters teoremler kullanılarak ağırlıklı Smirnov sınıflarında 

kesirli durumda ters teoremler iyileştirilmiştir. 

 

Son bölüm bu tezde elde edilen tüm sonuçların özetini içerir. 

 

ANAHTAR KELİMELER: ağırlıklı Smirnov sınıfı/ düz teoremler/ ters 
teoremler/ Carleson eğrisi/ Muckenhoupt ağırlığı/ Cauchy singüler integrali 
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ABSTRACT 

SOME PROBLEMS OF APPROXIMATION THEORY IN THE 
COMPLEX PLANE 

MSC THESIS 
AHMET TESTICI 

BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE 
MATHEMATICS 

(SUPERVISOR: PROF. DR. DANIYAL ISRAFILZADE ) 
 

BALIKESİR,  NOVEMBER 2013 
 

In this thesis which consists of five chapters, the direct and inverse 

theorems of approximation theory are investigated. 

 

The first chapter includes some information about the approximation 

theory and its progress. 

 

The Second chapter consists of four sections. In first section definitions of 

basic notations which are used in other cahpters are given, in the second section

functions spaces, in the third section p-Faber polynomials and in the fourth 

section definition of the modulus of smoothness and its properties are studied. 

 

The third chapter consists of two sections. In the first section auxiliary 

results are mentioned. In the second section inverse theorems in weighted 

Smirnov classes are proved. 

 

The fourth chapter consists of two sections. In first section auxiliary results 

are mentioned. In the second section, inverse theorems in weighted Smirnov 

classes, in fractional case are improved by using the improved inverse theorem 

which was proved by Daniyal M. İsrafilov and Yunus Emre Yıldırır. 

 

Last chapter includes the summary of all results obtained in this thesis. 

 

KEYWORDS: weighted Smirnov classes/ direct theorems/ converse theorems/ 
Carleson curve/ Muckenhoupt weighted/ Cauchy singular integral 
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,ࢠ)ഥࡰ ݖ} :                      (ࢿ ∈ ℂ:	|ݖ − |ݖ ≤  kümesi {ݎ

|ડ|                               : Γ eğrisinin Lebesgue uzunluğu  

ܮ Γ üzerindeki :                          (ડ)ࡸ  uzayı 

,ડ)ࡸ ࣓)                     : Γ üzerindeki ߱ ağırlıklı ܮ  uzayı 
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 Hardy sınıfı :                              ࡴ

 ડ                               : Γ üzerindeki Cauchy singüler operatörüࡿ

 p-Faber polinomu :                       (ࢠ),ࡲ

),෩ࡲ ⁄ࢠ )                  : p-Faber esas kısmı 

 (ܶ,߱) uzayında en iyi yaklaşım hatasıܮ :                    ࣓,(ࢌ)ࡱ

 uzayında en iyi yaklaşım hatası   (߱,ܩ)ܧ :                  ࣓,,ࡳ(ࢌ)ࡱ

,ିܩ)ܧ :                ࣓,,షࡳ(ࢌ)ࡱ ߱) uzayında en iyi yaklaşım hatası 
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,ࢌ)࢘ࢹ ,ܩ)ܧ :                ࣓,,ࡳ(ࢾ ߱) sınıfında r. düzgünlük modülü 

,ࢌ)࢘ࢹ ,ିܩ)ܧ :              ࣓,,షࡳ(ࢾ ߱) uzayında r. düzgünlük modülü 

च                                  : Kompleks polinomların sınıfı 
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1. GİRİŞ 

Yaklaşım teorisinde, bir takım özelliklere sahip fonksiyonlara daha iyi 

özelliklere sahip, basit fonksiyonlarla yaklaşım problemleri araştırılmaktadır. 

Çoğunlukla bu basit fonksiyonlar kümesi olarak araştırılan fonksiyonlar uzayının bir 

alt uzayı alınır. Basit ve iyi özelliklere sahip oldukları için polinomlar ve rasyonel 

fonksiyonlar kümesi bu tip alt uzaylar olarak düşünülebilir. 

 

Yaklaşım teorisinin temel problemlerinden biri, verilen fonksiyona alt 

uzaydan en iyi yaklaşan elemanın var olup olmamasıdır. Özel halde alt uzay olarak 

sonlu boyutlu bir alt uzay alındığında Normlu uzaylarda en iyi yaklaşım elemanının 

varlığı bilinmektedir. En iyi yaklaşım elemanının varlığı diğer bir problemin: 

yaklaşım sayısı olarak bilinen bir parametrenin sıfıra yaklaşım probleminin 

araştırılması için zemin hazırlamış olur. Böylece yaklaşım teorisinin temel 

problemlerinden bir diğeri, yaklaşım hızının değerlendirilmesi problemi karşımıza 

çıkar.  

 

Bununla birlikte fonksiyonların yaklaşım hızı verildiğinde, bu fonksiyonların 

özelliklerinin araştırılması da dikkate değer bir diğer konudur. Temel uzaydaki 

fonksiyonların özelliklerine göre yaklaşım hızının üstten değerlendirilmesi 

problemlerine yaklaşım teorisinin düz problemleri, bunun tersi olan yani 

fonksiyonun yaklaşım hızına göre bu fonksiyonun yapısal özelliklerinin araştırıldığı 

problemlere ise yaklaşım teorisinin ters problemleri denir.  

 

İlk olarak 1912 yılında [0,2π] aralığında sürekli ve 2π periyotlu fonksiyonlar 

uzayında düz teoremler Jackson tarafından elde edilmiştir. 1913 yılında ise Bernstein 

aynı uzayda ters teoremleri vermiştir. 
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 ([0,2π]) Lebesgue uzaylarında trigonometrik polinomlarla yaklaşım birçokܮ

matematikçi tarafından araştırılmıştır. Bu uzayda norm 

([,ଶπ])‖((ݔ)݂‖ ≔

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
ቌන ݔ݀|(ݔ)݂|
ଶగ



ቍ

ଵ/

, 1 ≤ 	 < ∞

ess sup|݂(ݔ)|
௫∈[,ଶగ]

								,  = ∞

 

biçiminde tanımlıdır. Ayrıca ࣮ derecesi ݊’yi aşmayan trigonometrik polinomların 

ailesi olduğunda ݂ ∈  ([0,2π]) fonksiyonu için en iyi yaklaşım hatasıܮ

(݂)ܧ = ݂݅݊
்(௫)∈࣮

(ݔ)݂‖ − ܶ(ݔ)‖([,ଶπ]) 

ve ߗ(݂,   alışılmış düzgünlük modülü(ߜ

,݂)ߗ (ߜ ≔ sup
||ஸఋ

ะ(−1)ିఔ ቀ
ݎ
ቁ݂ߥ

ݔ) + (ℎߥ


ఔୀ

ะ
([,ଶπ])

 

olarak tanımlanır. 

 

 :([0,2π]) Lebesgue uzaylarında düz teorem aşağıdaki şekilde ifade edilirܮ 

 

݂ ∈  ([0,2π]) olsun. Bu durumdaܮ

(݂)ܧ ≤ ߗ	ܿ ൬݂,
1

݊ + 1൰
	,				݊ ∈ ℕ 

değerlendirmesi ݊’den bağımsız bir ܿ > 0 sabiti ile sağlanır. 

 

Yukarıda ifade edilen düz teorem ݎ = 1 ve  = ∞ için Jackson [41], ݎ = 2 ve 

1 ≤  < ∞  için Akhiezer [42], ݎ ≥ 1  ve  = ∞  için ise 1951 yılında Stechkin 

tarafından ispatlanmıştır [18]. Stechkin’in kullandığı bu yöntemle benzer şekilde 

ݎ ≥ 1 ve 1 ≤  < ∞  için düz teorem ispatlanabilir. M. F. Timan 1966 yılındaki 

çalışmasında bu düz teoremin iyileştirmesini vermiştir [19] : 
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݂ ∈ ([0,2π]) ,1ܮ <  < ∞ olsun.  Bu durumda ݎ ≥ 1 için 

ܿ
(݊ + 1) ൝ߥఊିଵܧఔ

ఊ(݂)



ఔୀଵ

ൡ
ଵ ఊ⁄

≤ ߗ	 ൬݂,
1

݊ + 1൰


, ݊ ∈ ℕ 

değerlendirmesi ߛ = ,}ݔܽ݉ 2} olduğunda ݊’den bağımsız bir ܿ > 0 sabiti ile 
sağlanır. 

 

ݎ ([0,2π]) Lebesgue uzaylarında yaklaşım teorisinin ters teoremiܮ  ≥ 1 ve 

1 ≤  < ∞ için 1950 yılında A. F. Timan ve M. F. Timan [20] tarafından; ݎ ≥ 1 ve 

 = ∞ için 1951 yılında Stechkin [18] tarafından aşağıdaki şekilde ifade edilmiştir: 

 

݂ ∈   ([0,2π]) olsun. Bu durumdaܮ

ߗ ൬݂,
1
݊൰

≤
ܿ
݊ߥିଵܧఔିଵ(݂)



ఔୀଵ

 

değerlendirmesi ܿ > 0 sabiti ile sağlanır. 

 

Bu ters teoremin iyileştirilmesi 1958 yılında M. F. Timan tarafından 

aşağıdaki gibi ifade edilmiştir [21] : 

 

 ݂ ∈ ([0,2π]) ,1ܮ <  < ∞ olsun.  Bu durumda ݎ ≥ 1 için 

ߗ ൬݂,
1
݊൰

≤
ܿ
݊ ൝ߥఉିଵܧఔିଵ

ఉ (݂)



ఔୀଵ

ൡ
ଵ ఉ⁄

, ݊ ∈ ℕ 

değerlendirmesi ߚ = ,}݊݅݉ 2} olduğunda ݊’den bağımsız bir ܿ > 0 sabiti ile 
sağlanır. 
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,([0,2π]ܮ  ω)  ağırlıklı Lebesgue uzaylarında trigonometrik polinomlarla 

yaklaşım Butzer-Wehrens tipindeki düzgünlük modülü kullanılarak E. A. Haciyeva 

tarafından çalışılmıştır [32]. 1997 yılında N. X. Ky, daha genel bir modül kullanarak 

Muckenhoupt şartını sağlayan ağırlıklı Lebesgue uzaylarında düz ve ters teoremleri 

ispatlamıştır [11]. Bu çalışmadaki ters teorem R. Akgün tarafından kesirli duruma 

genelleştirilmiştir [33]. Danyal M. İsrafilov ve Yunus Emre Yıldırır kesirli durumda 

ters teoremin iyileştirmesini ispatlamışlardır [34]. 

 

 Yaklaşım teorisindeki düz ve ters teoremlerin elde edilmesinde yaklaşan 

polinomların oluşturulması önemli bir yer tutar. Bu yaklaşan polinomları meydana 

getiren serilere çeşitli toplanabilme yöntemleri uygulanarak yaklaşımın derecesi 

araştırılmaktadır. Şimdiye kadar bahsedilen çalışmalarda reel eksen üzerindeki 

 arağında Lebesgue integrallenebilen periyodik fonksiyonlara o fonksiyonun [ߨ0,2]

Fourier serisinin kısmi toplamıyla yaklaşılmıştır.  

 

Kompleks düzlemde belirli koşullar altında düzgün normda yaklaşımın 

mümkünlüğü J. Walsh, M. A. Lavrentiev, M. V. Keldysh ve S. N. Mergelyan 

tarafından yapılan çalışmalarla ispatlanmıştır. Kompleks düzlemde diskten farklı 

basit bağlantılı bölgeler üzerinde tanımlı olan analitik fonksiyonlara yaklaşımın 

derecesi incelenirken Faber, p-Faber ve p-Faber-Laurent serilerine göre tanımlanan 

Faber, p-Faber, p-Faber-Laurent kısmi toplamları kullanılır. Faber serileri dairesel 

bölgeler için geçerli olan Taylor serilerinin basit bağlantılı bölgelere genellemesidir.  

 

Kompleks düzlemde düzgün normda yaklaşım problemlerine benzer şekilde 

integrallenebilir fonksiyonların oluşturduğu fonksiyonlar uzayında da yaklaşım 

problemleri incelenir. Geleneksel olarak bu problemler kompleks düzlemin belirli 

kümelerinde tanımlı Smirnov ve ağırlıklı Smirnov; Lebesgue ve ağırlıklı Lebesgue 

fonksiyonlar uzayında araştırılır. 
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Kompleks düzlemde sonlu uzunluklu bir Jordan eğrisi ile sınırlı olan sonlu ܩ 

bölgesi için ܧ(ܩ) Smirnov sınıfını tanımlayalım:  

 kompleks düzlemde sınırı kapalı, sonlu uzunluklu Γ Jordan eğrisi olan sınırlı bir ܩ

bölge olsun. ߞ = (ݖ)߯  ile ܩ  bölgesini konform olarak ॼ ≔ ߞ} ∈ ℂ|	|ߞ| = 1}  birim 

diskine dönüştüren bir fonksiyonu gösterelim. ݖ =  .onun ters fonksiyonu olsun (ߞ)߱

Γ  ile ݖ = |ߞ| ters dönüşümü altında (ߞ)߱ = ݎ  çemberine karşılık gelen ܩ  içindeki 

eğrileri gösterelim.  

Bu durumda   > 0 ve ܯ > 0 olmak üzere ܩ içinde analitik olan ve  her 

0 < ݎ < 1  için 

න|݂(ݖ)||݀ݖ|
ೝ

≤  ܯ

koşulunu sağlayan	݂  fonksiyonlarının sınıfına ܧ(ܩ) Smirnov sınıfı denir. 

 

 bölgesinin sınırının sonlu uzunluklu bir Jordan olması bu uzaydaki ܩ

fonksiyonlara polinomlarla yaklaşabilmek için yeterli değildir. Bunun için bölgenin 

sınırının bir ek koşulu daha sağlaması gerekir.  

	

,ݎ)ܲ ߠ − ߮) =
1 − ଶݎ

1 − ߠ)ݏܿݎ2 − ߮) + ଶݎ 		,					0 ≤ ݎ < 1 

Poisson çekirdek fonksiyonu için, 

log|߱′(ߞ)| =
1
ߨ2

න logห߱′(݁ఏ)หܲ(ݎ, ߠ − ߠ݀(߮
ଶగ



 

koşulu sağlandığı takdirde ܩ bölgesine Smirnov bölgesi ve bu bölgenin sınırına 

Smirnov eğrisi denir. 

Yukarıda yazılmış Smirnov şartı daha basit şekilde 

log|߱′(0)| =
1
ߨ2

න logห߱′(݁ఏ)ห݀ߠ
ଶగ



 

olarak da ifade edilebilir [1, s. 444]. 
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 Eğer, her ݂ ∈ 1 ,(ܩ)ܧ ≤  < ∞ ve ߝ > 0 için, 

න|݂(ݖ) − |(ݖ)ܲ



|ݖ݀| <  ߝ

şartını sağlayan ܲ(ݖ) polinomu varsa ܧ(ܩ) sınıfında polinomlar ailesi tamdır denir. 

 

 Bu tanımda görüldüğü gibi bir uzayda polinomlar ailesi tam ise bu uzayın 

her fonksiyonuna bu uzay normunda polinomlarla istenildiği kadar 

yaklaşılabilecektir. Şimdi sınırı sonlu uzunluklu Jordan eğrisi olan bir bölgede 

polinomların tamlığını karakterize eden aşağıdaki teoremi ifade edelim: 

 

 kompleks düzlemde sınırı sonlu uzunluklu Γ Jordan eğrisi olan bir bölge ܩ 

olsun. ݖ kompleks değişkenli polinomlar ailesinin ܧ(ܩ), 1 ≤  < ∞ sınıfında tam 

olması için gerek ve yeter koşul Γ eğrisinin Smirnov eğrisi olmasıdır. 

   

Smirnov sınıflarında yaklaşım problemleri incelenirken başlangıç 

koşullarından biri bölgenin Smirnov bölgesi olmasıdır. Bu tarz bölgelere örnek 

olarak yıldızsı bölgeler, Carleson bölgeleri ve Dini-düzgün bölgeler verilebilir. 

 

Yaklaşım teorisinde ağırlıksız veya ağırlıklı Lebesgue ve Smirnov 

uzaylarında yaklaşım problemlerinin çözümü aşamasında esaslı şekilde başvurulan 

Cauchy singüler operatörünün sınırlılığı koşullarına dikkat edilmelidir. Bu 

operatörün sınırlılığı problemi ağırlıksız ve ağırlıklı Lebesgue uzaylarında detaylı bir 

şekilde araştırılmıştır (bak. örneğin: [28]). Ayrıca aynı problem Orlicz, 

Rearrangement invariant ve ağırlıklı Rearrangement invariant uzaylarnda sırasıyla 

1996, 1998, 2002 yıllarında A. Yu. Karlovich tarafından incelenmiştir [52], [53], 

[54]. 
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 aralığında tanımlı Lebesgue ve ağırlıklı Lebesgue uzaylarında çözülen [ߨ0,2] 

problemler ve yardımcı unsurlar benzer problemlerin ağırlıksız veya ağırlıklı 

Smirnov sınıflarında araştırılmasına da imkan sağlamıştır. Öyle ki ܧ(ܩ) ,  ≥ 1 

Smirnov uzaylarında polinomlarla yaklaşımın hızı pek çok matematikçi tarafından 

araştırılmıştır. Sınırı analitik eğri olan, basit bağlantılı ve sınırlı ܩ  bölgesi 

durumunda, ܧ(ܩ)	uzayındaki düz teorem Walsh ve Russel tarafından 1959 yılında 

ispatlanmıştır [22]. ܧଵ(ܩ) uzayında yaklaşım teorisinin bazı problemleri de M. I. 

Andrasko [49] ve D. M. Galan [50] tarafından incelenmiştir. 

 

Γ,  ݏ yay uzunluğuna göre parametrelendirilmiş düzgün bir Jordan eğrisi ve 

Γ ,(ݏ)ߠ  eğrisinde ݏ  yay uzunluğuna karşılık gelen noktadaki teğet ile pozitif reel 

eksen arasındaki açı olsun. 

 

 Sınırı düzgün bir Jordan eğrisi olan	ܩ bölgesi için Ω(ߠ,  süreklilik modülü (ݏ

න
Ω(ߠ, (ݏ
ݏ

ఋ



ݏ݀ < ∞, ߜ > 0										(1.1) 

olarak bilinen Dini düzgünlük şartını sağladığında   > 1 için düz ve ters teoremler 

S. Y. Alper tarafından 1960 yılında elde edilmiştir [35]. Daha sonra bu sonuçlar V. 

M. Kokilashvili’nin	 > 1 için düz teoremi verdiği [36] ve J. E. Andersson’ın   ≥ 1 

olduğu durumda düz ve ters teoremi verdiği [37] çalışmalarla regüler sınırlı bölgelere 

genelleştirilmiştir. 1968 yılında V. M. Kokilashvili tarafından Smirnov uzaylarının 

bir genellemesi olan ܧெ(ܩ) Smirnov-Orlicz uzayı tanımlanmış ve ܩ bölgesinin sınırı 

(1.1) şartını sağladığında yani yeterince düzgün bir Jordan eğrisi olduğunda bazı ters 

teoremler ispatlanmıştır [51]. Benzer problemler ağırlıklı Smirnov uzaylarının bazı 

alt uzaylarında Ibragimov ve Mamedhanov [38] ve Mamedhanov [39] tarafından 

çalışılmıştır. Yine ağırlıklı Smirnov uzaylarının bazı alt uzaylarında konstrüktif 

karakterizasyon problemleri ܩ  bölgesinin sınırının Radon eğrisi olduğu durumda 

Dynkin tarafından elde edilmiştir [29]. 
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Bölge sınırının Carleson eğrisi olması durumunda 1987 yılında İsrafilov, 

Faber polinomlarının yaklaşım özelliklerini kullanarak, ܧ(ܩ) , 1 <  < ∞ 

uzaylarında bir düz teorem ispatlamıştır [12]. 1995 yılında ise İsrafilov ve Çavuş 

(Γ)ܮ , 1 <  < ∞  Lebesgue uzaylarında yaklaşan polinomlar olarak p-Faber 

polinomlarını kullanarak düz teorem elde etmişlerdir [13]. Daha sonra bu sonuçları 

İsrafilov ve Güven ağırlıklı Lesbesgue ve ağırlıklı Smirnov uzaylarına taşımışlardır 

[14], [15], [16] , [17].  

 

Benzer problemler ağırlıklı Smirnov-Orlicz ve ağırlıklı Rearrangement 

Invariant uzaylarında da çalışılmıştır [43], [44], [45], [46], [47], [48]. 

 

Bu tezde ağırlıklı Smirnov sınıflarında yaklaşım teorisinin düz ve ters 

teoremleri araştırılmıştır. Tez beş bölümden oluşur. Birinci bölüm yaklaşım teorisi ve 

onun gelişimi hakkında bazı bilgileri içerir. İkinci bölümde diğer bölümlerde 

kullanılan temel kavramların tanımları, fonksiyon uzayları, p-Faber polinomları, 

düzgünlük modülü tanımları yer almaktadır. Tezin üçüncü ve dördüncü bölümleri 

bilimsel çalışma niteliği taşımaktadır. Üçüncü bölümde ܧ(ܩ, ߱) , 1 <  < ∞ 

ağırlıklı Smirnov sınıflarında ters teoremler ispatlanmıştır. Dördüncü bölümde ise 

Danyal M. İsrafilov ve Yunus Emre Yıldırır’ın ispatladığı kesirli durumda 

iyileştirilmiş ters teorem kullanılarak üçüncü bölümde verilen ܧ(ܩ,߱), 1 <  < ∞ 

ağırlıklı Smirnov sınıflarındaki ters teoremler kesirli durumda iyileştirilmiştir. Son 

bölüm ise bu tezde elde edilen tüm sonuçların özetini içerir. 
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2. ÖN BİLGİLER 

2.1 Temel Tanımlar ve Teoremler 

           2.1.1 Tanım  [ܽ, ܾ] ⊂ ℝ olmak üzere sürekli bir 

Γ: [ܽ, ܾ] → ℂ 

fonksiyonuna ℂ de bir eğri denir. Burada eğer Γ(ܽ) ve Γ(ܾ) noktalarına sırasıyla 

eğrinin başlangıç ve bitim noktaları; bir Γ eğrisi verildiğinde Γ(ܽ) = Γ(ܾ) oluyorsa 

Γ’ya kapalı eğri; Γ′ türevi var ve sürekli ise Γ’ya diferansiyellenebilir eğri; 

diferansiyellenebilir bir Γ eğrisi için eğer; ∀	ݐ ∈ [ܽ, ܾ]  için  Γᇱ(ݐ) = 0 oluyorsa Γ’ya 

düzgün eğri; bir Γ eğrisi sadece ݐଵ = (ଵݐ)ଶ için Γݐ = Γ(ݐଶ) oluyorsa Γ’ya Jordan 

eğrisi denir [4, s. 104]. 

 

 2.1.2 Tanım [ܽ, ܾ] ⊂ ℝ olmak üzere 

Γ: ݖ = (ݐ)ݖ = (ݐ)ݔ + ݅.  (ݐ)ݕ

sürekli eğrisi verilmiş olsun. Eğer n doğal sayı olduğunda 

ଵݐ = ܽ < ଶݐ < …ଷݐ < ୬ାଵݐ = ܾ 

koşulunu sağlayan ݐଵ, ,ଶݐ ,	ଷݐ … ,  ାଵ değerlerinin keyfi bir dizisi içinݐ

|ݖ(ݐାଵ) − |(ݐ)ݖ


ୀଵ

 

toplamı sınırlı kalıyorsa	Γ eğrisine sonlu uzunlukla eğri denir. Başka bir deyişle Γ 

eğrisini gösteren z fonksiyonu sınırlı değişimli ise Γ ya sonlu uzunluklu eğri denir  

[1, s. 417]. 
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2.1.3 Tanım Γ sonlu uzunluklu bir Jordan eğrisi; ݖ ∈ Γ ve ε > 0 için,  

Γ(ݖ, (ߝ ∶= ݐ} ∈ Γ: ݐ| − |ݖ < ,ݖ)ve |Γ {ߝ ,ݖ)ifadesi Γ |(ߝ  nun Lebesgue uzunluğu’(ߝ

olsun. Eğer, 

	ݑݏ
ߝ > 0

ݑݏ		
ݖ			 ∈ Γ	

1
ߝ
|Γ(ݖ, |(ߝ < ∞ 

oluyor ise Γ’ya Carleson eğrisi denir. ℂ kompleks düzleminde tüm Carleson 

eğrilerinin kümesini ܵ ile göstereceğiz [16]. 

 

2.1.4 Tanım Bir ݂ karmaşık fonksiyonu bir ݖ noktasının belli bir ݖ)ܦ, ,(ߜ

ߜ > 0 komşuluğundaki bütün noktalarda diferansiyellenebiliyorsa ݂, ݖ’da analitiktir 

denir [4, s. 100]. 

 

2.1.5. Tanım Kompleks düzlemde bağlantılı ve açık bir kümeye bölge denir 

[25, s. 1]. 

 

 2.1.6 Tanım ܵ ⊆ ℂ bölgesi üzerinde ݓ =  dönüşümünü tanımlayalım ve (ݖ)݂

ݖ ∈ ܵ olsun. Eğer, ݂(ݖ), ݖ’ın bir komşuluğunda bire bir ve ݖ da keyfi iki düzgün 

 ଶ′ görüntü eğrilerinin arasında açıyaߛ ଵ′ veߛ da (ݖ)݂ ,ଶ eğrileri arasındaki açıߛ ଵ veߛ

yön ve büyüklük olarak eşit ise bu dönüşüme ݖ  da konformdur denir. Eğer , ܵ 

bölgesinden ܵ′  bölgesine ݂(ݖ)  dönüşümü ܵ  deki her noktada konform ise ݂(ݖ) 

dönüşümüne ܵ den ܵ′’ye konform dönüşüm denir. ܵ′’ye de ܵ’nin konform görüntüsü 

denir [30, s. 259]. 

 

2.1.7 Teorem(Riemann Dönüşüm Teoremi) ܩ ⊂ ℂ sınırı en az iki noktadan 

oluşan basit bağlantılı bir bölge ve ݖ ∈ ܩ  olsun. Bu durumda, ܩ  bölgesini 

ॼ’ya	݂(ݖ) = 0 ve ݂′(ݖ) > 0 koşulları altında resmeden bir tek konform dönüşüm 

vardır [2, s. 12]. 
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2.1.8 Teorem ܧ ⊂ ℂ, en az iki noktadan oluşan bağlantılı tümleyene sahip, 

sınırlı bir kontiniyum olsun. Bu durumda ܧ bölgesini ॼ ’ya  

߮(∞) = ∞, 	߮ᇱ(∞) = 	 lim
௭→ஶ

(ݖ)߮
ݖ > 0	 

koşulları altında resmeden bir tek ߮ konform dönüşümü tektir [ 2, s. 104] 

 

2.1.9  Teorem Eğer ܩ bölgesinin sınırı bir Jordan eğrisi ise, ܩ’ nin ॼ ya her 

konform dönüşümü ܩ ’ye bire-bir ve sürekli olarak genişletilebilir. Aynı şekilde, 

 ye bire-bir’ܩ ॼ ya her konform dönüşüm nin’ܩ ,nin sınırı bir Jordan eğrisi ise’ܩ

ve sürekli olarak genişletilebilir [10, s. 24]. 

 

2.1.10 Teorem ܩ sonlu uzunluklu bir Jordan eğrisiyle sınırlanmış sınırlı bir 

bölge ve Γ bunun pozitif yönlendirilmiş sınırı olsun. ݂, ܩ bölgesinde analitik bir 

fonksiyon ise, 

	
1
݅ߨ2

න
(ߞ)݂
ߞ − ݖ

௰

	ߞ݀	 = 	 ൜݂
(∞) − (ݖ)݂	 ∶ ݖ ∈ 	 − ܩ̅
݂(∞) 										 ∶ ݖ ∈ 				ܩ 					 

olur [3, s. 486]. 

 

2.1.11 Tanım ܸ, ܹ aynı skaler ॲ cismi üzerinde  iki vektör uzay olsunlar. 

Eğer, ߙ, 	ߚ ∈ 	ॲ  ve ݔ, 	ݕ ∈ ܸ  için ܶ(ݔߙ + (ݕߚ = (ݔ)ܶߙ	 + (ݕ)ܶߚ  ise ܶ ∶ ܸ	 → ܹ 

fonksiyonuna lineer dönüşüm denir [6]. 

 

2.1.12 Tanım ܺ	, ܻ normlu lineer uzay ve ܶ ∶ ܺ	 → ܻ bir lineer dönüşüm 

olsun. Eğer, her ݔ	 ∈ ܺ için 

‖(ݔ)ܶ‖ 	≤  ‖ݔ‖݇

olacak şekilde bir k pozitif reel sayısı varsa ܶ dönüşümü sınırlıdır denir [6, s. 91]. 
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2.1.13 Teorem ܺ normlu bir uzay; ܹ, ܺ uzayının yoğun bir alt uzayı, 	ܻ bir 

Banach uzayı ve S: ܹ → ܻ  sınırlı lineer dönüşüm olsun. Bu durumda her ݔ	 ∈ ܹ 

için ܶ(ݔ) = (ݔ)ܵ  ve ‖ܶ‖ = ‖ܵ‖  olacak şekilde bir tek ܶ:ܺ → ܻ  sınırlı lineer 

dönüşümü vardır [6, s. 99]. 

 

Biz ℝ üzerinde Lebesgue uzunluğu 2ߨ olan aralıkları temsilen ܶ ≔  [ߨ0,2]

gösterimini kullanacağız. 	ܶ  üzerinde 2ߨ periyotlu fonksiyonlar dikkate alınırsa 

ݐ → ݁௧ dönüşümüyle ܶ ile ॻ ≔ |ݖ|	:ݖ} = 1} birim çemberi özdeşlenebilir. 

 

2.1.14  Tanım 

~(ݐ)ܲ  ܽ݁௧
ே

ୀିே

 

fonksiyonuna ܰ. dereceden bir trigonometrik polinom denir [5, s. 2].	 

 

2.1.15  Tanım 

~(ݐ)ܵ  ܽ݁௧
ஶ

ୀିஶ

 

serisine bir trigonometrik seri denir [5, s. 3]. 

 

2.1.16 Tanım ݂ ∈  .ଵ(ܶ)  olsunܮ

ܽ =
1
ߨ2

න ݐ௧݀ି݁(ݐ)ܲ
்

 

bağıntısından hareketle		݂ ’in n. Fourier katsayısı 

መ݂(݊) =
1
ߨ2

න ݐ௧݀ି݁(ݐ)݂
்

,			݊ ∈ ℤ 

biçiminde tanımlanır [5, s. 3]. 
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2.1.17 Tanım ݂ ∈  .ଵ(ܶ) olsunܮ

	ܵ[݂]~ መ݂(݊)
ஶ

ିஶ

݁௧ 

trigonometrik serisine ݂ fonksiyonunun Fourier serisi denir [5, s. 3]. 

 

2.1.18 Tanım 

݂ெ(ݔ) = sup
కழ௫ழకᇲ

൞
1

ᇱߦ − ߦ
න|݂(ݐ)|

కᇲ

క

 ,ൢݐ݀

݂ ölçülebilir fonksiyon olmak üzere, ݂ → ݂ெ(ݔ) fonksiyonuna Hardy-Littlewood 

maximal fonksiyonu denir [8, s. 172]. 

2.2 Bazı Fonksiyon Sınıfları 

 

2.2.1 Tanım ܧ bir ölçüm uzayı olsun. Bu durumda 

න|݂(ݔ)|݀ݔ < ∞
ா

 

koşulunu sağlayan bütün ölçülebilir f fonksiyonlarının kümesine Lebesgue uzayı 

denir ve ܮ(ܧ) ile gösterilir [1, s. 388]. 

 

2.2.2 Teorem (Hölder Eşitsizliği) p > ݍ , 1 > 1 ve 
ଵ

+ ଵ


= 1 için, 

(ݔ)݂ ∈ (ݔ)݃ ve (ܧ)ܮ ∈ (ݔ)݃	(ݔ)ise f (ܧ)ܮ ∈  ve (ܧ)ଵܮ

ቮන ݔ݀(ݔ)݃	(ݔ)݂
ா

ቮ 	≤ 	ቌන|݂(ݔ)|݀ݔ
ா

ቍ

ଵ


ቌන|݃(ݔ)|݀ݔ
ா

ቍ

ଵ


 

olur [1, s. 388]. 
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2.2.3 Teorem(Minkowski Eşitsizliği)  > 1  için, ݂(ݔ), (ݔ)݃ ∈ (ܧ)ܮ  ise 

ቌන|݂(ݔ) + ݔ݀|(ݔ)݃
ா

ቍ

ଵ


≤ ቌන|݂(ݔ)|݀ݔ
ா

ቍ

ଵ


+ ቌන|݃(ݔ)|݀ݔ
ா

ቍ

ଵ


 

olur [1, s. 389]. 

 

2.2.4 Tanım Γ sonlu uzunluklu bir Jordan eğrisi olsun.		Γ üzerinde tanımlı ve 

1 <  < ∞ için, 

‖݂‖() = ቌන|݂(ݖ)||݀ݖ|


ቍ

ଵ


< ∞ 

koşulunu sağlayan bütün ölçülebilir kompleks değerli fonksiyonların sınıfı ܮ(Γ) ile 

gösterilir [13]. ܮ(Γ), ‖ ∙ ‖() normuna göre bir Banach uzayıdır. 

 

 2.2.5 Tanım ܩ , sınırı bir 		Γ   Jordan eğrisi olan sınırlı bir bölge, ݖ		 ∈ Γ 

ve	Γ’nın	ݖ	da bir tek teğeti var olsun ve de	ݖ’ın bir komşuluğunda Γ eğrisi normalin 

her iki tarafı üzerinde bulunsun. Bu durumda, eğer ܩ  içinde bulunan ve ݖ 

noktasında son bulan sürekli bir ℓ eğrisinin, ݖ’ın bir komşuluğundaki kısmı, köşesi  

  da bulunan, büyüklüğü π’den daha küçük olan ve açıortayı Γ’ya içten normal ileݖ

çakışan bir açı içinde kalıyorsa bu ℓ eğrisine açısal yol denir. ݂ , ܩ’de analitik olsun. 

	ݖ ∈ ݖ ,ݖ olup ܩ ∈ 		Γ  noktasına istenilen açısal yol boyunca yaklaştığında ݂(ݖ) →

ܽ oluyorsa, ݂ fonksiyonu ݖ noktasında ܽ açısal değerini alır denir [1, s. 428]. 

 

2.2.6 Tanım  > 0 olsun.ॼ içinde analitik olan ve ܯ >  den bağımsız bir’ݎ ,0

sabit olmak üzere her 0 < ݎ < 1 için   

න ห݂(݁ݎఏ)ห

ߠ݀ ≤ ܯ

ଶగ



 

koşulunu sağlayan	݂  fonksiyonlarının uzayı ܪ ile gösterilir [1, s. 402]. 
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Açık olarak ॼ içinde analitik ve sınırlı olan tüm fonksiyonlar keyfi  > 0	için 

݂  sınıfındandır. Birܪ ∈   fonksiyonuܪ > 0 için birim çember üzerinde hemen 

her yerde açısal yollar boyunca belirli bir limit değerine sahiptir ve bunlar bir ݂(݁ఏ) 

limit fonksiyonu formundadır. Burada, 

න ห݂(݁ݎఏ)ห

ߠ݀

ଶగ



 

integraline  ݎ → 1 için Fatou Lemmasını uygularsak (0, aralığında ݂(݁ఏ) (ߨ2 ∈ ܮ  

sonucuna varırız. 

 

 Şimdi daha genel bir fonksiyon sınıfı tanımlayalım. ܩ  kompleks düzlemde 

sınırı kapalı sonlu uzunluklu Γ Jordan eğrisi olan sınırlı bir bölge olsun. ߞ =  ile (ݖ)߯

ܩ  bölgesini konform olarak ॼ’ya dönüştüren bir fonksiyonu gösterelim. ݖ =  (ߞ)߱

onun ters fonksiyonu olsun. Γ  ile ݖ = (ߞ)߱  dönüşümü altında |ߞ| = ݎ  çemberine 

karşılık gelen ܩ içindeki eğrileri gösterelim. 

 

 2.2.7  Tanım	 > 0 olsun. ܯ >  ܩ den bağımsız bir sabit olmak üzere’ݎ ,0

içinde analitik olan ve  her  0 < ݎ < 1 için 

න|݂(ݖ)||݀ݖ|
ೝ

≤  ܯ

koşulunu sağlayan	݂  fonksiyonlarının sınıfına Smirnov sınıfı denir ve ܧ(ܩ) ile 

gösterilir [1,s. 438].  

 

Açık olarak özel halde ܩ bölgesi ॼ, birim diski ise ܧ(ܩ) uzayları, bilinen 

ݖ  uzayları olur. Bu tanımda geçen integraldeܪ =  değişken dönüşümü (ߞ)߱

yapılarak, 

(ݖ)݂ ∈ (ܩ)ܧ ⟺ ݂൫߱(ߞ)൯ඥ߱ᇱ(ߞ) ∈ ܪ  

olduğu kolayca görülür.  
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Dolayısıyla eğer, ݂(ݖ) fonksiyonu ܧ(ܩ) sınıfına aitse, bu fonksiyon Γ 

üzerinde hemen her yerde bütün açısal yollar boyunca belirli ݂(ݖ′) limit değerine 

sahiptir; |݂(ݖ′)|, Γ üzerinde integrallenebilirdir ve 

݈݅݉
→ଵ

න|݂(ݖ)||݀ݖ| =
ೝ

න|݂(ݖ′)|



 |′ݖ݀|

olur [1]. ܧ(ܩ) sınıfının konform dönüşümden bağımsız bir tanımı da verilebilir. 

 

 kompleks düzlemde sınırı kapalı sonlu uzunluklu Γ Jordan eğrisi olan bir ܩ

bölge ve (Γ) (݊ = 1,2,… ܩ (  içinde sonlu uzunluklu kapalı Jordan eğrilerinin bir 

dizisi olsun. Sınırı Γ eğrisi olan bölgeyi ܩ ile gösterelim. Bu durumda 

ଵܩ ⊂ ଶܩ ⊂ … ⊂ ܩ ⊂. . . ⊂  ܩ

olur. Eğer, her ܭ ⊂ ܩ  kompakt alt kümesi ve ∃	ܰ ∶ ݊	 ≥ ܰ  için ܭ ⊂ ܩ oluyorsa 

݊ → ∞ iken (Γ) dizisi Γ’ya yakınsar denir ve bu durum Γ → Γ ile gösterilir. 

 

2.2.8 Tanım ݂, ܩ içinde analitik ve  > 0 olsun. ܯ > 0,  ݊’den bağımsız bir 

sabit olmak üzere ܩ içindeki Γ → Γ özelliğine sahip sonlu uzunluklu kapalı Jordan 

eğrilerinin bir (Γ) dizisi için 

න|݂(ݖ)|



|ݖ݀| ≤  ܯ

koşulunu sağlayan	݂  fonksiyonlarının sınıfına Smirnov sınıfı denir [1, s. 438]. 

 

2.2.9 Tanım ݂(ݖ), ܩ içinde analitik bir fonksiyon olsun. Bu fonksiyonun Γ 

üzerinde hemen her yerde açısal yollar boyunca belirli limit değerlerine sahip olması 

ve ܩ içinde her yerde 

(ݖ)݂	 =
1
݅ߨ2

න
(′ݖ)݂
′ݖ − z



 	′ݖ݀	

Cauchy formülünün sağlanması için gerekli ve yeterli koşul ݂(ݖ) fonksiyonunun 

 .sınıfından olmasıdır (ܩ)ଵܧ
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 Ayrıca ݂(ݖ) ∈  ise Cauchy integral teoremi (ܩ)ଵܧ

න (′ݖ)݂


ᇱݖ݀	 = 0 

şeklinde sağlanır [1, s. 439]. 

 

 2.2.10 Tanım Γ	kompleks düzlemde sonlu uzunluklu bir Jordan eğrisi ve 

݂ ∈  ଵ(Γ) olsun. Bu durumdaܮ

	
1
݅ߨ2

න
(′ݖ)݂
′ݖ − z



 ′ݖ݀	

Cauchy integralini göz önüne alalım. ݖ ∉ Γ olduğunda bu integral bir analitik 

fonksiyon tanımlar.  

Şimdi Γ üzerinde bulunan bir z noktasını göz önüne alalım. Keyfi bir ߝ > 0 için 

Γக ∶= Γ − ,ݖ)ഥܦ  olsun. Eğer (ߝ

lim
ఌ→

1
݅ߨ2

න
(ᇱݖ)݂
ᇱݖ − z



 ᇱݖ݀	

limiti varsa, bu limite ݂ fonksiyonunun Cauchy singüler integrali denir ve 

ܵΓ(݂)(0ݖ) ∶= lim
0→ߝ

1
݅ߨ2 න

(′ݖ)݂
′ݖ − 0Γεݖ

 ′ݖ݀		

veya 

ܵΓ(݂)(0ݖ) ∶=
1
݅ߨ2

(ܲ.ܸ)න
(′ݖ)݂
′ݖ − 0Γݖ

 ′ݖ݀		

şeklinde gösterilir. Aşağıdaki teorem Cauchy integralinin Γ üzerindeki limit 

değerleriyle, Cauchy singüler integralinin varlığı arasında bir ilişki kurar [1]. 

 

2.2.11 Teorem Eğer Cauchy integrali Γ üzerinde hemen her yerde Γ nin bir 

tarafı üzerinde bulunan bütün açısal yollar boyunca belirli limit değerlerine sahipse, 

Cauchy singüler integrali Γ üzerinde hemen her yerde mevcuttur ve Cauchy integrali 

Γ’nın diğer tarafı üzerinden	Γ üzerinde hemen her yerde açısal limit değerine sahiptir. 

Tersine, Cauchy singüler integrali Γ  üzerinde hemen her yerde mevcutsa Cauchy 
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integrali Γ’nın her iki tarafı üzerinden de Γ üzerinde hemen her yerde açısal limit 

değerine sahiptir.  

Burada 

lim
௭→௭బ

න
(′ݖ)݂
′ݖ − z



′ݖ݀		 = 	න
(′ݖ)݂
′ݖ − z



ᇱݖ݀		 ±  (ݖ)݂݅ߨ	

formülü Γ üzerinde hemen her yerde sağlanır. Bu formülde sol taraftaki limit açısal 

yollar boyunca alınır. Sağ taraftaki işaret, açısal yol ݖ ∈ Γ  noktasındaki teğetin 

solunda kalırsa pozitif, açısal yol teğetin sağında kalırsa negatiftir [1, s. 453]. 

 

Şimdi ܩ , Γ  sınırına sahip sınırlı bir bölge olsun. Genelliği bozmadan 0 

orjininin ܩ  içinde olduğunu kabul edelim. Eğer ݂ ∈ (Γ)ܮ  ise 

			݂ା(ݖ) ∶=
1
݅ߨ2

න
(ߞ)݂
ߞ − z



ݖ							ߞ݀	 ∈  (1)									ܩ

(ݖ)ି݂	 ∶=
1
݅ߨ2

න
(ߞ)݂
ߞ − z



ݖ							ߞ݀	 ∈  (2)							ିܩ

şeklinde tanımlanan 	݂ା: ܩ → ℂ  ve 	݂ି: ିܩ → ℂ  fonksiyonları sırasıyla ܩ  ve ିܩ 

içinde analitiktirler  ve 	݂ି(∞) = 0 dır. 

 

Yukarıdaki teorem gereğince eğer 	݂ା ve 	݂ି Cauchy integrallerinden biri Γ 

üzerinde hemen her yerde açısal limit değerine sahipse, Cauchy singüler integrali Γ 

üzerinde hemen her yerde vardır ve 	݂ା ve 	݂ି Cauchy integrallerinden diğeri de Γ 

üzerinde hemen her yerde açısal limit değerlerine sahiptir. Tersine, Cauchy singüler 

integrali Γ üzerinde hemen her yerde varsa, 	݂ା ve 	݂ି integralleri Γ üzerinde hemen 

her yerde açısal limit değerlerine sahiptir. 
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Böylece Γ’nın her iki tarafı üzerinde bulunan açısal yollar boyunca limit 

alarak, Γ üzerinde hemen her yerde geçerli olan 

						݂ା(ݖ) = ܵ(݂)(ݖ) +
1
2݂

 		(3)						(ݖ)

(ݖ)ି݂			 = ܵ(݂)(ݖ) −
1
2݂

 (4)							(ݖ)

(ݖ)݂		 = ݂ା(ݖ) −  (5)															(ݖ)ି݂		

formüllerini elde ederiz (örneğin bak.; [15]). 

 

2.2.12 Tanım ܵΓ: ݂ → ܵΓ(݂)  lineer operatörüne Cauchy singüler operatörü 

denir. 

 

2.2.13 Tanım ߱, Γ üzerinde bir ağırlık fonksiyonu yani Γ üzerinde negatif 

olmayan, ölçülebilir bir fonksiyon, ayrıca 1 <  < ∞  ve 1 ⁄ + 1 ⁄ݍ = 1  olsun. 

Eğer, 

ݑݏ
ݖ ∈ Γ	

ݑݏ	
ݎ > 0ቌ

1
ݎ

න |ߞ݀|(ߞ)߱
∩(௭,)

ቍቌ
1
ݎ

න |ߞ݀|ି[(ߞ)߱]
∩(௭,)

ቍ

ଵ ൗ

< 	∞ 

oluyorsa,	Γ üzerinde ܣ-Muckenhoupt  şartını sağlar denir [16]. 

 

 Γ  üzerinde ܣ -Muckenhoupt şartını sağlayan tüm ağırlık fonksiyonlarının 

kümesini ܣ(Γ) ile gösteririz [16]. 

 

2.2.14 Tanım ߱, Γ üzerinde verilen bir ağırlık fonksiyonu olsun. Γ üzerinde 

න|݂(ݖ)߱(ݖ)||݀ݖ|


< ∞ 

şartını sağlayan tüm ölçülebilir fonksiyonların kümesine ߱ ağırlıklı ܮ -uzayı denir 

ve ܮ(Γ,߱) ile gösterilir.  



20 
 

Bu uzayda norm 

‖݂‖(,ఠ) ≔ ‖݂߱‖() ≔ ቐන|݂(ݖ)߱(ݖ)||݀ݖ|


ቑ

ଵ ൗ

< ∞ 

biçiminde tanımlıdır. 

Biz,  2ߨ periyotlu 

‖݂‖(ॻ,ఠ) ≔ ‖݂߱‖(ॻ) ≔ ቐන|݂(ݓ)߱(ݓ)||݀ݓ|
ॻ

ቑ

ଵ ൗ

< ∞ 

koşulunu sağlayan Lebesgue integrallenebilir fonksiyonların sınıfını ܮ(ॻ, ߱) ile 

ifade edelim. 

 

2.2.15 Tanım ߱ , Γ  üzerinde verilen bir ağırlık fonksiyonu olsun. 

(߱,ܩ)ܧ 	 ∶=	{݂	 ∈ (ܩ)ଵܧ	 ∶ ݂ ∈ ,(Γܮ ߱)	} 

kümesine ܩ  deki analitik fonksiyonların   .mertebeden ߱  ağırlıklı Smirnov sınıfı 

denir [15]. 

 

2.2.16 Teorem Γ bir Carleson eğrisi , 1 <  < ∞ , ve ߱, Γ üzerinde bir 

ağırlık olsun. Bu durumda her 	݂ ∈  (Γ,߱) içinܮ

‖ܵ(݂)‖(,ఠ) ≤ ܿ‖݂‖(,ఠ) 

eşitsizliğinin sağlanması için gerek ve yeter koşul ߱	 ∈  olmasıdır (örneğin	(Γ)ܣ	

bak.; [16]). 

 

 2.2.17 Önerme Eğer ݂ ∈ (Γ,߱)ܮ  ve ߱ ∈ (Γ)ܣ  ise ݂ ∈ (Γ)ܮ  olacak 

şekilde bir ݎ > 1 sayısı vardır. 

 İspat  ߱ ∈ ߱ (Γ) olduğundan Muckenhoupt şartı gereğiܣ ∈  (Γ) olacakܣ

biçimde bir ݍ ∈ (1, (  sayısı vardır [28]. Burada 	ݎ ∶= 


 olsun. ݂ ∈  (Γ,߱)ܮ

olduğundan |݂|߱ ∈ (Γ)ܮ  olur. Diğer yandan, ߱ି ∈ (Γ)ܮ  olduğundan Hölder 

eşitsizliği kullanılarak ݂ ∈  ∎	.(Γ) olduğu görülürܮ
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2.2.18 Önerme Γ , bir Carleson eğrisi ve ߱ ∈ ݂ (Γ) ise herܣ ∈  (Γ,߱) içinܮ

݂ା ∈ ି݂ ve (߱,ܩ)ܧ ∈ ,ିܩ)ܧ ߱) olur. 

İspat ݂ ∈ ,(Γܮ ߱) olsun. 2.2.16 teoremi gereğince ܵ(݂) ∈  (Γ,߱) olduğuܮ

görülür. Öte yandan 2.2.17 önermesi gereğince ݂ ∈ ݎ (Γ) olacak biçimde birܮ > 1 

sayısı vardır. 1 < ݎ < ∞ ve Γ , bir Carleson eğrisi olduğundan ܵ ∶ (Γ)ܮ →  (Γ)ܮ

sınırlı bir lineer operatördür [31]. Dolayısıyla ݂ା ve ݂ି fonksiyonları sırasıyla ܧ(ܩ) 

ve ܧ(ିܩ) sınıflarındandır. Bununla beraber, Γ üzerinde hemen her yerde  

݂ା(ݖ) = ܵ(݂)(ݖ) +
ଵ
ଶ
(ݖ)ି݂			 ve		(ݖ)݂ = ܵ(݂)(ݖ) −

ଵ
ଶ
 (ݖ)݂

eşitlikleri sağlandığından ݂ା ve ݂ି fonksiyonlarının 	ܮ(Γ,߱) ya ait oldukları ortaya 

çıkar. Smirnov sınıfı tanımından ܧ(ܩ) ⊂ (ܩ)ଵܧ  ve ܧ(ିܩ) ⊂  (ିܩ)ଵܧ

kapsamalarını dikkate alırsak ispat tamamlanmış olur.	∎ 

 

 2.2.19 Tanım ܩ ⊂ ℂ , Γ  ile sınırlı bir bölge, ߱ ∈ (Γ)ܣ , 	݂ ∈ (߱,ܩ)ܧ  ve 

1 ≤  ≤ ∞  olsun. ࣪	(݊ = 1,2,… )  derecesi ݊ ’yi aşmayan polinomlar ailesi 

olduğunda, ݂  fonksiyonuna ܧ(ܩ,߱)  sınıfındaki en iyi yaklaşım hatası 

(݂)ீ,,ఠܧ ≔ ݅݊ ݂∈ ࣪
‖݂ − ܲ‖(௰,ఠ) 

ile tanımlanır. 

 

2.2.20 Tanım ܩ ⊂ ℂ, Γ ile sınırlı bir bölge, ߱ ∈ ݂	 ,(Γ)ܣ ∈ ,ିܩ)ܧ ߱)  ve 

1 ≤  ≤ ∞ olsun.  ࣪
∗	(݊ = 1,2, … ) derecesi ݊’yi aşmayan 1 ⁄ݖ  ’ye göre polinomlar 

ailesi olduğunda, ݂  fonksiyonuna ܧ(ିܩ, ߱)  sınıfındaki en iyi yaklaşım hatası 

(݂)ீష,,ఠܧ ≔ ݂݅݊∗∈ ࣪
∗‖݂ − ܲ

∗‖(௰,ఠ) 

ile tanımlanır. 

  

2.2.21 Tanım(ङ Gösterimi) ݂ ve ݃ bir ܣ ⊂ ℂ kümesi üzerinde tanımlı iki 

fonksiyon olsunlar. Eğer her ݖ ∈ |(ݖ)݂| ,için ܣ ≤ ܯ olacak şekilde bir |(ݖ)݃|ܯ > 0 

sayısı varsa ݂ = ࣩ(݃) yazacağız. 
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2.3 p-Faber polinomu ve p-Faber Esas Kısmı 

Bu kısımda yaklaşan polinomların inşa edilmesinde kullanılan Faber ve p-
Faber polinomları ile ilgili gereken bilgiler verilecektir. 

 ߮	.sınırı sonlu uzunluklu kapalı Γ Jordan eğrisi olan sınırlı bir bölge olsun ,ܩ 

ve ߮ଵ  sırasıyla ିܩ  ve ܩ  bölgelerini ॼି  bölgesine, 

߮(∞) = ∞, 	 lim
௭→ஶ

(ݖ)߮
ݖ > 0, 	߮ଵ(0) = ∞, lim

௭→ஶ
(ݖ)ଵ߮	ݖ > 0 

koşulları altında resmeden konform dönüşümler olsun. ߰  ve ߰ଵ  sırasıyla ߮  ve ߮ଵ 

dönüşümlerinin ters dönüşümleri olsun. ߮  ve ߮ଵ  fonksiyonları Γ ’ya; ߰  ve ߰ଵ 

fonksiyonları da ॻ ’ye sürekli olarak genişletilebilir. ߮′(ݖ) ିܩ ,  içinde; ߮′ଵ(ݖ)  ܩ ,

içinde; ߰′(ݓ) ve ߰′ଵ(ݓ) fonksiyonları da ॼି içinde sıfırdan farklıdır. 

 k, negatif olmayan bir sayı olsun. ߮(ݖ), ିܩ de analitik ve 

߮ᇱ(∞) = 	 lim
௭→ஶ

(ݖ)߮
ݖ > 0	 

olduğundan [߮(ݖ)]ඥ߮′(ݖ)   fonksiyonu ∞ noktasında k. dereceden bir kutba 

sahiptir. Dolayısıyla bu fonksiyonun ∞ daki Laurent açılımını düşünürsek ∀		ݖ ∈  ܩ

için, 

(ݖ)′ඥ߮[(ݖ)߮] = (ݖ),ܨ  	(6)			(ݖ),ܧ	+	

olacak şekilde k. dereceden bir ܨ,(ݖ) polinomu ve ܧ,(∞) = 0 koşulunu sağlayan 

  .fonksiyonu vardır (ݖ),ܧ de analitik bir ିܩ

Bu son eşitlikten ܴ > 1	 ve ∀	ݖ ∈  ,için ܩ

Γோ ≔ ߞ} ∈ :ିܩ |(ߞ)߮| = ܴ} 

olmak üzere, 

1
݅ߨ2

න
(ߞ)′ඥ߮[(ߞ)߮]

ߞ − ݖ
ೃ

ߞ݀ =
1
݅ߨ2

න
(ߞ),ܨ
ߞ − ݖ

ೃ

ߞ݀ +	
1
݅ߨ2

න
(ߞ),ܧ
ߞ − ݖ

ೃ

 ߞ݀

elde ederiz. Burada sınırsız bölgeler için Cauchy integral formülü gereğince, 

1
݅ߨ2

න
(ߞ),ܧ
ߞ − ݖ

ೃ

ߞ݀ = (∞),ܧ = 0 

ve Cauchy integral formülü gereğince, 
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1
݅ߨ2

න
(ߞ),ܨ
ߞ − ݖ

ೃ

ߞ݀ =  (ݖ),ܨ

olur. Dolasıyla, ܴ > 1	 ve ∀	ݖ ∈  ,için ܩ

(ݖ),ܨ = 	
1
݅ߨ2

න
(ߞ)′ඥ߮[(ߞ)߮]

ߞ − ݖ
ೃ

 ߞ݀

integral gösterimini elde ederiz. Aynı zamanda ߮(ߞ) =  ,dönüşümü yapılarak ݓ

(ݖ),ܨ = 	
1
݅ߨ2

න
ଵିଵ[(ݓ)′߰][ݓ] ⁄

(ݓ)߰ − ݖ
|௪|ୀோ

 	ݓ݀

elde edilir. 

 

 2.3.1 Tanım ܨ,(ݖ)  polinomuna ܩ  bölgesi için k. dereceden p-Faber 

polinomu denir. 

 

2.3.2 Önerme ∀	ݖ ∈ ݓ	∀ ve ܩ ∈ ॼି için 

ଵିଵ[(ݓ)′߰] ⁄

(ݓ)߰ − ݖ =
(ݖ),ܨ
ାଵݓ

ஶ

ୀ

 

olur. 

 

İspat  ݖ ∈ (ݓ)߰]/ଵିଵ/[(ݓ)′߰] .olsun ܩ −  ,fonksiyonu ॼି içinde analitik [ݖ

߰(∞) = ∞ ve lim௪→ஶ
ట(௪)
௪

> 0 olduğundan, bu fonksiyon ॼି’ nin kompakt alt 

kümeleri üzerinde düzgün olarak yakınsayan 

ଵିଵ[(ݓ)′߰] ൗ

(ݓ)߰ − ݖ = 
(ݖ),ܣ
ାଵݓ

ஶ

ୀ

 

şeklinde bir tek Laurent seri açılımına sahiptir. Bu eşitlik kullanılarak, ܴ > 1 ve 

݊ ∈ ℤା için,  
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1
݅ߨ2

න
ଵିଵ[(ݓ)′߰]ݓ ⁄

(ݓ)߰ − ݖ
|௪|ୀோ

ݓ݀ =	
1
݅ߨ2

න ݓ
(ݖ),ܣ
ାଵݓ

ஶ

ୀ|௪|ୀோ

 	ݓ݀

= ቌ
1
݅ߨ2

න
ݓ

ାଵݓ
|௪|ୀோ

ቍݓ݀
ஶ

ୀ

 (ݖ),ܣ

bulunur. Buradan  ܨ,(ݖ) =  ∎.olduğu kolayca görülür. Böylece ispat biter (ݖ),ܣ

 Şimdi  [߮ଵ(ݖ)]ିଶ ⁄ 	ඥ߮ଵ′(ݖ)
  fonksiyonunu ele alalım. Bu fonksiyon ܩ ∖ {0} 

da analitiktir ve 0 noktasında k. dereceden bir kutuba sahiptir. Eğer bu fonksiyonun  

0 daki Laurent açılımının esas kısmını ܨ෨,(1 ⁄ݖ ) ile gösterirsek, ∀	ݖ ∈ ܩ ∖ {0} için 

[߮ଵ(ݖ)]ିଶ ⁄ 	ඥ߮ଵ′(ݖ)
 = ෨,(1ܨ ⁄ݖ ) +  	(7)				(ݖ)෨,ܧ

olacak biçimde ܩ içinde analitik olan bir ܧ෨,(ݖ) fonksiyonu vardır. Bu son eşitlikten 

ܴ > 1	 ve ∀	ݖ ∈  ,için ିܩ

Γ෨ோ ≔ ߞ} ∈ ܩ ∶ |߮ଵ(ߞ)| = ܴ} 

olmak üzere, 

1
݅ߨ2

න
[߮ଵ(ߞ)]ିଶ ⁄ 	ඥ߮ଵ′(ߞ)



ߞ − ݖ
෩ೃ

ߞ݀ =
1
݅ߨ2

න
෨,(1ܨ ⁄ݖ )
ߞ − ݖ

෩ೃ

ߞ݀ +	
1
݅ߨ2

න
(ݖ)෨,ܧ
ߞ − ݖ

෩ೃ

 ߞ݀

elde edilir. Burada Cauchy integral teoreminden, 

1
݅ߨ2

න
(ݖ)෨,ܧ
ߞ − ݖ

෩ೃ

ߞ݀ = 0 

ve sınırsız bölgeler için Cauchy integral formülünden, 

1
݅ߨ2

න
෨,(1ܨ ⁄ݖ )
ߞ − ݖ

෩ೃ

ߞ݀ = (∞)෨,ܨ − ෨,(1ܨ ⁄ݖ ) = ෨,(1ܨ− ⁄ݖ ) 

elde edilir. Dolasıyla ܴ > 1	 ve ∀	ݖ ∈  ,için ିܩ

෨,(1ܨ ⁄ݖ ) = −
1
݅ߨ2

න
[߮ଵ(ߞ)]ିଶ ⁄ 	ඥ߮ଵ′(ߞ)



ߞ − ݖ
෩ೃ

 ߞ݀

integral gösterimini elde ederiz.  
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Bu integralde yapacağımız ߮ଵ(ߞ) =  ,dönüşümüyle ݓ

෨,(1ܨ ⁄ݖ ) = −
1
݅ߨ2

න
ିଶݓ ⁄ [߰ଵ′(ݓ)]ଵିଵ ⁄

߰ଵ(ݓ) − ݖ
|௪|ୀோ

 ݓ݀

eşitliği yazılır.	∎ 

 

 2.3.3 Tanım ܨ෨,(1 ⁄ݖ ) rasyonel fonksiyonuna ିܩ bölgesi için k. dereceden 

p-Faber esas kısmı denir. 

 

2.3.4 Önerme ∀	ݖ ∈ ݓ	∀ ve ିܩ ∈ ॼି için 

ଶିݓ ⁄ [߰ଵ′(ݓ)]ଵିଵ ⁄

߰ଵ(ݓ) − ݖ =−
෨,(1ܨ ⁄ݖ )
ାଵݓ

ஶ

ୀ

 

olur. 

İspat  ݖ ∈ ଶିݓ .olsun ିܩ ⁄ [߰ଵ′(ݓ)]ଵିଵ ⁄ /[߰ଵ(ݓ) −  fonksiyonu ॼି [ݖ

içinde analitik ve ∞ da ikinci mertebeden bir sıfıra sahip olduğundan onun ॼି 

içindeki Laurent seri açılımı 

ଶିݓ ⁄ [߰ଵ′(ݓ)]ଵିଵ ⁄

߰ଵ(ݓ) − ݖ = 
(ݖ)ሚ,ܣ
ାଶݓ

ஶ

ୀ

 

formundadır. Eşitliğin sağ tarafındaki seri ॼି’ nin kompakt alt kümleri üzerinde 

düzgün yakınsaktır. Dolayısıyla ܴ > 1 ve ݊ ∈ ℤା için, 

෨,(1ܨ− ⁄ݖ ) =
1
݅ߨ2

න
ିଶݓ ⁄ 	[߰ଵ′(ݓ)]ଵିଵ ⁄

߰ଵ(ݓ) − ݖ
|௪|ୀோ

ݓ݀

= 	
1
݅ߨ2

න ݓ ൭
(ݖ)ሚ,ܣ
ାଶݓ

ஶ

ୀ

൱
|௪|ୀோ

ݓ݀

= ቌ
1
݅ߨ2

න
ݓ

ାଶݓ
|௪|ୀோ

ቍݓ݀
ஶ

ୀ

 (ݖ),ܣ

olur. Buradan 

෨,(1ܨ− ⁄ݖ ) =  (ݖ)ሚିଵ,ܣ

olduğu görülür. 
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Ayrıca	ܨ෨,(1 ⁄ݖ )	= 0 olduğundan 

ଶିݓ ⁄ [߰ଵ′(ݓ)]ଵିଵ ⁄

߰ଵ(ݓ) − ݖ =−
෨,(1ܨ ⁄ݖ )
ାଵݓ

ஶ

ୀ

 

elde edilir.∎ 

 

 Γ üzerinde verilen bir ߱  ağırlığı ve keyfi bir ݂ ∈  ,(Γ,߱) fonksiyonu içinܮ

݂(ݓ) ∶= ൯(ݓ)′൫߰[(ݓ)߰]݂
భ
   ,  	߱(ݓ) ≔  [(ݓ)߰]߱

(ݓ)1݂ ∶= ቁ(ݓ)ቀ߰1′	൧(ݓ)1߰ൣ݂
1
2ݓ ൗ    ,    ߱ଵ(ݓ) ≔ ߱[߰ଵ(ݓ)] 

ifadelerini oluşturalım. 	݂ ∈ (Γ,߱)ܮ  ve ߱ ∈ (Γ)ܣ  olsun. Bu durumda, ݂ ∈  ଵ(Γ)ܮ

olacağından 

	݂ା: ܩ → ℂ,										݂ା(ݖ) ∶=
1
݅ߨ2

න
(ߞ)݂
ߞ − z



 	ߞ݀	

݂ି: ିܩ → ℂ,							݂ି(ݖ) ∶=
1
݅ߨ2

න
(ߞ)݂
ߞ − z



 	ߞ݀	

fonksiyonlarını tanımlayabiliriz ve Γ üzerinde hemen her yerde 

(ݖ)݂ = ݂ା(ݖ) −  (ݖ)ି݂		

 dir. Burada  ݂ା ∈ ,ܩ)ܧ ߱) ve 		݂ି 	 ∈ ,ିܩ)ܧ ߱) olduğu 2.2.18 önermesinden 

açıktır. 

Bu fonksiyonların her birisi yukarıda tanımlanan ݂ ve ଵ݂ fonksiyonları cinsinden 

aşağıdaki integral gösterime sahiptir : 

		݂ା(ݖ) =
1
݅ߨ2 	

න ݂(ݓ)
ଵିଵ[(ݓ)′߰] ⁄

(ݓ)߰ − z
ॻ

ݖ							,ݓ݀ ∈  			ܩ

(ݖ)ି݂ =
1
݅ߨ2 	

න ଵ݂(ݓ)
ଵିଵ[(ݓ)ଵᇱ߰]	ଶ/ିݓ ⁄

߰ଵ(ݓ) − z
ॻ

,ݓ݀ ݖ							, ∈  .						ିܩ
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Dolayısıyla 2.3.2 ve 2.3.4 önermeleri gereğince ݂ ∈ ,(Γܮ ߱)  fonksiyonuna, 

ܽ	~(ݖ)݂

ஶ

ୀ

(ݖ),ܨ + ܽ

ஶ

ୀ

෨,(1ܨ ⁄ݖ ) 

şeklinde genelleştirilmiş p-Faber Laurent serisi karşılık gelir. Burada ܽ  ve ܽ 

katsayıları, 

ܽ(݂) ∶=
1
݅ߨ2

න ݂(ݓ)
ାଵݓ

ॻ

,ݓ݀	 ݇ = 0,1,2,… 

ܽ(݂) ∶=
1
݅ߨ2

න ଵ݂(ݓ)
ାଵݓ

ॻ

݇									,ݓ݀	 = 0,1,2,… 

ile tanımlanır. Bu ܽ  ve ܽ  katsayılarına ݂ ∈ (Γ,߱)ܮ  ’nin p-Faber Laurent 

katsayıları denir.  

 

݂ ∈ (ॻ,߱)ܮ  olduğundan, ݂
ା(ݓ) ∈ ,(ॼܧ ߱), ݂

(ݓ)ି ∈ ,(ॼିܧ ߱)  ve 

ଵ݂ ∈ (ॻ,߱ଵ)ܮ  olduğundan ଵ݂
ା(ݓ) ∈ ,(ॼ,߱ଵ)ܧ ଵ݂

(ݓ)ି ∈ ,(ॼିܧ ߱ଵ)  olur. ॻ 

üzerinde hemen her yerde ݂ = 	 ݂
ା − ݂

ି ve ଵ݂ =	 ଵ݂
ା −	 ଵ݂

ି	 sağlanır. 

  

Bunları kullanarak, 

ܽ(݂) ∶=
1
݅ߨ2

න ݂
ା(ݓ)
ାଵݓ

ॻ

 ݓ݀	

ܽ(݂) ∶=
1
݅ߨ2

න ଵ݂
ା(ݓ)
ାଵݓ

ॻ

 ݓ݀	

elde ederiz ki 	ܽ(݂)  ve  ܽ(݂)  p-Faber Laurent katsayıları sırasıyla ݂
ା(ݓ) ∈

(ॼ,߱) ve ଵ݂ܧ
ା(ݓ) ∈ ,(ॼܧ ߱ଵ) fonksiyonlarının Taylor katsayılarıdır. 
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2.4 Ağırlıklı Smirnov Sınıflarında Düzgünlük Modülleri 

 	݂ ∈ (ॻ,߱), 1ܮ <  < ∞  olsun. Verilen ݎ ∈ ℕ ve ݐ > 	ݓ ,0 ∈ 	ॻ	 için, 

∆௧݂(ݓ) =(−1)ା௦ାଵ ቀ
ݎ
ቁݏ



௦ୀ

݂൫݁ݓ௦௧൯ 

olsun. Buradan hareketle 

(ݓ)ఋ݂ߪ ≔
1
ߜ
න|∆௧݂(ݓ)|݀ݐ
ఋ



 

şeklinde bir operatör tanımlayalım. 

 0 < ℎ < ∞ olsun ߱ ∈ (ॻ), 1ܣ <  < ∞ için, ܮ(ॻ,߱) uzayında Hardy-

Littlewood Maximal fonksiyonunun sınırlılığını kullanarak 

sup
|ఋ|ஸ

(ॻ,ఠ)‖(ݓ)ఋ݂ߪ‖ ≤ ,)ܿ (ॻ,ఠ)‖݂‖(ݎ < ∞ 

eşitsizliği elde edilir. 

 

 2.4.1. Tanım ݂	 ∈ 	 (ॻ,߱), 1ܮ <  < ∞ ve ߱ ∈ ݎ ,(ॻ)ܣ ∈ ℕ ve ݓ ∈ ॻ 
olsun. 

,݂)ߗ ℎ),ఠ ≔ sup
|ஔ|ஸ

‖σஔ݂(ݓ)‖(ॻ,ఠ) 

ile tanımlanan  ߗ(݂, . ),ఠ: [0,∞) → [0,∞) fonksiyonuna ݂ ∈  (ॻ,߱)ܮ
fonksiyonunun  ݎ. düzgünlük modülü denir. 

 

Yukarıda verdiğimiz tanım N. X. Ky tarafından ݂ ∈   ve (߱,[ߨ0,2])ܮ

߱ ∈  .olması durumunda verilmiştir [11] ([ߨ0,2])ܣ

 

,݂)ߗ  ℎ),ఠ modülü aşağıdaki özellikleri sağlar 

i) ߗ(݂, ℎ),ఠ , ℎ > 0 ’ın azalmayan ve negatif olmayan fonksiyonudur. 

ii)	ߗ( ଵ݂ + ଶ݂, . ),ఠ ≤ )ߗ ଵ݂, . ),ఠ )ߗ+ ଶ݂, . ),ఠ 

iii) lim→ ,݂)ߗ ℎ),ఠ = 0. 
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 2.4.2 Tanım ݂ ∈ 1  , (߱,ܩ)ܧ <  < ∞  ve ߱ ∈ 	ݎ ,(Γ)ܣ ∈ ℕ olsun. 

,݂)ߗ	 ,ఠ,ீ(ߜ ≔ ൫ߗ ݂
ା, ൯,ఠబߜ ߜ			,		 > 0 

ifadesine ݂ ∈ ,ܩ)ܧ ߱) fonksiyonunun r. düzgünlük modülü denir 

 

 2.4.3 Tanım ݂ ∈ ,ିܩ)ܧ ߱),  1 <  < ∞  ve  ߱ ∈ 	ݎ ,(Γ)ܣ ∈ ℕ olsun. 

,݂)ߗ	 ష,,ఠீ(ߜ ≔ ൫ߗ ଵ݂
ା, ൯,ఠభߜ ߜ			,		 > 0 

ifadesine ݂ ∈ ,ିܩ)ܧ ߱) fonksiyonunun ݎ. düzgünlük modülü denir. 
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3. AĞIRLIKLI SMİRNOV SINIFLARINDA DÜZ VE TERS 

TEOREMLER 

3.1 Yardımcı Sonuçlar 

 ࣪, derece kısıtlaması olmadan tüm cebirsel polinomların kümesi olsun.  ࣪ (ॼ) 

ile ॼ  üzerinde ࣪  kümesinin elemanlarının izini işaretleyelim. Bu durumda  

ܶ : 	࣪(ॼ) → ,ܩ)ܧ ߱)  ve ܶ෪ : 	࣪(ॼ) → ,ିܩ)ܧ ߱)  operatörlerini 

ܶ(ܲ)(ݖ) ≔
1
݅ߨ2

න
ଵିଵ[(ݓ)′߰](ݓ)ܲ ⁄

(ݓ)߰ − ݖ ݓ݀
ॻ

ݖ								, ∈  (8)						ܩ

ve 

ܶ෪(ܲ)(ݖ) ≔ −
1
݅ߨ2

න
ଶିݓ	(ݓ)ܲ ⁄ [߰ଵ′(ݓ)]ଵିଵ ⁄

߰ଵ(ݓ) − ݖ ݓ݀
ॻ

ݖ								, ∈  (9)						ିܩ

olarak tanımlarsak, o zaman  2.3.2 önermesini dikkate alarak 

ܶ ൭ ݓߙ	


ୀ

൱ =	
1
݅ߨ2

න  ݓߙ	


ୀ

ൣ߰ᇱ(௪)൧ଵିଵ ⁄

(ݓ)߰ − ݖ ݓ݀
ॻ

	 

= 	
1
݅ߨ2

න  ݓߙ	 (ݖ),ܨ
ାଵݓ



ୀ

ݓ݀
ॻ

 

=	 (ݖ),ܨߙ	
1
݅ߨ2



ୀ

න
ݓ݀
ݓ

ॻ

 

=  	ܽܨ,(ݖ)


ୀ

 

eşitliğine ulaşırız. Benzer şekilde 2.3.4 önermesini uygulayarak 

ܶ෪൭ ݓߙ	


ୀ

൱ = ෨,(1ܨߙ	 ⁄ݖ )


ୀଵ

 

olur. 
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 (8) ifadesinde ݖ′ ∈  ,için (1) eşitliğini dikkate alırsak ܩ

ܶ(ܲ)(ݖ′) = ൣ(ܲ	o	߮)(߮′)ଵ ⁄ ൧ା(ݖ′) 

olur. (8) ifadesinde Γ içerisinde tüm açısal yollar üzerinden ݖᇱ → ݖ ∈ Γ limitini alarak 

ve (3) ifadesini kullanarak 

ܶ(ܲ)(ݖ) = 	
1
2
ൣ(ܲ	o	߮)(߮′)ଵ ⁄ ൧(ݖ) + ܵൣ(ܲ	o	߮)(߮′)ଵ ⁄ ൧(ݖ)				(10) 

elde ederiz. Benzer şekilde (9) ifadesinde ݖ′′ ∈  ,için (2) eşitliğini dikkate alırsak ିܩ

ܶ෪(ܲ)(ݖ′′) = ൣ(ܲ	o	߮ଵ)	߮ଵିଶ ⁄ (߮ଵ′)ଵ ⁄ ൧ି(ݖ′′) 

olur. (9) ifadesinde Γ nın dışında tüm açısal yollar üzerinden ݖᇱᇱ → ݖ ∈ Γ limitini 

alarak ve (4) ifadesini kullanarak 

ܶ෪(ܲ)(ݖ) = 	ܵൣ(ܲ	o	߮ଵ)	߮ଵିଶ ⁄ (߮ଵ′)ଵ ⁄ ൧(ݖ)

−
1
2
ቂൣ(ܲ	o	߮ଵ)	߮ଵିଶ ⁄ (߮ଵ′)ଵ ⁄ ൧(ݖ)ቃ	(11) 

elde ederiz. 

 

3.1.1. Teorem Γ ∈ ܵ, 1 <  < ∞ ve ߱	, Γ  üzerinde verilen bir ağırlık olsun. 

O zaman aşağıdaki iddalar sağlanır : Eğer ߱ ∈ (Γ)ܣ , ߱ , ߱ଵ ∈ (ॻ)ܣ   ise 

	 ܶ: ࣪(ॼ) ⊂ ,(ॼܧ ߱	) → ,ܩ)ܧ ߱) 

	 ܶ෪:࣪(ॼ) ⊂ )		(ॼ,߱ଵܧ → ,ିܩ)ܧ ߱) 
operatörleri lineer ve sınırlıdır. 

 İspat ܶ  ve 	 ܶ෪  operatörlerinin lineerliği açıktır. İlk önce ܶ  operatörünün 

sınırlılığını ispatlayalım. (10) ilişkisi ve 2.2.16 teoremi yardımıyla 

ฮ ܶ(ܲ)(ݖ)ฮ(,ఠ) = ฯ
1
2
ൣ(ܲ	o	߮)(߮′)ଵ ⁄ ൧(ݖ)ฯ

(,ఠ)
	 

+ฮܵൣ(ܲ	o	߮)(߮′)ଵ ⁄ ൧(ݖ)ฮ(,ఠ) 

≤ ൬ܿ +
1
2൰
ฮൣ(ܲ	o	߮)(߮′)ଵ ⁄ ൧(ݖ)ฮ(,ఠ) 

= ൬ܿ +
1
2൰
ቐනหܲ൫߮(ݖ)൯ห

|߮′(ݖ)|


ቑ|ݖ݀|[(ݖ)߱]

ଵ ⁄
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= ൬ܿ +
1
2൰
ቐනหܲ(ݓ)ൣ߱൫߰(ݓ)൯൧ห



ॻ

ቑ|ݓ݀|

ଵ ⁄

 

= ൬ܿ +
1
2൰
ቐන|ܲ(ݓ)߱(ݓ)|

ॻ

ቑ|ݓ݀|

ଵ ⁄

 

= ܿ‖ܲ‖(ॻ,ఠబ) 

elde edilir. Benzer şekilde (11) ilişkisinden ve 2.2.16 teoremi yardımıyla 

ฮ ܶ෪(ܲ)(ݖ)ฮ
(,ఠ)

≤ ฮܵൣ(ܲ	o	߮ଵ)	߮ଵିଶ ⁄ (߮ଵ′)ଵ ⁄ ൧(ݖ)ฮ(,ఠ)	 

+ฯ−
1
2
ቂൣ(ܲ	o	߮ଵ)	߮ଵିଶ ⁄ (߮ଵ′)ଵ ⁄ ൧(ݖ)ቃฯ

(,ఠ)
 

≤ ൬ܿ +
1
2൰
ฮൣ(ܲ	o	߮ଵ)	߮ଵିଶ ⁄ (߮ଵ′)ଵ ⁄ ൧(ݖ)ฮ(,ఠ) 

= ൬ܿ +
1
2൰
ቐනหܲ൫߮ଵ(ݖ)൯ห

|߮ଵ(ݖ)|ିଶ|߮ଵ′(ݖ)|[߱(ݖ)]



ቑ|ݖ݀|

ଵ ⁄

 

= ൬ܿ +
1
2൰
ቐන|ܲ(ݓ)||ݓ|ିଶൣ߱൫߰ଵ(ݓ)൯൧



ॻ

ቑ|ݓ݀|

ଵ ⁄

 

= ൬ܿ +
1
2൰
ቐන|ܲ(ݓ)߱ଵ(ݓ)|

ॻ

ቑ|ݓ݀|

ଵ ⁄

 

= ܿ‖ܲ‖(ॻ,ఠభ) 

olduğu görülür.∎ 

 

 

 

 



33 
 

 Böylece  yukarıda ispatlanan teorem ve 2.1.13 teoremine dayanarak ܶ ve 	 ܶ෪  

operatörlerinin, sınırlı lineer operator olarak sırasıyla  ܧ(ॼ,߱	) ve ܧ(ॼ,߱ଵ		)’e 

genişletilebilcekleri söylenebilir. Bu durumda ܶ  ve 	 ܶ෪  için aşağıdaki gösterimler 

vardır. 

ܶ(݂)(ݖ) ≔
1
݅ߨ2

න
ଵିଵ[(ݓ)′߰](ݓ)݂ ⁄

(ݓ)߰ − ݖ ݓ݀
ॻ

,							݂ ∈  				)	(ॼ,߱ܧ

ܶ෪(݂)(ݖ) ≔ −
1
݅ߨ2

න
ଶିݓ	(ݓ)݂ ⁄ [߰ଵ′(ݓ)]ଵିଵ ⁄

߰ଵ(ݓ) − ݖ ݓ݀
ॻ

,							݂ ∈ ,(ॼܧ ߱		) 

 

3.1.2 Teorem Γ ∈ ܵ,  1 <  < ∞  ve  ߱ ∈ 	(Γ), ߱, ߱ଵܣ ∈  (ॻ) olsun. Buܣ

durumda  ܶ: )	(ॼ,߱ܧ → ,ܩ)ܧ ߱)		ve 	 ܶ෪:ܧ(ॼ,߱ଵ		) → ,ିܩ)ܧ ߱) operatörleri 

bire bir ve üzerinedir. Ayrıca  ݂ ∈ ,ܩ)ܧ ߱	) için ܶ൫ ݂
ା൯ = ݂ ve ݂ ∈ ,ିܩ)ܧ ߱	) 

için ܶ෪൫ ଵ݂
ା൯ = ݂ eşitlikleri geçerlidir. 

 İspat. Bu teorem	 ܶoperatörü için Daniyal M. İsrafilov ve Ali Güven 

tarafından [16] da  ispatlanmıştır. Biz teoremi 	 ܶ෪  için ispatlayalım. ݃	 ∈  ,)		(ॼ,߱ܧ

ݓ ∈ ॼ ve 

(ݓ)݃ =ߙݓ
ஶ

ୀ

 

݃’nin Taylor serisi olsun.Bu durumda ݃ ∈ ݃ ) olduğundan	(ॼ,߱ଵܧ ∈  )	ଵ(ॼܧ

sağlanır. ݃(ݓ) ≔ ve 0 (ݓݎ)݃ < ݎ < 1 için, 

‖݃ − ݃‖(ॻ,ఠబ) → 0, ݎ → 1ି 

elde ederiz. 3.1.1 teoremini kullanarak 

ฮ	 ܶ෪(݃) − 	 ܶ෪(݃)ฮ
(,ఠ)

→ ݎ					,0 → 1ି																			(12)	 

yazabiliriz. 

ߙݎݓ
ஶ

ୀ

 

serisi ॻ üzerinde düzgün yakınsar. Böylece ݖ ∈  için, 2.3.4 önermesini dikkate ିܩ

alırsak, 
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	 ܶ෪(݃)(ݖ) = −
1
݅ߨ2

න
݃(ݓ)	ିݓଶ ⁄ [߰ଵ′(ݓ)]ଵିଵ ⁄

߰ଵ(ݓ) − ݖ ݓ݀
ॻ

 

=ߙ(݃)ݎ ቐ−
1
݅ߨ2

න
ݓ ଶିݓ	 ⁄ [߰ଵ′(ݓ)]ଵିଵ ⁄

߰ଵ(ݓ) − ݖ ݓ݀
ॻ

ቑ
ஶ

ୀ

 

=ߙ(݃)ݎ
ஶ

ୀ

෨,(1ܨ ⁄ݖ ) 

eşitliği vardır. Şimdi 	 ܶ෪(݃) ifadesinin ܽ(݂) p-Faber katsayılarını hesaplayalım. 

߰ଵ(ݓ) ∈  ,olup ܩ

ܽ ቀ	 ܶ෪(݃)ቁ =
1
݅ߨ2

න
ൣ	 ܶ෪(݃)൫߰ଵ(ݓ)൯൧ݓଶ ⁄ [߰ଵ′(ݓ)]ଵ ⁄

ାଵݓ
ॻ

 ݓ݀

1
݅ߨ2

න
∑ ஶݎ(݃)ߙ
ୀ ෨,൫1ܨ ߰ଵ⁄ ଶݓ	൯(ݓ) ⁄ [߰ଵ′(ݓ)]ଵ ⁄

ାଵݓ
ॻ

 ݓ݀

=  ݎ(݃)ߙ
ஶ

ୀ

ቌ
1
݅ߨ2

න
෨,(1ܨ ߰ଵ(ݓ)⁄ ଶݓ	( ⁄ [߰ଵ′(ݓ)]ଵ ⁄

ାଵݓ
ॻ

 ቍݓ݀

olur ayrıca (7) ifadesinden 

ିଶ(ݓ) ⁄ 	[߰′ଵ(ݓ)]ିଵ ⁄ = ෨,(1ܨ ߰ଵ(ݓ)⁄ ) +  	൯(ݓ)෨,൫߰ଵܧ

ve 

1
݅ߨ2

න
෨,(1ܨ ߰ଵ(ݓ)⁄ ଶݓ	( ⁄ [߰ଵ′(ݓ)]ଵ ⁄

ାଵݓ
ॻ

ݓ݀ = 

=
1
݅ߨ2

න
൛(ݓ)ିଶ ⁄ 	[߰′ଵ(ݓ)]ିଵ ⁄ − ଶݓ	൯ൟ(ݓ)෨,൫߰ଵܧ ⁄ [߰ଵ′(ݓ)]ଵ ⁄

ାଵݓ ݓ݀
ॻ

 

=
1
݅ߨ2

න
ݓ

ାଵݓ ݓ݀ −	
ॻ

1
݅ߨ2

න
ଶݓ	൯(ݓ)෨,൫߰ଵܧ ⁄ [߰ଵ′(ݓ)]ଵ ⁄

ାଵݓ
ॻ

 ݓ݀

= ൜1,				݇ = ݉
0,				݇ ≠ ݉ 



35 
 

olacaktır ki 

ܽ ቀ	 ܶ෪(݃)ቁ =  ݎ(݃)ߙ

elde edilir. Böylece 

ܽ ቀ	 ܶ෪(݃)ቁ → ݎ					,(݃)ߙ → 1ି																						(13) 

olup diğer yandan 1 ⁄ + 1 ⁄ݍ = 1 için, Hölder eşitsizliğini kullanarak, 

ቚ ܽ ቀ	 ܶ෪(݃)ቁ − ܽ ቀ	 ܶ෪(݃)ቁቚ = 

= ቮ
1
݅ߨ2

න
ൣ	 ܶ෪(݃) − 	 ܶ෪(݃)൧൫߰ଵ(ݓ)൯	ݓଶ ⁄ [߰ଵ′(ݓ)]ଵ ⁄

ାଵݓ
ॻ

 ቮݓ݀

≤
1
ߨ2

නหൣ	 ܶ෪(݃) − 	 ܶ෪(݃)൧൫߰ଵ(ݓ)൯ห
ॻ

ห[߰ଵ′(ݓ)]ଵ ⁄ ห|݀ݓ| 

=
1
ߨ2

නหൣ	 ܶ෪(݃) − 	 ܶ෪(݃)൧(ݖ)ห


ଵି[(ݖ)߱][(ݖ)߱] ቚ൫߮′ଵ(ݖ)൯
ଵ ⁄ ቚ  |ݖ݀|

≤
1
ߨ2

ቌනหൣ	 ܶ෪(݃) − 	 ܶ෪(݃)൧(ݖ)ห




ቍ|ݖ݀|[(ݖ)߱]

ଵ ⁄

ቌන[߱(ݖ)]ି



|߮′ଵ(ݖ)||݀ݖ|ቍ

ଵ ⁄

 

=
1
ߨ2

ቌනหൣ	 ܶ෪(݃) − 	 ܶ෪(݃)൧(ݖ)߱(ݖ)ห




ቍ|ݖ݀|

ଵ ⁄

ቌන[߱ଵ(ݓ)]ି

ॻ

ቍ|ݓ݀|

ଵ ⁄

 

=
1
ߨ2

ฮ	 ܶ෪(݃) − 	 ܶ෪(݃)ฮ
(,ఠ)

ቌන[߱ଵ(ݓ)]ି

ॻ

ቍ|ݓ݀|

ଵ ⁄

 

bulunur ve (12) ifadesinden 

ܽ ቀ	 ܶ෪(݃)ቁ → ܽ ቀ	 ܶ෪(݃)ቁ , ݎ → 1ି																							(14) 

olduğu görülür. Böylece (13) ve (14) ilişkilerinden 

ܽ ቀ	 ܶ෪(݃)ቁ = ݇									,	(݃)ߙ = 0,1,2,… 

eşitliğine varılır.  
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Eğer 	 ܶ෪(݃) = 0 ise o zaman ݇ = 0,1,2,… için  ߙ = ܽ ቀ	 ܶ෪(݃)ቁ = 0 ve bu sayede 

݃ = 0 dır. Bu 	 ܶ෪:ܧ(ॼ, ߱		) → ,ିܩ)ܧ ߱) operatörünün bire bir olduğunu gösterir. 

Şimdi operatörün üzerine olduğunu gösterelim. ݂ ∈ ,ିܩ)ܧ ߱) olsun. O 

zaman 

(ݓ)1݂ ∶= ቁ(ݓ)ቀ߰1′	൧(ݓ)1߰ൣ݂
/1

/2ݓ ∈  (ॻ,߱1)ܮ

olur. Üstelik 2.2.18 önermesinden ଵ݂
ା ∈ ) ve ଵ݂		(ॼ,߱ܧ

ି ∈ ,(ॼିܧ ߱		) olur. 

ܽ(݂) ∶=
1
݅ߨ2

න ଵ݂(ݓ)
ାଵݓ

ॻ

 	ݓ݀	

=
1
݅ߨ2

න ଵ݂
ା(ݓ)
ାଵݓ

ॻ

ݓ݀	 −	
1
݅ߨ2

න ଵ݂
(ݓ)ି
ାଵݓ

ॻ

 ݓ݀	

=
1
݅ߨ2

න ଵ݂
ା(ݓ)
ାଵݓ

ॻ

 ݓ݀	

= ൫ߙ ଵ݂
ା൯ 

olduğundan ଵ݂
ା’nın orjindeki Taylor katsayıları ݂’in p-Faber katsayılarıdır. Yani 

ଵ݂
ା(ݓ) =  ܽ(݂)ݓ	,				ݓ ∈ ॼ.

ஶ

ୀ

 

İspatin ilk kısmından 

ܶ෪൫ ଵ݂
ା൯(ݖ) = ߙ൫ ଵ݂

ା൯
ஶ

ୀ

෨,(1ܨ ⁄ݖ ) =  ܽ(݂)
ஶ

ୀ

෨,(1ܨ ⁄ݖ ) = ݖ				,݂ ∈  ିܩ

ܶ෪ operatörünün üzerine olduğunu ispatlar çünkü ܧ(ିܩ, ߱) sınıfında aynı p-Faber 

serisine sahip fonksiyon yoktur. 

 

3.1.3 Teorem [11] ߱ ∈ (ܶ), 1ܣ <  < ∞ olsun. Her ݂ ∈ ,ܶ)ܮ ߱) ve ݎ ∈ ℕ 

için, 

(݂),ఠܧ ≤ ,݂)ߗ	ܿ ݊					,		,ఠ(ߜ ∈ ℕ 

değerlendirmesi n’ den bağımsız bir ܿ > 0 sabiti ile sağlanır. 
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3.1.4 Teorem [11] ߱ ∈ (ܶ), 1ܣ <  < ∞ olsun. Her ݂ ∈ ,ܶ)ܮ ߱) ve ݎ ∈ ℕ 

için, 

ߗ ൬݂,
1
݊൰,ఠ

≤
ܿ
݊

ߥ) + 1)ିଵܧఔ(݂),ఠ 	,							݊ ∈ ℕ


ఔୀ

 

değerlendirmesi n’ den bağımsız bir ܿ > 0 sabiti ile sağlanır. 

 

 3.1.5 Önerme ݃ ∈ ,(ॼܧ 	߱), ߱ ∈ (ॻ) ve 1ܣ <  < ∞ olsun. Eğer 

ݓ(݃)ߙ


ୀ

 

݃’nin orjindeki Taylor serisinin n. kısmi toplamı ise her ݎ ∈ ℕ için 

ะ݃(ݓ) −ߙ(݃)ݓ


ୀ

ะ
(ॻ,ఠ)

≤ ߗ	ܿ ൬݃,
1
݊൰,ఠ

, ∀	݊ ∈ ℕ 

eşitsizliği ܿ > 0 sabiti ile sağlanır. 

İspat 

 ܾ݁ఏ
ஶ

ୀିஶ

 

݃ sınır fonksiyonunun Fourier serisi ve 

ܵ(݃, (ߠ ≔  ܾ݁ఏ


ୀି

 

onun n. kısmi toplamı olsun. ݃ ∈ ݇  ଵ(ॼ) olduğundanܧ < 0  için ܾ = 0  ve  ݇ ≥ 0  

için ܾ =  (݃) olur. Böyleceߙ

ะ݃(ݓ) −ߙ(݃)ݓ


ୀ

ะ
(ॻ,ఠ)

=			 ฮ݃൫݁ఏ൯ − ܵ(݃,  (15)																			ฮ([,ଶగ],ఠ)(ߠ

yazılır. Eğer, ܮ([0,2ߨ],߱) sınıfında ݃൫݁ఏ൯ için en iyi yaklaşan trigonometrik 

polinom ܶ∗(݃,  ise (15) ifadesinden (ߠ

ะ݃(ݓ) −ߙ(݃)ݓ


ୀ

ะ
(ॻ,ఠ)

≤ 

≤ ฮ݃൫݁ఏ൯ − ܶ∗(݃, ฮ([,ଶగ],ఠ)(ߠ + ‖ܵ(݃ − ܶ∗ ,  (16)														([,ଶగ],ఠ)‖(ߠ
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olur. [40] çalışmasında ispatlanan 

ฯsup
ஹ

|ܵ(݃, ฯ|(ߠ
([,ଶగ],ఠ)

≤ ܿ	‖݃‖([,ଶగ],ఠ) 

eşitsizliğini (16) ifadesinde uygulayarak 

ะ݃(ݓ) −ߙ(݃)ݓ


ୀ

ะ
(ॻ,ఠ)

≤  (݃),ఠܧ	ܿ

elde edilir. Şimdi 3.1.3 teoremini kulanarak ܿ > 0 sabiti ile 

ะ݃(ݓ) −ߙ(݃)ݓ


ୀ

ะ
(ॻ,ఠ)

≤ ߗ	ܿ ൬݃,
1
݊൰,ఠ

, ∀	݊߳ℕ 

eşitsizliği elde edilir.∎ 

 

 3.1.6 Önerme  Eğer ݂ ∈ ,(ॼܧ 	߱), 1 <  < ∞ ve ߱ ∈ ݎ (ॻ) veܣ ∈ ℕ ise o 

zaman 

ߗ ൬݂,
1
݊൰,ఠ

≤
ܿ
݊

ߥ) + 1)ିଵܧఔ(݂),ఠ 	,							݊ ∈ ℕ


ఔୀ

 

değerlendirmesi ݊’den bağımsız bir ܿ > 0 sabiti ile sağlanır. 

 İspat ݂	 ∈ ,(ॼܧ 	߱) olsun. Bu durumda ݂ ∈  ;ଵ(ॼ) olur. Böylece ݂, ݂൫݁ఏ൯ܧ

ߠ ∈  biçiminde sınır değerlerine sahiptir. Buradan (ߨ0,2]

ߗ ൬݂,
1
݊൰,ఠ

= sup
|ఋ|ஸଵ

 (ॻ,ఠ)‖(ݓ)ఋ݂ߪ‖

= sup
|ఋ|ஸଵ

ฮߪఋ݂൫݁ఏ൯ฮ(்,ఠ) 

= ߗ ൬݂൫݁ఏ൯,
1
݊൰,ఠ

 

elde eldilir. 3.1.4 teoremi uygulanarak istenen 

ߗ ൬݂,
1
݊൰,ఠ

≤
ܿ
݊

ߥ) + 1)ିଵܧఔ(݂),ఠ 	,							݊ ∈ ℕ


ఔୀ

 

ifadesine ulaşılır.∎ 
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3.2 Ana Sonuçlar 

3.2.1 Teorem Γ ∈ ܵ ve ߱ ∈ (Γ), ߱ܣ ∈ (ॻ), 1ܣ <  < ∞ olsun. 

݂ ∈ ,ܩ)ܧ ߱) ve ݎ ∈ ℕ için, 

(݂)ீ,,ఠܧ ≤ ,݂)ߗ	ܿ ,ఠ,ீ(ߜ 			,				݊ ∈ ℕ	 

değerlendirmesi ݊’den bağımsız bir ܿ > 0 sabiti ile sağlanır. 

İspat ݂ ∈ 1 ,(߱,ܩ)ܧ <  < ∞ ve ݂(ݓ) ∶= ൯(ݓ)′൫߰[(ݓ)߰]݂
భ
, ݓ ∈ ॻ 

olsun. 3.1.2 teoreminden ݂
ା ∈ ,(ॼܧ ߱	) için ܶ൫ ݂

ା൯ = ݂ olduğu biliniyor. 

ܲ ∈ ࣪	(݊ = 0,1,2,… ,ܩ)ܧ  ,( ߱)  sınıfında ݂’e en iyi yaklaşan polinomlar olsun. 

Yani 

(݂)ீ,,ఠܧ = ‖݂ − ܲ‖(,ఠ) 

olsun. Bu durumda  ܶ( ܲ) ∈ ,ܩ)ܧ ߱) olduğu açıktır. 3.1.1 teoreminde belirtilen ܶ 

operatörünün sınırlılığı kullanılarak, 

(݂)ீ,,ఠܧ ≤ ฮ݂ − ܶ( ܲ)ฮ(,ఠ) 

= ฮ ܶ൫ ݂
ା൯ − ܶ( ܲ)ฮ(,ఠ) 

≤ ฮ ܶฮฮ ݂
ା − ܲฮ(ॻ,ఠబ) 

= ฮ ܶฮܧ൫ ݂
ା൯

,ఠబ
 

elde edilir. Sırasıyla, bu son eşitsizlik, ݂
ା ∈ ,(ॼܧ ߱	) için 3.1.5 önermesi ve 2.4.2 

tanımı kullanılarak 

(݂)ீ,,ఠܧ ≤ ൫ܧܿ ݂
ା൯

,ఠబ
≤ ߗ	ܿ ൬ ݂

ା,
1
݊൰,ఠబ

= ߗ	ܿ ൬݂,
1
݊൰ீ,,ఠ

	 

elde edilir ki istenendir. 

 

3.2.2 Teorem Γ ∈ ܵ ve ߱ ∈ (Γ), ߱ܣ ∈ (ॻ), 1ܣ <  < ∞ olsun. 

݂ ∈ ,ܩ)ܧ ߱) ve ݎ ∈ ℕ için, 

ߗ ൬݂,
1
݊൰ீ,,ఠ

≤
ܿ
݊

ߥ) + 1)ିଵܧఔ(݂)ீ,,ఠ 	,							݊ ∈ ℕ


ఔୀ

 

değerlendirmesi ݊’ den bağımsız bir ܿ > 0 sabiti ile sağlanır. 
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İspat  ݂ ∈ ,ܩ)ܧ ߱), 1 <  < ∞ ve ݂(ݓ) ∶= ൯(ݓ)′൫߰[(ݓ)߰]݂
భ
, ݓ ∈ ॻ 

olsun. 3.1.2 teoreminden yararlanılarak ܶ
ିଵ(݂) = ݂

ା ∈  .) yazılabilir	(ॼ,߱ܧ

ܲ ∈ ࣪	(݊ = 0,1,2,… ,ܩ)ܧ  ,( ߱) sınıfında ݂’e en iyi yaklaşan polinomlar olsun. 

Yani 

(݂)ீ,,ఠܧ = ‖݂ − ܲ‖(,ఠ) 

olsun. Bu durumda  ܶ
ିଵ( ܲ) ∈ ࣪(ॼ) olduğu açıktır. 3.1.1 teoreminden elde edilen 

ܶ
ିଵ operatörünün sınırlılığı kullanılarak, 

൫ܧ ݂
ା൯

,ఠబ
≤ ฮ ݂

ା − ܶ
ିଵ( ܲ)ฮ(ॻ,ఠబ) 

= ฮ ܶ
ିଵ(݂) − ܶ

ିଵ( ܲ)ฮ(ॻ,ఠబ) 

≤ ฮ ܶ
ିଵฮ‖݂ − ܲ‖(,ఠ) 

= ฮ ܶ
ିଵฮܧ(݂)ீ,,ఠ 

elde edilir. Sırasıyla 2.4.2 tanımı, ݂
ା ∈ ,(ॼܧ ߱	) için 3.1.6 önermesi ve bu son 

eşitsizlik kullanılarak, 

ߗ ൬݂,
1
݊൰ீ,,ఠ

= ߗ ൬ ݂
ା,
1
݊൰,ఠబ

 

≤
ܿ
݊

ߥ) + 1)ିଵܧఔ൫ ݂
ା൯

,ఠబ



ఔୀ

 

≤
ܿ
݊
ฮ ܶ

ିଵฮ(ߥ + 1)ିଵܧఔ(݂)ீ,,ఠ



ఔୀ

 

=
ܿ
݊

ߥ) + 1)ିଵܧఔ(݂)ீ,,ఠ



ఔୀ

 

elde edilir ki istenendir.	∎ 

 

3.2.3 Teorem Γ ∈ ܵ ve ߱ ∈ (Γ), ߱ଵܣ ∈ (ॻ), 1ܣ <  < ∞ olsun. 

݂ ∈ ,ିܩ)ܧ ߱) ve ݎ ∈ ℕ için, 

(݂)ீష,,ఠܧ ≤ ,݂)ߗ	ܿ ష,,ఠீ(ߜ 			,							݊ ∈ ℕ 

değerlendirmesi ݊’den bağımsız bir ܿ > 0 sabiti ile sağlanır. 
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İspat ݂ ∈ ,ିܩ)ܧ ߱), 1 <  < ∞ ve ݂1(ݓ) ∶= ቁ(ݓ)ቀ߰1′	൧(ݓ)1߰ൣ݂
1
2ݓ ൗ , 

ݓ ∈ ॻ olsun. 3.1.2 teoreminden ଵ݂
ା ∈ ) için ܶ෪൫	(ॼ,߱ଵܧ ଵ݂

ା൯ = ݂ olduğu biliniyor. 

ܲ
∗ ∈ ࣪

∗	(݊ = 0,1,2,… ,ିܩ)ܧ  ,( ߱) sınıfında ݂’e en iyi yaklaşan 1 ⁄ݖ ’ye göre 

polinomlar olsun.Yani 

(݂)ீష,,ఠܧ = ‖݂ − ܲ
∗‖(,ఠ) 

olsun. Bu durumda  ܶ෪( ܲ
∗) ∈ ,ିܩ)ܧ ߱) olduğu açıktır. 3.1.1 teoreminde belirtilen 

ܶ operatörünün sınırlılığı kullanılarak, 

(݂)ீష,,ఠܧ ≤ ฮ݂ − ܶ෪( ܲ
∗)ฮ

(,ఠ)
 

= ฮ ܶ෪൫ ଵ݂
ା൯ − ܶ෪( ܲ

∗)ฮ
(,ఠ)

 

≤ ฮ ܶ෪ฮฮ ଵ݂
ା − ܲ

∗ฮ
(ॻ,ఠభ)

 

= ฮ ܶ෪ฮܧ൫ ଵ݂
ା൯

,ఠభ
 

elde edilir. Sırasıyla, bu son eşitsizlik, ଵ݂
ା ∈ ,(ॼܧ ߱ଵ	) için 3.1.5 önermesi ve 2.4.3 

tanımı kullanılarak 

(݂)ீష,,ఠܧ ≤ ൫ܧܿ ଵ݂
ା൯

,ఠభ
≤ ߗ	ܿ ൬ ଵ݂

ା,
1
݊൰,ఠభ

= ߗ	ܿ ൬݂,
1
݊൰ீష,,ఠ

	 

elde edilir ki istenendir.∎ 

 

3.2.4 Teorem Γ ∈ ܵ ve ߱ ∈ (Γ), ߱ଵܣ ∈ (ॻ), 1ܣ <  < ∞ olsun. 

݂ ∈ ,ିܩ)ܧ ߱) ve ݎ ∈ ℕ için, 

ߗ ൬݂,
1
݊൰ீష,,ఠ

≤
ܿ
݊

ߥ) + 1)ିଵܧఔ(݂)ீష,,ఠ	,							݊ ∈ ℕ


ఔୀ

 

değerlendirmesi ݊’den bağımsız bir ܿ > 0 sabiti ile sağlanır. 

İspat ݂ ∈ ,ିܩ)ܧ ߱)	, 1 <  < ∞ ve ݂1(ݓ) ∶= ቁ(ݓ)ቀ߰1′	൧(ݓ)1߰ൣ݂
1
2ݓ ൗ , 

ݓ ∈ ॻ olsun. 3.1.2 teoreminden yararlanılarak ܶ෪
ିଵ(݂) = ଵ݂

ା ∈  )	(ॼ,߱ଵܧ

yazılabilir. ܲ
∗ ∈ ࣪	∗(݊ = 0,1,2,… ,ିܩ)ܧ  ,( ߱) sınıfında ݂’e en iyi yaklaşan 

1 ⁄ݖ ’ye göre polinomlar olsun.  
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Yani 

(݂)ீష,,ఠܧ = ‖݂ − ܲ
∗‖(,ఠ) 

olsun. Bu durumda ܶ෪
ିଵ( ܲ

∗) ∈ ࣪(ॼ) olduğu açıktır. 3.1.1 teoreminden elde edilen 

ܶ෪
ିଵ

 operatörünün sınırlılığı kullanılarak, 

൫ܧ ଵ݂
ା൯

,ఠభ
≤ ቛ ଵ݂

ା − ܶ෪
ିଵ( ܲ

∗)ቛ
(ॻ,ఠభ)

 

= ቛ ܶ෪
ିଵ(݂) − ܶ෪

ିଵ( ܲ
∗)ቛ

(ॻ,ఠభ)
 

≤ ቛ ܶ෪
ିଵቛ‖݂ − ܲ

∗‖(,ఠ) 

= ቛ ܶ෪
ିଵቛܧ(݂)ீష,,ఠ 

elde edilir. Sırasıyla 2.4.3 tanımı, ଵ݂
ା ∈  ) için 3.1.6 önermesi ve bu son	(ॼ,߱ଵܧ

eşitsizlik kullanılarak, 

ߗ ൬݂,
1
݊൰ீష,,ఠ

=	 ߗ	 ൬ ଵ݂
ା,
1
݊൰,ఠభ

 

≤
ܿ
݊

ߥ) + 1)ିଵܧఔ൫ ଵ݂
ା൯

,ఠభ



ఔୀ

 

≤
ܿ
݊
ቛ ܶ෪

ିଵቛ(ߥ + 1)ିଵܧఔ(݂)ீష,,ఠ



ఔୀ

 

=
ܿ
݊

ߥ) + 1)ିଵܧఔ(݂)ீష,,ఠ



ఔୀ

 

elde edilir ki istenendir.	∎ 
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3.2.5 Sonuç  ݂ ∈ ,ܩ)ܧ ߱), 1 <  < ∞ olsun. Γ ∈ ܵ ve ߱ ∈  , (Γ)ܣ

߱ ∈ (݂)ீ,,ఠܧ (ॻ) olsun. Eğerܣ = ࣩ(݊ିఈ), ߙ > 0 ise o zaman her ݂ ∈  (߱,ܩ)ܧ

için, 

,݂)ߗ ,ఠ,ீ(ߜ = ൞

ݎ															,(ఈߜ)ࣩ > ߙ

ࣩ ൬ߜఈ log
1
൰ߜ ݎ							, = 					ߙ

ݎ															,(ߜ)ࣩ < ߙ

 

olur. 

  

3.2.6 Tanım ߙ > 0 ve	ݎ ≔ ⟦ߙ⟧ + 1 için 

,ܩ)ఈ݅ܮ (߱, ≔ ൛݂ ∈ ,݂)ߗ	:(߱,ܩ)ܧ ,ఠ,ீ(ߜ = ,(ఈߜ)ࣩ ߜ > 0ൟ 

olarak tanımlanan kümeye genelleştirilmiş ݅ܮఈ(ܩ, , ߱)	Lipschitz sınıfı denir.  

 

3.2.7 Sonuç ݂ ∈ 1 ,(߱,ܩ)ܧ <  < ∞  olsun. Γ ∈ ܵ ve ߱ ∈  ,(Γ)ܣ

߱ ∈ ߙ (ॻ) olsun. Eğer birܣ > 0 için ܧ(݂)ீ,,ఠ = ࣩ(݊ିఈ)	ise ݂ ∈ ,ܩ)ఈ݅ܮ  (߱,

olur. 

 

3.2.8 Sonuç Γ ∈ ܵ, ߱ ∈ (Γ), ߱ܣ ∈ (ॻ) ve 1ܣ <  < ∞ olsun.  

Eğer ߙ > 0 için,  ݂ ∈ ,ܩ)ఈ݅ܮ (݂)ீ,,ఠܧ ise o zaman (߱, = ࣩ(݊ିఈ)  olur. 

 

3.2.7 ve 3.2.8 sonuçlarını birleştirerek aşağıdaki teorem elde edilir. 

 

3.2.9 Teorem Γ ∈ ܵ  ve ߱ ∈ (Γ)ܣ , ߱ ∈ 	(ॻ)ܣ , 1 <  < ∞  olsun. O 

zaman ߙ > 0 için, aşağıdaki ifadeler denktir: 

i) ݂ ∈ ,ܩ)ఈ݅ܮ  (߱,

ii)	ܧ(݂)ீ,,ఠ = ࣩ(݊ିఈ), ݊ ∈ ℕ. 
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3.2.10 Sonuç  ݂ ∈ ,ିܩ)ܧ ߱), 1 <  < 	∞ olsun. Γ ∈ ܵ  ve ߱ ∈  ,(Γ)ܣ

߱ଵ ∈ (݂)ீష,,ఠܧ (ॻ)  olsun. Eğerܣ = ࣩ(݊ିఈ), ߙ > 0 ise o zaman her ݂ ∈

,ିܩ)ܧ ߱) için, 

,݂)ߗ ష,,ఠீ(ߜ = ൞

ݎ															,(ఈߜ)ࣩ > ߙ

ࣩ ൬ߜఈ log
1
൰ߜ ݎ							, = 					ߙ

ݎ															,(ߜ)ࣩ < ߙ

 

olur. 

 

3.2.11 Tanım ߙ > 0 ve	ݎ ≔ ⟦ߙ⟧ + 1 için 

,ିܩ)ఈ݅ܮ , ߱) ≔ ൛݂ ∈ ,ିܩ)ܧ ,݂)ߗ	:(߱ ష,,ఠீ(ߜ = ,(ఈߜ)ࣩ ߜ > 0ൟ 

olarak tanımlanan kümeye genelleştirilmiş ݅ܮఈ(ିܩ, , ߱)	Lipschitz sınıfı denir. 

 

3.2.12 Sonuç ݂ ∈ ,ିܩ)ܧ ߱), 1 <  < 	∞  olsun. Γ ∈ ܵ  ve ߱ ∈ (Γ)ܣ , 

߱ଵ ∈ (ॻ)ܣ  olsun. Eğer bir ߙ > 0  için ܧ(݂)ீష,,ఠ = ࣩ(݊ିఈ)  ise 

݂ ∈ ,ିܩ)ఈ݅ܮ , ߱) olur. 

 

3.2.13 Sonuç Γ ∈ ܵ, ߱ ∈ (Γ), ߱ଵܣ ∈ (ॻ) ve 1ܣ <  < ∞ olsun.  

Eğer ߙ > 0 için,  ݂ ∈ ,ିܩ)ఈ݅ܮ , ߱) ise o zaman ܧ(݂)ீష,,ఠ = ࣩ(݊ିఈ)  olur. 

 

3.2.12 ve 3.2.13 sonuçlarını birleştirerek aşağıdaki teorem elde edilir. 

 

3.2.14 Teorem Γ ∈ ܵ ve ߱ ∈ (Γ), ߱ଵܣ ∈ ,(ॻ)ܣ 1 <  < ∞ olsun. O 

zaman ߙ > 0  için, aşağıdaki ifadeler denktir: 

i) ݂ ∈ ,ିܩ)ఈ݅ܮ , ߱) 

ii)	ܧ(݂)ீష,,ఠ = ࣩ(݊ିఈ), ݊ ∈ ℕ. 
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Şimdi 2.4.1 tanımında ݎ ∈ ℕ için tanımladığımız ortalama düzgünlük 

modülünü ݎ ∈ ℝା kesirli durumuna genelleştirelim: 

 

ݓ  ∈ ॻ, ݐ ∈ ℝ	, ݎ ∈ ℝା ∶= (0,∞)	 olsun ve [ܥ], ifadesi ݇ > 1 için 

[ܥ] ≔
ݎ)ݎ − 1)… ݎ) − ݇ + 1)

݇! , 

݇ = 1 için [ܥ] ≔ ݇ ve ݎ = 0 için [ܥ] ≔ 1 olduğunda 

∆௧݂(ݓ):= (−1)[ܥ]
ஶ

ୀ

݂൫݁ݓ(ି)௧൯,			݂ ∈ 	  (17)																								ଵ(ॻ)ܮ

olsun. [55] den 

|[ܥ]| ≔ ቤ
ݎ)ݎ − 1)… ݎ) − ݇ + 1)

݇!
ቤ ≤

(ݎ)ܿ
݇ାଵ 	,			݇	 ∈ 	ℤ

ା 

olduğundan 

(ݎ)ܥ ≔ |[ܥ]| < ∞
ஶ

ୀ

 

eşitsizliği geçerli olur. Böylece ∆௧݂(ݓ) ifadesi hemen hemen her yerde tanımlıdır.

  

Şimdi ݂ ∈ ߱ (ॻ,߱) veܮ ∈ ,(ॻ)ܣ 1 <  < ∞ ve ݓ ∈ ॻ için 

(ݓ)ఋ݂ߪ ≔
1
ߜ
න|∆௧݂(ݓ)|݀ݐ
ఋ



 

tanımlayalım. (17) ifadesindeki seri hemen her yerde mutlak yakınsak olduğundan 

hemen her yerde ߪఋ݂(ݓ) < ∞ olacaktır; ܮ(ॻ,߱) uzayında ߱ ∈  (ॻ) olduğunuܣ

dikkate alıp Hardy-Littlewood Maximal fonksiyonunun sınırlılığından 

(ॻ,ఠ)‖(	ݓ)ఋ݂ߪ‖ ≤ ,)ܿ (ॻ,ఠ)‖݂‖(ݎ < ∞ 

elde edilir.  

Böylece eğer ݎ ∈ ℝା ve ߱ ∈ ,(ॻ)ܣ 1 <  < ∞  ise  ݂ ∈  (ॻ,߱)ܮ

fonksiyonu için r. ortalama düzgünlük modülünü 

,݂)ߗ ℎ),ఠ ≔ sup
|ఋ|ஸ

 (ॻ,ఠ)‖(ݓ)ఋ݂ߪ‖

olarak tanımlarız.  
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3.2.15 Tanım ݂ ∈ 1  , (߱,ܩ)ܧ <  < ∞  ve ߱ ∈ 	ݎ ,(Γ)ܣ ∈ ℝା olsun. 

,݂)ߗ	 ,ఠ,ீ(ߜ ≔ ൫ߗ ݂
ା, ൯,ఠబߜ ߜ			,		 > 0 

ifadesine ݂ ∈ ,ܩ)ܧ ߱) fonksiyonunun r. düzgünlük modülü denir. 

 

 3.2.16 Tanım ݂ ∈ ,ିܩ)ܧ ߱),  1 <  < ∞  ve  ߱ ∈ 	ݎ ,(Γ)ܣ ∈ ℝା olsun. 

,݂)ߗ	 ష,,ఠீ(ߜ ≔ ൫ߗ ଵ݂
ା, ൯,ఠభߜ ߜ			,		 > 0 

ifadesine ݂ ∈ ,ିܩ)ܧ ߱) fonksiyonunun ݎ. düzgünlük modülü denir. 

 

3.2.17 Teorem [33] ߱ ∈ (ܶ), 1ܣ <  < ∞ olsun. Her ݂ ∈ ,ܶ)ܮ ߱) ve 

ݎ ∈ ℝା için, 

ߗ ቀ݂,
ߨ

݊ + 1ቁ,ఠ
≤

ܿ
(݊ + 1)

ߥ) + 1)ିଵܧఔ(݂),ఠ 	,							݊ ∈ ℕ


ఔୀ

 

değerlendirmesi ݊’ den bağımsız bir ܿ > 0 sabiti ile sağlanır.  

 

3.2.17 teoremi R. Akgün tarafından verilmiş olup ܮ(ܶ,߱)  uzayında ters 

teoremin kesirli duruma bir genelleşmesidir. ܧ(ܩ, ߱) sınıfında elde ettiğimiz ters 

teoremler, daha önce kullandığımız yöntemle bu teorem yardımıyla kesirli duruma 

genelleştirilebilirler. 

 

3.2.18 Teorem Γ ∈ ܵ ve ߱ ∈ (Γ), ߱ܣ ∈ (ॻ), 1ܣ <  < ∞ olsun. 

݂ ∈ ,ܩ)ܧ ߱) ve ݎ ∈ ℝା için, 

ߗ ቀ݂,
ߨ

݊ + 1ቁீ,,ఠ
≤

ܿ
(݊ + 1)

ߥ) + 1)ିଵܧఔ(݂)ீ,,ఠ 	,							݊ ∈ ℕ


ఔୀ

 

değerlendirmesi ݊’ den bağımsız bir ܿ > 0 sabiti ile sağlanır. 
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3.2.19 Teorem Γ ∈ ܵ ve ߱ ∈ (Γ), ߱ଵܣ ∈ (ॻ), 1ܣ <  < ∞ olsun. 

 ݂ ∈ ,ିܩ)ܧ ߱) ve ݎ ∈ ℝା için, 

ߗ ቀ݂,
ߨ

݊ + 1ቁீష,,ఠ
≤

ܿ
(݊ + 1)

ߥ) + 1)ିଵܧఔ(݂)ீష,,ఠ 	,							݊ ∈ ℕ


ఔୀ

 

değerlendirmesi ݊’ den bağımsız bir ܿ > 0 sabiti ile sağlanır. 
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4. AĞIRLIKLI SMİRNOV SINIFLARINDA TERS 

TEOREMLERİN İYİLEŞTİRMELERİ 

4.1 Yardımcı Sonuçlar 

3.2.17 teoremi ile ifade edilen kesirli durumdaki ters teorem Daniyal M. 

İsrafilov ve Yunus Emre Yıldırır tarafından iyileştirilerek aşağıdaki teorem elde 

edilmiştir : 

 

4.1.1 Teorem [34]  ݂ ∈ ,ܶ)ܮ 	߱) , 1 <  < ∞ ve ߱ ∈  (ܶ) olsun. Verilenܣ
bir ݎ ∈ ℝା için 

ߗ ቀ݂,
ߨ

݊ + 1ቁ,ఠ
≤

ܿ
(݊ + 1) ൝

ߥ) + 1)ఉିଵܧఔ
ఉ(݂),ఠ



ఔୀ

ൡ
ଵ ఉ⁄

, ݊ ∈ ℕ 

değerlendirmesi ߚ = ,}݊݅݉ 2} olduğunda ݊’den bağımsız bir ܿ > 0 sabiti ile 
sağlanır. 

 

4.1.2 Önerme Eğer 	݂ ∈ ,(ॼܧ 	߱) , 1 <  < ∞  ve ߱ ∈  .(ॻ) olsunܣ

ݎ	∀	 ∈ ℝା için  

ߗ ቀ݂,
ߨ

݊ + 1ቁ,ఠ
≤

ܿ
(݊ + 1) ൝

ߥ) + 1)ఉିଵܧఔ
ఉ(݂),ఠ



ఔୀ

ൡ
ଵ ఉ⁄

, ݊ ∈ ℕ 

değerlendirmesi ߚ = ,}݊݅݉ 2} olduğunda ݊’ den bağımsız bir ܿ > 0 sabiti ile 

sağlanır. 

 

 İspat ݂	 ∈ ,(ॼܧ 	߱)  olsun. Bu durumda ݂ ∈ ଵ(ॼ)ܧ  olur. Böylece ݂ , 

݂൫݁ఏ൯; ߠ	 ∈ (ߨ0,2]  biçiminde sınır değerlerine sahiptir. Buradan 

ߗ ቀ݂,
ߨ

݊ + 1ቁ,ఠ
= sup

|ఋ|ஸ గ
ାଵ

 (ॻ,ఠ)‖(ݓ)ఋ݂ߪ‖
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= sup
|ఋ|ஸ గ

ାଵ

ฮߪఋ݂൫݁ఏ൯ฮ(்,ఠ) 

= ߗ ቀ݂൫݁ఏ൯,
ߨ

݊ + 1ቁ,ఠ
 

elde eldilir.  

Böylece 4.1.1. teoremi uygulanarak istenen 

ߗ ቀ݂,
ߨ

݊ + 1ቁ,ఠ
≤

ܿ
(݊ + 1) ൝

ߥ) + 1)ఉିଵܧఔ
ఉ(݂),ఠ



ఔୀ

ൡ
ଵ ఉ⁄

, ݊ ∈ ℕ 

ifadesine ulaşılır.∎ 

4.2 Ana Sonuçlar 

4.2.3 Teorem Γ ∈ ܵ ve ߱ ∈ (Γ), ߱ܣ ∈ ,(ॻ)ܣ 1 <  < ∞ olsun. 

݂ ∈ ,ܩ)ܧ ߱) ve ݎ ∈ ℝା için, 

ߗ ቀ݂,
ߨ

݊ + 1ቁீ,,ఠ
≤

ܿ
(݊ + 1) ൝

ߥ) + 1)ఉିଵܧఔ
ఉ(݂)ீ,,ఠ



ఔୀ

ൡ
ଵ ఉ⁄

, ݊ ∈ ℕ 

değerlendirmesi ߚ = ,}݊݅݉ 2} olduğunda ݊’den bağımsız bir ܿ > 0 sabiti ile 

sağlanır. 

İspat ݂ ∈ 1 ,(߱,ܩ)ܧ <  < ∞  ve  ݂(ݓ) ∶= ൯(ݓ)′൫߰[(ݓ)߰]݂
భ
 , ݓ ∈ ॻ 

olsun. 3.1.2 teoreminden yararlanılarak ܶ
ିଵ(݂) = ݂

ା ∈  .) yazılabilir	(ॼ,߱ܧ

ܲ ∈ ࣪	(݊ = 0,1,2,…  .sınıfında ݂’e en iyi yaklaşan polinomlar olsun (߱,ܩ)ܧ ,(

Yani 

(݂)ீ,,ఠܧ = ‖݂ − ܲ‖(,ఠ) 

olsun. Bu durumda ܶ
ିଵ( ܲ) ∈ ࣪(ॼ) olduğu açıktır. 3.1.1 teoreminde belirtilen 

ܶ
ିଵ operatörünün sınırlılığı kullanılarak, 

൫ܧ ݂
ା൯

,ఠబ
≤ ฮ ݂

ା − ܶ
ିଵ( ܲ)ฮ(ॻ,ఠబ) 

= ฮ ܶ
ିଵ(݂) − ܶ

ିଵ( ܲ)ฮ(ॻ,ఠబ) 

≤ ฮ ܶ
ିଵฮ‖݂ − ܲ‖(,ఠ) 
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= ฮ ܶ
ିଵฮܧ(݂)ீ,,ఠ 

elde edilir. 

Sırasıyla 3.2.15 tanımı, ݂
ା ∈  ) için 4.1.2 önermesi ve bu son eşitsizlik	(ॼ,߱ܧ

kullanılarak, 

ߗ ቀ݂,
ߨ

݊ + 1ቁீ,,ఠ
= ߗ ቀ ݂

ା,
ߨ

݊ + 1ቁ,ఠబ
 

≤
ܿ
݊ ൝

ߥ) + 1)ఉିଵܧఔ
ఉ൫ ݂

ା൯
,ఠబ



ఔୀ

ൡ
ଵ ఉ⁄

 

≤
ܿ
݊
ฮ ܶ

ିଵฮ ൝(ߥ + 1)ఉିଵܧఔ
ఉ(݂)ீ,,ఠ



ఔୀ

ൡ
ଵ ఉ⁄

 

=
ܿ
݊ ൝

ߥ) + 1)ఉିଵܧఔ
ఉ(݂)ீ,,ఠ



ఔୀ

ൡ
ଵ ఉ⁄

 

elde edilir ki istenendir.	∎ 

 

4.2.4 Teorem Γ ∈ ܵ ve ߱ ∈ (Γ), ߱ଵܣ ∈ ,(ॻ)ܣ 1 <  < ∞ olsun.  

݂ ∈ ,ିܩ)ܧ ߱) ve ݎ ∈ ℝା için  

ߗ ቀ݂,
ߨ

݊ + 1ቁீష,,ఠ
≤

ܿ
(݊ + 1) ൝

ߥ) + 1)ఉିଵܧఔ
ఉ(݂)ீష,,ఠ



ఔୀ

ൡ
ଵ ఉ⁄

, ݊ ∈ ℕ 

değerlendirmesi ߚ = ,}݊݅݉ 2} olduğunda ݊’den bağımsız bir ܿ > 0 sabiti ile 

sağlanır. 

İspat ݂ ∈ ,ିܩ)ܧ ߱), 1 <  < ∞  ve  ݂1(ݓ) ∶= ቁ(ݓ)ቀ߰1′	൧(ݓ)1߰ൣ݂
1
2ݓ ൗ , 

ݓ ∈ ॻ	 olsun. 3.1.2 teoreminden yararlanılarak ܶ෪
ିଵ(݂) = ଵ݂

ା ∈  )	(ॼ,߱ଵܧ

yazılabilir. ܲ
∗ ∈ ࣪

∗	(݊ = 0,1,2,… ,ିܩ)ܧ ,( ߱) sınıfında ݂’e en iyi yaklaşan 

1 ⁄ݖ ’ye göre polinomlar olsun. Yani 

(݂)ீష,,ఠܧ = ‖݂ − ܲ
∗‖(,ఠ) 

olsun. Bu durumda ܶ෪
ିଵ( ܲ

∗) ∈ ࣪(ॼ) olduğu açıktır. 
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 3.1.1 teoreminde belirtilen ܶ෪
ିଵ

 operatörünün sınırlılığı kullanılarak, 

൫ܧ ଵ݂
ା൯

,ఠభ
≤ ቛ ଵ݂

ା − ܶ෪
ିଵ( ܲ

∗)ቛ
(ॻ,ఠభ)

 

= ቛ ܶ෪
ିଵ(݂) − ܶ෪

ିଵ( ܲ
∗)ቛ

(ॻ,ఠభ)
 

≤ ቛ ܶ෪
ିଵቛ‖݂ − ܲ

∗‖(,ఠ) 

= ቛ ܶ෪
ିଵቛܧ(݂)ீష,,ఠ 

elde edilir. Sırasıyla 3.2.16 tanımı, ଵ݂
ା ∈  ) için 4.1.2 önermesi ve bu son	(ॼ,߱ଵܧ

eşitsizlik kullanılarak, 

ߗ ቀ݂,
ߨ

݊ + 1ቁீష,,ఠ
=	 ߗ	 ቀ ଵ݂

ା,
ߨ

݊ + 1ቁ,ఠభ
 

≤
ܿ
݊ ൝

ߥ) + 1)ఉିଵܧఔ
ఉ൫ ଵ݂

ା൯
,ఠభ



ఔୀ

ൡ
ଵ ఉ⁄

 

≤
ܿ
݊
ቛ ܶ෪

ିଵቛ ൝(ߥ + 1)ఉିଵܧఔ
ఉ(݂)ீష,,ఠ



ఔୀ

ൡ
ଵ ఉ⁄

 

=
ܿ
݊ ൝

ߥ) + 1)ఉିଵܧఔ
ఉ(݂)ீష,,ఠ



ఔୀ

ൡ
ଵ ఉ⁄

 

elde edilir ki istenendir.	∎ 
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5. SONUÇ VE ÖNERİLER 

Bu tez çalışmasında yaklaşım teorisinin düz ve ters teoremleri incelenmiştir. 

Elde edilen yeni bulgular üçüncü ve dördüncü bölümlerde yer almaktadır. 

 

Üçüncü bölümde ağırlıklı Smirnov sınıflarında yaklaşım teorisinin düz ve ters 

teoremleri ispatlanmıştır. Daha sonra ters teoremlerin kesirli duruma genelleştirildiği 

sonuçlara yer verilmiştir. 

 

Dördüncü bölümde ise üçüncü bölümde ispatladığımız ağırlıklı Smirnov 

sınıflarında yaklaşım teorisinin ters teoremlerinin kesirli durumdaki iyileştirmeleri 

ispatlanmıştır 
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