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OZET
HECKE GRUPLARINDA BAZI OZEL SAYI DiZILERIi

Zehra SARIGEDIK
Balikesir Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah
(Yiiksek Lisans Tezi / Tez Damsmani : Yrd. Do¢. Dr. Sebahattin IKIKARDES)
Balikesir, 2010
Bu tez bes boliimden olugmaktadir. Birinci boliimde Fibonacci ile ilgili genel

bilgiler verilmistir.

Ikinci boliimde, genellestirilmis Fibonacci ve genellestirilmis Lucas sayilar:

ve bu sayilarin bazi 6zellikleri ele alinmistir.

Ugiincii boliimde, daha sonraki bdliimde gerekli olan Hecke gruplar1 ve

genisletilmis Hecke gruplari ile ilgili bazi tanimlar, teoremler verilmistir.

Doérdiinci  boliimde, genisletilmis Hecke gruplarindan faydalanarak
genellestirilmis Fibonacci ve genellestirilmis Lucas dizilerinin tanimlar1 yapilmastir.
Daha sonra bu diziler ile ilgili bir takim 6zellikler verilmistir ve bu dizilerden yeni
dizilerin de elde edilebildigi gosterilmistir. Ayrica genellestirilmis Fibonacci ve
genellestirilmis Lucas dizilerinin polinom seklinde yazilabildigi gdsterilmistir ve bu

diziler i¢in elde edilen baz1 iist siir 6zellikleri de verilmistir.

Son boliimde, elde edilen sonuglarm bir 6zeti verilmistir.

ANAHTAR SOZCUKLER : Genellestirilmis Fibonacci Dizileri, Genellestirilmis

Lucas Dizileri, Genisletilmis Hecke Gruplari.
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ABSTRACT
SOME SPECIAL NUMBER SEQUENCES
IN THE HECKE GROUPS

Zehra SARIGEDIK
Balikesir University, Institute of Science
Department of Mathematics
(M. Sc. Thesis / Supervisor : Asst. Prof. Dr. Sebahattin IKIKARDES)
Balikesir, 2010
This thesis consists of five chapters. In the first chapters, are given general

information about Fibonacci.

In the second chapter, generalized Fibonacci and generalized Lucas numbers

and some properties of these numbers have been given.

In the third chapter, some definitions, theorems are necessary for Hecke

groups and extended Hecke groups in later sections are given.

In the fourth chapter, generalized Fibonacci and generalized Lucas sequences
are defined by extended Hecke groups. Then, these sequences are related to some
properties and these sequences can be obtained from the new sequences are shown.
Also, generalized Fibonacci and generalized Lucas sequences can be written in
polynomial form is shown and obtained for these sequences have been given some

upper bound properties.

In the last chapter, a brief summary of the results obtained is given.

KEY WORDS : Generalized Fibonacci Sequences, Generalized Lucas Sequences,
Extended Hecke Groups.
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1. GIRIS

Fibonacci ile ilgili pek ¢ok bilgi [1, 2, 3, 4, 5] nolu kaynaklarda
bulunmaktadir. Bu bilgiler incelendiginde Fibonacci ile ilgili kisaca asagidaki

bilgiler verilebilir.

Leonardo Fibonacci tahmini 1170 yilinda Italya'nin Pisa sehrinde dogdu.
Kesin dogum tarihi bilinmemektedir. Babasinin isi nedeniyle Kuzey Afrika’ya ve
Cezayir’e gitttigi ve burada Arap hocalardan matematik dersleri aldig1 bilinmektedir.
Hint-Arap sayilarini (1, 2, 3, ...) 6grenerek, bunlar1 Avrupa’ya tanitmistir. Fibonacci
modern cagda en fazla Hint-Arap sayilarim1 Avrupa'ya getirmesiyle ve 13. yiizyil
baslarinda yaymlanan Liber Abaci isimli hesaplama yontemleri kitabiyla taninir. Bu
kitap gilindelik hayatta ticari defter tutma, Sl¢li birimlerini ¢evirme, faiz hesaplama,
para bozma ve degistirme ve benzeri islemlerde Onemini gdstermistir.  Kitap
Avrupa'da tahsilli insanlar arasinda hizli bir sekilde yayilmis ve Avrupa'nin bilimde
ilerlemesine onemli etkileri olmustur. Liber Abaci'de karsilasilan bir problemin
¢Oziimiinde Fibonacci dizisi anlatilmaktadir.

Bu problem asagidaki gibidir:

Tavsan Problemi

“Dort yani duvarlarla ¢evrili bir yere bir ¢ift tavsan konmustur. Her ¢ift
tavsanin bir ay i¢inde yeni bir ¢ift tavsan yavruladigi, her yeni ¢iftin de erginlesmesi
icin bir ay gerektigi ve tavsanlarin 6lmedigi varsayilirsa, 100 ay sonunda dort
duvarin arasinda kag ¢ift tavsan olur?” Bu problem diisiiniildiigii takdirde tavsan

ciftleri aylara gore su siralamay1 ortaya koymaktadir:
1,1,2,3,5,8, 13,21, 34, 55, 89, 144...

Boylece



n: 1 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12
F: 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 ...
seklinde artar.

Goriildigi gibi her say1 kendisinden 6nce gelen iki sayinin toplamima esittir. Bu
problemin ¢6ziimiinde tavsan ciftlerinin sayisinin artigint gosteren sayr dizisi
Fibonacci sayilari, diziye de Fibonacci dizisi denir. Bu say1 dizisi 6. yiizyildan beri
Hintli matematikg¢iler tarafindan bilinmekteydi ancak Avrupa'ya ilk olarak Fibonacci

tarafindan tanitilmstir.

Fibonacci sayilarinin tanitilmasinin ardindan matematik¢iler bu say1 dizilerine
benzer baska diziler olup olmadigmni arastirmiglardir. Literatiirde [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7]
nolu kaynaklarda Fibonacci sayilarinin degisik bicimde genellemeleri olmustur. Bu
tezde, [6] nolu kaynakta diisiinlilmiis olan genellestirilmis Fibonacci dizilerinin genel

olarak hangi 6zellikleri sagladig1 incelenmistir.

Bu tezde, genellestirilmis Fibonacci ve genellestirilmis Lucas dizilerinden

yeni diziler elde edilerek bu dizilerin 6zellikleri incelenmistir.

Ikinci béliimde, genellestirilmis Fibonacci ve genellestirilmis Lucas sayilar:

ve bu sayilarin bazi 6zellikleri ele alinmistir.

Ucgiincii boliimde, daha sonraki bdliimde gerekli olan Hecke gruplari ve

genisletilmis Hecke gruplari ile ilgili bazi tanimlar, teoremler verilmistir.

Doérdiincii  boliimde, genisletilmis Hecke gruplarindan faydalanarak
genellestirilmis Fibonacci ve genellestirilmis Lucas dizilerinin tanimlar1 yapilmastir.
Daha sonra bu diziler ile ilgili bir takim 6zellikler verilmistir ve bu dizilerden yeni
dizilerin de elde edilebildigi gosterilmistir. Ayrica genellestirilmis Fibonacci ve
genellestirilmis Lucas dizilerinin polinom seklinde yazilabildigi gdsterilmistir ve bu

diziler i¢in elde edilen baz1 iist siir 6zellikleri de verilmistir.



2. FIBONACCI VE LUCAS SAYILARI

Bu boliimde Oncelikle Fibonacci ve Lucas sayilarmi, genellestirilmis
Fibonacci ve Lucas sayilarini tanimlayacagiz. Daha sonra bu sayilar arasindaki bazi

bagintilar1 verecegiz. Bu ozellikler [1, 8] nolu kaynaklarda bulunabilir.

2.1 Tanim: Fibonacci sayilari, her n = 2 tamsayisi i¢in ve baslangic kosullar
F,=0veF =1

olmak iizere
Fp=F1tF_; (2.1)

bagintisi ile tanimlanir. Burada F,, ye 7. ci Fibonacci sayis1 denir.

2.2 Tammm: Lucas sayilari, her = = 2 tamsayisi i¢in ve baslangic kosullar
Ly=2ve l; =1

olmak iizere
L, =L, ,+L,, (2.2)

bagintisi ile tanimlanir. Burada L, ye n. ci Lucas sayis1 denir.

Genellestirilmis Fibonacci ve genellestirilmis Lucas dizilerinin [1, 2, 3, 4, 5]
kaynaklarinda farkli sekillerde tanimlamalar1 yapilmistir. Ancak biz bu tezde
asagida tanimlamalar1 verilen genellestirilmis Fibonacci ve genellestirilmis Lucas
dizilerini kullanacagiz. Boylece daha sonraki boliimde bu tanimlardan elde edilen

bazi sonuglar1 da verecegiz.

2.3 Tammm: Her n = 2 tamsayist i¢in k sifirdan farkli pozitif bir tamsay1
olmak tizere ve baslangic kosullar1

Uy=0velU, =1
i¢cin

Un = Ii!'-“T"'Irn—l Ll Un-: (2-3)



bagmntisi ile tanimlanan diziye genellestirilmis Fibonacci dizisi denir ve {U,} ile

gosterilir [1, 2].

2.4 Tamim: Her » = 2 tamsayisi i¢in k sifirdan farkli pozitif bir tamsay1
olmak tizere ve baslangic kosullar1

i, =2vel, =k
igin

V,=kV,_,+V,_, (2.4)
bagntisi ile tanimlanan diziye genellestirilmis Lucas dizisi denir ve {V;, ] ile gosterilir

[1, 2].

Dikkat edilirse k¥ = 1 i¢in {U,} dizisi Fibonacci dizisi ve {V, } dizisi Lucas

dizisidir.
— 1+'-.-'IE _ 1—'-.-"3 . R .
2.1 Teorem: @ =—— ve f = —— olmak iizere n. ci Fibonacci says1
a® — g"
P
a—p
dir [1].

Ispat: Ispati tiimevarim ile yapalim. n = 0 i¢in F, = 0 oldugu agiktrr. n =1
i¢in,
a—
F, = B
a=p

olur ve dolayisiyla n = 1 i¢in esitlik saglanir. 7 = £ icin esitligin dogru oldugunu

varsayalim. n =t + 1 i¢in esitligin dogru oldugunu gosterelim. Tanim geregi
Fn = Fn—l + Fn—z
oldugundan
Fesa=F +F_4
olur ve hipotezden
ﬂ!t _181: ﬂ!t_j' _ II91:—21.
Fosv=—— -+ —
a— 3 a— 5
_a A +a)-g A+ B)
= popy:

olur.



al=a+1

ve
B*=F+1
oldugundan
atl _ gril
Fisr1 = - =
a—p

olur ve istenen elde edilir. m

Simdi Fransiz matematik¢i Binet tarafindan bulunan Fibonacci ve Lucas

sayilar1 i¢in Binet formiiliinii verelim.

2.5 Tanm: aile f, x> — x — 1 =0 denkleminin kdkleri olan sayilar olsun.

F,="F" 2.5)

n ﬂ'—ﬁ
sayisina n. Fibonacci sayisi i¢in Binet formiilii ve x* —x — 1 denklemine de F,

dizisinin karakteristik denklemi denir [1, 3, 5, 9, 10, 11].

2.2 Teorem: F, dizisinin genel terimi

L1 (14V5" 1 (1-V5Y
" VE\ 2 Vs\ 2

dir [1, 2].

Ispat: F, dizisinin karakteristik denklemi,
A—i-1=0

olmak tizere karakteristik denklemin kokleri

1++/5
A ="
2
ve
L 1= V5
- 2
dir.
Simdi F,, dizisinin genel terimini bulalim.
1++/5 1-+5
F, = A———)"+ B(——)"

seklindedir.



1-|-\."'§ —\.."E
F =4 E
L = A )+ B(—)
n = 2 i¢in,
1445, 1—+/5
F, = A=) + B

olur. F; = 1 oldugundan
2=4(1+V5)+B(1-V5)
ve F; = 1 oldugundan
4= A(1+V5) +B(1—V5)?
olur.

Denklem sisteminin ortak ¢oziimiiyle

1
151 = —=
Vo
ve
1
B = -
Vo
bulunur.

Boylece Fibonacci dizisinin genel terimi

— —

1 14+ 1 1—+

F = no__ n
RS 5
olur.

2.3 Teorem: a = H;“'E ve = 1_;5 olmak iizere 7. ci Lucas sayis1
Ln =a™+ Jgn
dir [1].

Ispat: Ispat1 timevarim ile yapalim. n =0 i¢in L, = 2 oldugu agiktur.
n =1 i¢in

Li=a+f=1
olur. n = k i¢in esitligin dogru oldugunu varsayalim. n = k + 1 i¢in esitligin dogru
oldugunu gosterelim. Tanim geregi
L. =L, ,+L,

oldugundan



Lisi=Lg+Lyy
olur ve hipotezden
L,=a" + 3k
oldugundan
Ligy = a¥ + G5 + g1 4+ gl
= a7 a + D+HETI(B + 1)

olur.

sEI"-.'I
I
=
_|_
[y

ve

B*=p+1
oldugundan

kL phtl

Lysy =«

olur ve boylece istenen elde edilir. m

2.6 Tammm: a ile f, x* —x — 1 =0 denkleminin kokleri olan sayilar olsun.
L = a + "
(2.6)

sayisina n. Lucas sayisi i¢in Binet formiili denir [1, 3, 5, 9, 10, 11].

Fibonacci sayilarinin binet formiilii yardimiyla negatif indisli Fibonacci
sayilarmin ilk terimleri

F,=F —-F,F ,=F —F_,, -
seklinde devam eder. Bu sekilde devam edilirse

n 01 2 3 4 5--

F, 0 1-12 -35-

olur ve bu genellestirilirse asagidaki teorem elde edilir.

2.4 Teorem: {F,} Fibonacci dizisi olmak lizere her n tamsayis1 i¢in
Fp= [_1]n+1Fn
seklinde tanimlidir [1].
Ispat: Teorem (2.1) den Fibonacci sayilari i¢in Binet formiiliiniin
ot — @
= Tﬁ



oldugunu biliyoruz. Bdoylece

B " — ﬁ—n

olur. aff = —1 oldugundan

lgn_r:in
¢ DT
a—f
—(a” — F7)
(—1)"
a—
_ r_ayme1 @ =B
(-1
= (—1)"7'F,

elde edilir. m

Benzer sekilde Lucas sayilarmin binet formiilii yardimiyla negatif indisli
Lucas sayilarim ilk terimleri

L =L —LgL_,=L,—L, -
seklinde devam eder. Bu sekilde devam edilirse

) 0 12 34 5--

L, 2 -1 3 -47-11-

olur ve bu genellestirilirse asagidaki teorem elde edilir.

2.5 Teorem: {L ] Fibonacci dizisi olmak iizere her n tamsayist1 i¢in
L_,=(1"L,

seklinde tanimlhidir [1].
Ispat: Teorem (2.3) den Lucas sayilar1 i¢in Binet formiiliiniin
L,=a™+f"

oldugunu biliyoruz. Bdylece

L_ = a4+ pn



Y
am | Bn
P tan
~ (ap)"
olur. &ff = —1 oldugundan
L = B+ a®
N G Yk
= (—1)%(a" + ")
= (-9,
elde edilir. m

Fibonacci ve Lucas sayilarinin bircok o6zelligi vardwr. Simdi [1,8] nolu

kaynaklardan faydalanarak bu dizilerin bazi 6zelliklerini inceleyelim.

2.6 Teorem: Her n = 1 i¢in ardisik Fibonacci sayilari aralarinda asaldir [1,8].

Ispat: Varsayalim ki (F, .4, F,) = d ve d = 1 olsun. Boylece en biiyiik ortak
bolen tanimindan d |F, ve d|F, ., yazabiliriz. Ayrica bunlarin farki olan,

Fos1 —F = F4
sayis1 d tarafindan boliinir. Yani d|F,_; olur. Benzer sekilde d|F, ve d|F,_4
oldugundan bunlarin farki olan,

F —F

n n=1

= Fn-:
sayist da d tarafindan boliiniir. Yani d|F,_, olur. Bu sekilde islemler tekrarlanirsa
d|F, olur. Ancak F, =1 oldugundan d > 1 olmasiyla c¢eliskidir. Bdylece

(F+1: F,) = 1 olur ve ispat biter. ®

2.1 O0nerme: F, ., =F,_ _,F +F F ., [18]
Ispat: m sabit olsun ve ispat1 n iizerinden tiimevarim ile yapalim.
n=11ise
F...,=F, ,F+FF=F, ,+F,
olur ve dnerme saglanir.
Simdi n =1,2,...,k i¢in Onermenin saglandigini varsayalim ve n =k + 1 i¢in
onermenin dogru oldugunu gésterelim. Varsayimdan
Fontre = Fn—1Fp t FFsq

\



Frix-1 = Fy_1Fy + E,F,
olur. Dolayisiyla
Frisx + Fpsg—y = Fpuy(F, + Fey) + Fp(Frsq +F)
olur ve boylece
Frnsis1 = Fn1Fsq T FpFrss
oldugu cikar.
Boylece
Fm +n = Fm—an + Fan +1

oldugu elde edilir. m

2.2 Onerme: F,_, = (—1)"(E,,Fys1 — Fy +1F) [1,8]
Ispat: m sabit olsun ve ispat1 n iizerinden tiimevarim ile yapalim.
n=1ise
Froo1 = (1) (FuF, — Fpya 7))
= (—1)(F, — Fp11)
= Fns1 — B
olur ve dnerme saglanir.
Simdi n=1,2,...,k igin Onermenin saglandigini varsayalim ve n =k + 1 i¢in
onermenin dogru oldugunu gésterelim. Varsayimdan

Frnie = (_1jk(Fka+1 - Fm—i-le:]

veE
Fo—te-1y = (=¥ *(EFy, — Fps1Ficy)
olur.

Froeimt) = Frme = (F0*HELFy — Fp s Fomg) — (1% (B, Frsq — FrsaF)
= (—1)*Fp(—F = Fsq) + (-1 Fpsy (Feg + F)
= —(—1)*FpFpi + (1) Fps1Frn
= (1) (FuFisz — Fra1Fras) = (D

olur ve boylece

Fn—(r+1) = (— 1jk+i(Fka+2 = Fn+1Fys1)
oldugu cikar.
Boylece

Fm—n = [_1]n [Fan+1 - Fm +1F:;1]

10



oldugu elde edilir. m

2.7 Teorem: Her m ve n tamsayisi i¢in F,,, |F,,,, dir [1,8].
Ispat: m sabit olsun ve ispat1  iizerinden tiimevarim ile yapalim.
m = 0veya n = 0 ise bu durumda teorem dogrudur.
n = 1 ise F,|F,, oldugu aciktir.
n =1,2, ..,k i¢gin dogru oldugunu varsayalim. Yani,
F, IF,,
olsun. Boylece F,, denklemin sag tarafini tam boler. 2.1 Onermeden,
Foiies1) = Fmpe—1Fm T e Frnsa
olur ve varsayimdan F,,|F,, oldugundan boylece F,, denklemin sag tarafini tam
boler. Boylece F,, boler F,;+q3. Bu durumda » = 1 i¢in teorem saglanir. Benzer
sekilde n = —1 i¢in de F,, boler F,,, olur. Sonug olarak her m,n tamsayisi i¢in
F, |F,..,

elde edilir. m

2.3 Onerme: F? + F? + -+ F? = F,F., [1,8]
Ispat: Fibonacci sayilarinin karelerini bolgeler olarak diisiinelim. Bu

durumda asagidaki gibi olur.

11|11

IX3

2x 2

8 X8

5x5

11



Yukaridaki sekle gore Ff + FZ? + F7 + F2 + F2 + FZ kareler toplamini bulabiliriz
veya F,(F, + F,) = F,F, oldugu diisiiniilerek de kareler toplami hesaplanabilir. Bu
ifadeyi genellestirirsek Fibonacci sayilarmin n ye kadar olan kareler toplami kolayca

bulunabilir. m

2.4 Onerme: F> + F2., = F, ., [1,8]

Ispat:
F, xF,

Fos1 X Finq

n

} Fn+1 - Fn = Fn-l

Yukaridaki bdlge F,, _4F, .4 + F,F, .- olarak gosterilebilir. 2.1 Onermeden,
Frostnt1) = Fanss

oldugu c¢ikar. m

2.5 Onerme: F,.,F, , —FZ= (—1)"[1,8]
Ispat: F,.,F, _, —F’ = (F,_; + F)F,_, — F]
=Fl 4 +F(F,y —F,)
=Fl_ —F.F,_;
= —(FFrey — Fiy)
Simdi yukaridaki islemi tekrar edersek,
—(FuFes — Fn2—1j = (_132(&—15;—3 _an—zj
= (—1)*(FzFus — Ei3)
= (—U)"(RF - F)
=(-1)"

oldugu elde edilir. m

12



2.60nerme: L _=F,_, +F ., [1,8]

Ispat: Ispat1 timevarim ile yapalim. n=1igin L, =1=0+1=F, +F,
ven=21n L,=3=2+1=F + F, oldugundan n =1 ve n = 2 i¢in esitlik
saglanir. Simdi n = 1,2, ..., k i¢in esitligin saglandigini varsayalim. Yani,

Ly =FeqT Fraq
ve
Lyey =Fyq T F
olsun. m = k + 1 i¢in de esitligin saglandigin1 gosterelim.
Fet P =Feqg TH 2T F T F
=L, +L,.4
=L+
oldugundan
Lp=Foq+ Fsy

esitligi elde edilir. m

2.7 Onerme: F,, = F,L_[1,8]
Ispat: 7, = F,..,
=Rt EF
= F(Fiy + Fus1)
= FnLn
oldugundan
F, = F,L,

esitligi elde edilir. m

2.8 Onerme: 5F, = L., +L,_;[18]

Ispat: Ispat1 tiimevarim ile yapalm. n=1ic¢in L,+ L,=3 +2 =5=5F,
ven=2i¢in Ly+ Ly =4+ 1= 5= 5F, oldugundan n =1 ve n = 2 i¢in 6nerme
saglanir. Simdin = 1,2, ..., k i¢in esitligin saglandigini varsayalim. Yani,

SF = Lysg + Ly
ve
SFpq =L+ Ly

olsun. m = k + 1 i¢in dnermenin dogru oldugunu gosterelim.
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LysotLlpy=Lysqgt Ly +Lpy +L ol
=5F, + 5F,_4
= 5(Fy + Fi-y)
= 5F4
oldugundan
SFy=Lysy + Ly

esitligi elde edilir. m

290nerme: L =F, ., —F _,[1,8]

Ispat: Ispat1 tiimevarmm ile yapalm. n=1igin F;, —F.,=2—-1=1=1,
ve n=2i¢in F; —F; =3—0=3 =L, oldugundan n =1 ve n = 2 i¢in onerme
saglanir. Simdin = 1,2, ..., k i¢in esitligin saglandigmi varsayalim. Yani,

Ly =Fyia— Fs
ve
L1 = Frsq — Pz
olsun. m = k + 1 i¢in 6nermenin dogru oldugunu gosterelim.

Frss = Feq = Fan T Fpsq — Frop —F3

= (Faz = Frmg) + (Fiesy — Fr3)
=L, +L,._,
=Lysy

oldugundan

Lp=Fosa— Fis

esitligi elde edilir. m

2.10 Onerme: 2F, ., = F,+ L_[1,8]

Ispat: Ispati tiimevarmm ile yapalm. n=1igin Ff, + L, =1 +1 = 2 = 2F,
ven=2i¢in F, +L,= 1+ 3 =4 = 2F, oldugundan n = 1 ve n = 2 i¢in 6nerme
saglanir. Simdin = 1,2, ..., k i¢in esitligin saglandigin1 varsayalim. Yani,
2Py = F L,
ve
2F = Fyoq T Ly

olsun. m = k + 1 i¢in 6nermenin dogru oldugunu gosterelim.
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Fesi tlysy =F+Fy t L+ L4
= 2F, ;4 + 2F,
= 2(Fsq + F)
= 2Fp4s

oldugundan

2P =R+ L,

esitligi elde edilir. m

2.11 Onerme: L ., =F .. —F,[1,8]

Ispat: Ispat1 timevarim ile yapallm. n=1igin F;, —F, =5— 1=4 =14
ven=2iin F;f —F, =8—1=7 =L, oldugundan n =1 ve n = 2 i¢in dnerme
saglanir. Simdin = 1,2, ..., k i¢in esitligin saglandigin1 varsayalim. Yani,

Liss = Fres — F
ve

Lis1 = Frag — Fy
olsun. m = k + 1 i¢in 6nermenin dogru oldugunu gosterelim.

Frss = Fisqr = Frag T Faa — Fy — Fiy

= (Fias = Fi) + (Fiaz — Fimt)

=Lyss T Lisy

= Liy+a
oldugundan
Lose=Fsa —F;

esitligi elde edilir. m

2.12 Onerme: 3F,.. = F, ..+ F, [1,8]

Ispat: Ispat1 tiimevarim ile yapalim. n=1igin F; + F, =5+ 1= 6 = 3F,
ven =2i¢in Ff; +F, =8+ 1 =9 = 3F, oldugundan n =1 ve n = 2 i¢in dnerme
saglanir. Simdin = 1,2, ..., k i¢in esitligin saglandigin1 varsayalim. Yani,

IFpsn = Frss TF
ve
3F et = Fyag Ty

olsun. m = k + 1 i¢in 6nermenin dogru oldugunu gosterelim.
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Fers Tt Feps =Fgy T Fas T P+ Foy
=3F 7+ 3F
= 3(Fisz + Frsq)
= 3F43

oldugundan

R4y = Fryg t F,

esitligi elde edilir. m

.. 1
2.13 Onerme: > (3F, 4+ L )=F,_.[18]
Ispat: Ispat1 tiimevarim ile yapalim.
1 1
n= 1ise;(3F1+ L,)= ;(3+ 1)=2=F,
ve
.1 1
n=21se;l:3F2—|- L,)= ;(3+ 3)=3=F,
oldugundan esitlik saglanir.
Simdi n = 1, 2, ..., k i¢in esitligin saglandigin1 varsayalim ve n = k + 1 i¢in esitligin
saglandigin1 gosterelim. Varsayimdan,
1
5(35{"‘5:{]: Frs4s

\

1
E (EFk—l + Lk—lj = Frs

olur.

1 1
E(EFJ{+1 T Lpyy :E[(Fk—i_ Fp_4) + (L, +Lk—1j:|)
=1(3F +1L j—i—l[EF + L)
5 K x 3 -1 -1

=Fsa T Fsq

= Fly3

oldugundan ispat biter. ®

. 1
2.14 Onerme: - (5F, +3L)=1,..[18]
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Ispat: Ispat1 tiimevarim ile yapalim.

.1 1
n= 11se5(5F1—|- 3L,) =5(5+3) =4=1L,
ve

.1 1
n=ElseE(5F2+ 3L,) :5(5+=;] =7=1L,

oldugundan esitlik saglanir.
Simdi n = 1, 2, ..., k i¢in esitligin saglandigini varsayalim ve n = k + 1 i¢in esitligin

saglandigini gosterelim. Varsayimdan,

1

> (5F 3L, ) = Lysg

ve

1

E (5F_y + 3Ly y) = Lysy

olur.

1 1

E(SFJ{+1 +3Lyy = 5[5 (Fi + Feeq) +3(Ly + Lk—lj])

1 1
= 3 (SFJ{ + 3LJ.:] + 3 [5Fk—1 + 3Lk—1]
=Lysr T Ly

=Lyss

oldugundan ispat biter. =

2.15 Onerme: [1,8]

In
Y RF = F
i=1

Ispat: Ispati tiimevarim ile yapahm. n = 1 ise

-
=

YRR =ER+EF=1=FF

=
Zﬂﬂ_1=F1Fﬁ+ﬂFl+FEF; +FF=14+2+4+6=9=F;
i=1

oldugundan n = 1 ve n = 2 i¢in Onerme saglanir.
Simdi n = k i¢in esitligin saglandigmi varsayalim ve n = k + 1 i¢in esitligin dogru

oldugunu gosterelim. Varsayim geregi,
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2k
ZFiFi—i =FF+BF + % FyFoyy =Fj
i=1
olur.
2k+2

FFiy =RE+5F ++ PPy T Fopuq Py T Fopp0Fopan

i=1
= Fizk + Fﬂk‘l'lFEk + FEk‘I‘ EFER‘I'l
= Fyp (Fype + Fypaq) + FapioFapsy
= FZJ{ FZJ{-PZ + FZJ{+2FZJ{+1
=Fpp 20 (Fop + Fapeq)
= F22k+2

olur ve boylece ispat biter. ®

2.16 Onerme: [1,8]

In+1
E FF_i=Fh—1
i=1

Ispat: Ispati tiimevarim ile yapalm. n = 1 ise

e

FFy=FRF+FRFR +FRFKR=1+2=3=F'-1= F,

i=1
oldugundan n =1 i¢in Onerme saglanir. Simdi n = k i¢in esitligin saglandigmi
varsayalim ve n = k + 1 i¢in esitligin dogru oldugunu gosterelim. Varsayim geregi,
2k+1
Z FiFioy=FRFg+ R +-+ FyFo g + Fopsa P = FZZ;{ -1

i=1

olur.
243
Z FiFiy=FRFy +FoF +--+ FyuFo g + FosaFop + FopsoFop st + FopsaFopsa
=1

=F3, — 1+ FopasFop+ FopaoFopay + FopasFaps
= Fapay (Fapaq + Fapan ) + FopusFapan — 1

= FaperFopas T FopagFapen — 1

= Faias(Faias + Frzan) = 1= Fls— 1 m
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3. HECKE GRUPLARI VE GENISLETILMiS HECKE GRUPLARI

Bu bolimde H(A,;) Hecke gruplari ve genisletilmis Hecke gruplari ile
bunlarin normal alt gruplar1 hakkinda bilgi verecegiz. Bunun i¢in dncelikle cisim
genislemeleri, Galois cisimleri ve projektif gruplar hakkinda bazi tanimlari ve
teoremleri verelim. Burada verilen tanim ve teoremler [12, 13, 14] nolu kaynaklarda

bulunabilir.

3.1 Cisim Genislemeleri ve Sonlu Cisimler

Cisim genislemelerine 6nce R reel sayilar cisminden C kompleks sayilar
cismini elde etmekle baglayalim. i kompleks sayis1 R[x] de
f(x) =x%+1€R[x]
ikinci dereceden indirgenemez polinomun sifiridir ve C nin elemanlar1 z = a + bi,
a,b € R formunda tek sekilde yazilabilir. Bu R cismine tek bir i elemani
eklenmesiyle elde edilen basit bir genislemedir. Burada i, R de olmayan ancak R[x]

polinom halkasindaki monik indirgenemez polinomun bir kokiidiir.

Benzer sekilde herhangi bir cisim i¢in genisleme tanimi asagidaki gibi verilebilir.

3.1.1 Tanm: F bir cisim olsun ve f, F[x] de n. dereceden monik
indirgenemez bir polinom olsun. u, f polinomunun bir kokii olmak tizere F ye u
nun eklenmesiyle elde edilen K = F[u] cismine F nin basit bir genislemesi denir.

Burada u ya F lizerinde cebirseldir denir.

Ornegin 7, V2 ve i sayilar1 Q tizerinde cebirseldir. Ciinkii bu sayilar x — 7,
x? — 2 ve x? + 1 polinomunun kokleridir. Burada K nim her v elemaninin
v=ay,+au+-+a,_u*ta €F,i=01,..,n—1
seklinde bir gdsterime sahip oldugu bilinen bir sonugtur. Ornek olarak C, R nin bir
genislemesidir.
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Bir cismin basit bir genislemesinin varlig ile ilgili olarak asagidaki teoremler verilir.

3.1.1 Teorem: F bir cisim ve f, F[x] de n. dereceden indirgenemez bir
polinom olsun. Bu durumda u nun f polinomunun kokii olarak F {izerinde cebirsel

oldugu F nin basit bir K = F[u] geniglemesi vardir [15].

Simdi de sonlu cisimlerin yapisindan bahsedelim. p asal say1 ve n pozitif
tamsay1 olmak tizere her bir sonlu cismin mertebesi p™ bi¢ciminde bir asal kuvvettir.
Tersine olarak p asal say1 ve n pozitif tamsay1 olmak {izere mertebesi p™ olan sonlu

bir cisim vardir.

3.1.2 Teorem: F sonlu bir cisim ise uygun bir p asal sayis1 ve n pozitif

tamsayist i¢in F nin mertebesi p™ dir [16].

3.1.2 Tanim: p" elemanli sonlu bir cisme p™ mertebeli Galois cismi denir ve

GF(p") ile gosterilir.

Verilen bir p asali ve n pozitif tamsayisi i¢in bir GF (p™) Galois cisminin var
oldugu gosterilebilir. Ustelik mertebesi p™ olan biitiin cisimler izomorftur. n =1

ise Z,, mertebesi p olan bir Galois cismidir [16].

3.2 Projektif Gruplar

Her g = p™ asal kuvveti i¢in, izomorfizm farkiyla, GF(q) ile gosterilen g
elemanl bir tek cisim oldugunu biliyoruz. Bu g elemanli Galois cismidir. Biitiin

sonlu cisimler bu formdadir.

Simdi K, g = p™ mertebeli sonlu bir cisim, yani K = GF(q) olsun. GL(2,K)
ile gosterilen genel lineer grup,

GL(2,K) = {(‘C‘ Z) |a.b,c.d € K,ad — be # 0} (3.2.1)

20



bigiminde tanimlanir. Bu grubun merkezi Z(GL(2,K)) ile gosterilir ve tiim 2 X 2
skaler matrislerden olusur. Ayrica bu grup GL(2,K) nin bir normal alt grubudur.

Buradan PGL(2, K) ile gosterilen projektif genel lineer grup

PGL(2,K) = GL(Z'K)/Z(G L2 K)) (3.2.2)

olarak tanimlanur.
GL(2,K) da 1 determinantli matrisler bir alt grup olustururlar ve SL(2,K) ile

gosterilen bu alt gruba 6zel lineer grup denir. Yani

PSL(2,K) = SL(Z'K)/Z(SL(Z,K)) (3.2.3)

bigiminde tanimlanir. Buradap > 2 ise Z(SL(2,K) = {£I} vep = 2 ise
Z(SL(2,K)) = {I}
dir.

Tanima dikkat edilirse PSL(2,K) nm mertebesi p > 2 ise q(q — 1)(q + 1)
vep =2ise q(q—1)(q + 1) olur.

SL(2,K) dan PSL(2, K) ya bir dogal homomorfizm vardir. Bu homomorfizm

a b
c d

nedenle PSL(2, K) nin bir elemanini, SL(2, K) da bu elemani indirgeyen iki matrisle

SL(2,K) daki bir ( ) elemanmi PSL(2,K) daki + (Ccl Z) kosetine gotiiriir. Bu

temsil edebiliriz.

Simdiye kadar sadece sonlu cisimler Ttzerindeki projektif gruplardan
bahsettik. Fakat genelde yukarida tanimladigimiz doért grup, K nin sonsuz bir cisim
olmasi halinde de tanimlabilir. Bu durumda matrislerin ya da indirgenen kesirli
lineer doniigiimlerin tiim katsayilar1 bu sonsuz cisimden alinir. En ¢ok karsilasilan
ornekler PSL(2,R) ve PSL(2,C) dir. Ayrica projektif gruplar1 birimli halkalar

tizerinde tanimlamak da miimkiindiir. PSL(2,Z) 6rnek olarak verilebilir [14].
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3.3 Hecke Gruplan

Erich Hecke, 1936 yilinda “Uber die Bestimmung Dirichleter Reichen durch
thre Funktionalgleichungen” adli calismasinda Hecke gruplarini asagidaki gibi

tanimlamistir.

3.3.1 Tamim: A sabit bir pozitif say1 olmak iizere,
T(z) = —;ve U(z) =z + 2 (3.3.1)

kesirli dogrusal doniisiimleri ile iiretilen gruplara Hecke gruplart denir ve H(A) ile

gosterilir [17].

Tanimlanan T(z) ve U(z) doniisimleri yardimiyla S = TU alinirsa

S@) =-— (3.3.2)

elde edilir.
Bu gruplar, H(A) bir Fuchsian grup oldugunda Dirichlet serilerinin ¢alismasinda

kullanilir.

3.3.1 Teorem: A > 2 veya q = 3 bir tamsay1 olmak iizere,

/1=/1q=2cosg,1S/1<2 (3.3.3)
ise H(A) grubunun bir temel bdlgesi,

Fy={z € UllRe z| < =zl > 1} (3.3.4)

ktimesidir [17].

Ayrica E. Hecke diger A > 0 degerleri i¢cin F, kiimesinin bir temel bdlge
olmadiin1 da gostermigtir. A = A, veya A = 2 olmasi durumunda H (A1) grubunun
sonlu tiiretecli bir grup oldugu goriilir. Ayrica H(A) grubu, PSL(2, R) nin ayrik bir
alt grubu oldugundan H(A) grubu Fuchsian bir grup olur.

3.3.2 Teorem: H(A) Hecke gruplarinin Fuchsian olmasi igin gerekli ve

yeterlikosul A = 2 veya A = A, = 2 cos g, (g = 3 bir tamsay1) olmasidir [17].
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A =44 =2cos g, 1 < 21 <2, durumuna karsilik gelen Hecke gruplar1 H(A,)

ile gosterilir. Bazi1 H(A4,;) Hecke gruplar1 ve bunlarin normal alt gruplar1 [14] de
calistmigtir. A > 2 degerleriyle elde edilen Hecke gruplart icin H(A) gosterimi

kullanilir. Bu gruplarin sunusglar ile ilgili iki teorem asagidadir.

3.3.3 Teorem: H(4,) Hecke grubunun sunusu,
H(4,) =(T,SIT? =S =1)=C,*C, (3.3.5)
biciminde, 2 mertebeli devirli grup ile g mertebeli devirli grubun serbest ¢arpimidir

[14].

3.3.4 Teorem: Eger A > 2 ise bu grubun sunusu,
H(A) =(T,S|T? =S®° =1) = C, * Cy (3.3.6)
biciminde, 2 mertebeli devirli grup ve sonsuz mertebeli devirli grubun serbest

carpimidir [18].
3.4 Genisletilmis Hecke Gruplan

Burada 3.3 Bolimde verilen Hecke gruplarindan, R,(z) =% yansima

donlistimii  yardimiyla elde ettigimiz genisletilmis Hecke gruplarindan kisaca
bahsedecegiz. Genisletilmis modiiler ve genisletilmis Hecke gruplari ile ilgili temel

bilgilere [12, 13, 14, 19, 20] kaynaklarindan ulasilabilir.

Faydalanacagimiz R,(z) = % doniisiimii birim ¢embere gore yansimadir.
A =2 veya q = 3 bir tamsay1 olmak tizere A = 4, = 2 cos g, 1 <A< 2 degerleri

igin H(A) ile gosterilen Hecke gruplarindan yararlanarak su tanimi verelim.
3.4.1 Tamim: Hecke gruplarmna, R,(z) = % anti-otomorfizmini ekleyerek elde

edilen gruplara genisletilmis Hecke gruplari denir. Genisletilmis Hecke gruplar1

H (44) ile gosterilir ve otomorfizmler ile anti-otomorfizmleri bulundurur.
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Simdi de genisletilmis Hecke gruplarmmin asagida verecegimiz yansimalar

yardimiyla grup sunusunu bulalim.

A=Aq4 =2cos g, 1 < A <2 olmak tizere,

Ri(2) = 2 Ry(2) = —Z. Ry(2) = —2= (3.4.1)
yansimalar1 yardimiyla, genisletilmis Hecke gruplarmnin sunusu

H(4) = (Ry, Ry, Rs|R} = R3 = R} = (RiR;)* = (RsR))T = 1) (3.4.2)
yazilabilir [12, 13, 20]. Burada R=R;, T = R{R, = R,R;, S = R3R; olarak
alinirsa H (Aq) genisletilmis Hecke gruplarmin sunusu,

H(2,) =(T,S,RIT? =S* = R? = (TR)? = (RS)1 =) (3.4.3)
olarak bulunur.

A = 2 degerleri i¢in, yansimalar yardimuryla,

H() = (Ry, Ry, R3|R} = R} = R} = (RiRy)* =1) (3.4.4)
ve R=R;, T = RiR, = R,R;, S = R3R; esitliklerinden H(A) genisletilmis Hecke
gruplarmin sunusu,

H(A) =(T,S,R|T? =R* =5 = (TR)?> = (RS)?> = 1) (3.4.5)

yazilabilir.

3.4.1 Teorem: H (1) genisletilmis Hecke gruplari igin temel bolge,
Fo={z€Ul-%<|Rez| <0,|z| > 1} (3.4.6)

kiimesidir [12, 13].
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4. GENELLESTIRILMIiS FiBONACCiIi VE GENELLESTIRILMIiS
LUCAS DIZILERI

Bu boliimde genellestirilmis Fibonacci ve genellestirilmis Lucas dizileri ile
genisletilmis Hecke grubu arasindaki baglant1 gosterilecektir ve buna bagli olarak
baz1 6zellikler de verilecektir. Bu baglanti ilk kez [6] nolu kaynakta tanimlanmaistir.
Biz [6] nolu kaynakta tanimlanan dizi iizerinden hareketle elde edilen yeni
genellestirilmis Fibonacci ve genellestirilmis Lucas sayilarinin 6zelliklerini verecegiz
ve bu dizilerden de yeni dizilerin elde edilebilecegini gosterecegiz. Ayrica bu
dizilerin polinom olarak yazilabilecegi de gosterilecektir. Bununla birlikte bu
boliimde verilen 4.1.1 Onerme, 4.1.2 Onerme, 4.1.3 Onerme, 4.1.4 Onerme, 4.1.5
Onerme, 4.1.6 Onerme, 4.1.7 Onerme, 4.1.8 Onerme, 4.1.9 Onerme, 4.1.10 Onerme,
4.1.11 Onerme, 4.1.12 Onerme, 4.1.13 Onerme, 4.1.14 Onerme, 4.1.15 Onerme,
4.1.16 Onerme, 4.1.17 Onerme, 4.1.18 Onerme, 4.1.19 Onerme, 4.1.20 Onerme,
4.1.21 Onerme, 4.1.22 Onerme, 4.1.23 Onerme, 4.2.1 Teorem, 4.2.2 Teorem, 4.2.1
Onerme, 4.2.2 Onerme, 4.2.3 Onerme, 4.2.4 Onerme, 4.2.5 Onerme tamamen &zgiin

olup [21] nolu kaynakta yayima sunulmustur.

Simdi [6] nolu kaynaktan hareketle bu yeni dizinin tanimimni1 verelim. Bunun
icin Oncelikle kisa bir hatirlatma yapalim. H(A) Hecke grubunu, A sabit bir pozitif

say1 olmak lizere,
1
T(z) =—-
z

ve
Uz)=z+2
kesirli dogrusal doniistimleri ile Uretilen grup olarak tanimlamistik. Burada 4 > 2

veya q = 3 bir tamsay1 olmak tizere,

A=41g=2 cos% < H(A) ayriktir.
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Eger A = A, veya A = 2 ise H(A,) bir Fuchsian gruptur. Biz bu ¢aligmada

A = A4 ve q = 3 olma durumunu géz 6niine alacagiz.

Hecke grubu H(4,) mertebesi 2 ve g olan iki sonlu devirli grubun serbest
carpimidir. Yani H(4,) Hecke grubunun sunusu,
H(4,) =(T,SIT?=5T1=1)=C, »C,
seklindedir.
q = 3 ise H(A3) = PSL(2,Z) olup literatiirde modiiler grup olarak bilinir.
q=4ise HQAy) = HW2)

q=5ise H(As) = H(Hz—‘/g)

q = 6ise H(Ag) = H(/3)
olur.

q = 4igin H(,) © PSL(2,Z[A,]) oldugu agiktir [12, 13].

H (lq) genisletilmis Hecke grubu, H (lq) Hecke grubunun iireteglerine

R(z) =% yansima doniisiimiin eklenmesiyle tanimlanir. Yani H (lq) genisletilmis

Hecke grubunun sunusu,
H(A) =(T,S,R|T? =S9 =R? =,RT = TR,RS = S971R)
seklindedir.

PGL(2,Z[A4]) dan alman her A matrisi ile - A matrisinin H (lq) genisletilmis
Hecke grubunda temsili ayni oldugundan her A matrisi ile - A matrisini esleyecegiz.

Boylece H (lq) genisletilmis Hecke grubu, iiretegleri

T = ((1) _01), Sz((l) ;ql) R = ((1) (1)) 4.1)

olmak {izere gosterilir. H(Ay) genisletilmis Hecke grubundan alinan

_ (A 1 _ (0 1
h =TSR = ( 1 O) ve f = RTS = (1 lq) 4.2)
elemanlarinin k. kuvvetleri,
k _ [ %%  Qk-1 k _ (4k-1 Qg
= (ak—l ak—z) veft = ( ag ak+1) (43)

vea,=0,a; =1vek = 2 igin,
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A = AqQg—1 T A2

seklinde olur.

4.1 Onerme: Her k > 2 igin

1 (Aq+,//1§+4>k (Aq—,//15+4>k
2

2

dir [6].
Ispat: a,, dizisinin karakteristik polinomuna r* diyelim. O halde
rk =2 rkt 4 k-2
olur ve boylece
r2—=2qr—1=0

olur. Bu denklemin kokleri

2
Ve
2
lo— A2 +4
T, = 2
dir.

Simdi ry ve r, den yararlanarak a; dizisini yazarsak,

| (Aq + 2+ 4)" p (Aq ~JZ+ 4)"
2

ap = 2

olur.
ao = 0 ve a; = 1 oldugundan A ve B yi hesaplayabiliriz.

a0=O=A+B

)

2=A</1q+ /Aq2+4>—A<Aq— /Aq2+4>

olur. Buradan denklemin ¢6ziimiiniin

olur ve boylece
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1 1
veB = —

A +4 A +4

A=

:

oldugu ¢ikar. Boylece her k > 2 igin,

1 (Aq+,//15+4>k (Aq—,//15+4>k
2

2
2
A +4

ak =
olur. m

Burada dikkat edilirse reel say1 dizisi a;, Fibonacci dizisinin genellestirilmis

bir halidir. Eger A, = 1 ise a; dizisi Fibonacci dizisi olur.

Buradan da Lucas dizisinin genellestirilmis bir bj, dizisini tanimlayalim.

Daha sonra bu diziler arasindaki baz1 6zellikleri verelim.

k = 2 igin ve baslangi¢ kosullar1 by = 2 ve by = A, olmak lizere by, dizisini
bk = Aqbk—l + bk—Z (45)

seklinde tanimlayalim.

Simdi a; ve by dizilerinin [1, 8] nolu kaynaklardan yararlanarak binet formiillerini
bulalim. Ayrica asagida verilen metod, baska herhangi bir dizinin binet formiiliiniin

nasil hesaplanacagini gosterir.

ay dizisinin karakteristik polinomuna r* diyelim. O halde
rk =2 rkt 4 k-2
olur ve boylece
r2—=2qr—1=0

olur. Bu denklemin kokleri

gt 12 +4 g 12 +4
= —vef =" — (4.6)

o
olur.
Dikkat edilirse,

a+pf=Apa—B=12+4ap=-1 4.7)
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dir.
ak*t? = 2 a1 4 o
ve
Btz = ) Br+1 4 gk
oldugundan,
1,a,a?ad, .. ve1,B,B% 63, ..
dizileri genellestirilmis Fibonacci dizileridir. Gergekten,
a® ve B¥ nin her lineer kombinasyonu k. dereceden bir Fibonacci dizisi olusturur.
Yani,
a, = udqa® + vp* (4.8)
seklindedir. Boylece,
Ag(urga®t + vp*+1) + (ud,a® + vp*)
= Au(Aga* ™ + a¥) + v(2, 8% + B¥)
= dquak*? 4 ppi+2
oldugu goriiliir.
Her Fibonacci dizisi u ve v degerleriyle yazilabilir. Simdi a,, a4, a ve f y1
kullanarak bunu gosterelim.
Ik olarak,
g =uldg +v
ve
a; = udqa +vp
olur. O halde v = ay — ul, oldugundan,
a; = udqga + (ag —uldy)p
= uldg(a—p) +aef
= u/lq\/m + ayf

yazabiliriz. Boylece

= Glf (4.9)
AgAe+a
elde edilir.
Benzer sekilde, u = a‘jl_v oldugundan,
q
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ao_v
a1=/1q T 0(+17ﬂ

q
= (ap —v)a +vp
=aoa +v(f — a)
=qpa + v(—\/m)

yazabiliriz. Boylece

— %a—a

[A5+4

(4.10)

olur.

Simdi 4.9 ve 4.10 esitliklerindeki u ve v yi kullanarak a, ve a; i1 bulabiliriz.
Boylece 4.8 den ay, esitligini elde edebiliriz.
Ornegin, a, genellestirilmis Fibonacci dizisinde

a,=0vea; =1

oldugundan,
B 1
N
ve
1
- JZ+4
olur. Boylece
L
RN

elde edilir. Benzer sekilde b, genellestirilmis Lucas dizisinde
by =2ve by =1,
oldugundan,
Lot @B -2 a—p _ JZ+4 1
A +4 B +4 A2 +4 A2 +4 22+ 4

\

v=2a—/1q=2a—(a+ﬁ)= a—pf =,//1,2]+4=1
V22 +4 V22 +4 JAZ+4 A2 +4

bulunur. Boylece
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b = Ag—ak + BK = ak + gk

/1
elde edilir.

4.1 Genellestirilmis Fibonacci ve Genellestirilmis Lucas Dizilerinin Temel

Ozellikleri

4.1.1 Onerme: Her k > 2 i¢in

(Aq + 2+ 4)" N (Aq ~-JEZ ¥ 4)"
rk=|\—7m————m —_—
2 2

dir.
Ispat: b, dizisinin karakteristik polinomuna r* diyelim. O halde
rk =2 rkt 4 k-2
olur ve boylece
r2—=2qr—1=0
olur. Bu denklemin kokleri

Tl = 2
Ve
2
lg— A2 +4
rz = 2
dir.

Simdi r; ve 1, den yararlanarak by dizisini yazarsak,
k k
Ag +2A3 +4 Ag — /A% +4
by =A|——————| +B|—————
2 2
olur.
by = 2 ve by = A4 oldugundan A ve B yi hesaplayabiliriz.
=2=A+B

bl—/l—A/l-I-\ﬂ\ /Aq_\m\
\ J T

olur ve boylece
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24 = A(/lq + /qu +4> +B</1q — /qu +4>

olur. Buradan denklemin ¢6ziimiiniin
A=1veB =1
oldugu ¢ikar. Dolayisiyla
k k
by = (Aq + /22 +4> N (Aq — J2Z +4>
2 2

dir. m
Burada dikkat edilirse by genellestirilmis Lucas dizisidir. Eger 4, =1
secilirse dizi Lucas dizisi olur. Boylece a;, ve by, sirasiyla genellestirilmis Fibonacci

ve Lucas dizileri olur.

a, ve by, dizilerini negatif indekslilere genisletmek miimkiindiir. Ornegin,

aq,=-1,a_,=—-4ga3= /1,2] + 1 seklinde devam eder. Boylece

a_, = (—1)**1q, (4.1.1)
ve

b_, = (—1)b, (4.1.2)

oldugunu soyleyebiliriz.

a, genellestirilmis Fibonacci dizisi ile b, genellestirilmis Lucas dizisi
Fibonacci ve Lucas sayilarinin benzer ozelliklerine sahiptir. Simdi bu a; ve by

dizilerinin baz1 6zelliklerini inceleyelim.

4.1.2 Onerme: ay, + ayyq = (A2 + 2) A4z Ve by + brg = (A3 + 2)byy
Ispat: Ispat1 k iizerinden tiimevarim ile yapalim.
k=0i¢inay+a, =0+23+21;, =21,(22 +2) = a,(12 +2)
k=1ligina; +as =1+ +322 +1=(212+2)(2% +1) = a;(22 + 2)
oldugundan k = 0 ve k = 1 i¢in esitlik saglanir.
Simdi k =2,...,n i¢in esitligin dogru oldugunu varsayallm ve k =n+1 igin
esitligin dogrulugunu gosterelim. Varsayimdan,

an t Anis = (112] +2)any:
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ve
An-1 + Anyz = (A5 + 2)Ap4q
olur. Tamim geregi a, = A,a,_1 + Ay oldugundan
Aps1 T Apys = (Aqan + an—l) + (lqan+4 + an43)
= Aq(@n + Apis) + An_q + Apys
= 24(22 + 2)ansz + (A2 + 2)ani4
= (/112; + 2)(/1qan+2 + ani1)
= (22 +2)a,43
bulunur. Boylece
A + Agrq = (A% + 2) Qg2
elde edilir.
Benzer sekilde,
bx + brys = (A5 + 2) by

oldugu kolayca gosterilebilir. m

4.1.3 Onerme: b, = a1 + a4
Ispat: k=0icina; +a_, = a; + (—1)?a; = 2a, =2 = by ve k =1 icin
a, + ap = A4 = by olur. Boylece k = 0 ve k = 1 igin esitlik saglanir.
k =2,..,n i¢in esitligin dogru oldugunu varsayalim ve k =n+ 1 igin esitligin
dogrulugunu gosterelim. Varsayim geregi,
bp = ans1 + anq
ve
bp1=an+an,
olur. Boylece
nsz + an = (Ag@ns1 + an) + (2gan1 + an_)
= (Aqan+1 + an—l) + (an + an_;)
= Agbp + bp_4
= b1
olur. Bu durumda
by = a1 + ax—q

oldugu elde edilir. m
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4.1.4 Onerme: by + by, = (A2 + D) agy,
fspat: k =0icin by +b, =2+ 22 +2=(A2+4)= (A2 +4)a; ve k=1
igin by + by =24, + 25 +31, =23 +42, =2,(22 +4) = (A2 + 4)a, olur ve
esitlik saglanir.
Simdi k =2,...,n i¢in esitligin dogru oldugunu varsayallm ve k =n+1 igin
esitligin dogrulugunu gosterelim. Varsayim geregi,
by + bpiz = (A% + anss
ve
bp_1+ bpi1 = (A5 +4)a,
olur.
bni1 + buisz = (Agby + bp_1) + (Agbniz + bpie)
= 2g(by + buyz) + (buoy + buy)
= 2,(2% + 4)an,, + (A2 + Da,
= (22 +4)(A4ans1 + an)
= (A + D ansz
elde edilir. Bu durumda
by + byz = (A5 + 4)A4q

oldugu elde edilir. m

4.1.5 Onerme: aj_3 + ax13 = (A3 + Dby

Ispat: k = 0 icin a_; + a; = 2a; = 2(A2 + 1)by ve k = 1 igin
Ay +a,=—ay+a,=—-Ag+A5+20 =25+ 2, =2,(12 + 1) = (A2 + 1)b,
olur ve boylece k = 0 ve k = 1 i¢in esitlik saglanir.
Simdi k = 2,...,n i¢in esitligin dogru oldugunu varsayallm ve k =n+1 igin
esitligin dogrulugunu gosterelim. Varsayim geregi,

An-3 *+ Anyz = (A + Dby,
ve
An-s + Aniz = (A5 + Dby_q

olur. Boylece

Ap-p t Apys = (Aqan—3 + an—4) + (Aqan+3 + an42)
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= Aq(an_3 + any3) + (an-4 + ani2)
= 2,(22 + 1)b, + (A% + 1)b,_,
= (45 + 1)(Agbn + by-1)
= (A7 + Dbnsy
olur. Boylece
A3 + Az = (A5 + 1)by

elde edilir. m

4.1.6 Onerme: a,;, = a,by
Ispat: Ispat1 k iizerinden tiimevarim ile yapalim. k = 0 ise agh, = 0 = a,
ve k = 1ise a;b; = A, = a, olur ve esitlik saglamr. Varsayalmki k =2,..,n—1
igin esitlik saglansm. Yani ay,_1) = ap_1bn_1 olsun.
Simdi k = n i¢in esitligin dogru oldugunu gosterelim. 4.1.2 Onerme, 4.1.3 Onerme
ve tanimdan,
anbp = an(an+1 + an-1)
= an ((/112; +2)an_1 — an—3) + a1 (22 + 2)an_ — ay_y)
= (2 +2)anan1+ (22 +2)ay_1an-2 — Anan_3 — An_1Gn_y
= (22 + 2)an_1(an + Aps2) — An@p_3 — A1y
= (22 + 2)ap-1bp_1 — Anln_3 — Ap_10n_s
= (22 + 2)an-1bp—1 — an-3(Aqan-1 + @n—z) — Q-1 (an_p — Agln_3)
= (22 + 2)ay_1by_1 — n_30n_3 — Ap_1an_
= (22 + 2)an-1bp_1 — ap_2(An-3 + ap_1)
= (22 + 2)an-1bp_1 — an_2bn_;
= (/1127 + 2)a2n—2 — Q2n—4
= dzn
olur. Boylece
Az = Qrby

esitligi elde edilir. m
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4.1.7 Onerme: a;; = (A2 + 2)ay_1 — ag_z ve ay = (A2 + 2)ay_; — a4
Ispat: Tanimdan aq; = AqQg—1 + ax_, oldugundan ay_3 = Aza)_4 + ay_s
olur ve boylece
Q-3 = A5 = AqQp—4
olur. O halde
ay = AgQp—1 + Ay
= Aq(/lqak_z + ak_3) + ayx_»
= (A2 + Day_, + 14053
= (A2 + Day_p + 1;(Aqax_4 + ay_s)
= (A8 +2)ay_p — g + A2ay_4 + Ag0x_s
= (A2 +2)ag_y — (Aqar—s + ax_y) + Bay_o + 155
= (A + 2)ax_z — Ag(ar_3 — ag_s) + (A — Day_,
= (A8 + 2)ay_p — Agax_4 + (A7 — Day_,
= (A +2)ax_2 — ay_4
oldugundan
ar = (A2 +2)ay_, — ap_q
elde edilir.
Benzer sekilde,
Q1 = (A2 + 2)ap-1 — a3

oldugu kolayca gosterilebilir. m

4.1.8 Onerme: bZ — (12 + 4)az = 4(—1)*
Ispat: a; ve by, tanimlarindan ve Onerme 4.1.3 kullanilarak,
b2 — (A2 +4)a? = (ag-1 + axs1)? — (22 + 4)a2
= gy + 25 1Gr41 + ARyq —AoaE —4a}
=al_; +2a;_1(Agar + ax_1) + (Aqai + ay_1)? — A2aZ — 4a?
= aj_y + 2Mqap_qay + 2afi_1 + A2aj + 20505 ax + af_y —
AZap — 4aj,

= 4aj_, + 42 ;a,_1a) — 4aj,

= day_1(Aqar + a_,) — 4a?
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= 4ay_1 Q41 — 4ai
= 4(Ap—1Qy41 — a})
olur. Burada [22] nolu kaynakta bulunan genellestirilmis Cassini esitliginde a = 4,

ve b = A, olarak alirsak,
A-10k+1 — G = (=1)"
ve boylece
b2 — (A2 + 4)aZ = 4(- 1)k

olur. m

4.1.9 Onerme: ayay 43 — Qpeqarsn = (—1)¥H12,
Ispat: k = 0 i¢in aga; — a;a, = -1, = (=11,
k=1iginayay — aas = 25 + 24, — 2,(22 + 1) = (1)1,
oldugundan k =0 ve k =1 igin esitlik saglanir. Simdi k = 2, ...,n i¢in esitligin
dogru oldugunu varsayallm ve k =n+1 icin esitligin dogrulugunu gosterelim.
Varsayim geregi,
Anln+3 — An+1Qnez = (_1)n+1/1q
oldugundan,
An+1Qn+a — Ap420n43 = an+1(/1qan+3 + an+2) — Ap3(Agans1 + an)
= Aqan+1an+3 + Api1niz — AgAni1Qne3 = Qnlpys
= An+10n42 — Anlny3
= (-1,
= (-1)"*2,
olur ve boylece
ArAg+3 — Ag+1Qk+2 = (—1)k+1/1q

elde edilir. m

4.1.10 Onerme: AqQrmak = Oomi20k — AopmAg—
Ispat: k =0 icina, =0vea_, = —a, = —A4 oldugundan,
Aoym+200 — AppmA_2 = AqaZm
olur.

k=1i¢cina; =1 vea_; =1 oldugundan,
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Aom+4+201 — A1 = lqa2m+1 + aym — Azm

= Aq Aom+1
olur. Simdi k =2,..,n i¢cin esitligin saglandigim1 varsayalm. k =n+1 igin

esitligin dogru oldugunu gosterelim. Varsayimdan,

Aqa2m+n = Aoym420n — Ay An—2

\

Aqa2m+n—1 = Am+20n-1 — Q2mQdn-3

olur. Boylece
Aom+2qn+1 — AomAp-1 = a2m+2(lqan +an_1) — aZm(Aqan—Z + an_3)

= Aq(a2m+2an — QymAn-2) + (A2m42an_1 — Az n_3)

= Aqlq Azm+n T Aqa2m+n—1
= Aq (Aqa2m+n + A2min—1)

= Aqa2m+n+1

olur. Boylece

Aqa2m+k = Aom420x — A Qg2
elde edilir. m

Simdi ay, ve by dizileri i¢in bir formiil verelim.

4.1.11 Onerme: k > 1 olsun. Eger k ¢ift ise

1 k k—-(2i+1) (4 2 i
U= Zk‘lz(2i+1)lq 0+ 4)

i=0

k
2
1 k iy 2i
2k-1 Z (Zi) 247"+ 4)
i=0

bk=

ve k tek ise

‘Pﬁ"
N |
[y

1 k K—(2i i
— —(2i+1) 2
Iy (Zi + 1)’1‘7 (2" +4)

i
k

LI

Z
1 k k—(2i-1) (4 2 2
by = Zk_lzo(zl._l)/lq V(2% +4)
i=
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seklinde tanimlidir.

Ispat: k > 1 ve k cift olsun. Binet formiiliinden,

(Aq + 2+ 4)" N (Aq - JZF 4)"
ot lgtt) (gl b

2
2
’Aq + 4
yazabiliriz. Boylece

(el (o )
Wt\ )]
- 1\ﬂ[ ) 2t /12+4+(’3‘)/1§-3(W)3+._,

ap =

+( )+ 4)k-1l

1
2k—1

[+ ()t v+

+(, k a7+ 4)'(2;2]

olur ve boylece k ¢ift oldugunda

k-2

2
1 k K—(2i i
— —(2i+1) 2 4
i zk-lz (2i+1)/1q (2" +4)

i=0

elde edilir. Benzer sekilde k nin ¢ift olmas1 durumunda
k

2

1 k Ke2if+ 2 2i
e ()0 4

i=0

ve k tek oldugunda

1 k k—-(2i+1) (4 2 i
e = (21+1)Aq 0+ 4)

\

39



k-1

2
1 k k—(2i-1 2 2
bic = Zk‘lz(Zi—l)lq RN

i=0

esitliklerinin saglandig1 kolayca gosterilebilir. m

4.1.12 Onerme:

k+1
Za Qi T ager — 1
;=
i=1 Aq
k+1
btz + b1 — (Aq +2)
bi = 1
i=1 a

Ispat: Tanim geregi a;, = AqQy—1 + aj_, oldugundan,
Aesz = Aper1 = AqQperr + A — Agrr = (Ag — D)ageqr + g
olur. Boylece
k=0isea; —a; = (43— 1a; +a,

k=1liseaz—a, =4 —1Da,+a,

k=k—1iseagy s —ay= WAy —Dag +ax_,
k =kise gty — Ars1 = (Ag — Dagyq + ai
olur. Esitlikleri taraf tarafa toplarsak,
Aprz — a1 = (Ag — D(ag +a; + -+ agyr) +(ag +a; + -+ ag)
=Ag(ay + az + -+ ary1) + ap — Ay
elde edilir. ay = 0 ve a; = 1 oldugundan,

Az — 1 =2Ag(a; + az + -+ Apyq) — Agyq

Qs T Aer — 1 =2A4(a; +ap + -+ agyq)

=
olur ve boylece
k+1
A2 T A1 — 1
Z 4= A
i=1 a

elde edilir.
Benzer sekilde by, = Agby_1 + by_, oldugundan
bit+2 — bxs1 = Agbysr + b — b1 = (Ag — 1)byyq + by
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olur. Boylece
k=0iseb2_b1=(lq_1)b1+b0
k=1iseb3_b2=(lq_1)b2+b1

k=k—1ise bgyy — b = (Ag — Dby + by
k= lise byyy — b1 = (Ag — Dbyys + by
olur. Esitlikleri taraf tarafa toplarsak,
besa — by = (Ag = 1)(by + by + -+ + b)) + (bg + by + -+ + by)
= Aq(by + by + -+ byy1) + by — byiq
elde edilir. by = 2 ve b; = A4 oldugundan,
br+z —Ag = Ag(by + by + -+ byi1) + 2 — byyq
— biera + b — (Ag +2) = 4g(by + by + -+ + bysya)

olur ve boylece

k+1
Z _ bg2 + bry1 — (Ag + 2)
b, = h

i=1 q

elde edilir. m

4.1.13 Onerme: Her m ve k tamsayisi icin dyp, |@zmy dir.

Ispat: m sabit olsun ve ispat1 k iizerinden tiimevarim ile yapalim.
m = 0 veya k = 0 ise bu durumda 6nerme dogrudur.
k = 1 ise ay;, |az, oldugu agiktir.
k = 2,...,n i¢in dogru oldugunu varsayalim. Yani d,,,|a@;mn olsun. Boylece ay,,
denklemin sag tarafin1 tam bdler. 4.1.10 Onerme kullanilarak,

Aq@amm+1) = AqQmn+2 = Q2mn+282m — Qamnlam—2
olur ve boylece ay, boler azmm41). Bu durumda k =1 i¢in Onerme saglanir.
Benzer sekilde k < —1 i¢in de a,,, boler ay,, olur. Sonug¢ olarak her m, k
tamsayisi i¢in,
Ao | A2mi

oldugu elde edilir. m
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4.1.14 Onerme: A,by = ayy; — Ay
Ispat: Ispat1 tiimevarim ile yapalim.
k=0i¢ina, —a_, = 2a, = 245 = A4b
k=1iginaz—a_, =5+1-1=22 =2,b
oldugundan k =0 ve k =1 i¢in esitlik saglanir. Simdi k = 2, ...,n i¢in esitligin
dogru oldugunu varsayallm ve k=n+1 igin Onermenin dogru oldugunu
gosterelim. Varsayim geregi,
Agbn = @nyz —an—
ve
Agbn1 = Apy1 — A3
olur.
Anyz — Ano1 = Aqlniz + Ay — AgQn_2 — Aps
= Aq(Antz — An_3) + Apyq — Ap_s
= AgAqbn + Agbn_4
= Aq(Agbn + by_y1)
= Agbn+1

oldugundan ispat biter. m

4.1.15 Onerme: Aqay + by = 20541
Ispat: Ispat1 tiimevarim ile yapalim. k =0 icin Aqao + by =2 =2a, ve
k =1 igin A,a; + by = 2, = 2a; oldugundan esitlik saglamr. Simdi k = 2,...,n
icin esitligin saglandigini varsayalim ve k = n + 1 i¢in 6nermenin dogru oldugunu
gosterelim. Varsayim geregi,
AqQn + by = 20544
ve
AqQn_1 + by_y = 2a,
olur.
Aq@ni1 + bpyr = 2g(Agan + an_1) + Agby + by
= 2g(Aq@n + bn) + Agan_y + by
= Aq2ap41 + 2a,

= 2(Aqan+1 + a,)
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= 20p42

oldugundan ispat biter. m

4.1.16 Onerme: a2, + a2 = a4
Ispat: Ispat1 tiimevarim ile yapalm. k =0 i¢cina?+a3=1=a; vek=1
i¢in a3 + af = A2 + 1 = a3 oldugundan k = 0 ve k = 1 i¢in esitlik saglanr. Simdi
k =2, ...,n i¢in esitligin saglandigin1 varsayalim ve k = n + 1 i¢in dnermenin dogru
oldugunu gosterelim. Varsayim geregi,
A1+ = Gapyy
ve
ai +a;_y = Ay
olur. 4.1.3 Onerme, 4.1.6 Onerme ve tanimdan yararlanarak,
iz + A = Aqnsr + @) + (Aqay + an_y)?
= A2a}, 1 + 24,0n410y + @k + 50k + 22400, 1 + af g
= lé(aflﬂ +aj) + 22qan(Any1 +an_q) + (a +ai_y)
= A5zn41 + 24400y + Az
= /112;a2n+1 + 224050 + A2n1
= Aeaoni1 + Aqon + Ag05n + an_y
=g (Aqa2n+1 +ay,) + AqQzn + Qon—q
= AqQzni2 + A2n41

= Qyn+3

elde edilir ve boylece ispat biter. m

4.1.17 Onerme: a;,,bx.1 — ayby = AqQzk+1
Ispat: Tiimevarim ile ispat1 yapalim.
k =0 lgln a1b1 - aobo = Aq = Aqal
k =1igin asb, — arhy = A5+ 22, — A, = A3 + A, = 1,(22 + 1) = a5
oldugundan k = 0 ve k = 1 i¢in esitlik saglanir.
Simdi k = 2, ..., n i¢in esitligin saglandigmi varsayalim. O halde,
An+1bnir — Qnbp = 2402041

\
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Anbp — an-1bpy = AqaZn—l
olsun ve k=n+1 icin esitligin saglandigin1 gosterelim. Tanim ve 4.1.6

Onermeden yararlanarak,
Any2bniz — Anyrbnia
= (Agans1 + an)Agbnsr + bn) — (Agan + an_1)(Agbn + bp_1)
= léanﬂbnﬂ + Aqan+1bn + Aqanbn+1 + anb, — ()léanbn
+ Aqganbn_1 + Agan_1by + an_1by_q)
= A2(ans1bns1 — Anbp) + (anby — @n_1bn_1) + Aqan(Aghn + by_1)
+ Agbn(Aqan + an_1) — Aganby_1 — Aq@n_1 by
= A2AqQam+1 + AqQzn_1 + Azanb, + Aga,_1by + A2a, b,
+ Aqganby_y — Aganby_1 — Agayn_1by
= A2q0om41 + AqQ2n—1 + 200, by,
= A2Aq0an+1 + Agon_1 + 22205,
= A2AqQon41 + Ae0zn + Agazn_1 + 2505,
=22 (Aqa2n+1 + aZn) + Aq(azn—1 + A4a27)
= Aoz + Aqoni1
= Aq(AqQzn42 + A2n41)
= lqa2n+3

elde edilir. m

4.1.18 Onerme: ay.,, + (—1)™ay_,, = by ay
Ispat: k sabit olsun ve ispat1 m iizerinden tiimevarim ile yapalim.
m = k ise esitligin saglandig1 aciktir.
m = 1ise agpq — A1 = AgQx + A1 — A1 = Aqax = byay
m = 21S€ Ayyp + Ay = AgQp4q + A + A
= Aq(Aqax + ay_1) + ax + ay_,
= (22 + Dag + A4a5_1 + ar_;
= (22 + Day + a,
= (22 + 2)ay
= byay
olur ve boylece m = 1 ve m = 1 i¢in esitlik saglanir.
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Simdi varsayalim ki m = 2, ..., n i¢in esitlik saglansin.
m tek olsun. Bu durumda,
Arsn — Ag—n = bpay
ve
Arin-1 T Ak—ns1 = bp_104
olsun ve m = n + 1 i¢in esitligin saglandigin1 gosterelim.
Ag4n+1 T Ag—n-1 = Aqak+n + Agin-1 T Ak—n-1
= Aq(bnak + ag_n) + (bn—lak - ak—n+1) + Ag—n-1
= ak(lqbn + bn—l) + (Aqak—n + Ax—n-1) — Ak—n+1
= Agbpi1 + Ag_pnp1 — Ag—ns1
= aybpiq
olur.
Benzer sekilde m ¢ift olsun. Bu durumda,
Arsn T Ag—n = bray
ve
Arsn-1 — Ak—ns1 = bn_10x
olsun ve m = n + 1 i¢in esitligin saglandigin1 gosterelim.
Ag4n+1 + Ag—n-1 = Aqak+n + Agyn-1 1t Qg—n-1
= Aq(bnak - ak—n) + (bn—lak + ak—n+1) + ag—n-1
= ak(lqbn + bn—l) - (Aqak—n + ak—n—l) + Ak—n+1
= Qgbny1 — Ak—n+1 + Qeonir
= Qrbpiq
olur.

Boylece m = n + 1 i¢in esitlik saglandigindan ispat biter. m

4.1.19 Onerme: ay,, — (—1)™ax_, = by
Ispat: k sabit olsun ve ispat1 m iizerinden tiimevarim ile yapalim.
m = k ise ay, = aiby
m = 1ise 4.1.3 Onermeden a4, + ax_; = by = a, by
m = 2 ise 4.1.14 Onermeden a4, — ay—, = Agbx = a,by
olur ve boylece m = 1 ve m = 2 i¢in esitlik saglanir.

Simdi varsayalim ki m = 2, ..., n i¢in esitlik saglansin.
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m tek olsun. Bu durumda,
Agsn T Ag_n = Anby
ve
Asn-1 — Ag—n+1 = An_1by
olsun ve m = n + 1 i¢in esitligin saglandigin1 gosterelim.
Ag+n+1 — Ag—n-1 = Aqak+n + Ag4n-1 — Ak-n-1
= Aq(anbk - ak—n) + (@n-1bik + Ag—ns1) — Ag—n—1
= bk(lqan + an—l) - (Aqak—n + ak—n—l) + A—n+1
= brQni1 — Ag—ns1 + Qgns1
= bylnyq
olur.
Benzer sekilde m ¢ift olsun. Bu durumda,

Ag4n — Ag—n = Apby

\(
Ap4n-1 + Ag—ny1 = An-1by
olsun ve m = n + 1 i¢in esitligin saglandigin1 gosterelim.
Ag4n+1 T Ag—n-1 = Aqak+n + Agin-1 T Ak—n-1
= Aq(anbk + ak—n) + (an—lbk - ak—n+1) t+ ag-n-1
= bk(lqan + an—l) + (Aqak—n + ak—n—l) — Qg-n+1
= brQni1 + Agny1 — Ag—nt1
= D41
olur.

Boylece m = n + 1 i¢in esitlik saglandigindan ispat biter. m

4.1.20 Onerme: b, a, + by, = 20441
Ispat: m sabit olsun ve ispat1 k iizerinden tiimevarim ile yapalim.
m =k ise byay, + bya, = 2bia, = 2a,
k = 1 ise 4.1.3 Onermeyi kullanarak,
bmay + b1am = by + A = Apyr + Ao + g0 = Qg + Qg = 2049
elde edilir. Simdi k = 2, ...,n i¢in 6nerme dogru olsun ve k = n + 1 i¢in esitligin
saglandigin1 gosterelim. Varsayimdan,

bman + bpay = 2an4m
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ve
bnan-1 +by1am = 2ap_14m
olsun.
bmGn1 + bnp1@m = b(Ag@n + an_1) + (Agbn + by_1)am
= Aq(bpmay, + bpay,) + bypay_1 +by_qa;,
= Aq28n4m + 20n-14m
= 2(Aqan+m + An-14m)

= 20p1m+1

oldugundan esitlik saglanir. m

4.1.21 Onerme: ab,, — bya,, = (—1)™2a)_m,
Ispat: k sabit olsun ve ispat1 m iizerinden tiimevarim ile yapalim.
k = m ise esitligin saglandig1 agiktir.
m = 1 ise 4.1.3 Onermeden yararlanarak,
apby — bray = aglg — by = agdq — Q41 — A1 = —Ag—q — Qg1 = —2a—1
oldugundan esitlik saglanir. Simdi m = 2, ..., n i¢in esitligin saglandigmi varsayalim
ve m = n + 1 i¢in esitligin saglandigini gosterelim.
m tek olsun. Varsayimdan,
axb, — bya, = —2a_,
ve
Apbp_1 — bran_1 = 2ax_n41
olsun.
Abn1 — bians1 = a(Aghn + buq) — b(Aqan + ay_q)
= Aq(axbn — bray) + agby_y — bray—4
= Aq(—2ax_p) + 2a5_pn1q
= —2(AqQ-n = Ag—n+1)
= —2Q-n-1
oldugundan esitlik saglanir.
Benzer sekilde m ¢ift olsun. Varsayimdan,
axb, — bya, = 2a;_,
ve

Abp—1 — bran-1 = =20k _n41
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olsun.
Agbpiq — brQpyq = ak(/lqbn + bn—l) — by (Aqan + an_1)
= Aq(axb, — bray) + axb,_1 — bya, 4
= Aq (2ax_n) = 2ay_n+1
= Z(Aqak—n — Ag—n+1)
= 2Q-n-1

olur ve boylece istenen elde edilir. m

4.1.22 Onerme: by, + (—1)™by_p, = bpby
Ispat: n sabit olsun ve ispat1 m iizerinden tiimevarim ile yapalim.
m=1 ise byys —bx_1 =Agby + by_1 — by_y = Agby = b1b olur ve esitlik
saglanir. Simdi m = 2, ..., n i¢in esitligin saglandigini varsayalim ve m = n + 1 i¢in
onermenin dogru oldugunu gdésterelim.
m ¢ift olsun. O halde varsayimdan,
by+n + bi—n = bnby
ve
brin-1 = br—ns1 = bn_1bx
olur.
biin+1 — bx—n-1 = (Aqbk+n + bk+n—1) — (bk-n+1 — Agbk-n)
= Aq(bn + br—n) + bryn—1 — br—ns1
= Agbnby + bp_1by
= by (Agby + bp_1)
= brbniq
oldugundan esitlik saglanir.
Benzer sekilde m tek olsun. Varsayim geregi,
bx+n = bi—n = bnby
ve
bgin-1+ br—ns1 = bn_1bx
olur.
biin+1 + bx—n-1 = (Aqbk+n + bk+n—1) + (bk-n+1 — Agbk-n)
= Aq(bgsn = bi—n) + bryn—1 + br_ns1
= Agbnby + bp_1by
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= bk(lqbn + by_1)
= bybpiq

oldugundan ispat biter. m

4.1.23 Onerme: b7 + b2, = (A2 + 4)azk41
Ispat: Ispat1 tiimevarim ile yapalim.
k=0isebi +bi =4+25=(A2+4)a; vek = 1ise
b24b2 =22+ (A2 42) =2 +502+4= (A2 +4)(X2+1) = (1 +4)ay
olur ve esitlik saglanir. k =2,..,n icin esitligin saglandigini varsayalim ve
k = n + 1 i¢in esitligin saglandigini gosterelim. O halde varsayimdan,
bi +bi s = (/112; +4)azn41
ve
bi_y + b = (/112; +4)azn—1
olur. Tanim, 4.1.4 Onerme ve 4.1.6 Onermeden yararlanilirsa,
bri1 +briy = (Agbn + bn-1)? + (Agbnss + by)?
= 2507 + biyq) + (by_q + b2) + 244by (bp—q + bnyy)
= 22(22 + 4)aznss + (A2 + D agn_y + 24,b,(A2 + Da,
= 22(A2 + 4)aznss + (A2 + Dagn_1 + 22,22 + D ayy,
= 22(22 + 4)azns1 + (A2 + 4)azn_1 + A4(22 + 4)az, + 1,(22 + 4)ay,
= 2,(72 + 4)(Agazns1 + azn) + (22 + 4)(azn_1 + A4a21)
= 24(72 + 4)azn4a + (A2 + 4)aznyy
= (22 + 4)(Aqazn42FA2n41)
= (22 + 4)aznys

elde edilir. m

Simdi a;, ve by dizilerinden yeni dizilerin elde edilebilecegini gdosterelim.
Ik olarak g = 4 olsun. Bu durumda

Ay

V2

olmak iizere her k > 2 i¢in

U = g — Up—

49



yeni bir dizi olur. Burada uy = 0 ve u; = 1 dir.
Benzer sekilde,
bok = v
olmak iizere her k > 2 i¢in
Uy = 4Vp_q — Vg
yeni bir dizi olur. Burada vy = 2 ve v; = 4 olur.
Dikkat edilirse g = 4 i¢in karakteristik denklem,
x2—4x+1=0

olur ve boylece bu denklemin kokleri

X1, =2FV3
dir.
q = 5 olsun. Bu durumda
Dok _ ¢
3k

olmak iizere her k > 2 i¢in
tk = Stp—1 —tg—
yeni bir dizi olur. Burada ty, = 0 ve t; = 1 dir.
Benzer sekilde,
bar = sk
olmak iizere her k > 2 i¢in
Sk = 5Sk—1 — Sk-2
yeni bir dizi olur. Burada s, = 2 ve s; = 5 olur.
Dikkat edilirse g = 5 i¢in karakteristik denklem,
x2—5x+1=0
olur ve boylece bu denklemin kokleri

5F+21

X12 = 2

dir.
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4.2 Genellestirilmis Fibonacci ve Genellestirilmis Lucas Dizilerinin Polinom

Gosterimleri

Bu bolimde a; ve by dizilerinin polinom seklinde yazilabilecegi
gosterilecektir. A, = 1 igin Fibonacci ve Lucas sayilariin polinom gosterimi olur.

Daha sonra bu diziler i¢in elde edilen bazi iist sinir 6zellikleri de verilecektir.

Ik olarak ay, ve by, dizilerinin ilk 10 terimini verelim.

ax by,
ag =20 by =2
a; =1 b, = 4,
a, = A, b, =22 +2
az =213 +1 by = A3 + 31,
a, = A3 + 24, by = A + 423 +2
as = A3 +322 +1 bs = A3 + 543 + 51,
ag = A5 + 443 + 31, be = A5 + 645 + 922 + 2
a; = A+ 524 + 622 +1 by = A7 + 7A54+142% + 74,
ag = A} + 645+1023 + 41, bg = A5 + 825 + 2027 + 1627 + 2
ag = A3 + 725 + 152 + 1027 + 1 by = A5 + 97 + 2725 + 3023 + 91,

ay, ve by dizilerinin polinom gosterimini bulmadan 6nce kullanacagimiz bir

ozellik verelim [7].

(]z;)-"z(];t})_(pfz):(kzz) (4.2.1)

(Iz;) * (Iz; _ i) - (]; _ i)pTTk (4.2.2)

\
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4.2.1 Teorem: a,; ve a,i 4 dizilerinin polinom gosterimi,

(g = 2261 4 (Zkl_ 2) AZk=3 4 (Zkz_ 3)/1,2/“5 + ot (i * g)ag + (i * %) A

\

_ 2k—2\2k—3 . _ 2k —3\2k—=5 _, _
a2k+1=l‘27k+(2k_1)/1‘27k2+( 1 )Tl‘z?k4+( 2 ) 3 Agee

3
—/12+1

k+1)
k—

et (0T
seklinde tanimlanir.

Ispat: Ispati timevarim ile yapalim ve ilk olarak a,;, dizisinin polinom
gosterimini ispatlayalim.
k =1 i¢in a; = A5 ve k = 2 i¢in a, = A3 + 24, oldugundan k =1 ve k = 2 i¢in
esitlik saglanir. Simdi k =1,2,...,n i¢in esitligin saglandigmi1 varsayalim ve

k = n + 1 i¢in esitligin saglandigini1 gosterelim. Varsayimdan,

= A2 4 (an— 2) A2n=3 4 (an— 3) A2n5 g (n + 2) 2+ (:11 t %) 1

\(

aan = 2774 () ae e () e ()

n
+ (n - 3) Aq
olur. 4.1.7 Onermeden,
A2(k+1) = (Azzz + Z)aZk — Qg2

oldugundan,

axmeny = (B +2) [0+ (T ) s+ (0 s (0T D)

e e G G L

(o) ()
= (M) 2]+ (B ) 2 (P ) e+

1
ot [(Zt%) +2("+2)]/13 + 2(""'%)/1(]
olur. Burada 4.2.1 6zelligi kullanilarak,

2n 2n—1 n+3 n+2
Aami1) = Atzyn-l-l + ( ) )/ngn_l _|_( , )/ngn_3 4ot (n _ 2) lg + (Tl _ 1) Aq

elde edilir. Boylece k = n + 1 i¢in esitlik saglanmis olur. Dolayisiyla a,, dizisi i¢in

ispat biter.
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Simdi a,j 1 dizisinin polinom gdsterimini ispatlayalim.
Tanimmdan,
Aoktz = AqQops1+azi
oldugundan,

Ark+1 = /1_ (Azk+2 — Azi)
q

olur. Boylece

Appsq = % [(Atzyk-l-l n (Zk) Atzgk_l n (Zk - 1) /112;}(_3 I (k + 3) /13

1 1 k—2
# (e 21)%)
- (e (T e () e (D) A
+ (e 22)%)

olur. Burada 4.2.2 esitligi kullanilarak,

_ 2k —2nN2k—-3 _ 2k —3nN2k—=5 .
a2k+1=/1127k+(2k—1)/1¢2;k2+( 1 )—2 /1,2]"4+(k2 3)—3 Azk=6
e (3 g
+ +(k_2)k_1/1q+1

elde edilir ve boylece ispat biter.m

4.2.2 Teorem: b, ve by, dizilerinin polinom gdsterimi,

2k — 3\ 2k 2k — 4\ 2k
b = 2+ @O+ (T )T+ (0 )T+

+ k 2k A2 42
(k—Z)k—l at

A\
2k — 2\ 2k + 1
ban = B+ o+ DB+ (T ) g
2k — 3\ 2k + 1 k+1\2k + 1
2k=5 4 ... R
P e P b

seklinde tanimlanir.

Ispat: 4.1.3 Onermeden,

by = azp—1 + Ak 41

oldugundan,
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_ [2k-2 _avgok—a y (2k—4\2K =5 g k 3
boe = M52 + 2k = DA + (1) =23 e (Y ) 5

2k—2)2k—3/112]k_4+

F 1]+ [+ (2 — D2 4+ (2] .

+(£t%)k—lz + 1]

2k —3
=23+ [+ @k = DI + @k -3+ (P72 T g e

1 2
+[(kk3)k3 ]’12”

olur. Burada 4.2.2 6zelligi kullanilirsa,
2k—3)2k 4 (2k—4)2k
4

27 2k )2k—6
1 2 T

by = 22+ 2V + ( 2

+( k)Zk /12
k—2/k

2 q

elde edilir.
Benzer sekilde,
bok+1 = Az + Azpe42
oldugundan
2k —2\2k+1
bon = B+ o+ DB+ (T ) g
+(2k—3)2k+1/12k_5+ (k+1)2k+1
2 3 k—2) k—1"1

oldugu kolayca gosterilebilir.m

DeMoivre tireteg fonksiyonlarmni kullanarak farkli bir yolla Fibonacci
sayilarini elde etmistir. Simdi bu teknige benzer sekilde a;, ve by dizilerinin elde
edilebilecegini gosterelim. Bdylece a; ve by, dizilerinin hesaplanmasinda yukaridaki

hesaplamalara da gerek kalmaz [8].
909 = ) apx!
i=0
diyelim. Bu durumda g(x) — agx® — a;x* = g(x) — x olur. Boylece
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gx)—x = Z a;xt = Z(lqai—l +a;_y)x"
i=2 i=2

[ee] [ee] [ee]
= Z/lqai_lx‘ + a;_,x" =xZ/1qaix‘ + x? Z a;x'

i=0
= x149(x) + x?g(x)
oldugundan,
g(x) —x = x2,9(x) + x*g(x)

olur. Buradan

3 X 3 X 3 X
900 = 1-2gx—x2 1—(a+B)x+ (af)x* (1—ax)(1—pBx)
_ (a—p)x
(1 —ax)(1—Px)/2% +4
1—-px 1—oax

A—a)(1-BOJE+42 (1—ax)(1— )X + 4

1 1
- (1—-ax)\/A2 +4 B (1-pBx)J2A2 +4

elde edilir. Boylece a;, dizisi,

1—oax
ve
1
1—-px

geometrik serinin toplami olarak ifade edilebilir. Dolayisiyla

1 1

1+ ax+a?x?+ ) —

%+ 4 i+ 4
1

JZ + 4

seklinde olur. Boylece x* nin katsayisi

gx) =

(14 Bx + B?x* + -

[(a — B)x + (a® — B?)x* + -]

1
P (a¥ = )
q

fx) = i bix!
i=0
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diyelim. Bu durumda f(x) — byx® = f(x) — 2 olur. Bdylece

FO)=2= ) bt = > (gbis + b
i=1 i=1

= Z Agbi—1x' 4+ b;_pxt =x Z Agbix' + x? Z bixt — A,x
i=1 i=1 i=0

= xAqf (X) + x2f (x) — Agx
oldugundan,
f(x) =2 =xAf(x) + x*f(x) — Agx

olur. Buradan

o 2=Agx 2= Agx B 2—Agx
) = 1-2x—x2 1—(a+Bx+ (af)x? (1—ax)(1+ Bx)
A B

“U-a G-
olur. O halde
A(1—=pBx)+B(l —ax) =2 — Ayx
denklemi ¢oziiliirse,

A =1 ve B =1 bulunur. Boylece

1 1

[ =g T a =g

elde edilir. Dolayisiyla by, dizisi

1—oax
ve
1
1—-px

geometrik serinin toplami olarak ifade edilebilir.

Simdi iirete¢ fonksiyonlarini kullanarak bazi sonuglar1 verelim.

e}

X .
— — el
900 = ———— Zalx

q i=0

oldugundan
1 i '_1
T dx—2- 2, %~
1—2gx—x i
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olur. Eger

1
X =—
Aq
ise,
RS =1
-5 = a; T = —Aq = al/1_1
- q - q
=0 =0
elde edilir. Eger
1 =
- - @ _ pi—1
1—2gx — x? Zalx
=0

esitliginde her iki tarafin tiirevi alinirsa baska bir toplamsal 6zellik elde edilir. Yani,

Ag + 2x i(_ axi-?
— — 7 = i—Da;x
(1—25x —x?) i

olur. Eger

ise,
[ee]

NP 1 , 1
(22 +2)25 = Z(z - 1)ai/12—_2 = (22 +2)1, = Z(z - Daigr
i=0

i=0 a

l
i=0 q i=0 q i=0 q
2 N 1
= G5+ D2 = ) iaior
i=0 4

q =
olur. Eger
1
_
ise,
=g
i=0 a
olur. Eger
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2 -1
f(x)_l—/lxx be

esitliginde her iki tarafin tiirevi alinirsa,

[ee]

Ag —4x — Agx? Z b i1
_ — 22 l
(1—2x —x?) s
olur. Eger
_ 1
x = »
ise,
[ee] [ee] ' 1
(2 +3)1,° = Z i3 = (2 +3)2,% = Z gy
i=0 i=0
olur.

Bir sonraki 6nerme daha karmasik olan esitliklerin Binet formiilii ile kolayca
ispatlanabilecegini gosterir. Ayrica genellestirilmis Fibonacci dizilerinin indirgeme
bagintist ile alt dizilerini anlamay1 saglar. Boylece bu Onerme genellestirilmis
Fibonacci dizisinin her k. terimi ile nasil baglantili oldugunu gosterir.

4.2.1 Onerme: a,,, = bra,, + (=1D* ' a,,_x

Ispat:
bia,, + (—1)k+1a _

= (@ + ) =—=(a" - ™) + (- D" =—==(a"* - p"7")

1
e NoEe
am+k _ akﬁm + ﬁkam_ﬁm+k N (_1)k+1am— _ (_1)k+1ﬁm—k
JETa B4
am+k _ (_1)kﬁm—k + (_1)kam—k_ﬁm+k _ (_1)kam—k + (_1)kﬁm—k

JZ + 4

am+k _ ’Bm+k

=T = T Um4k
JZ+ 4

olur ve boylece ispat biter. m
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Yukaridaki 6nermede k =1 ise apyq = b1@p + apq = g0y + aq ve Kk =m

ise a,, = a, by oldugu agiktir.

Bu bolimde son olarak a ve B y1 kullanarak bazi {ist sinir 6zelliklerini

verelim. Bu 6zellikler ¢ok kullanilmamasina ragmen bu konuda ¢ok arastirilmstir.

4.2.2 Onerme: Her k i¢in

Z+4 2
dir.
Ispat: Her k i¢in
ak — gk
ap = ﬁ
a —
oldugundan,
Fil el <3
ap — = -
A2+ 4 A2+ 4

elde edilir. m

4.2.3 Onerme: Her k > 2 i¢in

Jeas
Ap+1 = |Aag 2
dir.
Ispat: Her k > 2 icin,
aktl — ,Bk+1 aktl — O(,Bk ,Bk(a — ,B) A
lays, — aayl = > - > = = = |B¥| <7q
JAG +4 JAG +4 JAG +4

elde edilir. m

4.2.4 Onerme: Her k i¢in
A
e
k a” + 2
dir.
Ispat: Her k icin b, = a* + B* oldugundan,
A
by — | = la* + B* = a¥| = 1§¥] < 3
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elde edilir. m

4.2.5 Onerme: Her k > 2 i¢in

Ag\J2% + 4|

bk+1 = \‘(Zbk + 2

dir.
Ispat: Her k > 2 icin,

|b+1 — aby| = |+t +.3k+1 - “(“k +.Bk)| = |,3k(ﬁ —a)| =

A JEF A
= | 2z + 4] 1 < 22

Br(— 22 + 4)|

elde edilir. m

60



5. SONUCLAR

Bu calismada elde edilen sonuclar 4. bdliimde bulunmaktadir ve bunlar

asagidaki gibi ifade edilebilir.

Genisletilmis Hecke gruplarindan hareketle genellestirilmis Fibonacci ve
genellestirilmis Lucas dizilerinin tanimlar1 yapilmigtir. Daha sonra bu diziler ile
ilgili bir takim ozellikler verilmistir ve bu dizilerden yeni dizilerin de elde
edilebildigi gosterilmistir.  Ayrica genellestirilmis Fibonacci ve genellestirilmis
Lucas dizilerinin polinom seklinde yazilabildigi gosterilmistir ve bu diziler i¢in bazi

iist siir 0zellikleri de verilmistir.
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