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Bu çalıĢma 3 bölümden oluĢmaktadır.  

 

Birinci bölümde, bazı temel tanım ve teoremler ile bazı fonksiyon sınıflarının 

tanımları verilmiĢtir.  Ayrıca Simetrik Banach Fonksiyon Uzayı ve Simetrik Smirnov 

Uzayı tanımlanmıĢtır.  

 

Ġkinci bölümde, kompleks interpolasyon polinom türleri verilmiĢ ve 

kompleks interpolasyon polinomlarının kompleks disklerde noktasal ve düzgün 

yakınsaklık problemleri ele alınmıĢtır. 

 

Üçüncü bölümde ise Simetrik Smirnov Uzaylarında kompleks interpolasyon 

polinomlarının normda yakınsaklığı incelenmiĢtir.  Özellikle Simetrik Smirnov 

Uzaylarında kompleks interpolasyon polinomlarının normda yakınsama hızı ile en iyi 

yaklaĢımı veren cebirsel polinomunun normda yakınsama hızının eĢit olduğu 

ispatlanır. 
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This thesis consists of three chapters. 

 

In the first chapter, some basic definitions and basic theorems with some 

function classes’ definitions are given.  Moreover, Symmetric Banach Function 

Space and Symmetric Smirnov Space are defined. 

 

In the second chapter, types of complex interpolating polynomials are given 

and complex interpolating polynomials’ pointwise and uniform convergence in 

complex discs are investigated. 

 

In the third chapter, approximation by complex interpolating polynomials in 

Symmetric Smirnov Space is studied. Also it is proved that convergence rate of 

complex interpolating polynomials and convergence rate of best approximating 

algebric polynomials are the same in the norm of Symmetric Smirnov Spaces.   
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Approximation / Symmetric Smirnov Space / Faber Polynomials / Curve Of 
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1. ÖN BĠLGĠLER 

 

1.1 Temel Tanım ve Teoremler 

 

1.1.1 Tanım:  Bir f  kompleks değerli fonksiyonu bir 0z  noktasının belli bir 

0( , ),  >0D z  komĢuluğundaki bütün noktalarda diferansiyellenebiliyorsa  f , 0z

’da analitiktir denir. [1, s.89 ] 

 

1.1.2 Tanım:  :nf A C  olarak tanımlanmıĢ ( )nf  fonksiyon dizisi verilsin. Eğer 

her bir z A  için ( )nf z  kompleks değerli dizisi yakınsıyorsa, ( )nf  fonksiyon 

dizisi noktasal yakınsıyor denir.  

 

 Herhangi bir 0  sayısı verildiğinde bütün z A  noktaları ve her 0n n  için 

( ) ( )nf z f z  olacak biçimde bir 0 0 ( )n n  doğal sayısı bulunabilirse ( )nf  

fonksiyon dizisi A  üzerinde f  fonksiyonuna düzgün yakınsıyor denir. [1, s.163-

164] 

 

1.1.3 Tanım:  Bir f  fonksiyonu bir S  kümesi üzerinde tanımlı ve 0z S  

0 0(   ya da  )z zC  noktası S ’nin bir yığılma noktası olsun.  Eğer  0( )f z  ve 

0
0lim ( ) ( )

z z
f z f z  ise 0,  f z  da süreklidir denir. [1, s.71] 

 

1.1.4 Tanım :  [ , ]a b R  olmak üzere sürekli bir 

:[ , ]a b C  

fonksiyonuna kompleks düzlemde bir eğri denir.  Burada ( )a  ve ( )b  noktalarına 

sırasıyla eğrinin baĢlangıç ve bitim noktaları denir.  Bir  eğrisi verildiğinde 

( ) ( )a b  ise  ya kapalı eğri; bir  eğrisi sadece 1 2t t  için 1 2( ) ( )t t  

oluyorsa  ya Jordan eğrisi; '  türevi var ve sürekli ise  ya diferansiyellenebilir  

eğri; diferansiyellenebilir bir  eğrisi için eğer ' 0  oluyorsa  ya düzgün eğri 

denir.  [1, s.112] 
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1.1.5 Tanım:  [ , ]a b R olmak üzere  

 

: ( ) ( ) ( )z z t x t iy t  

 

sürekli eğrisi verilmiĢ olsun. Eğer n  doğal sayısı için 

 

1 2 3 1... nt a t t t b  

 

koĢulunu sağlayan 1 2 3 1, , ,..., nt t t t  değerlerinin keyfi bir dizisi için  

 

1

1

( ) ( )
n

n k

k

z t z t  

 

toplamı sınırlı ise  eğrisine sonlu uzunluklu eğri denir.  BaĢka bir deyiĢle  

eğrisini gösteren z  fonksiyonu sınırlı değiĢimli ise  ya sonlu uzunluklu eğri denir.  

[2, s. 417] 

 

1.1.6 Tanım:  z  ve 0  için  ( , ) : :z t t z  olsun.  

( , )z , ( , )z ’nun ölçüsünü göstersin.  Sonlu uzunluklu Jordan eğrisi için 

eğer 

 

0

1
supsup ( , )

z

z  

 

sağlanııyor ise ’ya Carleson eğrisi denir. [3, s.2] 

 

1.1.7 Tanım:  Sonlu uzunluklu yönlendirilmiĢ bir  eğrisi alalım. ( , )S z  z ’den 

baĢlayıp  üzerinde saat yönünde ilerlerken oluĢan yay uzunluğuna göre uzunluğu 

 olan eğri parçasını gösterir. ( , )S z   ise z ’den baĢlayıp  üzerinde saat yönünün 

tersinde ilerlerken oluĢan yay uzunluğuna göre uzunluğu  olan eğri parçasını 

gösterir.  
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Eğer  düzgün bir eğri ve 

 

0
( , ) ( , )

lim arg( ) arg( ) 0
s z s z

d z d z  

 

yakınsaması z ’ya göre düzgün ise  ya  VR  eğri denir.[4] 

 

L.Zhu ve L.Zhong ispatlamıĢtır ki VR  olmayan düzgün bir eğri vardır.  

 

Diğer taraftan, eğer ’ya teğet olan eğrinin ( )s  açısı, s  yay uzunluğunun bir 

fonksiyonu olarak,  boyunca  

 

0

( )t
dt

t
 ,  0  

 

koĢulunu sağlıyorsa  VR  eğridir [4].  Burada ( )t ; ( )s ’in süreklilik modülüdür.  

 

1.1.8 Tanım:  boyu L  olan sonlu uzunluklu bir Jordan eğrisi olsun ve ( )z z t , 

0,t L  ’nın yay uzunluğuna göre parametrik gösterimi olsun. 

 

Eğer ( ) : arg '( )t z t ,  0, L  üzerinde sınırlı değiĢimli bir fonksiyon ise ’ya sınırlı 

rotasyonlu BR  eğri denir.  ( )d t  değeri ’nın toplam rotasyonu olur. 

 

Eğer BR  ise, ’nın her bir noktasında sağ ve sol teğetler vardır.  Sınırlı 

rotasyonlu eğriler sınıfı yeterince geniĢtir.  Örneğin, bir eğri parçalı konveks (köĢe ya 

da sivri içerebilir) ise sınırlı rotasyonludur.  [5, s.45]  

 

Kolaylıkla görülebilir ki, her VR  eğri (hatta parçalı VR eğri) BR  eğrisidir.[4] 
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BR  eğri, sivri veya köĢe içerebileceğinden VR  eğri olmayan (örneğin, uzayda bir 

dikdörtgen) bir BR  eğri mevcuttur. 

 

1.1.9 Tanım:  Bir E  kümesi için  

 

1,     ise
( )

0,    ise 
E

x E
x

x E
 

 

biçiminde tanımlanan E  fonksiyonuna E  kümesinin karakteristik fonksiyonu 

denir.  

 

1.1.10 Tanım: 0 , nz a C  sabitler olmak üzere 

 

0

0

( )n

na z z  

 

biçimindeki serilere kuvvet serisi denir. [1, s.175] 

 

1.1.11 Tanım:   ,k ka b R  ve 0n na b > olmak üzere 

 

                                    0

1

( ) ( cos sin )
2

n

n k k

k

a
t x a kx b kx                                 (1.1) 

 

fonksiyonuna n  dereceli bir Trigonometrik polinom denir. 

 

0,1,2,...n  için derecesi n ’yi aĢmayan bütün trigonometrik polinomların kümesini 

nT  ile göstereceğiz. 

 

       0
0

1
,   : ( ),   1,2,...

2 2
k k k

a
c c a ib k     

1
: ( ),   1, 2,...

2
k k kc a ib k  
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alınırsa  (1.1)  serisi  
ikx

k

k

c e  biçiminde yazılabilir.  Buna (1.1) serisinin kompleks 

biçimi denir. 

 

1.1.13 Tanım:  Kompleks düzlemde  ile sınırlı, basit bağlantılı bir G  bölgesi 

verilsin.  D , z  noktasını içeren G G  kapalı bölgesinin tümleyeni olan 

basit bağlantılı bölge olsun.  Riemann Konform DönüĢüm Teoremine göre D  

bölgesini 1w  bölgesine konform ve ünivalent olarak dönüĢtüren ( )w z  

konform dönüĢümü vardır ve  

 

( ) ,          
( )

'( ) lim 0
z

z

z
 

 

koĢulları altında  konform dönüĢümü tektir. 

 

Bu koĢul gösterir ki D  bölgesinde z  noktası dıĢında analitik olan ( )w z  

fonksiyonu z  noktasında basit kutba sahiptir.  Bu yüzden  fonksiyonunun 

z  noktasının komĢuluğunda Laurent açılımı vardır ve bu açılım 

 

1 2
0 2

( ) . ... ...k

k
z z

z z z
 

 

biçimindedir. 

 

( )z ’nin açılımında pozitif kuvvetli bir tek z  olmalıdır.  Aksi halde z  iken  

 

( )
lim
z

z

z
 

 

olur. 

 

Negatif olmayan bir n  tamsayısı için 
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1 2
0 2

( ) . ... ...

n

n k

k
z z

z z z
 

 

                                  

( ) 1 ( ) 2 ( ) ( )

1 2 1 0

( )( ) ( )

1 2

2

. . ... .

  

  ... ...

n n n n n n n n

n n

nn n

k

k

z a z a z a z a

bb b

z z z

 

 

olduğu görülmektedir.  

 

Burada  

 

( ) 1 ( ) 2 ( ) ( )

1 2 1 0. . ... .n n n n n n n n

n n nF z a z a z a z a  

 

polinomuna G  bölgesi için .n  dereceden Faber polinomu denir.[6, s. 33-34] 

 

1.1.14 Tanım: f  fonksiyonu 0z  noktasında analitik ise bu noktanın bir 

komĢuluğundaki z ’ler için geçerli olmak üzere  

 

( )

0
0 0

0 0

( )
( ) ( ) ( )

!

n
n n

n

n

f z
f z a z z z z

n
 

 

açılımı vardır.  Bu kuvvet serisi 0( , )D z R  diski üzerinde mutlak yakınsar ve diskin 

kompakt alt kümeleri üzerinde yakınsama düzgündür.  Taylor serisinin .n  kısmi 

toplamına Taylor polinomu denilir. [1,s.180] 

 

1.1.15 Tanım: [0,2 ] ’de sürekli h  fonksiyonunun süreklilik modülü   

 

1 2 1 2 1 2( , ) : sup ( ) ( ) :  , [0,2 ],  ,     0  t h h t h t t t t t t t  

olarak tanımlanır. 
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1.1.17 Tanım: 

 

1 ( )
( ) : ,

2

f
Hf z d

i z
    z G  

 

Ģeklinde tanımlanan Cauchy integrali için 1( )f L ’nın Singuler Cauchy Ġntegrali 

 

0

1 ( )
( ) : lim ,

2

f
S f z d

i z
( , )z

  z  

 

ile tanımlanır. 

 

:S f S f  lineer operatörü Cauchy Singuler Operatörü olarak adlandırılır. 

 

1.1.18 Teorem (Cauchy Ġntegral Formülü) :  G  bir bölge ve  bu bölge içinde bir 

Jordan eğrisi olsun. Eğer a ,  içinde bir nokta ve ( )f z , G  de analitik ise 

 

1 ( )
( )

2

f z
f a dz

i z a
 

 

olur.  [1,s.139] 

 

1.1.19 Teorem (Cebirin Temel Teoremi) :  Sabit olmayan  

 

1

1 1 0( ) ... ,  0n n

n n nP z a z a z a z a a  

 

polinomunu sıfır yapan bir 0z  sayısı vardır.  [1, s. 142] 
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 1.2 Bazı Fonksiyon Sınıfları ve Fonksiyon Uzayları 

 

1.2.1 Tanım:  M :  da tanımlı Lebesgue ölçülebilir fonksiyonlar kümesi,  

M : M nin [0, ]  aralığında değer alanlarının ailesi,  

0M : M deki fonksiyonlardan h.h. sonlu olanların ailesi, 

0M : M  da olup h.h. sonlu olanların ailesi olarak tanımlanır. 

 

1.2.2 Tanım: 0 0( ) , ( )f M g M  verilsin. 

Bir f  fonksiyonunun dağılım fonksiyonu  

( ) : ( ) ,       ( 0)f x f x  

ile verilir.  Eğer 0  için ( ) ( )f g  ise f  ve g  eĢ ölçümlü 

fonksiyonlardır denir. [7,s.36-37] 

 

1.2.3 Tanım:  kompleks düzlemde bir Jordan eğrisi, M  Lebesgue ölçülebilir 

: 0,  fonksiyonlar ailesi ve E  E ’nın karakteristik fonksiyonu olsun. 

Bir : 0,M  dönüĢümü, M daki tüm , , nf g f  ( 1,2,...)n  fonksiyonları 

0a  sabitleri ve Lebesgue ölçülebilir E  için aĢağıdaki özellikleri sağlıyorsa 

’ya Banach Fonksiyon Normu denir.[7, s.2] 

 

1) ( ) 0 0f f    h.h.,    ( ) ( ),af a f    ( ) ( ) ( )f g f g , 

 

2) 0 g f  h.h.  ise ( ) ( )g f , 

 

3) 0 nf f   h.h.  ise  ( ) ( )nf f , 

 

4) ( )E  ise ( )E , 

 

5)  ( )E  ise   (0, ) : . ( )E E

E

c f dz c f . 
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1.2.4 Tanım:   bir Banach Fonksiyon Normu olsun.   

 

( ) : :  ( )X f M f  

 

fonksiyon sınıfına Banach Fonksiyon Uzayı denir.[7, s. 4]  ( )X ’ya  ile üretilen 

Banach Fonksiyon Uzayı diyeceğiz.   

 

( )X  üzerinde norm 

( )
: ( ),

X
f f    ( )f X  

 

 ile verilir.  Bu norma göre ( )X  bir Banach Uzayıdır. 

 

1.2.5 Tanım:   bir Banach Fonksiyon Normu olsun. 

 

'( ) sup : ,  ( ) 1 ,g fg dz f M g f g M  

 

fonksiyoneline ’nun eĢlenik normu denir.[7, s.8] 

 

1.2.6 Tanım:  '   nun eĢlenik normu olsun. '  ile üretilen 'X  Banach 

Fonksiyon Uzayına EĢlenik Banach Fonksiyon Uzayı denir.  EĢlenik Banach 

Fonksiyon Uzayında norm  

 

'

( ) '( )
sup : ( ), 1 ,

X X
f fg dz g X g  

 

'( ) ( )
sup : ( ), 1 .

X X
g fg dz f X g  

 

ile tanımlanır. [7, s. 9]   
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1.2.7 Tanım:  , C ’de bir Jordan eğrisi, 1 p , olmak üzere  üzerinde 

tanımlı, kompleks değerli, mutlak değerinin p ’inci kuvveti Lebesgue anlamında 

integrallenebilen yani; 

 

( )
p

u z dz  

 

eĢitsizliğini sağlayan, ölçülebilir ( )u z  fonksiyonların uzayı ( )pL ile gösterilir. 

 

1 p olmak üzere ( )
p

L üzerinde norm  

 

         

1

( )

p

p

p
u u z dz  

 

ile tanımlıdır.  Bu norm ile ( )
p

L  uzayı bir Banach uzayıdır. 

 

1.2.8 Tanım:  : : 1z zD C  ve G C  basit bağlantılı sınırlı bir bölge olsun. 

0 : GD  fonksiyonu  

 

0 (0) 0  ,    '

0(0) 0  

 

koĢullarını sağlayan konform dönüĢüm olsun.  0 ’ın görüntüsü altında 

,  0 1w r r  çemberinin görüntüsü r  olsun. 

 

G ’de analitik bir f  fonksiyonunun eğer her (0,1)r için  

 

( )

r

p
f z dz c  

 

eĢitsizliğini sağlıyorsa f ’ye Smirnov Uzayına ait bir fonksiyondur denir. [6, s.77] 
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( )pE G ’deki (1 )p  bütün fonksiyonlar  da teğetsel olmayan sınır değerlerine 

hemen hemen her yerde sahiptir ve sınır fonksiyonu ( )pL ’ya aittir. 

 

1p  için  ( )pE G   

1

( ) ( )
: : ( ) .p p

p
p

E G L
f f f z dz  

 

normuna göre Banach uzayıdır. 

 

1.2.9 Tanım:  Kompleks uzayda kapalı,  Lebesgue uzunluk ölçüsü dz  ile tanımlı bir 

sonlu uzunluklu  Jordan eğrisi alalım.  Eğer 0 ( )M uzayında alınan eĢ ölçümlü 

,f g fonksiyon çifti için ( ) ( )f g oluyorsa ’ya Simetrik Banach 

Fonksiyon Normu denir. 

 

Simetrik Banach Fonksiyon Normu ile üretilen ( )X  Banach Fonksiyon Uzayına 

Simetrik Banach Fonksiyon Uzayı denir. [7, s.59] 

 

1.2.10 Tanım: Kompleks uzayda kapalı,  Lebesgue uzunluk ölçüsü dz  ile tanımlı 

bir sonlu uzunluklu  Jordan eğrisi alalım.   eğrisi uzayı 2 bölgeye ayırır.  Bunlar 

: intG  ve  :G ext  olsun.  Ayrıca, :T D  ve : extD T  olarak gösterelim. 

 

:f G C  analitik fonksiyonunun, (varsa) G ’deki sınır değerlerinin oluĢturduğu 

fonksiyonu xf  ile gösterelim. 

 

1( ) : : ,   '  ,  ( ), ( )X xE G f G f G de analitik f E G f XC  

 

fonksiyon sınıfına Simetrik Smirnov Uzayı denir.[8] 
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1.2.11 Tanım:  0f M  olsun.   

 

*( ) : inf : ( ) ,     0ff t t t  

 

fonksiyonuna f ’nin azalan rearrengement fonksiyonu denir.[7, s.59] 

 

Luxemburg gösterim teoremine göre [7, s.62-64] ( , )dxR  üzerinde öyle bir  

Simetrik Banach Fonksiyon Normu vardır ki 

 

*

0( ) ( ),         f f f M  

 

sağlanır. 

 

( , )dxR  üzerinde  ile üretilen Simetrik Banach Fonksiyon Uzayı X  olsun. 

 

0( , )M dxR  üzerinde  

 

( ), [0, ( )]
( )( ) : ,         0

0, [0, ( )]
x

f xt xt
E f t t

xt

R

R
 

 

operatörünü tanımlayalım.  ( )XB , X  üzerindeki sınırlı lineer operatörlerin Banach 

cebiri olmak üzere 0x  için 1 xE XB ( )  olur.[7, s.165] 

 

( )Xh x  ile 1 xE  operatörünün operatör normunu gösterelim. 

 

10 1

log ( ) log ( )
sup ,      inf

log log

X X
X X

xx

h x h x

x x
 

 

sayılarına sırasıyla X ’in alt ve üst Boyd indisleri denir.[7, s.149]   
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Bu indisler için  

 

0 1X X  

 

sağlanır.  

 

 Eğer  0    1X Xve  oluyorsa Boyd indislerine non-trivial denir.
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2. KOMPLEKS ĠNTERPOLASYON POLĠNOMLARININ KOMPLEKS 

DĠSKLERDE YAKINSAKLIĞI 

 

Bu bölüm 4 kısımda ele alınacaktır.  Ġlk kısımda interpolasyon polinomu 

tanımı [5,s.59] verilecek, diğer 3 kısımda ise kompleks interpolasyon polinom türleri 

ve kompleks interpolasyon polinomlarının kompleks disklerde yakınsaklık durumları 

incelenecektir. [9,s1-53] 

 

2.1 Ġnterpolasyon Polinomu: kz ’lar farklı kompleks sayılar olmak üzere, eğer 1n  

tane  , )( k kz  ( 0,1,..., )k n  kompleks sayı ikilisi verilmiĢ ise 

 

                                    ( )k kp z   ,    ( 0,1,..., )k n                                               (1.1) 

 

koĢulunu sağlayan derecesi en fazla n  olan bir tek p  polinomu vardır. 

 

Bu polinomu elde etmenin bir yolu Lagrange interpolasyon formülüdür.   

 

0

( )( )
n

k

k

z zz  

 

ve   

 

               
( )

( )
'( )( )

k

k k

z
z

z z z
l       ( 0,1,..., )k n   

 

olsun. 

 

Burada her bir ( )k zl  polinomunun derecesi n ’dir ve   

 

1, ,
( )

0, ,
k

eğer j k
z

eğer j k
l  
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özelliği sağlanır. 

 

Böylece n . dereceden   

 

                                              
0

( ) ( )n k k

n

k

L z l z                                                     (1.2) 

 

polinomu, (1.1) interpolasyon koĢulunu sağlar.  

 

f   bir G  bölgesinde analitik bir fonksiyon ve kz G  ( 0,1,..., )k n   interpolasyon 

noktaları olsun.  Bu durumda interpolasyon polinomunun bir kompleks integral 

gösterimi vardır. 

 

Farz edelim ki G ’nin G  sınırı sonlu tane pozitif yönlendirilmiĢ, sonlu uzunluklu 

Jordan eğrisinden oluĢsun ve G ’da sürekli olsun.  

 

Bu durumda interpolasyon problemi  ( ) ( )k kp z f z  ( 0,1,..., )k n  olur. 

 

Bu problemdeki p  polinomu, 

 

                         
1 ( ) ( ) ( )

( ) .
2 ( )

n

G

t z f t
L z dt

i t z t
     ( )z G                                 (1.3) 

 

ile çözülür. 

 

Böylece 

 

                     
1 ( ) ( )

( ) ( ) .
2 ( )

n

G

z f t
f z L z dt

i t t z
      ( )z G                                 (1.4)               

 

olur. 
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Kolayca görülür ki, (1.3)  n  dereceli bir polinomu gösterir.  

 

1 ( )
( )

2
G

f t
f z dt

i t z
 

 

olduğundan  (1.4)  ifadesi  (1.3)’ten çıkar. (1.4)’ten  

 

( ) ( ) ( ). ( )nf z L z z h z  

 

eĢitliliği elde edilir. Burada h  G ’de analitik bir fonksiyondur. 

 

Buradan  

 

( ) ( )k n kf z L z    0,1,...,k n  

 

olur. 

 

(1.3) bağıntısı interpolasyon polinomunun Hermite gösterimidir ve (1.4) ise 

interpolasyon hatasının bir integral gösterimidir. 

 

Eğer kz ’lardan bazıları (örneğin m  tanesi) çakıĢıyorsa, o zaman  ‘‘m-katlı 

 interpolasyon’’ elde edilir.  Bunun anlamı nf L ’in ilgili noktada .m  dereceden 

sıfır yerinin olmasıdır. (1.3) ve (1.4) formülleri bu durumda da geçerlidir.   

 

Sonuç:   
jG  1,2,...,j n  bölgeleri yukarıda açıklanan bölgeler gibi olmak üzere, 

eğer 1 2 ... NG GG G   ise  (1.3)  ve (1.4)  formülleri geçerliliğini korur. 
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2.2 Lagrange Ġnterpolasyonu ve Walsh EĢyakınsaması 

 

Açık bir D  bölgesinde analitik ve bu bölgenin sınırında sürekli olan bir ( )f z  

fonksiyonu alalım.  Ayrıca n  pozitif bir tamsayı ve   1 2,...,, nz z z  D ’de ikiĢerli farklı 

noktalar olsun. 

 

1( ; )nL f z  ile ( )f z ’nin n  sıfırına göre oluĢturulan derecesi 1n ’i geçmeyen tek 

olarak belirli Lagrange interpolasyon polinomunu gösterelim. 

 

1

( ) : ( )
n

n k

k

z z z   

 

gösterimi ile bu polinom 

 

1

( ) ( )1 ( )
( ; ) .

2 ( )

n n
n

n

t z f t
L f z dt

i t t z
 

 

biçiminde yazılabilir. 

 

Burada   D ’de 1 2,...,, nz z z  noktalarını içeren sonlu uzunluklu Jordan eğrisidir ve z  

 ile sınırlanmıĢ sonlu bölgenin içindedir.  Bu polinom 1n  derecelidir ve Cauchy 

teoreminden 

 

1

1 ( )
( ; ) ( )

2
n k k

k

f t
L f z dt f z

i t z
 ,  ( 1,2,..., )k n  

 

sağlanır. 

 

Bu interpolasyon polinomunun tekliği cebirin temel teoreminden çıkar.  Eğer 

birbirinden farklı iki polinom bulunsaydı; bunların farkları derecesi 1n ’i aĢmayan, 

sıfıra özdeĢ olmayan bir polinom olarak n  noktada sıfır olacaktır ki bu mümkün 

değildir. 
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Biz bu çalıĢmada çoğunlukla ( ) 1n

n z z  durumunu yani interpolasyon 

noktalarının birimin .n  kökü olması durumunu ele alacağız. 

 

1884’te Meray, öyle bir fonksiyon örneği vermiĢtir ki birimin .n  köklerine göre 

oluĢturulan Lagrange interpolasyon polinomu 1 noktası hariç hiçbir yerde o 

fonksiyona yakınsamaz.  

 

Böylece, eğer 

 

( ) 1f z z  

 

 olursa  

 

1

1( ; ) n

nL f z z  

 

1n  dereceli polinomu 1nz ’in sıfırlarında ( )f z  ile çakıĢır. 

 

1z  için 
1lim n

n
z  mevcut değildir. 

 

1z  için 
1lim 0n

n
z . 

 

1z ,  1z  olduğunda ise 1nz  ıraksaktır ve böylece 1( ; )nL f z  polinomu 

1( )f z z ’e sadece 1 noktasında yakınsar.  

 

( ) ,   0kf z z k   için de aynı Ģeyler geçerlidir. 

 

1z  kapalı birim diskinde analitik f fonksiyonu verildiğinde 

,  1,  1,...,k kz z k n   noktaları ile oluĢturulan Lagrange interpolasyon 

polinomunun 1z  de f ’ye düzgün yakınsayanlar için  kz  noktalarının  



 

 19 

              
1

1

lim
n

n
k

n
k

z z z   ,   1z                                                  (1.0) 

 

koĢulunu sağlaması gerekir.  (Birimin .n  kökleri için bu koĢul açıkça sağlanır. ) 

 

Analitik olmayan fonksiyonlar için aĢağıdaki teoremi verelim. 

 

Teorem 2.2.1:  ( )f z  : : 1z z  birim çemberinde tanımlanmıĢ ve sürekli (ya 

da Riemann integrallenebilir) olsun. 1( ; )nL f z  1nz  in köklerine göre oluĢturulan  

f ’nin Lagrange interpolasyon polinomu ise  

 

                                    1

1 ( )
lim ( ; )

2
n

n

f t
L f z dt

i t z
  ,    1z                            (1.1) 

 

yakınsaması 1z  için düzgündür. 

 

Ġspat:  exp 2n i n  olsun. Lagrange interpolasyon polinomu 

 

                              1

1

( 1)
( ; ) ( ).

( )

k nn
k n

n n k
k n

z
L f z f

z n
                                            (1.2) 

 

gösterimine sahiptir. 

  

Yani, her bir k

n
 , 1nz  polinomunun kökü olduğundan bu gerçekten derecesi en 

fazla 1n  olan bir polinomdur. 

 

 Dahası, 

 

0
1

lim
k
n

n

k
z

n k

n

eğer j k
z

n
eğer j kz
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ve  

 

1( ; ) ( ),   1,...,k k

n n nL f f j n  

 

olur . 

 

Riemann integralinin tanımından 

 

             

1

1

( )( )1 ( ) 1
( ) : lim ,

2 2

k k kn
n n n

kn
k n

ff t
F z dt

i t z i z
    1z              (1.3) 

 

ve 

 

 
1

( 1) ( )1 1
lim ( ) ( ; ) lim

2 ( 1)

k kn n
n n n

n kn n
kn n

fz
F z L f z

i n z
 

 

çıkar.  

 

lim ( 1) 2n
n

n i  olduğundan 1z  için (1.1) elde edilir.   1z   için 

yakınsamanın düzgünlüğü yine son formülden görülür. 

 

Eğer ( )f z ; 1z  de analitik ve 1z  de sürekliyse ( ) ( )f z F z olur. 

 

Bu sonucu diğer operatörlere geniĢletebilmek için Ģu sonucu verelim. 

 

Önerme 2.1:  ( )f z ,  üzerinde Riemann integrallenebilir ve 1( ; )nL f z ,  1nz ’in 

sıfırlarına göre  f  in Lagrange interpolasyon polinomu olsun.  Negatif olmayan 

herhangi bir p  tamsayısı için, 
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( )

1 1

! ( )
lim ( ; ) ,

2 ( )

p

n pn

p f t
L f z dt

i t z
   1z                                   (1.4) 

 

yakınsaması  1z  de düzgündür. 

 

Ġspat: 

 
1 1

1

0 0

1
( ; ) ( ).

n n
k kj j

n n n

k j

L f z f z
n

 

 

eĢitliğinin p  defa z ’ye göre türevini alırsak;  

 

  
1 2

( )

1 1 1
0 0 0

( ) ( )!
( ; ) ( ) ( )!

( ) ( )

k k n pn n
p kn n n

n kk p p k
k k kn n

pf fp z
L f z n z p k

kn z n z
    (1.5)  

 

elde edilir.  Burada ( ) ( 1)...( 1)kn n n n k . 

 

1

1 1
0

( )( )1 1 ( )
lim

( ) 2 ( )

k kn
n n

k p k p kn
k n

f f t
dt

n z i t z
 

 

olur ve her 0k  için n   iken  0
n kz n  yakınsaması 1z  de düzgün 

olur.  Böylece  (1.4)  (1.5) ten çıkar. 

 

Teorem 2.2.2:   üzerinde 
( 1) ( )rf z  var olsun ve Riemann integrallenebilir olsun.   

 

Eğer 1( ; )rnh f z  

 

                    
1

( ) ( )( ; ) ( ),
rn

j k j k

n nh f f    0,..., 1k n  ; 0,..., 1j r                     (1.6) 

 

   koĢullarını sağlayan f  nin Hermite interpolasyon polinomu ise  
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1

1 ( )
lim ( ; ) ,

2
rn

n

f t
h f z dt

i t z
  1z                                            (1.7) 

 

yakınsaması 1z  için düzgündür. 

 

Ġspat:  1r  için teorem, Teorem 2.2.1 ile aynı olduğundan 1r  durumunu göz 

önüne almak yeterlidir.  Her bir 
, ( ; )n jP f z , derecesi en fazla 1n  olan bir polinom 

olmak üzere 

 

                      

1

1 1 ,

1

( ; ) ( ; ) (1 ) ( ; )
r

n j

rn n n j

j

h f z L f z z P f z                                  (1.8)     

 

alalım. 

 

Böylece 1z  için 

 

,lim ( ; ) 0,n j
n

P f z    1,..., 1j r            

 

olduğunu ispatlamak yeterlidir. 

 

Ancak biz daha güçlü 1z durumu için 

 

                              
( )

,lim ( ; ) 0,n j
n

P f z      1,..., 1j r ,   0,1,...                         (1.9) 

 

sonucunu ispatlayacağız.   

 

Bunun için j  üzerinde tümevarım uygulayalım.  1j  olsun.  (1.8)’in k

nz  

noktasında türevini alarak 

 

' '

1 1 ,1( ; ) '( ) ( ; ) ( ; )k k k k

n rn n n n n n n n nh f f L f nP f ,  ( 0,1,..., 1)k n  
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bulunur.  Böylece  

 

                        
' '

,1 1 1

1
( ; ) ( ; ) ( ; )n n nP f z zL f z L zf z

n
                                     (1.10) 

 

elde edilir.  Son eĢitliğin  kez türevini alırsak 

 

             
( ) ( 1) ( ) ( ) '

,1 1 1 1

1
( ; ) ( ; ) ( ; ) ( ; )n n n nP f z zL f z L f z L zf z

n
                    (1.11)    

 

elde ederiz.  Önerme 2.1 ile 1j  için (1.9)’un geçerli olduğunu görürüz.  

 

ġimdi (1.9)’un j , 1 2j r  için sağlandığını varsayalım. 

 

(1.8)’den  

 

( 1) ( 1) ( 1) ( 1) 1 1

1 1 , 1

1
( 1) ( 1 )

,

1

( ; ) ( ; ) ( 1) ( 1)!n ( ; )

1
                                (1 ) ( ; )

k
n

j k j k j k j k j j k

n rn n n n n n j n

sj j
j k n j s k

n n ns
s z

h f L f j P f

j d
z P f

s dz

    

( 0,1,..., 1)k n  

 

için (1.6) kullanılırsa 

 

1 1 ( 1) 1 ( 1)

, 1 1 11

11
( 1 )

,1
1 1

1
( 1) ( 1)! ( ; ) ( ; ) ( ) ( ; )

1
                                          ( ; ) ( 1) ( ) .

j j j j j

n j n nj

j sj r
j s t

n sj
s j t

z
j P f z L z f z L f z

n n

j z
P f z nt

s tn

 

 

Son eĢitliğin  kez türevini alıp, tümevarım hipotezi uygulayarak ve Önerme 2.1 

kullanılırsa  (1.9)’un 1j  için geçerli olduğunu görürüz.  Bu da ispatı bitirir.  

 

Eğer biz   



 

 24 

1

1

0

( ; )
rn

k

rn k

k

h f z z  

 

alırsak, buradan 1( ; )rnh f z ’nin kısmi toplamlarının ortalamasını tanımlayabiliriz: 

 

1

1

0 0

1
( ; ) .

jrn
k

rn k

j k

A f z z
rn

 

 

Teorem 2.2.3:   üzerinde ( 1)rf   var ve Riemann integrallenebilir olsun.  

1( ; )rnA f z ,  (1.6)’yı sağlayan ( )f z ’nin Hermite interpolasyon polinomunun kısmi 

toplamlarının ortalaması olsun.  

 

Bu durumda 1z  için 

 

1

1 ( )
lim ( ; )

2
rn

n

f t
A f z dt

i t z
 

 

olur ve 1z  de bu yakınsama düzgün olur. 

 

Ġspat:  Toplamın sırası değiĢtirilerek 

 

1
' '

1 1 1 1

0

1
( ; ) ( ; ) ( ) ( ; ) ( ; )

r
k

rn n k rn rn

k

A f z zL f z z rn k z h f z zh f z
nr

 

 

yazarız.   ġimdi (1.8)’den; 

 

1 1
' ' ' 1

1 1 , ,

0 1

( ; ) ( ; ) (1 ) ( ; ) (1 ) ( ; ).
r r

n j n n j

rn n n j n j

k j

zh f z zL f z z z P f z nz j z P f z  

 

olur.  
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Önerme 2.1 ve (1.8), (1.9) dan çıkar. 

 

1 1lim ( ; ) ( ; ) 0,rn n
n

h f z L f z    1z  

 

eĢitliği kullanılırsa 

'

1lim ( ; ) 0.rn
n

z
h f z

n
 

Teorem 2.2.1 göz önüne alınırsa Teorem 2.2.3’ün ispatı tamamlanır. 

 

a.  En Küçük Kareler Ġnterpolasyonu:   m n  için derecesi 1n  olan 
1( ; )nQ f z  

polinomu 

 

                    
1

1
2

( )
0

min ( ) ( ) ,
n

m
k k

m m
p z

k

f p   1m

m                                             (2.1) 

 

 minimum problemini çözen tek olarak belirli polinom olsun. 

 

Eğer m n  ise  1( ; )nQ f z  birimin .n  köklerine göre oluĢturulan f ’nin Lagrange 

interpolasyon polinomudur. 

 

Eğer m n  ise 1( ; )nQ f z  ile 1( ; )mL f z  arasında bir bağlantı kurulabilir. 

 

Daha kesin bir ifade ile eğer ;  

 

1

1

0

( ; ) ,
m

k

m k

k

L f z c z   m n  

 

 ise   

 

1

1

0

( ; )
n

v

n v

v

Q f z c z   
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olur.  

 

Burada  

 

                                 
1

0

1
( ) ,

m
k vk

v n m

k

c f
m

    0,1,..., 1.v n                               (2.2) 

 

1

1

0

( )( 1)1
( ; )

( )

k m km
m

m k
n m

f z
L f z

m z
 

 

sağlandığından 1( ; )mL f z ’nin içindeki 
vz  nin katsayıları (2.2)’deki gibidir. 

 

Eğer (2.1)’i minimize etmek istiyorsak;  

 

1

0

( )
n

v

v

v

p z p z  

 

alırsak  

 

2
1 1

0 0

( )
m n

k kv

m v m

k v

f p  

 

ifadesini minimize etmek için  

 

                                
1 1

0 0

( ) 0
m n

k vk k

m v m m

k v

f p       0,1,..., 1n  

 

diklik koĢullarına ihtiyaç duyarız. 

 

Böylece 
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1 1 1

0 0 0

( )
m m m

k k vk k

m m v m

k v k

f p mp  

 

çıkar ve buradan da (2.2)’de p c  elde edilir ve aranan çıkmıĢ olur. 

 

 (2.2)’den n   için 

 

11

1

0

( )( )1
( ; )

( 1)

k k km
m m m

n k
km m

f
Q f z

m z
 

 

                    

( 1)1

1 2

0

( )
.

k n kn m
m m

k
k m

fz
S S

m z
 

 

n   için 
2 (1)

n
S O z o  yakınsaması 1z  de düzgündür. 

 

m n   ve  lim ( 1) 2m
n

m i  olduğundan 

 

Teorem 2.2.4:  Eğer ( )f z ,  üzerinde Riemann integrallenebilir ve 1( ; )nQ f z  

(2.1)’i minimize eden tek olarak belirli polinom ise  

 

                        1

1 ( )
lim ( ; ) ,

2
n

n

f t
Q f z dt

i t z
       1z                                      (2.3) 

 

yakınsaması  1z  de düzgündür.  

 

Yukarıdaki teoremlerin Laurent açılımı için benzerleri vardır. 

 

Teorem 2.2.5:  ( )f z ,  birim diski üzerinde Riemann integrallenebilir bir 

fonksiyon ve , ( )n mQ z ’de z ve 
1

z
’ye göre her biri için derecesi n  olan 2 1 1nz ’in 

köklerine göre ( )f z ’nin interpolasyon polinomu olsun. 
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Eğer  

 

0 1( ) ... ,n

n nq z a a z a z     
1 1 2

1 2( ) ... n

n nz a z a z a z  

 

olmak üzere  

 

1

, ( ) ( ) ( )n n n nQ z q z z  

 

ise 

 

                               
1

1 ( )
lim ( ) ,             1      

2

1 ( )
lim ( ) ,            >1      

2

n
n

n
n

f t
q z dt z

i t z

f t
z dt z

i t z

                            (2.4) 

 

olur ve yakınsama 
1

1z  de düzgündür. 

 

Eğer ( )f z , 1 ,   1z  halkası içinde analitik ise (2.4) eĢitliği sırasıyla z  

ve 1
z  için geçerli olur. 

 

(2.4) eĢitliğinde, sırasıyla  z R   ve  1 1
z

R
 için yakınsama düzgün olur.  

Dahası,  1
z  için 

1( ) ( ) ( )n nq z z f z  ve 
1

z R
R

 de yakınsama 

düzgündür. 
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b. :z z  Ġçindeki Analitik Fonksiyonlar:  Biz Ģimdi ( 1)  yarıçaplı 

disk içinde analitik ama  da analitik olmayan fonksiyonları göz önüne alacağız.  

Bu sınıftaki fonksiyonları A  ile ifade edelim. 

 

Eğer ( )f z A  ve eğer 
0

( ) k

k

k

f z a z  ( )f z ’nin kuvvet serisine açılımı ise sağ taraf 

z ’de yakınsaktır ve  

 

1 1
lim

n

n
n

a   

 

olur. 

 

Eğer ( )f z A  ve 
1

1

0

( ; )
n

k

n k

k

p f z a z 'f in  Taylor açılımı alınırsa o zaman 

1( ; )np f z  ifadesi ( )f z ’ye z  da yakınsar. 

 

Benzer Ģekilde f  nin 1nz ’in sıfırlarına göre açılan 1( ; )nL f z  Lagrange 

interpolasyon polinomu sadece z ’de ( )f z ’ye yakınsar. 

 

2z  den ise 1 1( ; ) ( ; )n nL f z p f z  farkı 0’a yakınsar. 

 

Teorem 2.2.6:  ( )f z A  ( 1)  ve 1( ; )nL f z  , f  nin 1nz ’in sıfırlarına göre 

Lagrange interpolasyon polinomu olsun. 

  

1( ; )nL f z dizisi z  nun herhangi bir kapalı alt bölgesinde ( )f z ’ye yakınsar. 

Ayrıca, eğer 1( ; )np f z , ( )f z ’nin Taylor serisinin  1n  dereceli kısmi toplamı ise  

 

                             1 1lim ( ; ) ( ; ) 0n n
n

L f z p f z                                                (3.1) 
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2z  nin her bir kapalı alt bölgesinde yakınsaması geçerli olur. 

 

Ġspat: R  olmak üzere 

 

1 ( )
( )

2
R

f t
f z dt

i t z
  

 

olduğundan  

 

1

1 ( )( )
( ; )

2 ( 1)( )
R

n n

n n

f t t z
L f z dt

i t t z
  

 

sağlanır ve z R  için  

 

             1

1 ( 1) ( )
( ) ( ; )

2 ( 1)( )
R

n

n n

z f t
f z L f z dt

i t t z
    

 

  olur. 

 

Böylece 

 

1

1lim ( ) ( ; )
n

n
n

z
f z L f z

R
 

 

elde edilir.  Bu bize ( R  keyfi alındığından) z  nun her kapalı alt bölgesinde 

yakınsamayı verir. 

 

Benzer Ģekilde  
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                1 1

1 ( ) ( )
( ; ) ( ; ) .

2 ( 1)( )
R

n n

n n n n

t z f t
L f z p f z dt

i t t t z
                              (3.2) 

 

Böylece, R  için 

 

1

1 1 2

max ,
lim ( ; ) ( ; ) .

n

n n
n

R z
L f z p f z

R
 

 

Sonuç buradan hemen elde edilir. 

 

Burada 
2

 en iyi sayıdır. Yani, 
2z  üzerindeki herhangi bir z  noktası için öyle 

bir ( )f z A  fonksiyonu vardır ki (3.1) geçerli olmaz. 

 

1
( )f z

z
  fonksiyonu bu durum için klasik bir örnektir.  Çünkü 

2z  için  

 

     1 1( ; ) ( ; )
( 1)( )

n n

n n n n

z
L f z p f z

z
,     

21 ( ) . 

 

Teorem 2.2.6’nın bazı genellemeleri de vardır. 

 

( )f z A  fonksiyonunun Taylor seri açılımı 
0

n
k

ka z  olsun ve  

 

                          

1

1,

0

( ; ) : ,
n

k

n j k jn

k

p f z a z    0,1,2,...j                                     (3.3) 

 

olsun. 
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Teorem 2.2.7:  Eğer ( )f z A  ve 1  herhangi bir tamsayı olsun.  Bu durumda 

1  için 

 

            

1
1

1 1, 1
0

lim max ( ; ) ( ; )

n

n n j
n z

j

L f z p f z                                           (3.4) 

 

olur.  Yani  
1z  için yakınsama düzgündür. 

 

Ayrıca  
1z  bölgesi bu durum için en iyi bölgedir.  Yani, 

1

0z   koĢulunu 

sağlayan her 0z  için öyle bir 0 0( )f z A  vardır ki (3.4) 0z z  için sağlanmaz. 

 

Böylece, eğer 0z  ve 1

0( ) ( )f z z  alınırsa 

 

1, 0 ( 1)
( , )

( )

n n

n j j n

z
p f z

z
 

 

 ve 

 

1

1, 0

0

( )( 1)
( , ) .

( ) ( 1)

n n n

n j n n
j

z
p f z

z
 

 

Kolayca görülebilir ki 

 

1

1
1

1 0 1, 0 1
0

1
lim min ( ; ) ( ; ) 0.

n

n n j
n z

j

L f z p f z  

 

Ġspat:  Teorem 2.2.6’nın ispatında olduğu gibi, (3.4)’ün sol tarafındaki farkı 

 

                                
1 ( )( )

2 ( 1)( )
R

n n

n n

f t t z
dt

i t t t z
                                                      (3.5) 
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eğrisel integrali ile belirtebiliriz. 

 

t R  ve 1( )z R  için  

 

.
n n n nt z R

t z R
 

 

Bundan dolayı yukarıdaki integralin modülü 

 

( )

( )( 1)

n n

n n

MR R

R R R
    

 

  ile üstten sınırlıdır.  Burada : max ( ) .
RzM f z   

 

.n  dereceden kök alınırsa istenen 

 

1
1

1 1, 1
0

lim max ( ; ) ( ; )

n

n n j
n z

j

L f z p f z
R

 

 

düzgün yakınsaması elde edilir.                                                                                   

 

(3.4)’te  alınırsa 

 

1, 1,

0

( ; ) ( ; )n j n j

j

L f z p f z  

 

çıkar.  

 

 Böylece eğer  
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1

1,

0

( ; )
n

v

n j v

v

L f z c z  

 

ise  

 

0

v v nc a  

 

olduğu görülebilir.  

 

Teorem 2.2.6 ve Teorem 2.2.7’de, sadece z  için ( )f z ’ye yakınsayan farkları ise 

daha geniĢ bölgelerde sıfıra yaklaĢan iki interpolasyon metodunu karĢılaĢtırdık.  

Bundan dolayı, yukarıdaki olgu genellikle ‘‘maksimal yakınsama’’ ya da 

‘‘eĢyakınsama ’’ olarak adlandırılır. 

 

1, ( ; )n jp f z  Taylor polinomunun 1z ’de ( )f z ’ye en iyi düzgün yaklaĢımını veren 

1, ( ; )n jp f z  polinomunun yerine konulup konulamayacağı sorusu akla gelebilir. 

 

Eğer 
1

0( ) ( )f z z  olursa bütün 2n ’ler için 

 

1 1 1

1, 0 1 2 2
( ; )

( ) ( 1)

n n n

n j n n

z z
p f z

z
 

 

olur.  Buradan 

 

1 1 1 2

1 0 1, 0 1 2 2

( 1)
( ; ) ( ; )

( )( 1) ( 1)( 1)

n n n n

n n j n n n n

z z
L f z p f z

z
 

 

ve 
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1

1, 0 1, 0 2

1
( ; ) ( ; )

( 1)

n

n j n j

z
p f z p f z  

 

farkı sadece  z  için 0’a yakınsar. 

 

‘‘Eğer ( )f z A  ve  : :D z z  içinde sürekliyse fonksiyon üzerine 

koyduğumuz bu ek koĢul eĢyakınsama bölgesini geniĢletir mi?’’ sorusuna cevap 

olarak Ģu teorem verilebilir. 

 

Teorem 2.2.8:  ( ) ( )f z A C D  alalım. Bu durumda her bir  pozitif tamsayısı 

ve 
1z  için  

 

1

1 1,

0

lim ( ; ) ( ; ) 0n n j
n

j

L f z p f z  

 

yakınsaması  
1z  de düzgündür. 

 

Ġspat:  Her bir ( ) ( )f z A C D  için, : :D z z  çember üzerinde f ’e 1n

’den en iyi yaklaĢan polinom 1( ; )ns f z  olsun. 

 

Buradan, 

 

1
1 1( ) : inf

nn
n nD Dq

E f f q f s  

 

olur. 

 

Ayrıca 1lim ( ) 0n
n

E f  bilinmektedir. 

 

Lagrange ve Taylor polinomlarının lineerliğinden  



 

 36 

 

1 1

1 1, 1 1 1, 1

0 0

( ; ) ( ; ) ( ; ) ( ; )n n j n n n j n

j j

L f z p f z L f s z p f s z  

 

ve (3.4)’e göre R  için  

 

1
1

1 1,

0

( ( ) ( ; )).( )1
( ; ) ( ; )

2 ( )( 1)
R

n n

n
n n j n n

j

f t s f t t z
L f z p f z dt

i t z t t
 

 

olur.  Böylelikle  

 

1

( 1)1
1

1 1, 1
0

( )( )
max ( ; ) ( ; )

( )( 1)

n n

n
n n j n n

z
j

E f R R
L f z p f z

R R R
 

 

olur. 

 

Sol taraf R ’den bağımsız olduğundan R  için 

 

1

1
1

1 1,

0

( )(1 )
max ( ; ) ( ; )

(1 )(1 )

n

n
n n j n

z
j

E f
L f z p f z  

 

elde edilir.  Sağ taraf n  iken 0’a yakınsadığından, bu bize sonucu verir.      

 

c. Walsh Teoreminin Bir GeniĢlemesi:  (3.3)’teki  

 

1

1,

0

( ; )n j

j

p f z  

 

toplamının 
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1

1

0

( ; )
n

k

n k

k

p f z a z  

 

polinomunun birimin köklerine göre oluĢturulan Lagrange interpolasyon polinomu 

olduğunu görelim. 

 

1 1 1 1 1 1

1

0 0 0 0 0 0

( ; ) ( 1)
n n n

k n n k k

n k n k n k n

k k k

p f z a z a z z a z  

 

olduğunda kolayca görülebilir.  

 

Öyleyse  

 

1 1 1

1 1 1,

0 0 0

( ; ) ( ; ).
n

k

n n k n n

k

L p z a z p f z  

 

Bu basit gösterim ile (3.3)’teki formül 
1z  için 

 

                         1 1 1lim ( ; ) ( ( ; ); ) 0n n n
n

L f z L p f z z                                     (4.1) 

 

formu ile eĢ olur. 

 

Eğer 1( ; , )nL f z   ile 0  iken 
n nz  in sıfırlarındaki Lagrange interpolasyon 

polinomunu ifade edersek ve 0 olduğunda, Hermite interpolasyonunda 0’da n  

konulursa (4.1) özellikle 
1z  için  

 

1 1 1lim ( ;1, ) ( ( ;0, );1, ) 0n n n
n

L f z L L f z z  

 

ifadesine eĢ olur. 

 

Bu çalıĢmalar aĢağıdakileri fazlasıyla haklı çıkarır. 
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Teorem 2.2.9:  Eğer m rn q ,  1
q

s
n

  ve  
1q

s O
n n

  ise her bir 

( )f z A  ve her bir , ( )D  için z  da 

 

           
,

, 1 1 1lim ( ; ) : lim ( , , ) ( ( , , ), , ) 0.n m n n m
n n

f z L f z L L f z z                (4.2) 

 

Burada  

 

                                                  : max ,

r r s

                                 (4.3) 

 

Daha kesin ifadeyle, her ( , )  için 

 

1

,

,lim max ( ; ) .

n

n m
n z D

f z  

 

Dahası m rn  iken  ,  ve m ne 0  ne de r r  yi sağlamıyorsa 

(4.3) en iyi durumdur. Yani, 
0z yı sağlayan her 

0z  için öyle bir 
0f A  

vardır ki (4.2) 
0z ’da sağlanmaz. 

 

Ġspat:  , D  olduğunda 

 

1

1 ( )( )
( , , )

2 ( )( )
R

m m

m m m

f t t z
L f dt

i t t z
 

 

yazabiliriz.  

 

1 1( ( , , ), , )n mL L f z z  için benzer bir gösterim bulmak için 
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1 , ,
m m

n

t z
L z

t z
 

 

ifadesini değerlendirmek yeterlidir. 

 

m rn q olduğundan  

 

m m rn q rn qt z t z

t z t z
 

 

                                 

nr rn q q
q rnt z t z

t z
t z t z

 

 

                                                  . . . .
rn rn n n q q

q rn

n n

t z t z t z
t z

t z t z t z
 

 

Buradan ( ) ( )m mt z t z in n nz  in köklerine göre oluĢturulan Lagrange 

interpolasyon polinomu  

 

1 , , . ,   
m m rn rn n n q q

q rn

n n n

t z t t z t z
L z t

t z t t z t z
q n  

 

olur. 

 

Böylece  

 

1

1 ( )( )
( , , ) ,

2 ( )( )
R

n n

n n n

f t t z
L f z dt

i t t z
 

 

1 1 1

1 ( ) ( )
( ( , , ), , ) , , .

2 ( )
R

n n

n m nm m

f t t z
L L f z z L z dt

i t t z
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1 1
( , ) : . . .

rn rn n n q q n n
q rn

rn q rn q n n n n

t t z t z t z
K t z t

t t t z t z t t z
 

 

                      
.

. .
( )( )

rn q rn q n n rn q q

rn q rn q n n rn q rn q

t t z t z

t t t z t t z
 

 

olmak üzere 

 

                                
,

,

1
( ; ) ( ) ( , )

2
R

n m f z f t K t z dt
i

                                       (4.4) 

 

bulunur. 

 

max ,
( , ) . . ,

rn q rn qn rn qn q

rn q n rn q

RR z R z
K t z c

R z R R R R z
    z R  

 

olduğunda eğer (1)q sn O  için 

 

max ,
1    ve    1

rn q rn q q rn

n

rn q n rn q

R z
z

R R
 

 

ise (4.2) ispatlanmıĢ olur. 

 

BaĢka bir ifadeyle yukarıda her iki tarafın .n dereceden kökünü alıp n alırsak, 

eğer 

 

1max , :

r s r

z    ve     :

r s

z  

 

ise (4.2) ispatlanmıĢ olur. 
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1 ve 1s  olduğundan 

 

r s r

 

 

olur ve böylece 1  olur ki bu da ispatı tamamlar.                                   

 

Sonuç:  m rn q , 1
q

s
n

 ve 
1q

s O
n n

 alalım.  Eğer , ( ) ( ; )n m nP f z ,  

1( ) np z  polinomlarından 1n  dereceli 

 

1
2

0

( ) ( ) ,       D
m

k k

m m

k

f p  

 

toplamını en küçük yapan polinomu ise, buradan 

r s

z için 

 

, ( ) 1( ; ) ( ; ) 0n m n nP f z S f z  

 

ve  z  nin yukarıdaki üst sınırı Teorem 2.2.9’daki anlamda en iyi sonuçtur. 

 

Bu sonuç Teorem 2.2.8’de 0,  =1 konularak ta bulunabilir. 

 

d. Notlar 

 

(a) (1.0)’ı sağlayan noktalara asimptotik olarak düzgün dağıtılmıĢ noktalar denir. 

 

(b) Maksimal yakınsama göz önüne alındığında, birimin kökleri haricinde baĢka 

noktalara göre oluĢturulan Lagrange interpolasyonu ilk kez Brück tarafından ele 

alındı. 
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1 1

1
0

( ) ( 1)
( ) : : ,

1

n n n

n knn
k

z z
z z z      0 1                  (1) 

 

1n  dereceli monik polinom olsun.  

 

Burada  

 

                    ,
1

kn
kn

kn

z         
2

: exp ,
1

kn

ik

n
       0,..., .k n                            (2) 

 

Buradan 1z  için  

 

                                                     

1

1lim ( )n
n

n
z z                                             (3) 

 

çıkar.  Böylece knz  interpolasyon noktalarının asimptotik olarak düzgün dağıtılmıĢ 

olmadığı ortaya çıkar.  

 

Eğer ( )f z   ( , ) : :K R z C z R  de analitik,  ( ; )nL f z  f ’nin ( )n z  

noktalarına göre oluĢturulan Lagrange interpolasyon polinomu ve 

0

( ; ) :
n

k

n k

k

S f z a z  de f ’nin  civarında Taylor açılımı ise  

 

                        lim ( ; ) ( ; ) 0,n n
n

L f z S f z      1( , ).z E R                                (4)    

 

olur.  Buradan  

               ( , ) : : ( ) ,
1

R
E R z C z R

R
   1,2,...                     (5) 

 

dahası  1  tamsayısı için  



 

 43 

 

                           ,lim ( ; ) ( ; ) 0,n n
n

L f z S f z     ( , )z E R                                (6)      

 

burada  

 

( 1)1
( 1) 2

0 0 0

( 1)
( ; ) : (1 ) ( )

j nn
j n m m k

n k m

k j m

j n
S f z a z

m
 

 

                                       
( 1)1

0 0 0

( 1)n k j nn

k j m

n k j n

m
                 (7) 

 

                                           
( 1) 2(1 ) (1 ) .n k j n m m k

k ma z  

 

2.3 Hermite Ġnterpolasyonu:  Lagrange interpolasyonunun bir genellemesi olarak 

Hermite interpolasyon kavramını tanıtalım. 

 

Bir D  bölgesinde bir ( )f z  analitik fonksiyonunu ele alalım. n  ve r  pozitif 

tamsayılar ve 0 1,..., nz z  D ’de ikiĢerli ayrık noktalar olsunlar. 

 

0 1,..., nz z  noktalarına göre oluĢturulan tek olarak belirli 
, 1( ; )r rnh f z  Hermite 

interpolasyon polinomu r  mertebeli 1rn  dereceli bir polinomdur ve   

 

, 1

( ) ( )( ; ) ( ),
r rn

j j

k kh f z f z    0,..., 1k n  ; 0,..., 1j r  

 

özelliklerini sağlar. 

 

1

0

( ) : ( )
n

n k

k

z z z  alırsak Hermite interpolasyon polinomu 

 

                , 1

( ) ( )1 ( )
( ; ) .

2 ( )

r r

n n
r rn r

n

t z f t
h f z dt

i t t z
                                       (1.0) 
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dır. 

 

Burada ; z  ile  1,..., nz z  noktalarını içeren ve int D  olan herhangi bir sonlu 

uzunluklu Jordan eğrisidir. 

 

Gerçektende, (1.0) derecesi 1rn ’i aĢmayan polinomdur.  Cauchy türev formülünden  

 

( )

, 1 1

( 1) ! ( )
( ; ) ,

2 ( )

j
j

r rn k j

k

j f t
h f z dt

i t z
    0,..., 1k n  , 0,..., 1j r . 

 

Bu polinomun tek olması, cebirin temel teoreminin bir sonucudur.  Eğer biz 

yukarıdaki özellikleri sağlayan iki farklı polinomun varlığını düĢünürsek, farkları 

sıfırdan farklı olan derecesi en fazla 1rn  olan bir polinom olurdu ve 0 1,..., nz z  

noktalarında 0.,1.,..., 1r  nci türevleri sıfır olurdu.  Böylelikle derecesi en fazla 1rn  

olan bu farkın rn  kökü var olurdu.  Bu da imkânsızdır. 

 

ġimdi ( 1)f A  ve 
, 1( ; )r rnh f z  f ’nin  ( 1)n rz  ye göre oluĢturulan Hermite 

interpolasyon polinomu olsun. 

 

Buradan , 1 1( ; )r rn rnh f z  olur ve  birimin .n  kökü olmak üzere 

 

            
( )( )

1( ; ) ( ),
jj k k

rnh f f    0,..., 1j r  ;  0,..., 1k n                              (1.1) 

 

sağlanır. 

 

: ,R t t R  R  olmak üzere 

 

                           , 1

1 ( 1) ( 1) ( )
( ; ) .

2 ( 1)
R

n r n r

r rn n r

t z f t
h f z dt

i t t z
                          (1.2) 
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bilinmektedir. 

 

Eğer  
0

( ) k

k

k

f z a z  ise kısım 2.2’deki (3.3)’e göre  

                            

                    
1

1,0

0

1 ( )
( ; ) : .

2
R

rn rnrn
k

rn k rn
k

f t t z
p f z a z dt

i t z t
                                 (1.3) 

 

ifadesi orijin civarında  f ’in  1rn  dereceli Taylor serisidir. 

 

(1.2) ve (1.3)’ten  

 

       
1,1 , 1 1,0

( ) ( , )1
( ; ) : ( ; ) ( ; )

2
R

n
rn r rn rn

f t K t z
f z h f z p f z dt

i t z
                     (1.4)  

 

Burada  

 

                                      
( 1)

( , ) :
( 1)

rn n r

n rn n r

z z
K t z

t t
                                                   (1.5)        

 

dir. 

 

n  için ( , )nK t z ’nin özelliklerini inceleyelim. 

 

Önerme 2.2:  1t ’i sağlayan bütün t ’ler için  

 

                      
,

1

( )( 1)

( 1)

r r
s r

r r r s
s

zz z t z

t t t t
                                                       (1.6) 

 

sağlanır.  Burada , ( )s rB z  z ’ye göre  1r  dereceli bir polinomdur ve  

 



 

 46 

        

1

,

0

1
( ) : ( 1)

r
k

s r

k

r s
B z z

k
 ,     1,2,...s                                              (1.7) 

 

dır. 

 

Ġspat:  (1.7)’den   

 

         
1, ,

1,

1
( ) ( )            ( 1)

( ) ( 1)

r

s r s r

r r

r

r s
z z z z

s

z z z

                                       (1.8) 

 

kolaylıkla bulunur. 

 

(1.6) ve  (1.8) ile  

 

1

1( 1) 1 1 1
( 1)

( 1)

r r r
r

r r r r r k
k

r kz z z
z

kt t t t t t
 

 

                   
1

1
( 1)

( 1) 1

r

r r

r r k
k

r k
z

kz z

t t t
 

               

               
1, 1, ,

1

( ) ( ) ( )1r k r k r

r r k
k

z z z z

t t t
 

 

                            
, ,

1,1
2 2

( ) ( )
( )

k r k r

rr r k r k
k k

z zt z
z z

t t t
 

 

                                              
,

1

( )
.

k r

r k
k

zt z

t t
                         

 

AĢağıdaki iki Önerme  , ( )j rB z  polinomları hakkında bazı değerlendirmeler içerir. 
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(1.7)’den 

 

           

1

1 1

,

0

1
( ) ( ) ,j r

j r

r j
B z r t z t dt

r
    1,2,...j                                   (1.9) 

 

olur.  Bu Beta fonksiyonu için Euler formülü yardımıyla kolayca elde edilebilir. 

 

Önerme 2.3:  Sadece r ’ye bağlı öyle bir sabit 
0c  vardır ki 

 

                
11

, 0( ) max 1, ,
rr

j rB z c j z    1,2,...j                                          (1.10) 

 

değerlendirmesi doğru olur. 

 

 

 

Ġspat:  Eğer 1z  ise, bir 0,1t  için 

 

1 11 1( 1) 2 .
r rr rz t z z  

 

Eğer 1z   ise 0 1t  için 

 

1 12 .
r rz t  

 

Bu iki eĢitsizlik sonucu verir. 

 

Önerme 2.4:  (a)  Eğer 1z  ise öyle 1 1( ) 0c c r  ve  
1 1( , )N N r z  sabitleri vardır ki  

 

                            
( 1)1

1 , ( ) ,
n rr n

j rc j z z    1n N                                           (1.11) 
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olur. 

 

(b)  Eğer 1z  ise öyle 2 2 ( ) 0c c r  ve  2 2 ( , , )N N r j z  sabitleri vardır ki 

 

                           
1

2 , ( )r n

j rc j z   ,     2n N                                                 (1.12) 

 

olur. 

 

(c)  Eğer 
, ( )j r z ’nin birim diskte hiç kökü yoksa öyle bir 3 3( ) 0c c r  sabiti vardır 

ki 1z  için 

 

                                              3 , ( )j rc z                                                             (1.13) 

 

sağlanır. 

 

Ġspat:  (a)  (1.9) ve 1z  için 

 

n     iken     

1

1 1

0

1
(1 )j n rt tz dt

j
 

 

olduğu göz önüne alınırsa (1.11) elde edilir. 

 

(b)  (1.9)’dan 1z , 0nz  ve n  için 

 

1

,

2
(0) ( 1) 0

1

r

j r

r j

r
 

 

bulunur.  Bu ise (1.12)’yi verir. 

 

(c)  Eğer  , ( )j r z ’nin birim diskte hiç sıfırı yoksa , (1.13)’teki 3c  sabiti 
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,
1

inf ( ) 0j r
 olarak alınabilir. 

 

, ( )j r z nin 1z ’de sıfırları olacak Ģekilde j  ve r  değerleri vardır. Böylece 1j  

olduğunda, r   6’nın bir katı olduğunda 
, ( ) ( 1)r r

j r z z z  nin  1z ’de bir sıfırı 

olur. 

 

 Herhangi bir 1  pozitif tamsayısı için; 

 

            

1

1, , 1 , 1,0 , 1,

1

( ; ) : ( ; ) ( ; ) ( ; )rn r rn r rn r rn j

j

f z h f z h f z h f z                   (1.14) 

 

Burada  

 

1

, 1,0 1,0

0

( ; ) : ( ; )
rn

k

r rn rn k

k

h f z p f z a z  

 

dır. 

 

:R z z R  olmak üzere 

 

1

, 1, ( 1)

0

( ; ) : ( )
n

n k

r rn j jr k n r j

k

h f z z a z  

                                                

                                                      , ( )

1 ( )
( ) .

2
R

n n
n

j r n r j

f t t z
z dt

i t z t
       1,2,...,j  

 

ve böylece  

 

                           1,

1 ( ) ( , )
( ; )

2
R

rn

f t K t z
f z dt

i t z
                                               (1.15) 
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elde edilir.  Burada  

 

                    
1

,

1

( )( 1)
( , ) :

( 1)

nrn n r n n
j r

rn n r rn jn
j

zz z t z
K t z

t t t t
                              (1.16) 

 

dır. 

 

Teorem 2.3.1:  Eğer ( 1)f A  ise herhangi sabit bir 1t  için 

                          

                           1,lim ( ; ) 0rn
n

f z  ,         
1

rz                                         (1.17) 

 

 yakınsaması 
1

rz R  de düzgündür.  (1.17)’de 
1

rz  en iyi sonuçtur. 

 

Ġspat:  (1.16)’daki ( , )K t z  çekirdeğini 

 

                           
, ( )

( , )

nn n
j r

rn jn
j

zt z
K t z

t t
                                                      (1.18) 

 

olarak yazabiliriz. 

 

(1.15) ve (1.18)’den 

 

,

1,

( )1
( ; ) 2

2

n nn
j r

rn jnrn
j

zz R
f z M R

RR z R
 

 

                                              

( 1)1

1

n n n rr

jnrn
j

MR z R c j z

RR z R
       ( )z R  

 

Burada son eĢitsizlikte Önerme 2.3 kullanıldı. 
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1R  için  

 

1r jn

j

j R  

 

 sağlandığından ve (1.17) ile 

 

1, ( ; )

rn

rn rn n

z
f z c

R
 

 

bulunur.  

 

Uyarı:  ( ; )jp f z , f ’in .j  dereceden Taylor açılımı olmak üzere eğer 1  ise 

1, ( ; )rn f z  operatörü ( 1) 1( ) ( ; )r nf z p f z  farkının ( 1)n rz ’in köklerine göre 

oluĢturulan Hermite interpolasyon polinomu alınabilir. 

 

 Eğer ( 1)n rz ’in sıfırlarına göre oluĢturulan interpolasyonunu vurgulamak 

istediğimizde, , 1 , 1( ;1, ) : ( ; )r rn r rnh f z h f z  yazarız ve 

 

1, , 1 , 1 ( 1) 1( ; ) ( ;1, ) ( ( );1, )rn r rn r rn r nf z h f z h p f z  

 

( 1)

( 1) ( 1)

( 1) 1

1 ( )
( ; ) .

2
r n

R

r n r n

r n

f t t z
p f z dt

i t z t
, 

 

 olduğundan  (1.15)’deki 
( ; )K t z

t z
 

 

( 1) ( 1) ( 1)

( 1)( 1)

( 1) ( 1) ( 1)
( )

( 1)( )( 1) ( )

n r n r r n r n r n n r

r n n rn r r n

t z t z z z
t z

t tt z t t z t
 

 

farkının Hermite interpolasyon polinomu olur. 
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1
( 1) ( 1)

0

1
( 1 1) ( 1) ( 1) ( )

r
n r n r n j n r

j

r
z z z z q z

j
 

 

                                                          , ( ) ( 1) ( )n n r

r z z q z  

 

sağlandığından 

 

, ,

( 1)

( 1) ( ) ( 1) ( )
( , ) .

( 1)

n r n n r n

r r

r n n r

t z z t
K t z

t t
 

 

Burada ( )q z  
nz ’e göre 1  dereceli bir polinomdur. 

 

( , )K t z , (1.18) ile karĢılaĢtırıldığında aĢağıdaki özdeĢlik sağlanır.  

 

, , ,

( 1) ( 1)

( ) ( 1) ( ) ( 1) ( ) ( 1) ( ( ) ( ))

( 1)

n n r n n r nn n n r
r r r

rn jn r n n r r n
j

z t z z tt z z q z q t

t t t t t
    (1.19) 

 

Bu özdeĢlik 1   için kolayca elde edilebilir.  Önerme 2.2’deki (1.6)’dan dolayı, 

(1.19)’daki sol taraf  

 

                                                
( 1)

( 1)

rn n r

rn n r

z z

t t
                                                      (1.20) 

 

olur.   

 

1  için sağ taraf, (1.8)’i kullanarak  

 

( 1) ( ( 1) ) ( 1) ( ( 1) )

( 1)

n r nr n r n r nr n r

rn n r

t z z z t t

t t
 

 

olur. 
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 ( ) ( )q z q t sabit  olduğundan 1  için (1.20)’yi verir. 

 

 

Teorem 2.3.1’in Genellemesi:  Öncelikle ( 1)n rz ’nin köklerine göre  

( )( ) ,j r s ng z z  0 1j n  monomialinin Hermite interpolasyon polinomunu 

bulalım. 

 

( )q z  bir polinom olmak üzere 

 

1

0

( ) ( 1 1) ( 1) ( 1) ( )
r

j n r s j n k n r

k

r s
g z z z z z z q z

k
 

 

yazılabileceğinden 

 

1

, 1 1,

0

( ,1, ) ( 1) ( ).
r

j n k j n

r rn s r

k

r s
h g z z z z z

k
 

 

Benzer Ģekilde, eğer D  olmak üzere ( )n n rz  nin köklerine göre oluĢturulan 

( )g z ’nin Hermite interpolasyonun polinomunu bulabiliriz: 

 

                           
( )

, 1 1,( , , ) ( ).j n r s n n

r rn s rh g z z z                                     (2.1) 

 

Eğer , D  ve , ’nın her ikisi de sıfıra eĢit ise her ( 1)f A  ve 

, , ,m p n m pn  pozitif tamsayıları için 

 

           
,

, , 1 , 1 1( ; ) : ( ; , ) ( ( ; , ); , ).pn rn p pn p pn rnf z h f z h L f z z            (2.2) 
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Teorem 2.3.2:  Eğer  ( 1)f A  ve , ( 1)D  0  ise z  

için 

 

                                           
,

,lim ( ; ) 0.pn rn
n

f z                                               (2.3) 

 

Burada  

 

                                         

1

max ,

r
r

p                                     (2.4) 

 

olur ve z  da yakınsama düzgündür.  Ayrıca z  en iyi sonucu verir.  

 

 

 

 

Ġspat: 

1

1 ( )
( ; , ) .

2
rn

R

rn rn

rn rn

f t t z
L f z dt

i t z t
 

 

olduğundan ( )n n pz ’nin köklerine göre oluĢturulan sıfırlarında ( )z ’nin Hermite 

interpolasyon polinomu ( , )K t z  olmak üzere, yani , 1( , ) ( ( ); , )p pnK t z h z  ise 

 

                       
,

,

1
( ; ) ( ) ( , ) .

2
R

rn pn f z f t K t z dt
i

                                    (2.5) 

    

Burada  

 

1,

( ) ( )
( )

( )( ) ( )

rn n n p n n p rn

n n n p rn rn

z t z t
z

t z t t
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ve  

 

2,

( ) ( )
( )

( )( ) ( )

rn n n p n n p

n n n p rn rn

t z
z

t z t t
 

 

olmak üzere ( )z  

 

( ) ( ) 1
( ) .

( )( )

n n p n n p rn rn

n n p rn rn

t z t z
z

t z t t t z
 

 

                        1, 2,

( )
( ) ( ) ( )

( )

rn rn n n p

n nrn rn n n p

z z
t z z z

t t
  

 

dir. 

 

2, 1( )n npz  olduğundan 

 

                                 , 1 2, 2,( ; , ) ( )p pn n nh z z                                                    (2.6) 

 

elde edilir. 

 

(2.1)’den 
rnz  in Hermite interpolasyon polinomunu bulmak için 

rnz  yerine 
rnz  in 

( )n n pz  deki köklerine göre oluĢturulan interpolasyon polinomu, yani 

1, ( )nr n n

r p p z  konulabilir. 

 

Böylece  

 

  
1, 1,

, 1 1,

( )( ) ( )( )

( ; , ) .
( )( )( )

n n
rn n n p rn n n p

r p p r p pn n

p pn n rn rn n n p

z t
t z

h z
t z t t

   (2.7) 
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(2.6) ve (2.7)’den  

 

                        , 1 1, 2,( , ) ( ; , ) ( ).p pn n nK t z h z z                                            (2.8) 

 

Büyük n ’ler için 
2, ( ) (1)

np rn

n rn np

z
z O

t
 olduğundan, eğer  

 

                                         

r p

z                                                               (2.9)   

 

ise  n   için 2, ( ) 0n z   olur. 

 

Önerme 2.3’den, eğer 

                                        
1r p

p

z                                                                (2.10) 

 

ise 
1

1, ( ) ( )

n

n n p

r p p n

t
t C   sağlanır ve 

 

             

( 1)

1,

( 1)

( )( )
. .

( )( )

n p nprn n n n n p
rnr p p

n p rn nprn rn n n p

t z t z

t t t
                   (2.11) 

 

eĢitsizliğinin sağ tarafı n  için sıfıra gider. 

 

Benzer Ģekilde eğer 
1

1

r p

p

z  ise n  iken  
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( 1)

1,

( 1)

( )( )

( )( )

n prn n n n n p
rnr p p

n p rnrn rn n n p

z t z
c

t t t
             (2.12)                                          

 

eĢitsizliğin sağ tarafı sıfıra gider. 

 

(2.7), (2.10) ve (2.11) göz önüne alınırsa, eğer  n  iken 

  

                           
1 1 1

1

min , .
r p r p r p

p p p

z                               (2.14) 

 

, 1 1,( ; , )p pn nh z  n  iken sıfıra gider. 

 

(2.9) ve (2.14)’ü birleĢtirerek, (2.4)’ü elde ederiz ve ispat tamamlanır. 

 

a. KarıĢık Hermite Ġnterpolasyonu:  1 p r  tamsayılar iken 

 

                
,

, , 1 , 1 1( ; ) : ( ; , ) ( ( ; , ); , )pn rn p pn p pn rnH f z h f z h h f z z                   (3.1) 

 

 operatörünü göz önüne alalım.  

 

Önceki bölümde olduğu gibi,  ( )n n pz ’nin sıfırlarına göre oluĢturulan  1( , )K t z

’nin Hermite interpolasyon polinomu ( , )K t z  olmak üzere 

 

                          
,

,

1
( ; ) ( ) ( , ) .

2
R

pn rnH f z f t K t z dt
i

                                             (3.2)      

 

Burada  
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1

( ) ( ) ( ) ( )
( , )

( )( ) ( )( )

n n p n n p n n r n n r

n n p n n r

t z t z
K t z

t z t t z t
 

 

                                      
( ) ( ) 1

.
( ) ( )

n n r n n p

n n r n n p

z z

t t t z
 

 

0

( ) ( ) ( )
r

n n r n n j n n r j

j

r
z z

j
 olduğundan ( )n n rt  için benzer açılımı 

kullanırsak 

 

1

0

( , ) ( ) ( ) ( )
r

n n p n n j n n r j

j

r
K t z t z

j
 

 

                   
0

( ) ( ) ( )
r

n n p n n j n n r j

j

r
z t

j
 

    

.
( )( ) ( ) .n n r n n pt z t t

 

 

Buradan açıkça görülür ki; 

 

     
1

0

( ) ( )( )
( , ) ( ) .

( ) ( )( )

n n p j n n p jn n r jp
n n j

n n r n n p j
j

t zr
K t z z

j t t z t
         (3.3) 

 

(3.3)’ün sağ tarafı derecesi 1pn  olan bir polinomdur ve ( , )K t z  ile 1( , )K t z ’nin 

( )n n pz ’nin sıfırlarındaki değerleri eĢtir. 

 

(3.3)’ten t R  için 

 

1 1

max( , )
( , ) .max max ,

n n njr j

nrj p

z
K t z C

R
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        ( )1 1

max( , )
max .

np n n r j

nr n p jj p

z

R
 

 

Bu eĢitsizliğin sağ tarafı  
( )

,
max( , )

r j

r j j

R
z  1,..., 1j p  ve 

max( , )

r p j

p

r p j

p

R
z  iken sıfıra gider.  

 

Bu yüzden, eğer 

 

( 1)

1
1 1

min , min

max( , ) max( , )

r p p r j

r p r jj p
p j

RR R
z  

 

          
1

1 1
min , min

max , max ,

r p r jj p
p j

R R

R R R R

 

 

ise (3.2) sıfıra yaklaĢır. 

 

R  alınarak  
1

max ,

r p

p

z   için  ,

,lim ( ; ) 0pn rn
n

H f z  bulunur. 

 

 Böylelikle ispat tamamlanmıĢ olur.                                                      
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Teorem 2.3.3: Eğer , , D  ve eğer ( 1)f A  ise 
,

, ( ; ),pn rnH f z  

1 p r  polinomu 

 

1

max ,

r p

p

z  

 

iken n  için sıfıra gider. 

 

Benzer bir sonuç ise; eğer ,r  pozitif tamsayılar, m nq c , q r  pozitif tamsayısı 

verilsin.  Bu durumda  

 

         
,

1, , , 1 , 1 , 1( ; ) : ( ; , ) ( ( ; , ); , )rn m r rn r rn mf z h f z h h f z z                (3.5) 

 

tanımlayalım. 

 

 

Teorem 2.3.4:  , ,r m  pozitif tamsayıları m nq c , q r  ve c  sabit olsun. z D  

için, 

 

                                        
,

1, ,lim ( ; ) 0.rn m
n

f z                                                       (3.6) 

 

Burada  

 

              

( 1) 1 1

: max , , .

q q q r q r

r r r r

                        (3.7) 

 

Daha kesin ifade ile herhangi bir  için 

 

1

,

1, ,lim max ( ; ) .
rn

rn m
n z

f z  
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1,  1 alınırsa kolayca görülebilir ki 

1q

r  olur. 

 

Eğer  1,  0,  1,  m nqve ' 1q r  ise, Kısım 2.2’deki (3.3) ile verilen 

1, ( ; )n jp f z  ile 

 

         

' 1

, 1 , 1, 1

1

lim ( ;1, ) ( ) ( ; ) 0,n

r rn j r n r j
n

j

h f z z p f z   
'

1
rz                  (3.8) 

 

Teorem 2.3.4’ün ispatı aĢağıdaki önermeler yardımıyla verilecektir. 

 

Önerme 2.5:  Herhangi bir , C  için; ( )m rn m rnQ z  olmak üzere 

 

, 1( ) ( ) ( ) ( )m m n n r

m rn rnz z Q z R z  

 

sağlanır.  Burada , ( )s r z  (1.7)’de tanımlıdır ve 

 

              , 1 1,

1

( ) ( ) ( ) ( )m m k kc nqk n n

rn qk r r

n

R z z z
k

            (3.9)    

 

olarak verilir. 

 

Ġspat:  Binom teoreminden 

 

1

( ) ( ) ( ) .m m m m k mk

k

z z
k

 

 

 
( ) ( )mk k nq c kc n qkz z z z  ve q r  olduğundan ( )( )k k r nq z  olmak üzere 
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1

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
r

nqk n n n qk n n j n qk j n n r

k

j

qk
z z z z q z

j
 

 

                                                 1, ( ) ( ) ( ).nqk n n n n r

qk r r kz z q z  

 

Buradan (3.9) hemen çıkar. 

 

Önerme 2.6:  (3.5)’teki 
,

1, , ( ; )rn m f z  operatörü aĢağıdaki integral gösterimine 

sahiptir: 

 

,

1, ,

1
( ; ) ( ) ( , )

2
R

rn m f z f t K t z dt
i

,  (1 )R p  

 

Burada  

 

                    
, 1 , 1( )( ) ( )( )

( , ) .
( )( ) ( )

n n r n n r

rn rn

m m n n r

R z t R t z
K t z

t z t t
                       (3.10) 

 

Ġspat:  , 1r rnh  lineer ve derecesi 1rn  olan polinomlar ürettiğinden 

 

,

1, , , 1( ; ) ( ; , )rn m r rnf z h g z  

 

çıkar.  Burada  

 

, 1 , 1 1

1
( ) ( ; , ) ( ; , ) ( ) ( , )

2
R

r rn mg z h f z h f z f t K t z dt
i

 

 

ve 

 

       1

( ) ( ) ( ) ( )
( , ) .

( ) ( ) ( )( )

n n r n n r m m m m

n n r m m

t z t z
K t z

t t z t z t
                (3.11) 
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Böylece ( , )K t z ’yi bulmak için ( )n n rz ’in sıfırlarına göre (3.11)’deki 1( , )K t z  

çekirdeğinin Hermite interpolasyon polinomunu bulmak gerekir.  

 

SadeleĢtirirsek  

 

1

( ) ( )
( , ) ( )

( ) ( )

m m n n r

m m n n r

z z
K t z t z

t t
 

 

                               
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

n n r m m m m n n r

n n r m m

t z t z

t t z t
 

 

bulunur.  Önerme 2.4’ten  

 

, 1( ) ( ) ( ) ( )m m n n r

m rn rnz z Q z R z  

 

ve  

 

, 1( ) ( ) ( ) ( )m m n n r

m rn rnt t Q z R t  

 

(3.10)’daki ( , )K t z , z ’ye göre derecesi 1rn  olan polinom olduğundan ve 

( )n n rz ’in sıfırlarında 1( , )K t z ile çakıĢtığından (3.10)’daki ( , )K t z ’nin aranılan 

çekirdek olduğunu görürüz. 

 

Teorem 2.3.4’ün Ġspatı: , 1( )rnR z  için (3.9)’u kullanılırsa 

1 2 3( , ) ( , ) ( , )K t z K t z K t z  biçiminde yazılabilir: 

 

                2

1
( , )

( )( )m m
K t z

t z t
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                                        1,

1

( ) ( ) ( )m m k kc nqk n n

qk r r

k

z z
k

 

 

                 3

( )
( , )

( )( ) ( )

n n r

n n r m m

z
K t z

t z t t
                               (3.12) 

 

                                               1,

1

( ) ( ) ( ) .m m k kc nqk n n

qk r r

k

t z
k

 

 

Eğer n  için 

 

(A)               

nr m

m nr

z

R
 ve   

1

( )

r
n

nr m k nqk

n

m nr

R
z

R
,   1 k  

 

sıfıra yakınsıyor ise n  için 3( , )K t z  sıfıra gider. 

 

Benzer Ģekilde 

 

(B)                

( 1)
( )( )

n r nqkm k

m

z

R
,  1 k  

 

ifadesi n  iken sıfıra gidiyorsa ise 2 ( , )K t z  de sıfıra gider  

m nq c  (c bir sabit) olduğundan eğer, 

1

( )
1
min , ,

qk r

r

q q kk
r r

R R
z

R

R R

  1 k  

 

  ise, (A)’daki terimler sıfıra yaklaĢır. 



 

 65 

 

Eğer 

( ) 1
1

1 1

min
q k qk rk

r r

R
z

R R

 

 

ise (B)’deki terimler sıfıra gider. 

 

R  alarak, n  iken, 
1 2min( , )z  için ( , ) 0K t z  olduğu görülür. Burada  

( 1) 1 1

1 max , ,

q q q r q r

r r r r

               

         

                      

( 1) 1 1

1 1 1

2 max , .

q q r q r

r r r

. 

1 2min( , )  olduğundan sonuç çıkar. 

 

b. 2 -YaklaĢım: ( 1)f A  ve 0 D  alalım. m n  belirli pozitif tamsayılar 

iken ’yı birimin .m  dereceden kökü alalım.  AĢağıdaki koĢulları sağlayan 

( ; , )rm n rm nP f z  polinomunu bulmaya çalıĢalım. f A  için  rm nP  

 

         
( ) ( )( ; , ) ( ),v k v k

rm nP f f   0,1,..., 1k m , 0,1,..., 1v r                     (4.1) 

 

Hermite interpolasyon koĢulunu sağlasın ve  rm n  arasında 

 

                           

1
2

( ) ( )

0

( ; , ) ( ) ,
m

r k r k

rm n

k

P f f   0r                                  (4.2) 

 

toplamını en küçük yapsın.   



 

 66 

 

Eğer ( ; , )rm nL f z , f ’in 
rm n rm nz  in sıfırlarına göre oluĢturulan Lagrange 

interpolasyon polinomu ise Ģu teoremi verelim. 

 

Teorem 2.3.5:  Her bir ( 1)f A  için ve negatif olmayan her bir r  tamsayısı 

için ( ; , )rm nP f z  (4.1) ve (4.2)’yi sağlasın. 

 

Eğer, 0 : lim 1
n

n
q

m
 , , D  ise 

 

                                 
1

:

max ,
r q

z                                                    (4.3) 

 

                      lim ( ; , ) ( ; , ) 0rm n rm n
n

P f z L f z                                            (4.4)    

 

olur.  (4.1)’den açık olarak görülebilir ki ( ; , )rm nP f z  

 

1( ; , ) ( ; , ) ( ) ( )m m r

rm n rm nP f z h f z z Q z  

 

 formundadır.  Burada ( )nQ z  (4.2) koĢulu ile oluĢturulacaktır. 

 

Herhangi bir k  pozitif tamsayısı için 
0( ) 1x  ve ( ) ( 1)...( 1)kx x x x k  olmak 

üzere 

 

0

( ) ( 1) ( )k

r r
m m r mr r kr r v

rr z
v

rd
z mv

vdz
 

                                                         . . !mr r kr rm r                                          (4.5) 

 

(4.2)’deki minimum problemini çözmek için  
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1 1

2 2

0 0

( ) ( ) min ( ) ( )
n

m m
k k k k

n
p

k k

g Q g p                                (4.6) 

 

 Burada  

 

                                     

( ) ( )

1. ( ; , ) ( )
( ) : .

. !

r r r

rm

mr r

z h f z f z
g z

m r
                                 (4.7) 

 

Önerme 2.7:  (4.6)’daki ( )n nQ z  polinomunun açık ifadesi 1 R p  ve 

:R z z R  olmak üzere 

 

                          

1 1 1

1

1 ( )( )
( )

2 ( )
R

n n m n

n m m r

f t t z t
Q z dt

i t z t
                                   (4.8) 

 

dir. 

 

Ġspat:  (4.6)’nın sağını minimize eden ( )nQ z  polinomu m mz  in sıfırlarına göre 

oluĢturulan ( )g z ’nin Lagrange interpolasyon polinomu yardımıyla elde edilir. 

 

1( ; , )mL g z ’i bulmak için ( )kg ’yı hesaplayalım. Bunu yapmak için 

 

( )
( , )

m m rz
K t z

t z
 

 

olmak üzere 

 

, 1

1 ( )
( ; , ) ( ) ( , )

2 ( )
R

r rn m m r

f t
h f z f z K t z dt

i t
 

 

bulunur. 
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. !
( , ) ,

( )
k

r r mr
r

r kz

d m r
z K t z

dz t
  0,1,..., 1k m  

 

olduğundan 

 

( ) ( )

1( ; , ) ( )
( )

. !

k

r r r

rnk z
mr r

z h f z f z
g

m r
 

 

          
1 ( )

( , )
2 ( ) k

R

r
r

m m r r

z

f t d
z K t z dt

i t dz
 

 

      
1 ( ) 1

.
2 ( )

R

m m r k

f t
dt

i t t
 

 

Böylece (4.8)’de verilen ( )nQ z  için 

 

1 1

1 ( )( )
( ; , )

2 ( )( )
R

m m

m m m r

f t t z
L g z dt

i t z t
 

 olur. 

 

Teorem 2.3.5’in ispatı :  Önerme 2.6’dan 

 

1

1 ( )
( ; , ) ( ; , ) ( , ) .

2 ( )
R

rm n rm n

f t
P f z L f z K t z dt

i t z
 

 

Burada bazı sadeleĢtirmeler sonucu 

 

1 1 1 1

1 1 1
( , ) . .

r
rm n rm n m m m m n n

rm n rm n m m m m

z z t z
K t z

t t t
 

 

1 2 3 4( , ) ( , ) ( , ) ( , )K t z K t z K t z K t z  yazalım.  Burada  
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1 1 1

2 1 1 1
( , )

rm n rm n rm n

rm n rm n rm n

z z
K t z

t t
 

                

                    

1 1 1

1 1 1

( )
,

( )

rm n rm n rm n

rm n rm n rm n

z t

t t
 

 

      

1

3 1
( , ) ,

rrm m m n

m m n

z z z
K t z

t t t
 

 

                   

1 1 1

4 1
( , ) .

r
m m n m m n n

m m n m m

z z t z
K t z

t t t
 

 

                    

1 1

1

( )
. .

( )

r
m m m n n

m m n m m

z t z

t t t
 

 

( , )K t z , ( 2,3,4)  ifadelerinden, eğer / ( )z R
R

 ise n  iken 
2 ( , ) 0K t z  

olur. 

 

(1.6)’dan kolayca görülebilir ki 

 

1,

( 1)
0

( )
. .

r r m m smm m m m m
s rrm

m m m r m sm
s

zz z t z

t t t t
 

 

Önerme 2.3’ten  

 

( 1)

1

1, ( ) . .

r m

m m r

s r

z
z c s  
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Böylece, eğer 
( 1)

0

rm n m

r m n

z

R
 ise , n  iken 3( , ) 0K t z  olur.  

 

Öyleyse bize  
1

( )r q

R
z

R

 gereklidir. 

 

Son olarak 4 ( , )K t z ifadesinden eğer 

1

1
0

rm n m

mr m n

z

R
  yani  

1

m

rm n

R
z

R

 ise, 

n  iken 4 ( , ) 0K t z  olur. 

 

lim
n

q
m

 olduğundan yukarıdaki 3 ifadeyi birleĢtirir ve R  alırsak  

 

1 1
min , ,

r

r q

z
   

 

için 

 

( ; , ) ( ; , ) 0.rm n rm nP f z L f z  

 

Bundan (4.3) hemen çıkar. 

 

c. Uygulamalar:  Biz aĢağıdaki problemi göz önüne alarak Teorem 2.3.5’teki 

sonucun Walsh eĢyakınsamasına nasıl geniĢletilebileceğini ele alalım. 

 

Problem:  ( 1)A ’de 
0 1( ),..., ( )rf z f z  fonksiyonlarına bakalım. 

1

, 0

n

j j
p ,
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( 0,1,..., 1)r  ler r  tane reel sayıların alt kümeleri olsun.  Her bir  ve 
1

, 0

n

j j
p  

için bir L  lineer operatörü tanımlayalım.  L derecesi 1n  olan polinomlar 

uzayında tanımlansın ve eğer 

 

                                 
1

0

( )
n

j

n j

j

Q z c z   ile   
1

0

( )
n

j

n j

j

L Q c p z                           (5.1) 

 

koĢullarını sağlasın.  Problem, aĢağıdaki toplamı minimize eden bir , , 1( )m n r nP z  

polinomunu bulma olsun. 

 

1n nQ  polinomu için 

 

                            
1 1

2

0 0

( ) ( ) ,
r m

k k

n

k

f L Q   1m , m n                         (5.2) 

  

toplamlarını göz önüne alalım 

 

1
( )

1 ,

0

( ; ) :
m

m j

m j

j

L f z z  

 

olsun. 

 

Önerme 2.8:  (5.2)’yi minimum yapan , , ( )m n rP z  polinomu 
1

0

n
j

j

j

c z  biçimindedir.  

Burada   

 

          

1
( )

, ,

0

1 r
m

j j j

j

c p
K

,    
1

2

,

0

( ) ,
r

j jK p    0,1,..., 1.j n                       (5.3) 

 

 

 



 

 72 

 

Ġspat : 

   

                           

( )

, ,

, ( )

,

, 0,1,..., 1,

, ,..., 1,

m

j j j

j m

j

p c j n
d

j n m
                                     (5.4) 

 

olmak üzere 

 

2
1

2 2

1 ,

0

( ) ( ) ( ; ) ( )
m

k k k k kj

n m n j

j

f L Q L f L Q d  

 

sağladığından birimin köklerinin özellikleri kullanılarak 

 

1 1 1 1
2 2

,

0 0 0 0

( ) ( ) .
r m r m

k k

n j

k k

f L Q m d  

 

Eğer 

 

             
,( )

, ,

: , 0,1,..., 1,

: , 0,1,..., 1; 0,1,..., 1

j

j

i

j j

im

j j

c p e j n

e j m r
                        (5.5) 

 

alırsak (5.4) ve (5.5)’ten  

 

,
2

2 , ,

,
2

,

, 0,1,..., 1

, ,..., 1

j ji i

j j j

j

j

e p e j n
d

j n m

 

 

 ve (5.2) minimum bulma problemi, aĢağıdaki ifadeyi minimum yapan j  ve 
j
 yi 

bulmaya denktir.  j  reel sayı ve 0 2j
 için 
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1 1 1 1
2 2 2

, , , , ,

0 0 0 0

( ) 2 cos( ).
r m m n

j j j j j j j j

j j j

p p  

 

Bazı iĢlemlerle j  ve 
j
 nin aĢağıdaki eĢitliklerle elde edilebileceği görülür: 

 

1 1
2

, , , ,

0 0

1

, , ,

0

cos( ) 0

sin( ) 0.

r r

j j j j j j

r

j j j j

p p

p

     ( 0,..., 1)j m  

 

Böylece 

 

      
2 2

1 1

, , , , , ,

0 0

sin cos 1
,

sin , cos

j j

j j j j

r r

j j j j j j j j

A B A B

A p B p

( 0,..., 1)j m              (5.6) 

 

olur.  Bu nedenle 

 

             
2 2

1
2

,

0

cos sin
,

( )

j j j j j j

j r

j
j

A B B A

K
p

  ( 0,..., 1)j m                                  (5.7) 

  

çıkar.  (5.5), (5.6) ve (5.7)’den  (5.3) elde edilir.                                                     

 

ġimdi ( )f z A  için 
( )( ) : ( )j

jf z f z  alalım. 

  

Eğer 

 

1

0

( ) : ( )
n

j

n j

j

L Q j c z  
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alınırsa 
( )( )n nL Q Q  olur.  Böylece (5.2)’deki minimum ile aĢağıdaki  

 

                       
1 1

2
( ) ( )

0 0

( ) ( ) ,
r m

k k k

n

k

f Q    
1n nQ                                  (5.8) 

 

toplamının minimum problemi denk olur. 

 

Önerme 2.9:  Eğer, 
0

( ) v

v

v

f z a z A  ise (5.2)’yi minimize eden polinom 

 

            

1

, ,

0

( ) : ,
n

j

m n r j

j

P z c z          ,

00,

1
( )

( )
j j j m

j

c A r a
A r

                           (5.9) 

 

ile verilir.  Burada  

 

1

,

0

( ) ( ) ( ) ,
r

jA r j j m         0,1,...  

 

dir. 

 

Ġspat:  Bu durumda  , ( )jp j  dir.  

 

( )

0

( ) ( ) v

v

v

z f z v a z  

 

olduğundan birimin .m  dereceden köklerine göre oluĢturulan ( ) ( )z f z  nin Lagrange 

interpolasyon polinomu 

 

1
( )

,

0

m
m j

j

j

z  

 

çıkar.  Burada  
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( )

,

0

( ) .m

j j mj m a  

 

(5.9) Önerme 2.8’deki (5.3)’ten hemen elde edilebilir.                                               

 

ġimdi  

   

                        
1

,

, ,

0 0,

( )
( ; ) :

( )

n
j j

n r j m

j j

A r
S f z z a

A r
 ,    0,1,2,...                           (5.10) 

 

 alalım. 

 

Teorem 2.3.6:  ( ) ( 1)f z A  alalım ve ,m n  pozitif tamsayıları lim 1
n

m
q

n
 

özelliğini sağlasın. 

 

Varsayalım ki r  pozitif tamsayısı verilsin ve 
, , ( ; )m n rP f z  birimin .m  köklerinde 

(5.8)’i minimize eden polinom olsun.  Bu durumda herhangi bir 1 tamsayısı için 

 

1

, , , ,

0

lim ( ; ) ( ; ) 0m n r n r
n

P f z S f z ,     1 .qz  

 

sağlanır.  

 

Önerme 2.9’un baĢka bir uygulaması olarak, Teorem 2.3.5’teki ( ; , )sm nP f z ’ye 

benzer 1( ; , )sm n sm nP f z  polinomunu göz önüne alalım. 

 

ġimdi aĢağıdaki ifadeyi bazı D için sağlayan  

 

    
( ) ( )( ; , ) ( ),v k v k

sm nP f f    0,1,..., 1k m   ;   0,1,..., 1v s              (5.11) 
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ve 

 

                           

21 1
( ) ( )

0 0

( ; , ) ( )
m s

v k v k

sm n

k v

P f f                                      (5.12) 

 

toplamını en küçük yapan 
1( ; , )sm n sm nP f z  polinomunu bulmaya çalıĢalım. 

 

Teorem 2.3.7:  Her bir ( 1)f A  ve her bir negatif olmayan s  tamsayısı ve 

, pD  için (5.11) ve (5.12)’yi sağlayan ( ; , )sm nP f z  polinomunu düĢünelim.  

 

Eğer  lim 1
n

m
q

n
 ise ( )z z  için  

 

lim ( ; , ) ( ; , ) 0sm n sm n
n

P f z L f z  

 

sağlanır.  Burada  

  

1
.

max ,
r q

 

 

Ġspat:  Teorem 2.3.5’in ispatında olduğu gibi   

 

, 1( ; , ) ( ; , ) ( ) ( )m m s

sm n s sm nP f z h f z z Q z  

 

alalım.  Burada nQ   (5.12) ile belirlidir.  (4.5)’e ek olarak 

 

       

1
( 1) 1 ( 1)

1

1
( ) ( 1)! ( 1)

2
k

s
m m s s s m k s

s z

d
z m s s m

dz
                 (5.13) 
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mevcut. (5.2)’yi minimize etmek ile 

 

21 1

0 0

! ( )( ) ( ) ,
m

s k k

n

k

m s L Q f     1n nQ  

 

ifadesini minimize etmek denktir.  Burada   

 

( ) ( )

1( ) : ( ; , ) ( ) / !s s s s ms s

smf z h f z f z z m s ,     ( 0,1)  

  

ve 
0 1  ve , 1n  uzayında tanımlı lineer operatörlerdir. 

 

0  birim operatördür ve   
1

0

( )
n

j

n j

j

Q z c z  için 

 

1
( )( ) ( 1) ( 1)

2
n n

d
L Q z s s m z Q

dz
 

 

                                                      
1

0

1
( 1) ( 1)

2

n
j

j

j

s s m j c z  

 

sağlanır.  Böylece  

 

               0 1jp  ve 1,

1
( 1) ( 1)

2
jp s j s m ,  0,1,..., 1.j n                (5.14) 

 

Diğer taraftan, 

 

, 1

1 ( )( )
( ; , ) ( )

2 ( )( )
R

m m s

s sm m m s

f t z
h f z f z dt

i t z t
 

 

olduğundan (4.5) ve (5.13)’ü kullanarak 
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0

1

1 ( ) 1
( )

2 ( )

1
( 1)

1 ( ) 2( ) ,
2 ( )

R

R

k

m m s k

k
k

m m s k k

f t
f dt

i t t

s m
s f t

f dt
i t t t

   0,..., 1.k m          (5.15) 

 

elde edilir.  (5.15) ile biz  m mz ’in sıfırlarına göre oluĢturulan 0f  ve 1f ’in Lagrange 

interpolasyon polinomları bulunabilir. 

 

Böylece 

 

               1 0 1

1 ( )
( ; , )

2 ( ) ( )
R

m m

m m m s

f t t z
L f z dt

i t t z
                           (5.16) 

 

ve 

 

                      1 1

1 ( )
( ; , ) ( , )

2 ( )
R

m m m s

s f t
L f z K t z dt

i t
                              (5.17) 

 

sağlanır.   

 

Çünkü  
kz ’da  

( )

( )( )

m m

m m

d t t z

dt t t z
 nın değeri  

2( )

k

kt
’e  eĢittir ve 

 

1
( 1)

( )2( , ) .
( )( )

m m m m

m m m m

s m
t z d t t z

K t z
t t z dt t t z

 

 

 (5.16)’dan jz  nin 1 0( ; , )mL f z  içindeki katsayısı 
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1
( )

0 1

1 ( )
.

2 ( )
R

m j
m

j m m s

f t t
dt

i t
 

 

(5.17)’den de jz  nin 1 1( ; , )mL f z ’deki katsayısı 

 

             

1 1
( )

1

1 ( ) 1 ( 1)

2 ( ) 2
R

m j m j m j
m

j m m s m m m m

s f t t s m t d t
dt

i t t dt t
 

                                 

                             

1

11

1 ( ) ( 1)

2 ( )
R

m j m

jm m s m m

f t t m s
p dt

i t t
 

 

olarak bulunur.  2r  için Önerme 2.8 kullanılarak  

 

1

0

( )
n

j

n j

j

Q z c z  

 

olur.  Burada    

 

( ) ( )

0 0 1 1

2 2

0 1

.
( ) ( )

m m

j j j j

j

j j

p p
c

p p
 

 

(5.14), 
( )

0

m

j  ve 
( )

1

m

j  için göz önüne alınırsa 

 

1

1

1 ( )

2 ( )
R

m j

j m m s

f t t
c dt

i t
 

 

                                      

1
1

2 2

1

( 1) ( )
.

2 1 ( ) ( )
R

m m j
j

m m s

j

pm s f t t
dt

i p t
 

 

Bu nedenle 
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11
1

1 1 2 2
0 1

( ) ( 1)
( , )

1 ( )( )

m j jm n n n m n
j

s s
m m m m

j j

p t zt t z m s
K t z

pt t z t
 

 

olmak üzere 

 

1

1
( ) ( ) ( , )

2
R

nQ z f t K t z dt
i

 

 

olur.  Öyleyse 

 

1
( ; , ) ( ; , ) ( ) ( , )

2
R

sm n sm nP f z L f z f t K t z dt
i

 

 

bulunur.  Burada  

 

1( , ) ( , )
( )

s s
m m m m

s
m m

s
m m

t z
K t z z K t z

t t z
 

 

                           
1

.
sm n sm n

sm n sm n

t z

t t z
 

 

                                 1 2 3 4

1
( , ) ( , ) ( , ) ( , )K t z K t z K t z K t z

t z
 

 

ve 

 

        1( , ) : ,

sm n sm nsm n sm n sm n
sm n

sm n sm n sm n sm n sm n sm n

z tz z
K t z

t t t t
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                2 ( , ) : ,

s s
m m m msm n n n sm

s ssm n n n smm m m m

z zz z z z
K t z

t t t tt t
 

 

                3( , ) :

s
m m n m n n m

s n m mm m

z z t z
K t z

t tt
 

 

                                ,

s
m m m n n

s n m mm m

z t z

t tt
 

 

                

11
1

4 2 2
0 1

( 1)
( , ) .

1 ( )

s
m m m m j jn

j

s
m m

j j

m s z p t z
K t z

pt
 

 

( , )vK t z , ( 1,...,4)v  çekirdekleri için verilen bu ifadelerden, eğer  
R

z

R

  ise  

n  için  1( , ) 0K t z  olur. 

 

Önerme 2.3 ve Önerme 2.2’deki (1.6) özdeĢliğinden, eğer  1

s q

R
z

R

 ise n  

iken  2( , ) 0K t z  olur. 

 

3( , )K t z ’de z  nin aynı üst sınırı için sıfıra gider. 

 

1

2

1

0 1
1

j

j

p

p
 olduğundan  
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4 ( 2)

( 1)
( , )

n nsm m

m n

m s

z Rm s z
K t z R

z RR
 

 

olur ve böylece  1

s q

R
z

s

R

  ise 
4( , )K t z  sıfıra gider. 

Dolayısıyla  
1

min ,
s q

R R
z

R
R

  ise 

 

( ; , ) ( ; , )sm n sm nP f z L f z  

 

ifadesi  n  iken sıfıra gider.  R  yazarak benzer sonucu elde ederiz. 

 

2.4 Birkhoff Ġnterpolasyonu:  Bir interpolasyon probleminde eğer ardıĢık yüksek 

mertebeden türevlenme ile ilgili önveriler varsayılmamıĢ ise Lacunary (ya da 

Hermite-Birkhoff interpolasyonu, ya da açıkça Birkhoff) interpolasyonu olarak 

adlandırılır.   

 

Bu tip interpolasyon G. Birkhoff tarafından 19. yüzyıl baĢlarında tanıtılmıĢtır.  Ama 

uzun zaman çalıĢılmamıĢtır.  1950’lerde P. Turan’ın çalıĢmaları ile yeniden hız 

kazanmıĢtır ve yaklaĢım teorisinde verimli bir alan olmuĢtur. 

 

( ) ( 1)f z A  alalım ve  

 

                0 10 ... qm m m      iken     
1

q

s q

s

m M   ( 1)q                            (1.1) 

 

olsun. 
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1n  tamsayısı verildiğinde derecesi en fazla 1 1q n olan ve  

 

                     
( ) ( )

( ; ) ( ),s sm mt t

nB f f    1,...,t n  ,   1,...,s q                           (1.2) 

 

koĢulunu sağlayan bir ( ; )nB f z  polinomunu bulmak istiyoruz.  Burada  birimin .n  

köküdür. 

 

Hermite Ġnterpolasyonunun aksine bu koĢulları sağlayan polinomun varlığı ve tekliği 

açık değildir.  Fakat bu çok büyük  n ’ler için doğrudur. 

 

Teorem 2.4.1:  Eğer 

 

                                                  
1
max s

s q

m
n

s
                                                           (1.3) 

 

  ise buradan herhangi bir ( )f z A  için 
1(0, ,..., )qm m  Birkhoff interpolasyonu tek 

olarak çözülebilir. 

 

Ġspat:  ( ) ,n kp z z   0,1,..., 1k n ;  q   polinomunu göz önüne alalım. 

 

Biz , , ,j k n  sayılarıyla 

 

                                   , , , ( 1) 1

0

( ; )
q

jn k

n j k n q n

j

B p z z                                     (1.4) 

 

formundaki ( , )nB p z  polinomunu arıyoruz.  

 

f p  için (1.2) koĢulu   ve  a v  negatif olmayan tamsayıları için 

( ) ( 1)...( 1)va a a a v  notasyonu kullanılarak 
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( ) ( ) ( )

, , ,

0

( ; ) ( ) ( )s s s

s s

q
m t k m t k mt

n j k n m m

j

B p jn k n k                 (1.5) 

( 0,1,..., 1;    0,1,..., )t n s q  

 

biçiminde yazılabilir.  (Eğer a v  ise ( ) 0va  ve 
0( ) 1a  olur.)  Bu ise  

 

                     , , ,

0

( ) ( ) ,
s s

q

j k n m m

j

jn k n k    0,1,...,s q                              (1.6) 

 

lineer eĢitlik sistemine yol açar.  Bu eĢitlik sisteminin determinantı (1.3) ve 

( ) 0  ( 0,..., 1)nM k k n  koĢulları altında 

 

                                

1 1 ... 1

( ) ( ) ... ( )
( ) :

( ) ( ) ... ( )

s s s

q q q

m m m

n

m m m

k n k qn k
M k

k n k qn k

                             (1.7) 

 

olur.  Bunun anlamı 
, , ,j k n

 ler tek olarak belirlidir ve (1.4) (1.5)’in koĢullarını 

sağlar.  (Eğer q  ise ( ; ) ( ).nB p z p z ) 

 

Eğer 

                                               

                                           
1

0 0 0

( )
n

k n k

k n k

k k

f z a z a z                               (1.8) 

 

ise nB  operatörünün lineerliğinden 

 

                                 
( 1) 1 1

, , ,

0 0 1 0

( ; )
q n qn

k jn k

n k n k j k n

k k q j

B f z a z a a z                     (1.9) 

 

elde ederiz. 
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Bu  ( )f z A  için nB  operatörünün varlığını ispatlar.  Tekliği (1.7)’nin yok 

olmamasından ve operatörün lineerliğinden çıkar. 

 

Teorem 2.4.2:  Herhangi bir ( )f z A  için 

 

                   
1

( 1)

1
0 1,

lim max ( ) ( ; )

1

q n
n

n z R

eğer R

f z B f z
R

eğer R

                               (1.10) 

 

Sonuç gösterir ki bütün  z  nun kapalı alt bölgelerinde yakınsama noktasaldır. 

 

Ġspat:  

 

       
, ,

, , ,

( ) , 0,..., ;  0,..., 1;  ,

( ) 0, 0,..., ;  0,..., 1;  <

qm
n j

j k n

n

M k c j q k n q

M k c j q k n q q
        (1.11) 

 

(1.8) ve (1.9)’un farklarını alıp (1.11)’de kullanırsak, keyfi bir 0  ile 

 

                   
1

, ,

0 1 0

( ) ( ; ) 1
qn

k jn

n n k j k n

k q j

f z B f z a z z  

 

                              
1

0 1

( ) max(1, ) q

n
k qn mn k

k q

O z z  

 

elde ederiz.  Eğer z  ise 0  keyfi alındıkça 

 

( 1)
1

max(1, )
max(1, )

( ) ( )

q
qnm

qn

n q n
q

z
O z O  
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olduğu açıktır.  Bu da (1.10)’u sonuçlandırır.                                                            

 

Yakınsamayı hallettikten sonra tekrar üst yakınsama problemine dönelim.  Bunun 

için 1 karıĢık parametrelerini içeren  

 

                        

( 1) 1 11

, , , ,

0 0 1 0

( ; )
q n q qn

k jn k

n k n k j k n

k k q j

S f z a z a z                 (1.12) 

 

baĢka bir operatörü düĢünelim.  ( 1  durumunda (1.12)’deki ikinci kısım görünmez 

ve 
,1nS  Taylor açılımı olur.)  Biz (1.9) ile (1.12)’nin farkını göz önüne alacağız. 

 

             
1

, , , , ,

0 0

( ; ) : ( ; ) ( ; ) .
qn

jn k

n n n n k j k n

k q j

f z B f z S f z a z          (1.13) 

 

Teorem 2.4.3:  Herhangi bir ( ) pf z A  için 

 

                 

1

1 1
( 1)

,

1

1
1

1
1

lim max ( ; ) 1

q

q

q

q
q n

n q
n z R

q

q

eğer R

z
f z eğer R

z
eğer R

                                (1.14) 

 

olur. 

 

Bu teorem gösterir ki yakınsamanın en iyi yarıçapı  
1

1q  dır. 
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3. SĠMETRĠK SMĠRNOV UZAYLARINDA ĠNTERPOLASYON 

POLĠNOMLARI ĠLE YAKLAġIM 

 

1.1 GiriĢ ve Ana Sonuçlar : 

 

  C ’de kapalı, sonlu uzunluklu bir  Jordan eğrisi alalım. eğrisi C ’yi iki 

bölgeye ayırır.  Bunlar : intG  ve :G ext  olsun.  : : 1z zD C , :T D  

ve : extD T  olsun.   

 

Bu bölümde Simetrik Smirnov Uzayında alınan bir fonksiyona Faber 

polinomlarının köklerine göre oluĢturulan interpolasyon polinomunun norma göre 

yakınsaklığını inceleyeceğiz.  Bu yönde çalıĢmalar yeni değildir.  Örneğin 

(2, )C , 0 1,  varsayımı altında X.C. Shen ve L.Zhong [10] G ’de öyle 

interpolasyon noktaları bulmuĢlardır ki interpolasyon polinomları ile en iyi yaklaĢımı 

veren polinomun ( )pE G ,1 p  de yaklaĢım hızları aynıdır.  (1, )C  ve 

interpolasyon noktaları olarak Faber polinomlarının köklerini seçerek L.Zhu [11] 

aynı sonucu göstermiĢtir.  Eğrinin sivri içermeyen BR  eğri olması durumunda 

interpolasyon noktaları olarak Faber polinomlarının köklerini seçerek Smirnov-

Orlicz uzaylarında benzer sonuç R. Akgün ve D.M. Ġsrafilov [12] tarafından 

ispatlanmıĢtır  

 

Kompleks uzayda birçok bölge köĢe ya da sivrilere sahip olabilir.   sivrisi 

olmayan bir parçalı VR  eğri olduğunda L.Zhong ve L.Zhu [4] göstermiĢlerdir ki 

Faber polinomlarının köklerine göre oluĢturulan interpolasyon polinomlarının 

( )pE G ,1 p  Smirnov sınıfından bir fonksiyona yaklaĢım hızı en iyi yaklaĢımı 

veren cebirsel polinomun yakınsama hızına eĢittir. 

 

Bu çalıĢmada biz, eğrinin sivri içermeyen BR  olması koĢulu altında Faber 

polinomlarının köklerine göre oluĢturulan interpolasyon polinomlarının ( )XE G  

Simetrik Smirnov Uzayında yakınsaklık özelliklerini araĢtırırız. 
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nF   Faber polinomunun kökleri G  içindeyken ( ; )nL f z  ile nF  Faber polinomlarının 

köklerine göre oluĢturulan ( ) ( )Xf z E G ’nin ( 1)n  dereceli interpolasyon 

polinomunu ifade edelim. 

 

( ) ( )Xf z E G  için 

 

( )
( , ) : inf :

X
n X n n nE G

E f G f p p  

 

değerine f  için en iyi yaklaĢım sayısı denir. 

 

Teorem 3.1.1:   sivrileri olmayan bir BR  eğrisi olsun.  Yeterince büyük n  doğal 

sayıları için, Faber polinomlarının kökleri G ’dedir.  Bu durumda her ( )Xf E G  

için sadece  ve M ’ye bağlı öyle bir c  sabiti vardır ki 1,2,...n  için 

 

                             1( )
(.) ( , ) ( , )

X
n n XE G

f L f c E f G  

 

sağlanır. 

 

 sivrisi olmayan, parçalı VR  eğrisi olduğunda bu sonuç [4]’te,  BR  eğri olduğunda 

ise [12]’de ispatlanmıĢtır. 

 

3.2 Yardımcı Sonuçlar: ’yı sivrileri olmayan bir BR  eğrisi alalım.  arg( )z ’nin 

z ’deki sıçraması z ’deki z  dıĢ açısına eĢittir ve 

 

1
( ) ( ) arg( )

n

nF z d z  ,   z  

 

eĢitliği geçerli olur. [13] 

 

Böylece 
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1

( ) ( ) ( ) arg( ) ( 1) ( )
n n n

n zF z z d z
z

                (1.1) 

 

ve   

 

                                              0 max 1 1z
z

.                                                    (1.2) 

 

Önerme 3.1:[14]   bir BR  eğrisi olsun. Her bir 0  ve  için öyle bir  0  

vardır ki 

 

             arg ( ) ( ) arg ( ) ( )it i it i

t td e e d e e                (1.3) 

 

olur.  Herhangi bir ’dan farklı ( , )   için 

 

arg ( ) ( ) arg ( ) ( ) 1it i it i

t t zd e e d e e  

 

sağlanır.  Burada z   ’nın  ( )iz e ’deki dıĢ açısıdır. 

 

Önerme 3.2:[12]  Eğer  bir BR  eğrisi ise, her 0  için öyle bir 0  vardır ki 

 

          
( , )

arg( ) arg( )
s z

d z d z
( , )s z z

,
z

       z              (1.4) 

 

geçerli olur. 
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Ġspat:  Keyfi  z  alıp düzenleyelim.  ( )ite  değiĢken değiĢtirerek 

 

( )

( , )

arg( ) arg( ( ) ( ))it

it i

e

s z

d z d e e
z

 

 

                               arg( ( ) ( ))it i

td e e  

 

ve benzer Ģekilde 

 

( )

( , )

arg( ) arg( ( ) ( ))it

it i

e

s z

d z d e e
z

 

 

                               arg( ( ) ( )) .it i

td e e  

 

Her bir 0  için (1.3)’ü kullanarak (1.4)’ü elde ederiz.                                   

 

Herhangi bir  0 , [0,2 ]  için ,I  ile ( ), ( ),i is e s e  kümesinin 

 altındaki görüntüsünü ifade edelim ve 

 

                               
, ,

,

'( )

( ) ( )( , , ) :

0

it it
it

it i

it

e e
e I

e et

e I

 

 

alalım. 
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Önerme 3.3:[4]  Her bir 0 , 0  için, öyle bir k  doğal sayısı vardır ki her 

[0,2 ]  için  

 

                                             

2

0

( , ; ) ( )t T t dt                                    (1.5) 

 

koĢulunu sağlayan derecesi en fazla k  olan t ’ye  bağlı bir ( )T t  trigonometrik 

polinomu vardır. 

 

Ġspat:  0 , ,

ite I  için öyle bir c  bulunabilir ki 

 

1

( ) ( )it i
c

e e
 

 

eĢitsizliği sağlanır.  Böylece  

 

                                     ( , ; ) '( )itt c e ,    ,

ite I                              (1.6) 

 

olur. 

 

Keyfi bir [0,2 ]n  dizisi için 
kn

 yakınsak alt dizisi mevcuttur.  0 ’ın limitini 

alırsak hemen hemen her t  için 

 

0( , ; ) ( , ; )
knt t  

 

Baskın yakınsaklık teoremi ve (1.6)’dan 

 

2

0

0

( ; ; ) ( , ; ) 0
knt t dt  

 

elde ederiz. 



 

 92 

 

Bu ( , ; ) : [0,2 ]t  fonksiyonlar kümesinin 
1L  de dizisel kompakt 

olduğunu gösterir.  Sonuç olarak, herhangi bir 0  verilmiĢ ise öyle bir 

( , ; ),  1,2,...,jt j M  vardır ki 

 

2

1
0

min ( ; ; ) ( , ; )
2

j
j M

t t dt ,   [2 ] . 

 

sağlanır.  Bu nedenle  

 

2

( )

0

( ; ; ) ( ) ,            1,2,...,
2

j

jt T t dt j M  

 

sağlayan sonlu sayıda ( ) ( )jT t  Trigonometrik polinomu bulunabilir. 

 

Böylece  

 

2

( )

1
0

min ( ; ; ) ( ) ,          [0,2 ]j

j
j M

t T t dt  

 

olur.   

 

N ’yi ( ) ( ),  1,2,...,jT t j M  Trigonometrik polinomların en büyük derecelisinin 

derecesi olarak seçersek ispat tamamlanır.                                                                               

 

Önerme 3.4:[12]  , sivrileri olmayan bir BR  eğrisi olsun.  Her 0  için öyle bir 

pozitif 0n  tamsayısı vardır ki her 0n n  için 

 

                              ( ) ( ) 1 ,
n

n zF z z         z                                    (1.7) 
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eĢitsizliği sağlanır. 

 

Ġspat:  Herhangi bir  0  için öyle bir 0  bulunur ki (1.4) sağlanır. 

( ) : , ,s z s z s z ,  z  alalım. 

 

Önerme 3.3’e göre verilen  ve  için öyle bir 0n  doğal sayısı vardır ki (1.5) 

geçerlidir. 

 

(1.1)’den ( )iz e  alarak 

 

( , )

1
( ) ( )

n

n

s z

F z z
( , )s z z

( ) arg( )
n

z

d z  

 

                                             
1

( ) arg( ) ( 1)
n in

zd z e
( )s z

 

 

                           
( , )

1

s z( , )s z z

( ) arg( )
n

z

d z  

 

                                             

,

int1
arg ( ) ( ) ( 1)

it

it i in

t z

e I

e d e e e  

 

                           
( , )

1

s z( , )s z z

( ) arg( )
n

z

d z  

 

                                             

2

int

0

1
Im ( , ; ) ( 1) .in

ze i t dt e  

 

inte , 0n n  için  ( )T t ’ye dikey olduğundan 
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( , )

1
( ) ( )

n

n

s z

F z z
( , )s z z

( ) arg( )
n

z

d z  

                                  

                                            

2

int

0

1
Im ( , ; ) ( ) ( 1) in

ze i t iT t dt e  

 

ve böylece 

 

( , )

1
( ) ( )

n

n

s z

F z z
( , )s z z

arg( ) 1z

z

d z  

 

                                            

2

0

1
( , ; ) ( ) .t T t dt  

 

Eğer z , ’nın köĢesi değilse 1 0z  olur ve (1.4) ve (1.5)’ten varsayımımız 

doğru olur. 

 

Eğer z , ’nın köĢesi ise, 0 1 1z  olur ve bundan dolayı (1.4) ve (1.5)’ten yine 

(1.7)’i elde ederiz.  Ġspatı bitirmiĢ oluruz.                                                    

 

Önerme 3.5 : [15]   sivrileri olmayan bir BR  eğri ve ( )X   üzerinde non-trivial 

Boyd indislerine sahip Simetrik Banach Fonksiyon Uzayı olsun.  S  lineer operatörü 

( )X  üzerinde sınırlıdır.  Yani,  

 

                             
( ) ( )

. ,
X X

S f c f    ( )f X  

  

olacak Ģekilde bir 0c  sabitin var olması için gerek ve yeter koĢul ’nın bir 

Carleson eğrisi olmasıdır. 
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3.3 Ana Sonucun Ġspatı:  Öncelikle yeterince büyük n  için nF  Faber 

polinomlarının bütün köklerinin G ’de olduğunu [12]’dekine benzer bir Ģekilde 

gösterelim. 

 

                                           : max 1 ,z
z

    z  

 

alalım. 

 

(1.2)’den 0 1 olduğunu biliyoruz.  Önerme 3.4’te 
1

:
2

 koyarak, yeterince 

büyük n  için, 

 

                                      
1

( ) ( ) ,
2

n

nF z z     z                                       (1.8) 

 

elde ederiz. 

 

( ) ( )
n

nF z z , :CG C G  üzerinde analitik olduğunda maksimum prensibinden  

                

1
( ) ( ) ,

2

n

nF z z    z CG  

 

elde ederiz.  Böylelikle, 

 

1 1
( ) ( ) 0

2 2

n

nF z z ,  z CG  

 

olur.  Bu bize teoremin ilk kısmını verir. 

 

1( )nP z , ( )XE G ’de f ’e en iyi yaklaĢan ( 1)n  nci dereceden cebirsel polinom 

olsun.  Böylece  ( ,.)nL f  lineer operatörü ( )XE G ’de sınırlı olduğunda 
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         1 1( ) ( )
( , ) ( , )

X X
n n n nE G E G

f L f f P L f P  

 

                                           
1 ( )

1
X

n n E G
L f P  

 

olur.  

 

ġimdi sadece yeterince büyük n  değerleri için, ( , )nL f z  operatörünün ( )XE G ’de 

düzgün sınırlı olduğunu gösterirsek ispat tamamlanır. 

 

Ġnterpolasyon noktalarını Faber polinomlarının kökleri olarak seçerek, 'z G  için 

 

( ') ( )
( ') ( , ')

2 ( ) '

n
n

n

F z f
f z L f z d

i F z
 

 

                                                          ( ') ( ').n

n

f
F z H z

F
 

 

'z z   limiti teğetsel olmayan yollar boyunca  içinden alınarak  
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( )

( , ) ( ) ( )
X
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n nE G
n

E

f
f L f F z H z
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z
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olur.  Önerme 3.5’ten 
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                             1 ( ),

( )
max .

( ) X

n

Ez
n

F z
c f

F
 

 

(1.8)’den 

 

1 3
( ) ,

2 2
nF z      z  

 

olur ve böylece 

 

1( ) ( )

3
( , ) .

1X X
n E G E

f L f c f  

 

Diğer taraftan 

 

( ) ( ) ( )
( , ) ( , )

X X X
n nE G E G E G

L f f f L f  

 

                                                       1 ( )

3
1 ,

1 XE
c f  

 

olduğunda,  2 1

3
: 1

1
c c  seçerek 2nL c  elde ederiz.  Böylelikle  

 

                       2 1( ) ( )
( , ) (1 )

X X
n nE G E

f L f c f P  

        

                                                      3 1( , )n Xc E f G  

 

bulunur. 
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SONUÇ 

 

Bu tezde elde edilen yeni sonuçlar üçüncü bölümü oluĢturmaktadır.   

 

Üçüncü bölümde sivri içermeyen sınırlı rotasyonlu sınıra sahip bölgeler 

üzerinde tanımlı Simetrik Smirnov Uzayında alınan bir fonksiyona kompleks 

interpolasyon polinomları ile yaklaĢım hızı incelenmiĢtir.  En iyi yaklaĢımı veren 

cebirsel polinomun yaklaĢım hızı ile Faber polinomlarının köklerine göre oluĢturulan 

kompleks interpolasyon polinomunun hızının aynı olduğu ispatlanmıĢtır.  
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