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OZET

KOMPLEKS INTERPOLASYON POLINOMLARININ SIMETRIK
FONKSIiYON UZAYLARINDA YAKINSAKLIGI

Hiiseyin KOC

Balikesir Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii,

Matematik Anabilim Dah

(Yiiksek Lisans Tezi / Tez Damsmani: Dog. Dr. Ramazan AKGUN)

Balikesir, 2011

Bu ¢alisma 3 boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde, bazi temel tanim ve teoremler ile bazi1 fonksiyon siiflarinin
tanimlar1 verilmistir. Ayrica Simetrik Banach Fonksiyon Uzay1 ve Simetrik Smirnov
Uzay1 tanimlanmastir.

Ikinci boliimde, kompleks interpolasyon polinom tiirleri verilmis ve
kompleks interpolasyon polinomlarinin kompleks disklerde noktasal ve diizgiin
yakinsaklik problemleri ele alinmistir.

Ugiincii béliimde ise Simetrik Smirnov Uzaylarinda kompleks interpolasyon
polinomlarinin normda yakinsaklig1 incelenmistir. Ozellikle Simetrik Smirnov
Uzaylarinda kompleks interpolasyon polinomlarinin normda yakinsama hizi ile en iyi
yaklasimi veren cebirsel polinomunun normda yakinsama hizinin esit oldugu
ispatlanir.

ANAHTAR KELIMELER: Lagrange, Hermite, Birkhoff interpolasyon Polinomu /
Yaklasim Hizi / Simetrik Smirnov Uzayi1 / Faber Polinomu / Sinirlt Rotasyonlu Egri



ABSTRACT

CONVERGENCE OF INTERPOLATING POLYNOMIALS IN SYMMETRIC
FUNCTION SPACES

Hiiseyin KOC

Balikesir University, Institute of Science

Department of Mathematics

(M. Sc. Thesis/Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Ramazan AKGUN)

Balikesir, 2011

This thesis consists of three chapters.

In the first chapter, some basic definitions and basic theorems with some
function classes’ definitions are given. Moreover, Symmetric Banach Function
Space and Symmetric Smirnov Space are defined.

In the second chapter, types of complex interpolating polynomials are given
and complex interpolating polynomials’ pointwise and uniform convergence in
complex discs are investigated.

In the third chapter, approximation by complex interpolating polynomials in
Symmetric Smirnov Space is studied. Also it is proved that convergence rate of
complex interpolating polynomials and convergence rate of best approximating
algebric polynomials are the same in the norm of Symmetric Smirnov Spaces.

Key Words: Lagrange, Hermite, Birkhoff Interpolating Polynomials / Rate of
Approximation / Symmetric Smirnov Space / Faber Polynomials / Curve Of
Bounded
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LP(1)
E°(G)

X ()

Ex (G)
L,.(f;2)
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A (f52)
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Adi

Kompleks Diizlem
Gergel sayilar kiimesi
Kompleks diizlemde egri
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h,._,(f;z) nin kismi toplamlarinin ortalamasi
En kiigiik kareler interpolasyon polinomu
Karigik Hermite interpolasyon polinomu
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1. ON BILGILER
1.1 Temel Tanim ve Teoremler

1.1.1 Tammm: Bir f kompleks degerli fonksiyonu bir z, noktasinin belli bir
D(z,,0), 0>0 komsulugundaki biitiin noktalarda diferansiyellenebiliyorsa f , z,
’da analitiktir denir. [1, .89 ]

1.1.2 Tamm: f :A— C olarak tanimlanmig (f,) fonksiyon dizisi verilsin. Eger
her bir ze A icin f (z) kompleks degerli dizisi yakinsiyorsa, (f,) fonksiyon

dizisi noktasal yakinsiyor denir.

Herhangi bir £>0 sayisi verildiginde biitin z € A noktalar1 ve her n>n, i¢in
|f,(2)- f(z)] <& olacak bigimde bir n,=n,(e) dogal sayist bulunabilirse (f,)
fonksiyon dizisi A iizerinde f fonksiyonuna diizgiin yakinsiyor denir. [1, s.163-

164]

1.1.3 Tamm: Bir f fonksiyonu bir S kiimesi iizerinde tanimli ve z;, € S
(z,eC yada z, =) noktast S ’nin bir yigilma noktasi olsun. Eger f(z,)#» ve

lim f(z) = f(z,) ise f, z, da siireklidir denir. [1, s.71]

1.1.4 Tanim : [a,b] c R olmak iizere siirekli bir

I':[a,b] >C
fonksiyonuna kompleks diizlemde bir egri denir. Burada I'(a) ve I'(b) noktalarina
sirasiyla egrinin baslangi¢ ve bitim noktalar: denir. Bir " egrisi verildiginde
I'(@)=TI'(b) ise I" ya kapah egri; bir T egrisi sadece t, =t, i¢in I'(t)) =I'(t,)
oluyorsa I" ya Jordan egrisi; I'' tiirevi var ve siirekli ise " ya diferansiyellenebilir
egri; diferansiyellenebilir bir T egrisi i¢in eger I''#0 oluyorsa I' ya diizgiin egri
denir. [1,s.112]



1.1.5 Tanim: [a,b] < R olmak iizere
I:z=z(t)=x(t)+iy(t)
stirekli egrisi verilmis olsun. Eger n dogal sayisi i¢in

t=a<t, <t,<..<t ,=b

kosulunu saglayan t,t,,1;,...,1 ,; degerlerinin keyfi bir dizisi igin

>t~ 264)

toplamui sinirli ise I" egrisine sonlu uzunluklu egri denir. Baska bir deyisle I"
egrisini gésteren z fonksiyonu sinirli degisimli ise I' ya sonlu uzunluklu egri denir.

[2,s. 417]

1.1.6 Tamm: zel ve £>0 i¢in I'(z,&):= tel:[t—z|<e olsun.

|F(Z, 8)| , I'(z, £) 'nun 6l¢iisiinii gostersin. Sonlu uzunluklu T Jordan egrisi i¢in

eger

supsup1|1“(z, g)| <o

e>0 zel' &
saglanuyor ise I" ’ya Carleson egrisi denir. [3, 5.2]

1.1.7 Tammm: Sonlu uzunluklu yonlendirilmis bir y egrisi alahm. S_(z,5) z’den
baslayip y lizerinde saat yoniinde ilerlerken olusan yay uzunluguna gore uzunlugu
S olan egri pargasini gosterir. S, (z,0) ise z ’den baslayip y ilizerinde saat yoniiniin

tersinde ilerlerken olusan yay uzunluguna gére uzunlugu 6 olan egri parcasini

gosterir.



Eger y diizgiin bir egri ve

m{ [ |d.arg(c—2)|+ J"dgarg(g—z)‘}=0

s_(z,8) s, (z,6)
yakinsamasi Z € y ’ya gore diizgiin ise  ya VR egri denir.[4]
L.Zhu ve L.Zhong ispatlamistir ki VR olmayan diizgiin bir egri vardir.

Diger taraftan, eger y ’ya teget olan egrinin 4(S) agisi, S yay uzunlugunun bir

fonksiyonu olarak, » boyunca

5
j‘@dt«n . 6>0
0

kosulunu sagliyorsa ¥ VR egridir [4]. Burada w(t); 6(s) ’in siireklilik modiiliidiir.

1.1.8 Tamim: y boyuL olan sonlu uzunluklu bir Jordan egrisi olsun ve z =z(t),

te 0,L y’ninyay uzunluguna gore parametrik gésterimi olsun.

Eger p(t):=argz'(t), O,L iizerinde sinirl degisimli bir fonksiyon ise y ’ya siirh

rotasyonlu y € BR egri denir. j |d p (t)| degeri y 'nin toplam rotasyonu olur.
r

Eger y € BR ise, y 'nin her bir noktasinda sag ve sol tegetler vardir. Sinirl

rotasyonlu egriler sinifi yeterince genistir. Ornegin, bir egri parcali konveks (kdse ya

da sivri igerebilir) ise sinirli rotasyonludur. [5, $.45]

Kolaylikla goriilebilir ki, her VR egri (hatta parcali VR egri) BR egrisidir.[4]



BR egri, sivri veya kdse icerebileceginden VR egri olmayan (6rnegin, uzayda bir

dikdortgen) bir BR egri mevcuttur.

1.1.9 Tammm: Bir E kiimesi i¢in

1 xeE ise
0, xgE ise

Ze(X) :{

bigiminde tanimlanan y. fonksiyonuna E kiimesinin karakteristik fonksiyonu

denir.

1.1.10 Tamm: 7,,a, € C sabitler olmak iizere

ian(z - Zo)n

bigimindeki serilere Kuvvet serisi denir. [1, 5.175]

1.1.11 Tamm: a,b, €R ve |a |+|b,| >0 olmak iizere

Ex

+ > (&, coskx+b, sinkx)

tL(x)=
=

fonksiyonuna n dereceli bir Trigonometrik polinom denir.

(1.1

n=0,12,... icin derecesi N ’yi agmayan biitiin trigonometrik polinomlarin kiimesini

T, ile gosterecegiz.

=2 ¢ :=%(ak—ibk), k=12.. G :=%(ak+ibk), kK=-1-2,..

2



almirsa (1.1) serisi Z Ckeikx biciminde yazilabilir. Buna (1.1) serisinin kompleks

k=—c0

bi¢imi denir.

1.1.13 Tamim: Kompleks diizlemde I" ile sinirli, basit baglantili bir G bdlgesi

verilsin. D, z=co noktasini igeren G =G UT kapal bolgesinin tiimleyeni olan

basit baglantili bolge olsun. Riemann Konform Doniisiim Teoremine goére D

bolgesini |w|>1 bolgesine konform ve iinivalent olarak déniistiiren W= g(2)

konform doniisiimii vardir ve

@(0) =0, ¢'(oo):|im@—}/>0

Z—®© Z N
kosullar1 altinda ¢ konform doniigtimii tektir.

Bu kosul gosterir ki D bolgesinde z =0 noktasi disinda analitik olan W= ¢(z)
fonksiyonu z =0 noktasinda basit kutba sahiptir. Bu yiizden ¢ fonksiyonunun

Z = noktasinin komsulugunda Laurent agilimi1 vardir ve bu agilim

#(2)=y.2+y, +ﬁ+7—§+...+7/—i
z 1 z

+...

bigimindedir.
#(2) ’nin agiliminda pozitif kuvvetli bir tek Z olmalidir. Aksi halde Z — o iken

Iim@:

Z—®© Z

o0

olur.

Negatif olmayan bir n tamsayisi igin



n
#"(2) = (7/z+yo+ﬁ+ﬁ+ +ﬁ+ j
z 2 z*

=y"z"+a,, "2 +a, """+ +a Wz +a)"

(n)
bl bz(n) bk(n)
+ + +...+ +

7 Zz Zk

oldugu goriilmektedir.

Burada
F=y"2"+a Mz +a, +.+a™z+a™
polinomuna G bolgesi igin n. dereceden Faber polinomu denir.[6, s. 33-34]

1.1.14 Tamm: f fonksiyonu z, noktasinda analitik ise bu noktanin bir

komsulugundaki z ’ler i¢in gegerli olmak iizere

0 0 (n)
(@)=3a,z-2) =32 G-z)

n=0

actlimi vardir. Bu kuvvet serisi D(z,,R) diski iizerinde mutlak yakinsar ve diskin

kompakt alt kiimeleri tizerinde yakinsama diizgiindiir. Taylor serisinin n. kismi

toplamina Taylor polinomu denilir. [1,5.180]

1.1.15 Tammm: [0, 2] ’de siirekli h fonksiyonunun siireklilik modiilii

o(t,h)=sup |h(t)-h(t,)|: t.t, €[0,27], [t,-t,|<t , t=0

olarak tanimlanir.



1.1.17 Tanim:

HE () =— [T D4, zec
27i fg—12

seklinde tanimlanan Cauchy integrali icin f e L*(I") *nin Singuler Cauchy Integrali

) 1 f
S f(z) =lim— I ﬁdg, zel
>0 2771 e S~ 2

ile tanimlanir.
Sy : f — S, f lineer operatorii Cauchy Singuler Operatorii olarak adlandirilir.

1.1.18 Teorem (Cauchy Integral Formiilii) : G bir bolge ve I' bu bolge iginde bir

Jordan egrisi olsun. Eger a, I" iginde bir nokta ve f(z), G de analitik ise

f(a):i_ mdz
2rifz—-a

olur. [1,5.139]
1.1.19 Teorem (Cebirin Temel Teoremi) : Sabit olmayan
P(z)=a,2"+a _,z"" +..+az+4a, a, #0

polinomunu sifir yapan bir z, sayisi vardir. [1, s. 142]



1.2 Baz1 Fonksiyon Simiflar1 ve Fonksiyon Uzaylari

1.2.1 Tamm: M :IT" datamimh Lebesgue Olgiilebilir fonksiyonlar kiimesi,
M *: M nin [0, o0] araliginda deger alanlarinin ailesi,

M, : M deki fonksiyonlardan h.h. sonlu olanlarin ailesi,

M, : M ™ da olup h.h. sonlu olanlarin ailesi olarak tanimlanur.

1.22 Tanm: f e M, (I'), geM,(I") verilsin.

Bir f fonksiyonunun dagilim fonksiyonu
e (A)=pu Xel“:|f(x)|>l ,  (1=0)
ile verilir. Eger VA >0 igin g (1) = g, (4) ise f ve g es dlgiimlii

fonksiyonlardir denir. [7,5.36-37]

1.2.3 Tanim: [ kompleks diizlemde bir Jordan egrisi, M ™ Lebesgue 6lgiilebilir

p:I'— 0,00 fonksiyonlar ailesi ve ¥ E c I' ’nin karakteristik fonksiyonu olsun.

Bir p:M* — 0,00 doniisiimii, M "daki tim f,g,f (n=12,..) fonksiyonlar:

Va >0 sabitleri ve Lebesgue 6l¢iilebilir E c I' i¢in asagidaki 6zellikleri sagliyorsa
p ’ya Banach Fonksiyon Normu denir.[7, s.2]

1) p(f)=0<1=0 hh, paf)=ap(f), o(f+g)<p(f)+p(g),

2) 0<g<f hh ise p(g)<p(f),

3)0<f T f hh ise p(f)T p(f),

4) p(E) <o ise plz) <,

5) u(E)<w ise 3¢ €(0,): [|fldz|<ce.o(f).



1.2.4 Tanim: p bir Banach Fonksiyon Normu olsun.
XM= feM: p(|f|)<oo

fonksiyon sinifina Banach Fonksiyon Uzay denir.[7,s. 4] X(I)’ya p ile iretilen

Banach Fonksiyon Uzayi diyecegiz.

X(I) tizerinde norm

|| f ||x(r) = p(| f |), feX(I)
ile verilir. Bunorma gore X(I') bir Banach Uzayidir.

1.2.5 Tanmm: p bir Banach Fonksiyon Normu olsun.

p'(g):sup{ﬂ fg||dz|: f eM™, g(f)sl},g eM”
r

fonksiyoneline p ’nun eslenik normu denir.[7, s.8]

1.2.6 Tamm: p' p nun eslenik normu olsun. p' ile iiretilen X' Banach

Fonksiyon Uzayina Eslenik Banach Fonksiyon Uzay: denir. Eslenik Banach

Fonksiyon Uzayinda norm

[ Fllxer =sup{ﬂ fglldz|: g e X (1), |9],., Sl},
r

] =Sup{ [|falldz|: f e X(D), [l 51}.
r

ile tanimlanur. [7, s. 9]



1.2.7 Tamm: I, C’de bir Jordan egrisi, 1< p <o, olmak iizere I" iizerinde
taniml1, kompleks degerli, mutlak degerinin p ’inci kuvveti Lebesgue anlaminda

integrallenebilen yani;

J’|u(z)|IO |dz| < oo

esitsizligini saglayan, 6l¢iilebilir u(z) fonksiyonlarin uzay1 L°(T")ile gosterilir.

1< p <o olmak iizere L (I) iizerinde norm

Yp
], ( J|u<z>|p|dz|J

ile tanimlidir. Bu normile LP(T") uzay1 bir Banach uzayidur.

1.28 Tamm: D= zeC:|z/<1 Ve G eC basit baglantili smirli bir bolge olsun.

#, :D — G fonksiyonu
$(0)=0, ¢(0)>0

kosullarin1 saglayan konform déniisiim olsun. @, *in gériintiisii altinda

|W| =r, 0<r <1 ¢gemberinin goriintiisii 7, olsun.
G ’de analitik bir f fonksiyonunun eger her r e (0,1) i¢in

[lf @[ |dz|<c<eo

Vv

esitsizligini sagliyorsa f ’ye Smirnov Uzayina ait bir fonksiyondur denir. [6, s.77]

10



EP(G) ’deki (1< p <o) biitiin fonksiyonlar I" da tegetsel olmayan sinir degerlerine

hemen hemen her yerde sahiptir ve simir fonksiyonu LP (I") ’ya aittir.

p>1licin E°(G)

1
p

o =1l ( I @p |dz|]
T

normuna gore Banach uzayidir.

1.2.9 Tanmim: Kompleks uzayda kapali, Lebesgue uzunluk dl¢iisii |dz| ile tanimli bir

sonlu uzunluklu T" Jordan egrisi alalim. Eger M, (I") uzayinda alinan es 6l¢iimlii
VT, g fonksiyon ¢ifti igin p( f) = p(g) oluyorsa p ’ya Simetrik Banach

Fonksiyon Normu denir.

Simetrik Banach Fonksiyon Normu ile iiretilen X (I") Banach Fonksiyon Uzayina

Simetrik Banach Fonksiyon Uzayi denir. [7, s.59]

1.2.10 Tamm: Kompleks uzayda kapali, Lebesgue uzunluk &lgiisii |dz| ile tanimli

bir sonlu uzunluklu T" Jordan egrisi alalim. T" egrisi uzay1 2 bolgeye ayirir. Bunlar

G:=intI' ve G =extl" olsun. Ayrica, T:=0D ve D" =extT olarak gosterelim.

f :G — C analitik fonksiyonunun, (varsa) oG ’deki sinir degerlerinin olusturdugu

fonksiyonu f, ile gosterelim.
E,(G)= f:G—C, f G'deanalitik, f e E*(G), f, € X(I')

fonksiyon sinifina Simetrik Smirnov Uzayi denir.[8]

11



1.2.11 Tamm: f e M, olsun.
f't)=inf A:u, (A)<t, t>0
fonksiyonuna f ’nin azalan rearrengement fonksiyonu denir.[7, 5.59]

Luxemburg gosterim teoremine gore [7, 5.62-64] (R™, dX) iizerinde dyle bir p

Simetrik Banach Fonksiyon Normu vardir ki
o(=p(f),  feM;
saglanir.
(R™,dx) iizerinde p ile iiretilen Simetrik Banach Fonksiyon Uzay1 X olsun.
M,(R™,dx) iizerinde

f(xt), xte[0, u(R)]

(B, H)(® 1={ 0, xte[0 u(R)] t>0

operatoriinii tanimlayalim. B (X), X iizerindeki sinirl lineer operatdrlerin Banach

cebiri olmak iizere Vx>0 igin E,, €B (X) olur.[7, 5.165]

h, (x) ile E,, operatriiniin operatdr normunu gosterelim.

o —sup'OM0) g e Toghy ()
oxa  log X <o |og X

sayilarina sirasiyla X ’in alt ve iist Boyd indisleri denir.[7, 5.149]

12



Bu indisler i¢in

saglanir.

Eger O<ea, ve B, <1 oluyorsa Boyd indislerine non-trivial denir.

13



2. KOMPLEKS INTERPOLASYON POLINOMLARININ KOMPLEKS
DISKLERDE YAKINSAKLIGI

Bu béliim 4 kisimda ele almacaktir. 11k kisimda interpolasyon polinomu
tanimi [5,5.59] verilecek, diger 3 kisimda ise kompleks interpolasyon polinom tiirleri
ve kompleks interpolasyon polinomlarinin kompleks disklerde yakinsaklik durumlari

incelenecektir. [9,51-53]

2.1 interpolasyon Polinomu: z, ’lar farkli kompleks sayilar olmak iizere, eger n+1

tane (z,,o,) (k=0,1...,n) kompleks say ikilisi verilmis ise
p(z))=o0, , (k=01..,n) (1.2)
kosulunu saglayan derecesi en fazla n olan bir tek p polinomu vardir.

Bu polinomu elde etmenin bir yolu Lagrange interpolasyon formiiliidiir.
w(2)= H(Z -7)
k=0

ve

(2)

0'(z)(z2-12,)

. (2) = (k=0.1,..n)

olsun.

Burada her bir 1, (z) polinomunun derecesi n dir ve

1 eger j=k,
L@)=1" =7
0, eger j#k,

14



ozelligi saglanir.

Boylece n. dereceden

L,(2)=> ok (12)
k=0

polinomu, (1.1) interpolasyon kosulunu saglar.

f bir G bolgesinde analitik bir fonksiyon ve Z, € G (k =0,1,...,n) interpolasyon

noktalari olsun. Bu durumda interpolasyon polinomunun bir kompleks integral

gosterimi vardir.

Farz edelim ki G ’nin 6G sinir1 sonlu tane pozitif yonlendirilmis, sonlu uzunluklu

Jordan egrisinden olugsun ve G da siirekli olsun.
Bu durumda interpolasyon problemi p(z,) = f(z,) (k=0,1...,n) olur.

Bu problemdeki p polinomu,

1 reM)-o2) f@1)
L”(Z)_Zﬂiai — .w(t)dt (zeG) (1.3)

ile ¢oziiliir.

Boylece

1 o) f(t)
f(z)—Ln(z)—Zﬂi ai w(t).t_zdt (zG) (1.4)

olur.
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Kolayca goriiliir ki, (1.3) n dereceli bir polinomu gosterir.

_ 1 i@
035 [

oldugundan (1.4) ifadesi (1.3)’ten ¢ikar. (1.4)’ten
f(z)-L,(z) =w(z).h(z)
esitliligi elde edilir. Burada h G ’de analitik bir fonksiyondur.
Buradan
f(z,)=L,(z,) k=01..,n
olur.

(1.3) bagmtisi interpolasyon polinomunun Hermite gosterimidir ve (1.4) ise

interpolasyon hatasinin bir integral gosterimidir.

Eger Z; ’lardan bazilar1 (6rnegin m tanesi) ¢akisiyorsa, o zaman ‘‘m-katli
interpolasyon’’ elde edilir. Bunun anlami f — L, ’in ilgili noktada m. dereceden

sifir yerinin olmasidir. (1.3) ve (1.4) formiilleri bu durumda da gegerlidir.

Sonu¢: G J- j =12,...,n bolgeleri yukarida agiklanan bolgeler gibi olmak {izere,

eger G=G,UG,U..uG, ise (1.3) ve (1.4) formiilleri gegerliligini korur.
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2.2 Lagrange Interpolasyonu ve Walsh Esyakinsamasi

Acik bir D bolgesinde analitik ve bu bolgenin sinirinda siirekli olan bir f(z)

.....

noktalar olsun.

L,,(f;z) ile f(z)’ nin n sifirma gore olusturulan derecesi N—1’i gegmeyen tek

olarak belirli Lagrange interpolasyon polinomunu gosterelim.
n
a)n(z) = H(Z - Zk)
k=1

gosterimi ile bu polinom

L (f'Z): 1 jwn(t)_a)n(z) f(t)dt
T 2 o) t-z

r

bi¢iminde yazilabilir.

I' ile sinirlanmig sonlu bélgenin igindedir. Bu polinom n—1 derecelidir ve Cauchy

teoreminden

1 f(t
La(fiz) =5 [Fdt= 1), (k-12..0
r k

saglanir.

Bu interpolasyon polinomunun tekligi cebirin temel teoreminden ¢ikar. Eger
birbirinden farkli iki polinom bulunsaydi; bunlarin farklar1 derecesi n—1’1 agmayan,
sifira 6zdes olmayan bir polinom olarak n noktada sifir olacaktir ki bu miimkiin

degildir.

17



Biz bu ¢alismada g¢ogunlukla @, (z) =z" —1 durumunu yani interpolasyon

noktalarinin birimin n. kokii olmasi durumunu ele alacagiz.

1884°te Meray, Oyle bir fonksiyon 6rnegi vermistir ki birimin n. koklerine gore
olusturulan Lagrange interpolasyon polinomu 1 noktas1 hari¢ hi¢bir yerde o
fonksiyona yakinsamaz.

Boylece, eger

f(z)=1z
olursa
L., (f;2)=2""
n—1 dereceli polinomu z" —1’in sifirlarinda f (z) ile cakasir.

|z]>1 igin lim z2"™ mevcut degildir.
n—o

|z| <1 i¢in limz"* =0.

n—wo

|z|=1, z#1 oldugunda ise z" -1 wraksaktir ve bdylece L,_,(f;z) polinomu

f(z) = z7"’e sadece 1 noktasinda yakinsar.
f(z2)=z"%, k>0 icin de ayni seyler gegerlidir.

|Z| <1 kapal1 birim diskinde analitik f fonksiyonu verildiginde
Z, |Zk| =1, k=1,...,n noktalar ile olusturulan Lagrange interpolasyon

polinomunun |Z| <1 de f ’ye diizgiin yakinsayanlar i¢in z, noktalarinin
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I|mH|z zk| || >1 (1.0)

n—

kosulunu saglamas1 gerekir. (Birimin n. kokleri i¢in bu kosul acikca saglanir. )

Analitik olmayan fonksiyonlar i¢in asagidaki teoremi verelim.

Teorem2.2.1: f(z2) I'= z: |z| =1 Dbirim ¢emberinde tanimlanmig ve siirekli (ya

da Riemann integrallenebilir) olsun. L . (f;z) z" -1 in koklerine gore olusturulan

f ’nin Lagrange interpolasyon polinomu ise

|E)T]Ln 1(f Z)_i m

271 i |7 <1 (1.1)

yakinsamast |Z| <6 <1 i¢in diizglindiir.

Ispat: @, =exp2zi/n olsun. Lagrange interpolasyon polinomu

oy (2" -1)
L.(f;2)= Zf( )( = (1.2)

gosterimine sahiptir.

Yani, her bir »* , z" —1 polinomunun kékii oldugundan bu gergekten derecesi en

n !

fazla n-1 olan bir polinomdur.

Dabhasi,

0 egerj+k

n . .
ool z-oy | < eger j=k
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ve

L. (f:0) = (@), j=1..n
olur.

Riemann integralinin tanimidan

F(z)::ziﬂij@dt:nm 1§ e —ol) ),

t—z n—wo 277 1= ®, —1

r

ve

lim F(2)-L,(f:2) =Iim{ 1, - }iwﬁ(wn—l)f(w:)

| 271 n(w, —1) | NS
cikar.

limn(w, —1) =271 oldugundan |Z| <1 i¢in (1.1) elde edilir. |Z| <o <1 igin

yakinsamanin diizglinliigli yine son formiilden goriiliir.
Eger f(z); |z|<1 de analitik ve |z| =1 de siirekliyse f(z)=F(z) olur.

Bu sonucu diger operatorlere genisletebilmek i¢in su sonucu verelim.

(1.3)

Onerme 2.1: f(z), I iizerinde Riemann integrallenebilir ve L,_,(f;z), z"-1’in

sifirlarina gére f in Lagrange interpolasyon polinomu olsun. Negatif olmayan

herhangi bir p tamsayisi igin,
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f(t) dt.
(t—z)*

(p) !
IwnLl(fz)_zﬂlj 17 <1 (1.4)

yakinsamasi |Z| <6 <1 de diizgiindiir.
Ispat:
1 n-1 n-1 o
Ly(fi) ==Y f(0).Y 0p%2!
Nico j=0

esitliginin p defa z ’ye gore tiirevini alirsak;

L9 (F12) = P* Z f(o,)o, —%i(ﬁ](nhz‘k(p—k)!fﬂ (L5)

n i-o -2) Pt k=0 k=0 (CO; -1z)° o

elde edilir. Burada (n), =n(n-1)...(n—k +1).

il iif@)Xw) 1 f f(t)

e N (0 —2)P 270 J(t—2z)P

olur ve her k>0 i¢in n—> o iken |z|'n* — 0 yakinsamasi |z|< & <1 de diizgiin

olur. Boylece (1.4) (1.5) ten ¢ikar.
Teorem 2.2.2: T iizerinde f ™ (z) var olsun ve Riemann integrallenebilir olsun.
Eger h, ,(f;2)

hO(f;08) = fP(@f), k=0,.,n-1; j=0,.,r-1 (1.6)

kosullarini saglayan f nin Hermite interpolasyon polinomu ise
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Iimhm_l(f;z):i_ 1O g, 7| <1
n-—> 27l 2 t—z

r

yakinsamast |Z| <6 <1 i¢in diizgilindiir.

Ispat: r =1 icin teorem, Teorem 2.2.1 ile ayn1 oldugundan r >1 durumunu gz

(1.7)

Oniine almak yeterlidir. Her bir P, ;(f;z), derecesi en fazla n—1 olan bir polinom

olmak lzere
r-1 )
hoa(Fi2) =L (F;2)+> A-2")PR, (f;2)
=1
alalim.
Boylece |z <1 igin
lilllpm(f;z)zo’ j=1..r-1

oldugunu ispatlamak yeterlidir.

Ancak biz daha giiglii |z| <1durumu igin
ﬂﬂ Pn(y‘j)(f;z) =0, j=1..,r-1, ¢=01,..

sonucunu ispatlayacagiz.

Bunun i¢in j iizerinde tiimevarim uygulayalim. j=1 olsun. (1.8)’in z= a)rl]‘

noktasinda tiirevini alarak

(1.8)

(1.9)

o (F;08) =0, (o) =o,L(f;0f)-nP, (f;0!), (k=041,..,n-1)
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bulunur. Bdylece

Pnyl(f;z):%[zl_'n_l(f;z)—Ln_l(zf';z)] (1.10)

elde edilir. Son esitligin ¢ kez tiirevini alirsak

PO(f;z)== [zLVwD(f 2)+ 0L, (F;2) - L, (2 5 2) ] (1.11)

elde ederiz. Onerme 2.1 ile j =1 igin (1.9)’un gegerli oldugunu goriiriiz.
Simdi (1.9)’un j, 1< j<r -2 i¢in saglandigini varsayalim.
(1.8)’den

(j+ kh j+L

oIV (F08) = oI LD (F500) + (<) (J+) I xR, 1, (f; o))

(J+1)kZJ:H1[J+1j(dS (1_ ) ] ]+1s (f a))
1=1 s={ 7=

k
7
n

(k=0,1,...n-1)

icin (1.6) kullanilirsa

DM +DIP, L (F12) = 1+1 L@ 1092 - L (F52)

] r-1 1 j+l-s ¢ ﬂ
Zz{l+ JZ _ P(J+l S)(f;Z)Z(tj(_l)t(nt)S'

(=1

Son esitligin / kez tiirevini alip, tiimevarim hipotezi uygulayarak ve Onerme 2.1

kullanilirsa (1.9)’un j+1 i¢in gegerli oldugunu goriiriiz. Bu da ispat1 bitirir.
Eger biz
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rn-1

hrn—l(f : Z) = Zj/kzk
k=0

alirsak, buradan h, ,(f;z) nin kismi toplamlarinin ortalamasini tanimlayabiliriz:

m-1 j

Ana(Ti2)=— ZZn

jOkO

Teorem 2.2.3: T iizerinde " var ve Riemann integrallenebilir olsun.
A, (f;2), (1.6)’y1saglayan f(z) nin Hermite interpolasyon polinomunun kismi

toplamlarinin ortalamasi olsun.

Bu durumda |z| <1 i¢in

1 f(t
J()

lim fiz)=—
nN—co A'nil( 2

F

olur ve |z|< 5 <1 de bu yakinsama diizgiin olur.

Ispat: Toplamin siras1 degistirilerek
A (f;2)=zL _,(f; z)+zZ(rn K)y.z*=h_.(f;2)— zhm_l(f )
yazariz. Simdi (1.8)’den;
zh;nl(f;z):zl_'n1(f;z)+z§(1—z“)jPn"j(f;z)—nz”zzj(l—z”)j‘len'j(f;z).

olur.
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Onerme 2.1 ve (1.8), (1.9) dan cikar.

lim h, ., (f;z)-L,_(f;2) =0, |z]<1

esitligi kullanilirsa

limZh (f:z)=0.

n—w

Teorem 2.2.1 gbz online alinirsa Teorem 2.2.3’1in ispat1 tamamlanir.

a. En Kiiciik Kareler Interpolasyonu: m>n igin derecesi <n—1 olan Q.. (f;2)

polinomu

. m-1 . ) 2 n
p(rgelfr)“(kz(;‘f(a)m)— p(a)m)\ J o =1 (2.1)

minimum problemini ¢dzen tek olarak belirli polinom olsun.

Eger m=n ise Q,,(f;z) birimin n. koklerine gore olusturulan f ’nin Lagrange

interpolasyon polinomudur.

Eger m>n ise Q,,(f;z) ile L, ,(f;z) arasinda bir baglant1 kurulabilir.

Daha kesin bir ifade ile eger ;
m-1
Lo (fi2)=> ¢z m>n
k=0
ise

n-1
Qu.(f;2)=> ¢
v=0
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olur.

Burada
18 Ky .—vk
¢, ==> f(oy)w,", v=01..,n-1
mizo

L f (0f)(2" 1) o

n=0 (Z _wrl;)

)=t
Lna(f32) =—

saglandigindan L__,(f;z) nin i¢indeki Z' nin katsayilari (2.2)’deki gibidir.

Eger (2.1)’1 minimize etmek istiyorsak;
n-1
p@)=2 p,2’
v=0

alirsak

ifadesini minimize etmek i¢in

-1

3

=
1l
o

diklik kosullarina ihtiya¢ duyariz.

Boylece

26

n-1
[f(wﬁ)—vawékjw%“k=0 #=01..,n—
v=0

(2.2)



m-1 m-1

flop)oy™ =2 p, > o) " =mp,

3
AN

7«-
Il
o
<
Il
o
=~
Il
o

¢ikar ve buradan da (2.2)’de p, =C, elde edilir ve aranan ¢ikmis olur.

(2.2)’den n > i¢in

1 Bl o)

(a)m _1) k=0 a)rll(w —Z

Qn—l(f ; Z) =
m

n m-1 f (a)rl;)wr;(n—l)k
Zk— =S5, +S,.

n— o igin |S,|=0 |z|" =0(1) yakinsamasi |z| <& <1 de diizgiindiir.
m>n ve limm(w,—1) =27z oldugundan

Teorem 2.2.4: Eger f(z), I iizerinde Riemann integrallenebilir ve Q,_,(f;2)

(2.1)’1 minimize eden tek olarak belirli polinom ise

. 1 ¢f(b)
lim f;z)=— |—=dt, 2.
nl—>oan71( Z) 27“ ljt_z |Z|<1 ( 3)

yakinsamast |z| <& <1 de diizgiindiir.

Yukaridaki teoremlerin Laurent agilimi i¢in benzerleri vardir.

Teorem 2.2.5: f(z), I birim diski iizerinde Riemann integrallenebilir bir

. 1 . e . ,.
fonksiyon ve Q, . (z)’de z ve =’ye gbre her biri icin derecesi n olan z*""* -1’in
' z

koklerine gore f (z) 'nin interpolasyon polinomu olsun.
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Eger
q,(2)=a,+az+..+a,2", r(z)=a,z'+a,z’+..+a,z

n

olmak lzere

Q. (2)=0,(2)+7,(z7)

ise

Iimqn(z)z% tfﬂdt, |z|<1

”lf _fzt) 2.4)
limz (z7") =— |—2dt, z|>1
n%an( ) 27i J.t—z ||

r

olur ve yakinsama % <|z| <5 <1 de diizgiindiir.

Eger f(z), p™ <|z]<p, p>1 halkasi i¢inde analitik ise (2.4) esitligi sirasiyla | < p

Ve || >£ icin gecerli olur.
Yo,

(2.4) esitliginde, sirastyla |Z| <R<p ve EHE 121 i¢in yakinsama diizgiin olur.
R p

Dahasi, 1 <|z| < p i¢in q, (2)+7,(z) > f(2) ve %S |Z|<R< p de yakinsama
Yol

diizgiindiir.

28



b.I',= 2 :|Z| = p I¢indeki Analitik Fonksiyonlar: Biz simdi p(p >1) yarigaph
disk i¢inde analitik ama I" , da analitik olmayan fonksiyonlar1 goz 6niine alacagiz.

Bu siniftaki fonksiyonlar1 A ile ifade edelim.

Eger f(z)e A, veeger f(z2)= Z:akzk f (z) ’nin kuvvet serisine acilimi ise sag taraf
k=0

|Z| < p’de yakinsaktir ve

fima, [ = L
Yo,

n—ow

olur.

n-1
Eger f(z)e A, ve p,,(f;2)= Z:akzk f 'in Taylor agilim1 alinirsa 0 zaman
k=0

p,.(f;2) ifadesi f(z)’ye |z|< p da yakinsar.

Benzer sekilde f nin z"—1’in sifirlarina gore agilan L, ,(f;z) Lagrange

interpolasyon polinomu sadece |z| < p’de f(z)’ye yakinsar.
|z| < p* denise L, (f;z)-p,,(f;2) farki 0’a yakinsar.

Teorem2.2.6: f(z)e A, (p>1) ve L ,(f;z),f nin z" —1’in sifirlarina gore

Lagrange interpolasyon polinomu olsun.

L,_,(f;z)dizisi |z| < p nun herhangi bir kapal alt bdlgesinde f(z)’ye yakinsar.

Ayrica, eger p,,(f;z), f(z) nin Taylor serisinin n—1 dereceli kismi toplami ise

!]EI]O L,,(f;z2)-p,,(f;z) =0 (3.1)
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|z| < p? nin her bir kapal1 alt bolgesinde yakinsamasi gegerli olur.

Ispat: R < p olmak iizere

f(z):ijmdt

271 rRt—Z

oldugundan

1 I fOE" -2

B = 0w e e o)

saglanir ve |Z| <R i¢in

(' -Df@O

1
f(2)-L.(f;2)= 27 r-!: t"-D(t-2)

olur.
Boylece

lim|f(2)- L, ,(f;2)f" s%

elde edilir. Bu bize (R< p keyfi alindigindan) |z| < p nun her kapali alt bdlgesinde

yakinsamay1 verir.

Benzer sekilde
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. o Lo (=2 ()
La(fi)=p(fi2) =~ r'[t”(t“ T dt. (3.2)

Boylece, R < p i¢in

max R,|z|

lim|L, o (f;2)=pa(Fi2)f " <=

Sonug buradan hemen elde edilir.

Burada p° en iyi sayidir. Yani,

Z| = p’ iizerindeki herhangi bir z noktas1 i¢in dyle

bir f(z) € A, fonksiyonu vardir ki (3.1) gegerli olmaz.

f(z)= L fonksiyonu bu durum i¢in klasik bir 6rnektir. Ciinkii |Z| =p’ igin

n Zn
L.(f;2)—pa(fi2)=—2

pn(pn_l)(z_p)v ]7/(10_10)

Teorem 2.2.6’nin baz1 genellemeleri de vardir.

n
f(z) € A, fonksiyonunun Taylor seri agilimi Z a,z* olsun ve
0

n-1
Py (Fi2)=D 2,2 j=012,.. (3.3)
k=0

olsun.
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Teorem 2.2.7: Eger f(z)e A, ve /=1 herhangi bir tamsayi olsun. Bu durumda

1< p™icin
lim max L.(f;2)=> p,y;(f;2) < A,il (3.4)
n—o |zl<u i=0 Jou

/+1

olur. Yani |Z| <u<p ™ igin yakinsama diizglindiir.

" = p"" kosulunu

saglayan her z, igin dyle bir f;(z) € A vardir ki (3.4) z =z, igin saglanmaz.

Baylece, eger 7, = p ve f,(2)=(p—2)" almirsa

n n

p' -z
(f,,2)=—F———
pn—l,] ( 0 ) (p _ Z)p(Hl)n
ve
< 0. (.2 _(p"=2")(p" -
-1 0’ me n :
= (p-2)p"(p"-D)
Kolayca goriilebilir ki
/-1 yn 1
limmin (L . (f,;z)— i (f)] 22— ———>0.
n— [z]=p'* I“W 1( 0 ) JZ_(;p 1,1( 0 ) p/,+1+p

Ispat: Teorem 2.2.6’nin ispatinda oldugu gibi, (3.4)’iin sol tarafindaki farki

1 f foe"-2") 9

27i 2 (" = 1)(t - z)
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egrisel integrali ile belirtebiliriz.

t|=R ve |z < <R<p™(u=p) i¢in

t"—z"
-2z

S'u R .
R—u

Bundan dolay1 yukaridaki integralin modiili

MR(x" +R")
(R-)(R" =R

ile tistten smirhidir. Burada M :=max, . | f (Z)|

N. dereceden kok alinirsa istenen

N | |z<u

Iim{max

:

/-1
L.(f:2)=> po,(f;2)
j=0

diizglin yakinsamasi elde edilir.

(3.4)’te { — o0 alinirsa
Ln—l,j(f;z) :z pn—l,j(f;z)
j=0

cikar.

Boylece eger
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n-1
L., (f;2) :chzV
v=0

ise

oldugu goriilebilir.

Teorem 2.2.6 ve Teorem 2.2.7°de, sadece |z| < p igin f(z) ye yakinsayan farklar ise

daha genis bolgelerde sifira yaklasan iki interpolasyon metodunu karsilastirdik.
Bundan dolay1, yukaridaki olgu genellikle ‘‘maksimal yakinsama’’ ya da

“‘esyakinsama ’’ olarak adlandirilir.

P,,;(f;2) Taylor polinomunun |z|<1’de f(z)’ye en iyi diizgiin yaklasimini veren

Poy; (f;2) polinomunun yerine konulup konulamayacagi sorusu akla gelebilir.

Eger f,(z)=(p—2)" olursa biitiin n>2 ’ler icin

n-1 n-1

oMt 201 7
_ n-1 + 2 n-2
(p-2)p" (p"-Dp

ﬁn—l,j(fo; Z)=

olur. Buradan

pn—l _ Zn—l - Zn—l(pn—Z _1)
(p=2)(p"-Dp"" (p"-D(p*-Dp"*

Ln—1(f0;z)_ ﬁn—l,j(fO;Z) =

ve
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n-1
— . . 1 z
P (for2) = Poy(fei2) = m(;j

farki sadece |z|< p igin 0’a yakinsar.

“Eger f(z)eA,ve D, = z:|z|<p iginde siirekliyse fonksiyon iizerine

koydugumuz bu ek kosul esyakinsama bdlgesini genisletir mi?’’ sorusuna cevap

olarak su teorem verilebilir.

Teorem 2.2.8: f(z)e A,NC(D,) alalim. Bu durumda her bir / pozitif tamsayis

1

ve |z| < p"™ igin

r'}m{l—n—l(f ; Z)_i pn—l,j(f , Z)}:O

/+1

yakinsamast |Z|S P de diizgiindiir.

Ispat: Her bir f(z)e A,nC(D,) i¢in, D, = z:|z|<p gember iizerinde f e 7, ,

’den en iyi yaklasan polinom s, (f;z) olsun.
Buradan,

E,.(f)= q'er),fl |f _q”Dn =t _5n71||oﬂ

olur.

Ayrica limE__ (f) =0 bilinmektedir.

Lagrange ve Taylor polinomlarinin lineerliginden
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/-1
Ln—l(f;z)_zpn—l,j(f;z):Ln—l(f nl’z) anlj(f nl' )
j=0

ve (3.4)’e gbre R< p i¢in

1 I(f(t) Sia(F0)(0-27)

Ln_l(f;Z)—Z pn—l,j(f;z) (t Z)(tn l)tm

1—‘R
olur. Boylelikle

E,. (" +R)R
(p[-%—l _ R)(Rn _l)an

max L, (f;2) - anl,(f S

l2i<p

olur.

Sol taraf R >den bagimsiz oldugundan R — p i¢in

E,.(F)A+p™)
= M- a-p )

/+1 nl(f Z) anll

H<

elde edilir. Sag taraf n - < iken 0’a yakinsadigindan, bu bize sonucu verir.

c. Walsh Teoreminin Bir Genislemesi: (3.3)’teki

="

Y. Prsi(f32)

toplaminin
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/n-1

p/ﬁ‘n—l(f ; Z) = Zakzk
k=0

polinomunun birimin koklerine gore olusturulan Lagrange interpolasyon polinomu

oldugunu gorelim.

/-1 n-1 /-1 n-1 /-1 n-1

p/,n—l( f ! Z) = Z:Z:akwmzkwln = Z:Z:ak+/1n(z/In _l)zk = Zzak+/1nzk

A=0 k=0 A=0 k=0 A=0 k=0

oldugunda kolayca goriilebilir.

Oyleyse
/-1 n-1 . &
Ln—l( Prn-1s z) = Al = Pno1s (f;2).
A=0 k=0 2=0
Bu basit gosterim ile (3.3)’teki formiil |z| < p™* i¢in
!I_'Il Lnfl(f;z)_Ln—l(p/n—l(f;z);z) =0 (4-1)

formu ile es olur.

Eger L, ,(f;,2) ile a#0 iken 2" —a" in sifirlarindaki Lagrange interpolasyon

polinomunu ifade edersek ve o =0 oldugunda, Hermite interpolasyonunda 0’da n

1

konulursa (4.1) dzellikle |z| < p" i¢in

lim L ,(f;4,z2)-L, (L, ,(f;0,2);L,z) =0

ifadesine es olur.

Bu caligmalar agagidakileri fazlasiyla hakli ¢ikarir.
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Teorem 2.2.9: Eger m=rn+q, s<3 <1 ve QZHO(EJ ise her bir
n n n

f(z) c A, veherbir a, €D, (a # f) igin |z|<o da
limA®?(f;2):=lim L _(f,e,2)-L, (L, (f,B3,2),x,2) =0. 4.2)

n,m

Burada

) e

Daha kesin ifadeyle, her e (p,) igin

1/n
ACE(fi7)] <2
(o3

lim max

n—>w zeD,

Dahast m=rn iken o, ve mne = B =0nede «" = B" yi saglamiyorsa
(4.3) en iyi durumdur. Yani, z, = o y1saglayan her z, icin dyle bir f; € A,

vardir ki (4.2) z, ’da saglanmaz.

Ispat: «, € D, oldugunda

1 i fOe"-2")
27i 2 (" ")t ~2)

Lo (fra, B)=

yazabiliriz.

L. (L,.(f,B,2),a,2) i¢cin benzer bir gosterim bulmak i¢in
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m _ZITI
Ln_l(t ,a,zj
t—z

ifadesini degerlendirmek yeterlidir.

m = rn + g oldugundan

tm _ M trn+q L

-z t—z

nr m q q
2" et 2
t—z t—z

tm_z™m th_ " g td _ 29

=t9. . ) )
t"-z" t-z t—z

Buradan (t™ —z™)/(t —z)in z" —&" in koklerine gore olusturulan Lagrange

interpolasyon polinomu

1 -2
btz = r{ C-a)i-2)"

Lalla(f 822 =L | %Ln_l(%,a,zjdt.
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K(t,z) = "

1 "™ "= -] -z 1
+a —
t" -

q
rn+q_ﬂrn+q|: 'tn_an ) t—7z t—7z n't_Z

_ ﬂrn+q _arn.tq tn _ Zn .\ arn tq _ Zq
(trn+q _ﬂrm-q)(tn _an)' t—z trn+q _ﬂrn+q ) t—z

olmak lzere
o, p . 1
AZA(fi2)=—— [ f(OK(t 2)dt (4.4)
’ 27l r

bulunur.

R" —|z|n max | e ’|0‘|rn R e |0(|rn R —|z|q

K(t,2) < : . )
| ( Z)|< R—|Z| RMIRN RM+d R—|Z|

lz|<R

oldugunda eger g = sn+O(1) i¢in

, max [B" |a]" R® 2l o]”

|Z| an+q+n <1 Ve RI’FH—C]

<1

ise (4.2) ispatlanmis olur.

Bagka bir ifadeyle yukarida her iki tarafin n. dereceden kokiinii alip n — oo alirsak,

ool (3] (2 e = el =

ise (4.2) ispatlanmis olur.

eger

40



M <1 ve s<1 oldugundan

Yo,
r/s r
p P
olur ve bdylece o, <o olur ki bu da ispat1 tamamlar. 0
Sonu¢: m=rn+q, S <d1vedo s+O(EJ alalm. Eger B, . (f;2),
n n n ’

p(z) € m,_, polinomlarindan n—1 dereceli
m-1 ) ) )
> |[f(Boy)-p(pal),  BeD,
k=0

toplamini en kii¢iik yapan polinomu ise, buradan |z| < p/ ['mj icin

P

F)n,m(n) (f ; Z) - Sn—l(f ; Z) —0
ve |Z| nin yukaridaki tist sinir1 Teorem 2.2.9°daki anlamda en i1yi sonugtur.

Bu sonug Teorem 2.2.8’de =0, f=1 konularak ta bulunabilir.

d. Notlar

(@) (1.0)’1 saglayan noktalara asimptotik olarak diizgiin dagitilmis noktalar denir.
(b) Maksimal yakinsama g6z Oniine alindiginda, birimin kokleri haricinde baska

noktalara gére olusturulan Lagrange interpolasyonu ilk kez Briick tarafindan ele

alindi.
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_(+ra)"t —(az+)™

a a
o (2): o g z-7,,, O<ax<l
n+1 dereceli monik polinom olsun.
Burada
O — A 27k
ZZ‘I = n 1 a)kn :ex . kzoa 1n
1-awm,, n+1

Buradan |z|>1 i¢in

1
limo; (2)"™ =72+«
n—o

1)

()

(3)

¢ikar. Boylece z,,. interpolasyon noktalarmin asimptotik olarak diizgiin dagitilmis

olmadig1 ortaya ¢ikar.

Eger f(z) K(R @)= zeC:|z+a|<R+a deanalitik, L) (f;z) f nin o7 (z)

noktalarina gore olusturulan Lagrange interpolasyon polinomu ve
n
Si(f;2)= Z a,z“ de f’nin —a civarinda Taylor agilimu ise

k=0

mm(f;z)—sg(f;z)]:o, ze E,(R a).

olur. Buradan

1+ Rex

Ek(R,a):z{ZeC:|z+a|<(R+a)( Rta J} (=12,..

dahasi ¢ >1 tamsayisi i¢in
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rl]irg[Lﬁ(f;z)—S(’n(f;z)]zo, zeE,(R ) (6)

burada

n e j(n+1))
S/n(f Z [J( )j ](n+1)—m(1_a2)mak+m(z+a)k

k=0 J: m=0

N /-1n- k+j(n+1)(n_k+ j(n +1)j @)

k=0 j=0 m=0 m

xa" NP (L az).

2.3 Hermite Interpolasyonu: Lagrange interpolasyonunun bir genellemesi olarak

Hermite interpolasyon kavramini tanitalim.

Bir D bolgesinde bir f(z) analitik fonksiyonunu ele alalim. n ve I pozitif

tamsayilar ve Zy,...,Z,; D ’de ikiserli ayrik noktalar olsunlar.

Zy,...,Z, ; noktalarina gore olusturulan tek olarak belirli h, . ,(f;z) Hermite

r,m

interpolasyon polinomu r mertebeli rn—1 dereceli bir polinomdur ve

h (f;z)=19(z,), k=0,..,n-1; j=0,..,r-1

r,m-1

ozelliklerini saglar.

n-1
o,(2) = H (z—z,) alirsak Hermite interpolasyon polinomu
k=0

h f;z):;{i Iwn(t)r_wn(z)f F@) 4 (L0)

o, (t)" t— Z
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dir.

Burada I'; z ile Z,...,Z, noktalarmni igeren ve intI" < D olan herhangi bir sonlu

uzunluklu Jordan egrisidir.

Gergektende, (1.0) derecesi rn—1’1 agmayan polinomdur. Cauchy tiirev formiiliinden

k=0,.,n-1, j=0,..,r-1.

hD) (fiz,)= (-1’ j! J‘ f(t)

rnt 271 J(t- z)J+1

Bu polinomun tek olmasi, cebirin temel teoreminin bir sonucudur. Eger biz

yukaridaki 6zellikleri saglayan iki farkli polinomun varligini diisiintirsek, farklar
sifirdan farkli olan derecesi en fazla rn—1 olan bir polinom olurdu ve Z,,...,Z,_,
noktalarinda 0.,1.,...,r —1 nci tiirevleri sifir olurdu. Boylelikle derecesi en fazla -1

olan bu farkin rn koki var olurdu. Bu da imkansizdir.

Simdi feA (p>1) ve h ., (f;z) f ’nin (z"-1)" ye gore olusturulan Hermite

r,rm-1

interpolasyon polinomu olsun.

Buradan h,  .(f;z) e, olurve @ birimin n. kokii olmak tizere

h(J)l(f @ )_f (a)k), j=0,..,r-1; k=0,..,n-1 (1.1)
saglanir.

Iy = t:t|=R , R<p olmak iizere

hr,rn—l(f . Z) =

1 ("= —(z"-1)' FO)
27Z'ir'!: (t"-1)" t— z (1.2
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bilinmektedir.

Eger f(z)= i:akzk ise kisim 2.2°deki (3.3)’e gore
k=0

-1 1 f (t) trn _ Zrn
f:2)=) az‘= . dt 1.3
prn—l,o( ) ; k 27Z_i r:!‘ t _ Z tm ( )

ifadesi orijin civarinda f ’in rn—1 dereceli Taylor serisidir.

(1.2) ve (1.3)’ten

1 fOK, (L2
Baa(F52) =y (1:2) = P (F12) = o [ (2) g (L4)
2l -1
Burada
an (Zn _1)(
K,t,2)=—- 15
n( ) trn (tn _1)I’ ( )
dir.
n— o ic¢in K, (t,z) 'nin 6zelliklerini inceleyelim.
Onerme 2.2: |t|>1’i saglayan biitiin t’ler i¢in
2" (z-)" t-z & b, (2
_r_( )r: r zﬂs() (1.6)
t (t-1) t o3t

saglanir. Burada B (z) Z’ye gore r-1 dereceli bir polinomdur ve
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Bs,r(z) = rz_l[r +;_1

k=0
dir.
Ispat: (1.7)’den

ﬂs+1,r (Z) - Z:Bs,r (Z)
ﬂl,r (Z)

kolaylikla bulunur.

(1.6) ve (1.8)Iile

](z—l)k . s=12,..

_ [r+s 1j( gy

=7"-(z-1'

_ ﬁl,r(z) + 1 Z‘O: ﬂk+1,r(z)_ Zﬁk,r(z)

ot tk

ﬁk r( ) ﬂk,r(z)
tr+1 ﬂlr( ) kzz: tr+k — tr+k
:t_ziﬁk,rk(z). D

1.7

(1.8)

Asagidaki iki Onerme B, (z) polinomlar hakkinda bazi degerlendirmeler igerir.
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(1.7)’den
SN
B“(Z):[”rl ]rj't‘l(z—t)”dt, j=12,... (1.9)
0

olur. Bu Beta fonksiyonu i¢in Euler formiilii yardimiyla kolayca elde edilebilir.

Onerme 2.3: Sadece I ’ye bagli dyle bir sabit ¢, vardir ki
B, (2)| <, j max 1, j=12,. (1.10)

degerlendirmesi dogru olur.

Ispat: Eger |z|>1 ise, bir te 0,1 igin
2t < (24D <2
Eger |z|<1 ise 0<t<1 i¢in
2t <2
Bu iki esitsizlik sonucu verir.

Onerme 2.4: (a) Eger |Z| >1 ise dyle ¢, =¢,(r)>0 ve N, =N,(r,z) sabitleri vardir ki

Cljr—l |Z|n(rfl)

<|B,.(2")

. nxN, (1.11)
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olur.

(b) Eger |Z| <1 ise dyle ¢, =C,(r) >0 ve N, =N,(r, j,z) sabitleri vardir ki

c,i"t <[, (2"

. nx=N, (1.12)

olur.

(c) Eger B;,(2) nin birim diskte hi¢ kokii yoksa dyle bir ¢, =c,(r) >0 sabiti vardir

Ki |Z| =1 i¢in

¢ <|3,,(2) (113)
saglanir.

Ispat: (a) (1.9) ve |z|>1 i¢in
o 1
n—o iken Jt‘fl(l—tzfn)rfldt _>]
0

oldugu g6z Oniine alinirsa (1.11) elde edilir.

(b) (1.9ydan |z|<1, z" —0 ve n — = i¢in

j—2
ﬂ,-,r<0)=<—1)'-{”r . j¢o

bulunur. Bu ise (1.12)’yi verir.

(c) Eger p;,(z) nin birim diskte hig sifir1 yoksa , (1.13)’teki ¢, sabiti
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‘ir?f | B;. (a))| >0 olarak alinabilir.
=1 !

B;..(z)nin |z| =1"de sifirlari olacak sekilde j ve r degerleri vardir. Bdylece j=1

oldugunda, r 6’nin bir kat1 oldugunda g, ,(z) =z" —(z—1)" nin |z|=1de bir sifirs

olur.

Herhangi bir />1 pozitif tamsayisi i¢in;

(-1
Arn—l,é (f ; Z) = hr,rn—l( f ; Z) B hr,rnfl,O( f : Z) B Z hr,rn—l,j ( f ; Z)
i1

Burada
m-1 K
hr,rn—l,o(f , Z) = prn—l,O(f ; Z) = zakz
k=0
dir.

Iy = z:z]=R olmak iizere

n-1
- - k
hr,rn—l,j (f ’ Z) = ﬂjr (Zn)zak+n(r+1—1)z
k=0

f(t) t"—2"

1
=B (2" . —dt
Firl )27Z'i rjt—z gD

ve boylece

Arn—l,/(f;z)_i det

27 £ t-z
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elde edilir. Burada

7 (Zn _1)r _tn _gn A :Bj,r(zn)

K(t, Z) .:tT— (tn _1)I’ tm . tJn (1.16)
j=1
dir.
Teorem 2.3.1: Eger f € A (p>1) ise herhangi sabit bir t >1 i¢in
l+£
lima,,., (=0, |]<p " (117)
yakinsamasi |z|<R < p1+F de diizgiindiir. (1.17)de |z|< pl+? en 1yl sonugtur.
Ispat: (1.16)’daki K(t,z) cekirdegini
tn_zn © ﬁr(zn)
K(t,z)= w > Ltl'“ (1.18)
j=t
olarak yazabiliriz.
(1.15) ve (1.18)’den
1 " -R" & |8, @)
A, (F7)|[£—M27R —
wr(112) 27 R™ |z|-R ,Z; R
MR |z]"-R" = ¢ 2"
177
R™ |Z|—R Z Rin (|Z|<R)

j=t

Burada son esitsizlikte Onerme 2.3 kullanild.
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R>1 i¢in

jr—lR—jn <o

M

—_
1]
~

saglandigindan ve (1.17) ile

Arn—l,/,’(f ; Z)‘ <C |Z|

R m-+/n

bulunur.

Uyart: p;(f;z), f’in J. dereceden Taylor agilim1 olmak iizere eger £ >1 ise
A4, (f;2) operatorii f(z)—p,,., yy,4(F;2) farkinin (z" —1)" in koklerine gore

olusturulan Hermite interpolasyon polinomu alinabilir.

Eger (z" —1)" ’in sifirlarina gére olusturulan interpolasyonunu vurgulamak

r ma(f32) yazanz ve

istedigimizde, h, ., (f;1,2):=h

Arn—l,é:‘ (f ; Z) = hr,rn—l(f ’11 Z) - hr,rn—l( p(t:‘+r—1)n—1( f )’1! Z)

1 J_ f(t) t(/3+r—1)n _ Z(/6+r—1)n dt

- . (¢+r-1)n ’
2ml Jt—12
R

p(/,'+r—l)n—l(f ; Z) =

oldugundan (1.15)’deki @

(tn _1)r _(Zn _1)r ~ t(,k+r—1)n . Z(/z+r—1)n B Z(Hr—l)n ~ (Zn _1)r (t ~ Z)
(t _ Z)(tn _1)r (t . Z)t(ﬂr—l)n t(€+r—1)n (tn _1)r

farkinin Hermite interpolasyon polinomu olur.
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‘ -1y -1 .
Zn(€+r—1) — (Zn _1+1)(/,+r_1) :Z[ +; j(zn _:I-)j +(Zn _1)"q(z)

j=0

=4,,(2")+(2"-D"a(2)

saglandigindan

©-9'4,&)-" -5,

K(t’ Z) = t(/:+r—1)n (tn _1)r

Burada q(z) z" e gore /-1 dereceli bir polinomdur.

K(t,2), (1.18) ile karsilastirildiginda asagidaki 6zdeslik saglanir.

(1.19)

iﬂ,r(z )_C-D'4,&) - -4, {)  (2"-1)'(q(2)-q(1))
~ tJn t(l+r—1)n (t 1) t(l+r—1)n

Bu 6zdeslik /=1 icin kolayca elde edilebilir. Onerme 2.2’deki (1.6)’dan dolay1,
(1.19)’daki sol taraf

Zrn (Zn _1)I’

trn (tn _1)[’

(1.20)

olur.

¢ =1 i¢in sag taraf, (1.8)’1 kullanarak

(tn _1)r(znr _(Zn _1)r) _(Zn _1)r(tnr _(tn _1)r)
trn(tn _1)r

olur.
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q(z) = q(t) =sabit oldugundan ¢ =1 ig¢in (1.20)’yi verir.

Teorem 2.3.1’in Genellemesi: Oncelikle (z" —1)" "nin kdklerine gore

g(z) =27 " o< j<n—1 monomialinin Hermite interpolasyon polinomunu

bulalim.

g(z) bir polinom olmak iizere

9(2) =2 (2" —1+1)" = zji(rzs’j(z" _1)F + (2" -1) g(2)

yazilabileceginden
A r+sy, , N
hr,rn—l(g’]" Z):ZJZ( k j(z _1)k :ZJ s+1,r(Z )
k=0

Benzer sekilde, eger o € D, olmak iizere (2" —")" nin koklerine gore olusturulan

g(z) 'nin Hermite interpolasyonun polinomunu bulabiliriz:
hr,rn—l(g’ &, Z) =1 jan(HS)ﬁsH,r (Zn/an)' (21)

Eger a, f € D, ve «, f 'nin her ikisi de sifira esit ise her f € A (p >1) ve

m, p,n,m > pn pozitif tamsayilari i¢in

Atgr’f,;rn (f , Z) = hp,pn~1(f » &y Z) - hp,pn—l(l—rnfl(f ;IB! Z); &, Z)' (2-2)
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Teorem 2.3.2: Eger feA (p>1) ve o, €D, (p>1) |a|+|f/20 isel|z|<o

i¢in
!]ETO]O A‘gfm (f;z)=0. (2.3)
Burada
nlp r/p
o= p/ max ['“'] ' ,[V”q (2.4)
P P

olur ve |z|<7 <o da yakinsama diizgiindiir. Ayrica |z| <o en iyi sonucu verir.

ispat:

dt

1 f@) t"-z"
Lrnfl(f;lg’z)zz - J. () m m
ert—Z t —-p

oldugundan (z"-«")" 'nin kdklerine gore olusturulan sifirlarinda A(z) *nin Hermite

interpolasyon polinomu K(t,z) olmak iizere, yani K(t,z) =h_ . (A();,2) ise
AL (F32) == [ fOK(L 2)dt. 5
P 27l r,

Burada

Zrn(tn _an)p _(Zn _an)ptrn

(t-2)(t" -a")°(t" - ")

Al,n (Z) =

54



ve

A" -a")P -(2"—a")" ]

O = s

olmak tizere A(z)

AQZ) = t"-a")’ - (2" -a")? tm—zm' 1
(t-2)t"-a")P t"-p" t-z

~ Zrn_ﬂm (Z —0()
[

dir.

A, ,(2) e 7, , oldugundan

p pn 1(A2n,0( Z) = A2n(z) (2.6)

elde edilir.

(2.1)’den z™ in Hermite interpolasyon polinomunu bulmak i¢in z™ yerine z™ in
(z"—a")" deki kéklerine gore olusturulan interpolasyon polinomu, yani

a" B,_ ., (2"/ ") konulabilir.
Boylece

n

z" t
o r—p+1,p(y)(tn _an)p —a" r—p+1,p(?)(zn _an)p

(t—2)(t" - ")t ")’

hp,pn—l(Al,n;a’ )= (2.7)
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(2.6) ve (2.7)’den

K(t! Z) = hp,pn—l(Al,n ’ , Z) - A2,n (Z) (28)
np m
Biiyiik n’leri¢in A, (z)= |Z|||+l:p|+0(l) oldugundan, eger
' t

r/p
|Z| < p/["B'J (2.9)
Yo,

ise n—>o igin A, (z) -0 olur.

Onerme 2.3’den, eger

| <— (2.10)
£| p
Yo,

i€ B (1 Ja") < C(%) P saglanir ve
a
a" B, (/") —a") R P
r‘rjl ip n n__nyp S|0(|m' | |n(p—1)' |rn|+np (211)
t" ="t —a) || |

esitsizliginin sag tarafi n — o i¢in sifira gider.

Benzer sekilde eger |z| < Lr_pﬂ ise N — o iken
]} P

o,
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n(p-1)

AV G GO M PO

(trn _ﬂrn)(tn _an)p - |a|n(p—1) |t|rn (212)
esitsizligin sag tarafi sifira gider.
(2.7), (2.10) ve (2.11) gbz Oniine alinirsa, eger n — o iken
|Z| S min pr—7p+1 ! pr—p+1 = pr—p+1 ) (214)
o) ot (lel) o | (el
P P P
h, s (Ayn; @, Z) n— o iken sifira gider.
(2.9) ve (2.14)’1 birlestirerek, (2.4)’1 elde ederiz ve ispat tamamlanir.
a. Karisik Hermite interpolasyonu: 1< p <r tamsayilar iken
Hom(F32)=h, o (Fren2)=hy (0 (F58,2) 0, 2) (3.1)

operatoriinii goz oniine alalim.

Onceki boliimde oldugu gibi, (z" —a") "nin sifirlarina gore olusturulan K, (t, z)

"nin Hermite interpolasyon polinomu K(t, z) olmak tizere
Hel (F12) = —— [ @K, 2)ct
pn,rn( ’Z)_Z - J‘ () (12) ' (32)
7

Burada
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K (t Z) _ (tn _an)p _(Zn _an)p _ (tn _ﬂn)r _(Zn _ﬂn)r
e t-2)t"-a")’ t-2)t" - ")

_ (Zn _ﬂn)r - (Zn _an)p 1
(tn _IBn)r (tn _an)p t_z'

(2" ") = Zr:(r_j(z” —a") (a" - ")} oldugundan (t" —B")" icin benzer agilimi
J

=0

kullanirsak

K,(t,2) =((t” —a“)"i[;}(z” —a") (a" - ")

i=0

-ar 3] Je-ev-my

j=0

/e -pye-ay .

Buradan agikca goriiliir ki;

(2" —a™). (3.3)

_l(rj(a"—ﬂ")f-l' "~y — (2" —a)"”
o\ J

2 Y ey

i

(3.3)’lin sag tarafi derecesi pn—1 olan bir polinomdur ve K(t,z) ile K,(t,z) 'nin

(z" — ") ’nin sifirlarindaki degerleri estir.

(3.3)’ten |t| =R < p igin

1<j<p-1

e ma{ max {maxq‘)"” LAl }
| o R ,
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2| max(a|", |8
1?9;3(1{ Rr+n(p-1) :

r/j
Bu esitsizligin sag tarafi |z|< RT ——, j=1..,p-1ve
max(|a|,|ﬂ|)“ /i
rp-i
R P . .
Z|< — iken sifira gider.
|7 < — iken sifira gid
max(laf,|)) °
Bu yiizden, eger
. RR(-P+D/p ) R/
|z| <min —7 min -
I<j<p-1 i
max((ef,|5]) * max(el. )
. R . R
=min , min

\_

r— p+1 1<j<p-1 r-j
max@ | |ﬂ|} max@ | |ﬂ|jj

ise (3.2) sifira yaklasir.

R — p alinarak ; P i¢in Ilm H*# (f;2)=0 bulunur.

r—p+l pn.m

]

Boylelikle ispat tamamlanmis olur. 0
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Teorem 2.3.3: Eger a# f8, o, feD, veeger f e A (p>1) ise Hi (f;2),

pn,rn

1< p<r polinomu

o
|z|<p/max{|a|,|ﬂ|} i
p P

ikenn — o i¢in sifira gider.

Benzer bir sonug ise; eger I,/ pozitif tamsayilar, m=nq+c, q>r pozitif tamsayisi

verilsin. Bu durumda

A[r)[n’—ﬂl,é.m( f ; Z) = hr,rn—l( f &, Z) - hr,rn—l(hk,fm—l( f ; ﬁ’ Z)’ o, Z) (35)

tanimlayalim.

Teorem 2.3.4: r,/,m pozitif tamsayilart m=nqg+c, q=>r ve ¢ sabitolsun.ze D,

i¢in,
lim A(rzr{—ﬂl,(,m(f ;2)=0. (3.6)
Burada
“a (=g q+l-r (q+l-r
o (Iﬂllf(lﬂlJ | (MJ | (M] s (3.7)
P P Yo yo,

Daha kesin ifade ile herhangi bir p < u <o igin

1/

fim max|AZ/, (f:2)| TH
O

N0 \z\:p rm-1,/,m

60



a =1, || <1 alinirsa kolayca goriilebilirki o= p  olur.

Eger a=1 =0, /=1, m=ngve q=/ +r-1 ise, Kistm 2.2’deki (3.3) ile verilen

b (F:2) ile

-1 4
!1@0|:hr,rn—1(f;l! Z)_Zﬂj,r(zn)pn—l,wj—l(f;Z):|:O’ |Z|<pl ' (38)
j=1

Teorem 2.3.47{in ispat1 asagidaki dnermeler yardimiyla verilecektir.

Onerme 2.5: Herhangi bir ¢, #€C igin; Q,,_,,(2) € 7,,,_,, olmak iizere
(@"=p") =(2" - ") Qi (2) + R, 11 2(2)
saglamr. Burada £ (z) (1.7)’de tamimlidir ve
L
R ma(2)=(=4")" + ;(kj(—ﬂm)/‘_k 2°0"™ Byerae (2] ") (3.9)

olarak verilir.

spat: Binom teoreminden
m my /¢ my/ - f my/—k o, mk
@ =p7) =T + Y |y
k=1

mk k(ng+c)

™ =1 =7°(2")* ve 0 > oldugundan 0 (2) € 7y_,y, olmak iizere
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2% (2"~ + ") j(qjk](z" —a") (@) 42" - a") ()

j=0

=" By, (2" ")+ (2" ") G, (2).
Buradan (3.9) hemen ¢ikar.

Onerme 2.6: (3.5)teki ALY, . (f;2) operatorii asagidaki integral gosterimine

sahiptir:
a,p . 1
AL m(F12) === [ F(OK(t,2)dt, a<r<p)
27 r,
Burada
R tn _ ny\r _ R t n _ ny\r
K(t,Z): é,rn—l(z)( Om[ ) . j,rn;l( )(nz r o ) . (310)
(t-o)t" - ") (" -a")
Ispat: h _, lineer ve derecesi <rn—1 olan polinomlar iirettiginden
A(:r;—ﬂl,zf,m(f ’ Z) = hr,rn—l(g; o, Z)
¢ikar. Burada
1
g(Z) = hr,rn—l(f X, Z) — he,é‘m—l( f ; ﬂ! Z) Elea— J. f (t) Kl(t1 Z)dt
27i r,
ve
n_ nr_ n_ ny\r m_ mé’_ m_ my/¢
Kl(t,z)z[(t o) (2 zal) (C-F7) —(22-F) } (3.11)
(t"—a") (t-2) (t-2)t" -5")
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Boylece K(t,z) yi bulmak i¢in (z" —")"’in sifirlarina gore (3.11)’deki K,(t,z)

cekirdeginin Hermite interpolasyon polinomunu bulmak gerekir.

Sadelestirirsek

B (Zm _ﬁm)lf _(Zn _an)r B
Kl(t’ Z) - |: (tm _ﬂm)k‘ (tn _an)r i|/(t Z)

(tn _an)r(zm _ﬁm)/ _(tm _ﬂm)/f(zn _an)r
(t"—a") (t-2)(t" - ")’

bulunur. Onerme 2.4’ten

(Zm _ﬂm)ﬁ = (Zn - an)rQl;m—rn (Z) + Rf,rn—l(z)

ve

(t"-8") =(t"-a") Q. (D) +R, s (1)

(3.10)’daki K(t,z), z ’ye gore derecesi <rn—1 olan polinom oldugundan ve
(2" —a")"’in sifirlarinda K, (t, z) ile ¢akistigindan (3.10)’daki K(t, z) *nin aranilan

cekirdek oldugunu goriiriiz.

Teorem 2.3.4%in Ispati: R, ., (2) icin (3.9)’u kullanilirsa

/,rn—1

K, (t,z) = K,(t,z) + K,(t, z) biciminde yazilabilir:

1

R
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X{(_ﬁm)é + Zﬁ_:(ij (_ﬂm)Z—k chanqkﬁqk_r+1,r (Zn/an)}

(Zn _an)r
K -
D= ey Ay 12
1A d E my\/— C N n n
X{(_ﬂm)’ +Z[kj(_ﬂ ) ktk 24 qkﬂqk—rﬂ,r(z /CZ )}
k=1
Eger n — o igin
n r-1
o 8l ['R']
nr m/ n
(A) 2 1Al ve il 1<k</
lef+nr Rm/%+nr ! -n =

sifira yakinsiyor ise N — o i¢in K, (t, z) sifira gider.

Benzer sekilde

, 1<k </

o "

ifadesi n — oo iken sifira gidiyorsa ise K,(t,z) de sifira gider

m=ng+c (c bir sabit) oldugundan eger,

. R R | )
|Z|<m|n iq ? -k | o , 1<k<v¢

e

ise, (A)’daki terimler sifira yaklagir.
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Eger

. R
|z| <min T

1<k<l q(r-k)
@ r-1 M r-1
R R

ise (B)’deki terimler sifira gider.

R — p alarak, n — oo iken, |z| <min(e,,o,) i¢in K(t,z) -0 oldugu goriiliir. Burada

q q+1-r fq+1-r
r r

e GRHMCIRG

(¢-1)q g+1-r £q+1-r
r-1 r-1 r-1
s o/ max (IﬁIJ ("J m
p p p

o <min(o;,0,) oldugundan sonug ¢ikar.

b. /,-Yaklasmm: f e A (p>1) ve 0#«a e D, alahm. m>n belirli pozitif tamsayilar

iken @ ’y1 birimin M. dereceden kokii alalim. Asagidaki kosullari saglayan

P (Fra,2) € 7, polinomunu bulmaya galisalim. vf e A i¢in B,

PY (f:a,a0*) = f“(a0), k=01..m-1,v=01..r-1 (4.1)

rm+n
Hermite interpolasyon kosulunu saglasin ve =, arasinda

m-1

>

k=0

pm (f;a,aa)k)—f(r)(aa)k)r, r>0 (4.2)

rm+n

toplamini en kiiciik yapsin.
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Eger L, .. (f;B,2), f’in 2™" — ™" in sifirlarina gore olusturulan Lagrange

interpolasyon polinomu ise su teoremi verelim.

Teorem 2.3.5: Her bir f € A (p>1) i¢in ve negatif olmayan her bir I' tamsayisi

icin P, (f;,z) (4.1) ve (4.2)’yi saglasin.

Eger, Oquzlimﬂsl , a,feD, ise
n—mm

7| <o = L - (4.3)
{1,k
p P
lim P .. (f,a,2)-L,..(f;3,2) =0 (4.9)

olur. (4.1)’den agik olarak goriilebilir ki P, . (f;e,2)

m+n

Prn(fian2) =h,,(f;2,2) (2" -a") Q,(2)

formundadir. Burada Q,(2) (4.2) kosulu ile olusturulacaktir.

Herhangi bir K pozitif tamsayisi igin (x), =1 ve (x), = X(x—-1)...(x—k +1) olmak

uzere

r

dz'

(Zm _am)r

r r
o — amr—r a)—kr Z (_l)r—v (Vj (mV)r
v=0

=™ o™ mr! (4.5)

(4.2)’deki minimum problemini ¢ézmek igin
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5 Jo(eor) Qo) =min o)~ e’ »

Burada

2" h" (fra,2)— FO(2)
9(2):= — . (4.7)
a"m.r!
Onerme 2.7: (4.6)’daki Q,(z) € 7, polinomunun agik ifadesi 1<R< p ve
Iy = z:|zl=R olmak iizere
1 f t tn+l_zn+1 tm—n—l
Q"(Z):_ i J- ()( m )m rl dt (48)
27i . t-1 t"-a™)

dir.

Ispat: (4.6)’nin sagim1 minimize eden Q, (z) polinomu z™ —¢™ in sifirlarina gore

olusturulan g(z) nin Lagrange interpolasyon polinomu yardimiyla elde edilir.

L,..(9;,2) ’i bulmak i¢in g(ee") y1 hesaplayalim. Bunu yapmak igin

olmak tlizere

h oo (fr.2)— f(2)=— 2; [ T f_(;)m)r K (t, 2)dt

I'g

bulunur.
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m".rlag™

d Kt z)|,_ =
r =an (t—aa))

dz

Zr

H k:O,l,...,m—l

oldugundan

r (r) . (r)
o [7 O (fia )~ 1 a)l%i//
g(aa) )_ amrmr.r!

1 f) [, d°
27 r{(tm-am)f [Z dz" K(t’z)} kdt

I=aw

1f f(t) 1 4

27 A (" —a™) t—ao"

I'p

Boylece (4.8)’de verilen Q,(z) i¢in

f )" —z")
(t _ Z)(tm _am)r+1

1
La(@a )= |

I

olur.

Teorem 2.3.5%in ispat1 : Onerme 2.6°dan

Pran(10,2) = Ly (118,05 [ LKt 2t

Burada bazi sadelestirmeler sonucu

rm-+n+1 rm+n+1 m m\" m m-n-1_n+1
K, (t,2) = — z - p - o —t
1\™ - rm+n+1 rm+n+1 m m ) m m )
t -p t" —«o t" —«o

K, (t,z) =K, (t,2) + K,(t,2) + K, (t, Z) yazalim. Burada
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rm+n+l ﬂrm+n+l Zrm+n+1

K2 (t’ Z) = trm+n+1 _ﬂrm+n+1 - trm+n+1

ﬂrm+n+l (Z rm+n+1 trm+n+1)

= trm+n+1(trm+n+1 _ﬂrm+n+1)
7 m Zm _am r Zn+l
K.t,2)=<1|—| - ,
3( ) [tj (tm_amJ tn+l

Zm _am r Zn+1 am _tm—n—lzn+1
K4(t’z):{tm am} '{tml + tm_am }

B ( 7M _ oM Jr am(tn+l _ Zn+1)

- tm_am : tn+1(tm_am) .

K, (t,2), (¢=234) ifadelerinden, eger |7| < R/(@) ise n— oo iken |K,(t,z)| >0

olur.

(1.6)’dan kolayca goriilebilir ki

1
t(r+ )ym s

(ﬁJr _[Zm —0(m J" _ tm _ Zm .armi ﬂsﬂ’r(zrtn!nam)asm |

Onerme 2.3’ten

(r-1)m
Bon, (2" /a™)<cs™ (EJ .
||
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| |rm+n| |m

Boylece, eger — 0 ise, n— o« iken K,(t,z) - 0 olur.

R(r+1)m+n

Oyleyse bize |z|< Ll gereklidir.

|a| (r+a)
R

Son olarak K,(t,z) ifadesinden eger

rm+n+1 m
7o

Rmr+m+n+1 —>0 yanl |Z|< m IS€,

M rm-+n+1
R

n— o iken K,(t,z) - 0 olur.

lim n_ g oldugundan yukaridaki 3 ifadeyi birlestirir ve R — p alirsak
m

i¢cin

Prm+n(f;aiz)_|- (f,ﬂ,Z)—)O

rm-+n

Bundan (4.3) hemen cikar.

c. Uygulamalar: Biz asagidaki problemi goz oniine alarak Teorem 2.3.5’teki

sonucun Walsh esyakinsamasina nasil genisletilebilecegini ele alalim.

n-1

Problem: A (p>1’de f)(2),.., f_(z) fonksiyonlarina bakalm. p,;

j=0
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n-1

(¢=0,1..,r-1) ler r tane reel sayilarin alt kiimeleri olsun. Her bir £ ve p, ; o

icin bir L, lineer operatorii tanimlayalim. L., derecesi <n-1 olan polinomlar

uzayinda tanimlansin ve eger

n-1 oo n-1 )
Q,(2)=>¢c;z" ile L(Q)=>cpz’ (5.1)
j=0 j=0
kosullarini saglasmn. Problem, asagidaki toplam1 minimize eden bir P, | (z) e 7, ,
polinomunu bulma olsun.
VQ, € 7, , polinomu i¢in
r-1m-1 2
Y| f(@)-LQ, (@), @"=1, m>n (5.2)
/=0 k=

toplamlarin1 géz oniine alalim
m-1 o
. — m) j
L,.(f;2)= Zam z
i=0
olsun.

-1
Onerme 2.8: (5.2)’yi minimum yapan P, (z) polinomu Z:CJ-ZJ bigimindedir.

j=0
Burada
1 r-1 m) r-1 ) .
cJ.:?;; p, ™, KJ-:Z;(p,,,,-) , j=01..n-1. (5.3)
] = /=
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ispat :

d o aﬂ,(,nj])_pff,jcj! j:Oill"'in_li (5 4)
n) (", j=n,.,m-1, '
olmak iizere
2
K ky[2 N NARLS ki
|f,(0) - LQ, (@) =|La(f:0")-LQ.(")] =X d, 0
-0
sagladigindan birimin koklerinin 6zellikleri kullanilarak
r-1 m-1 ‘ v 2 r-1 m-1 2
2@ -LQ @) =m> > |d, [
=0 k= =0 k=
Eger
_ i0, .
C,=pe’, j=01,..,n-1
(m) ig, (5.5)
a, =0, ‘0 1=01..,m-1% /¢=01,..,r-1

alirsak (5.4) ve (5.5)’ten

ve (5.2) minimum bulma problemi, asagidaki ifadeyi minimum yapan p; ve g, yi

bulmaya denktir. p; reel say1 ve 0<6, <27 i¢in
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r-1 m-1 m-!

1 n1
Z(pz,j)zpf +Zo-(z,j _22 P,iPi0;,;€0S(6; =4, ;).
i

(=0 j=0 j=0

Bazi iglemlerle p; ve 6; nin asagidaki esitliklerle elde edilebilecegi goriiliir:

r-1 2 r-1
P, Pui =D, P.0,;c08(0;~¢,;)=0
=0 /=0

r-1 _ (j=0,..,m-1)
P, ;o,;sin@, —-¢,;)=0.
(=0
Boylece
sing, ~ cos o, B 1
A B [nip?
i i AJ +B] (j:o’_._,m_l) (56)
= r-1
A= “ P00 5in¢/,,—, B; :; P, 0, COS¢,YJ.
olur. Bu nedenle
2 2 .
p, = \)fj +B; _Bjcosd; + Asing, (j=0,...m-1) 5
r— K
Z(p/_j)z !
(=0

cikar. (5.5), (5.6) ve (5.7)’den (5.3) elde edilir.
Simdi f(z) €A, icin f,(z):= f9(z) alalim.

Eger

LQ)=3 ()62
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alimrsa L,(Q,)=Q"” olur. Boylece (5.2)’deki minimum ile asagidaki

r-1

33| @) - @), Q ex,,

£=0

3
LN

=
I
o

toplaminin minimum problemi denk olur.

Onerme 2.9: Eger, f(z)= Z.C:avzV e A, ise (5.2)’yi minimize eden polinom

v=0

1
A, (r)

n-1 0
P (2)=> ¢z, c, = 2 A, (Nay,
j=0 A=0

ile verilir. Burada
r71 - -
AA,j(r)ZZ(J)ﬁ(J+/’{'m)p‘1 A=01...
/=0
dir.

Ispat: Budurumda p,; =(]), dir.

2 10@)=3 ()82
v=0

(5.8)

(5.9)

oldugundan birimin m. dereceden koklerine gore olusturulan z‘ f ¢?(z) nin Lagrange

interpolasyon polinomu
m-1 (M)
m). j
2. oz
j=0

¢ikar. Burada
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0[/(,?}) = Z(J +ﬂ“m)/, aj+)um'
A=0

(5.9) Onerme 2.8’deki (5.3)’ten hemen elde edilebilir. [
Simdi
S, (f;z)= S A0 Zla._, ., A1=012,.. (5.10)
o = AT
alalim.

Teorem 2.3.6: f(z)e A (p>1) alalim ve m,n pozitif tamsayilari lim 2 = q>1

n— n

ozelligini saglasin.

Varsayalim ki r pozitif tamsayisi verilsin ve P_ (f;z) birimin m. koklerinde

m,n,r

(5.8)’1 minimize eden polinom olsun. Bu durumda herhangi bir @ >1 tamsayist i¢in

H-1
Iim{Pmnr(f;z)—ZSM,(f;z)}:O, 2] < pHea.
ined =

saglanir.

Onerme 2.9’un bagska bir uygulamas olarak, Teorem 2.3.5’teki P,,.,(f;,2) ye

benzer P, (f;a,2)erx

sm+n wmeng POlinomunu goz oniine alalim.

Simdi asagidaki ifadeyi bazi « € D, i¢in saglayan

PY (f;a,a0*) =" (a0), k=01..m-1; v=01..,5-1 (5.11)
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ve

3
s

-1 s+

2
PO (f;0,0")— 1) () (5.12)

sm+n

=
Il
o
Il

o

\%

toplamimi en kiigiik yapan P, . (f;a,2) e, .., polinomunu bulmaya ¢alisalim.

sm+n sm+n

Teorem 2.3.7: Her bir f € A (p>1) ve her bir negatif olmayan s tamsayisi ve

a,f €D, igin (5.11) ve (5.12)’yi saglayan P_. (f;a,z) polinomunu disiinelim.

sm+n

Eger Iimm:q <1 ise VZ(|Z|<O') icin
n—o n

Ilm[ sm+n(f a Z) Lsm+n(f ﬁ Z)}

saglanir. Burada

Ispat: Teorem 2.3.5’in ispatinda oldugu gibi

sm+n(f a, Z) hssm—l(f;a7 Z)+(Zm_am)SQn(Z)

alalim. Burada Q, (5.12) ile belirlidir. (4.5)’e ek olarak

s(m—l)—la)—k(s+1)

=m’-(s +1)!%s(m—1)a (5.13)

z:aa)k

76



mevcut. (5.2)’yi minimize etmek ile

m-1 1

m?® -s!

L(Q)(@)~f, (@), Q e,

k=0 ¢=0

ifadesini minimize etmek denktir. Burada

f,(2) =[5 (Fi2,2) - 00 @) |22 1w -sla™ " (1=0)
ve /, ve /,, T, ; uzaymda taniml lineer operatorlerdir.

n-1 . .
£, birim operatordiir ve  Q,(z) =>_c,z’ igin
=0

L(@Q)@) =(s+1)@s(m—1)+z%jczn

= (s+1)§(%s(m—l)+ j}:jzi

saglanir. Boylece

.1
Po =1lve p;= (s +1)(j +§s(m—1)j, j=01,..,n-1 (5.14)

Diger taraftan,

Rl i 2= 1) = 2:7lri J (tf ftigitmm__imm); dt

oldugundan (4.5) ve (5.13)’1i kullanarak
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f(t) 1

1
f (ao*)=- dt
o(a’) 27i r'!. " —a™® t—ao*
1 k=0..m-1.  (5.15
s+l f) |2SMTD g - G13)
fl(aa) ):_ : J. m mys k k dt’
27 7 t"-a") | t-aw t—aw

elde edilir. (5.15) ile biz z"-¢"’in sifirlarina gére olusturulan f; ve f,’in Lagrange

interpolasyon polinomlar1 bulunabilir.

Boylece
1 f(t) tm—z"
Lo, 2)=—— + 5.16
alfoien2) == r{(tm—o/")s+1 (t—2) (.18)
ve
s+1 f(t)
L (f o 7)=—— K(t, z)dt ,
wa(fa,2) = r{(t”‘—a’“)s (t,2) (5.17)
saglanir.

d tt" -z a0
iinkii Z=0a0'’da — deseri %> itti
C a dt{(tm—am)(t—z)} nin degeri s e esittir ve

K(t,z)=

1
Es(m—l) tm_zm _i t(tm _Zm)
t"—a™ t—z dt|({t"-a™)(t-2)] |

(5.16)’dan z' nin L _,(f,;a,2) icindeki katsayis1
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a(m) __ 1 J‘ f (t)tm_j_l

0 -
! 27l
R

dt.
(tm _ am)s+l

(5.17)’den de z' nin L, (f; e, 2) deki katsayis

m-1-j _ m-1-j m-—j
al(;n):_s+1j-f(t)t {ls(m Dt d( t j}dt

27i 2 (t"—a") (2 t"-a" Cdtl " —a”

_ 1 j-f(t)tm” {p1j+m(s+1)am} it

- 27“ o (tm _a,m)s+1 tm _am

olarak bulunur. r =2 i¢in Onerme 2.8 kullanilarak
n-1 .
Q@)= ¢
j=0

olur. Burada

(m) (m)
_ Poj&;” + Py

() +(py)

]

(5.14), aérj”) ve al(;n) icin gdz Oniine alinirsa

I _27Z'i

1 f(t)tm !
J’ (t)

v (tm _am)sﬂ

_m(s+Da" Py ,[ f (O™t
27i 1+(p1j)2 " —a™)*?

I'r

Bu nedenle
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" —2")  m(s+D)a” & ptt
+ S+2

K, (t,2) = —
' " o™ T t—z) t"—o" T 1+(py)°

olmak tizere
Q(2)=—— [ K, 2)dt
M o g, B
olur. Oyleyse
P Fi0,2) = Lo (T 8.2) = o= [ FOR (2t
27l r

bulunur. Burada

—_ tm_a S_ Zm_am ) S
K(t,z)= - + 2" —a" K(t,2)
t"—a" (t—2)

m

tsm+n sm+n l

—Z
tsm+n _IBsm+n 't_ 7

- L[Kl(t, 2)+ K, (t,2) + K,(t, z)]+ K,(t,2)
—7

ve

sm+n Zsm+n _tsm+n

_ Zsm+n _ﬂsm+n Z
Kl(t, Z) — _ — IBSm+n
tsm+n _ﬂ5m+n t3m+n tsm+n tsm+n _ﬁsm+n
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S R R
m(s+1) z"-a" " ot p t"]

K,(t,2) = — .
) t" —a™ ’ §l+(p1j)2

_ R
K,(,2), (v=1,...,4) ¢ekirdekleri i¢in verilen bu ifadelerden, eger |Z| <77 ise

1Al
R

n— o igin K (t,2) =0 olur.

. . R .
Onerme 2.3 ve Onerme 2.2°deki (1.6) 6zdesliginden, eger |Z| <1 ise N—>®
a

R

S+q

iken K,(t,z) =0 olur.

K,(t, 2) *de |z| nin aym iist siurt igin sifira gider.

P,
——— <1 oldugundan
1+ py;

0<
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e MED e o, R
‘K4 (t, Z)‘ < |R|m(s+2) |Z| "R

R _
olur ve bdylece |Z| 1 ise K,(t,z) sifira gider.
S S+Q

R

Dolayisiyla | ise

z| < min
a s+q

|55m+n(f ez Z)_l—strn(f ’ﬂ’ Z)
ifadesi N — o iken sifira gider. R — p yazarak benzer sonucu elde ederiz.
2.4 Birkhoff Interpolasyonu: Bir interpolasyon probleminde eger ardisik yiiksek
mertebeden tlirevlenme ile ilgili 6nveriler varsayllmamis ise Lacunary (ya da

Hermite-Birkhoff interpolasyonu, ya da agik¢a Birkhoff) interpolasyonu olarak

adlandirilir.

Bu tip interpolasyon G. Birkhoff tarafindan 19. yiizy1l baglarinda tanitilmigtir. Ama
uzun zaman ¢alisilmamistir. 1950’lerde P. Turan’in ¢alismalari ile yeniden hiz

kazanmistir ve yaklagim teorisinde verimli bir alan olmustur.

f(z) e A,(p>1) alahm ve
q
O=m,<m <..<m, iken > m =M, (q=1) (1.2)

olsun.
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n>1 tamsayisi verildiginde derecesi en fazla q+1 n-10lan ve

B™(f;0')=f™(0'), t=1..n, s=1..q 1.2)

kosulunu saglayan bir B, (f;z) polinomunu bulmak istiyoruz. Burada @ birimin n.

kokidiir.

Hermite interpolasyonunun aksine bu kosullar1 saglayan polinomun varligi ve tekligi

acik degildir. Fakat bu ¢ok biiylik n ’ler i¢cin dogrudur.

Teorem 2.4.1: Eger

m
n>max — (1.3)
1ss<q  §

ise buradan herhangi bir f(z)e A, igin (0,m,,...,m,) Birkhoff interpolasyonu tek

olarak ¢oziilebilir.

An+k

Ispat: p(z)=2z""*, k=01..,n-1; A>q polinomunu géz éniine alalim.

Biz a; ; , sayilariyla

9 .
Bn ( p’ Z) = Zaj,ﬂ,k,nzjm—k € ﬂ(q+1)n—l (14)

j=0
formundaki B, (p,z) polinomunu artyoruz.

f = p i¢in (1.2) kosulu a ve v negatif olmayan tamsayilar i¢in

(@), =a(a-1)...(a—v+1) notasyonu kullanilarak
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9
B (P10) = 2t 0 (N4 K)y, @ = (AN +K),, 047 (L5)

j=0

t=01..n-L% s=01..,9)

bi¢iminde yazilabilir. (Eger a<v ise (a), =0 ve (a), =1 olur.) Buise

q
Zaj,/l,k,n(jn"'k)ms =(@n+K),,, s=01..q (1.6)
j=0

lineer esitlik sistemine yol acar. Bu esitlik sisteminin determinant1 (1.3) ve

M,(k)=0 (k=0,...,n-1) kosullar1 altinda

1 1 1
k), (n+k), .. (@n+Kk),
M (k)= .~ . L (1.7)
(k)mq (n+k)mq (qn+k)mcI
olur. Bunun anlami «; ,, , ler tek olarak belirlidir ve (1.4) (1.5)’in kosullarim
saglar. (Eger A<q ise B,(p;z)= p(2).)
Eger
) n-1 o
f (Z) = Zakzk = Zaﬂm—kzﬂwk (18)
k=0 k=0 A=0
ise B, operatoriiniin lineerliginden
(a+Dn-1 1 q _
B.(f;2)= > az"+> > a,.,>.8,,2"" (1.9)
k=0 k=0 A=q+l o

elde ederiz.
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Bu Vvf(z) e A, icin B, operatoriiniin varligim ispatlar. Tekligi (1.7)’nin yok

olmamasindan ve operatdriin lineerliginden ¢ikar.

Teorem 2.4.2: Herhangi bir f(z) € A, igin

i eger 0<R<],
P (1.10)

— eger 1<R<p
P

R 1
limmax | f (z) - B, (f;2)]@n <

n—>w |zleR

Sonug gosterir ki biitlin |Z| < p nun kapali alt bolgelerinde yakinsama noktasaldir.

Ispat:

(1.11)

‘aj,/l,k,n

_‘Mn,j,/l(k)‘ <cA™,  j=0,..,q; k=0,.,n-1 A>q,
M,(k) |=c>0, j=0,..,q; k=0,..,n-1 q<Ai<q+/

(1.8) ve (1.9)’un farklarini alip (1.11)’de kullanirsak, keyfi bir £ >0 ile

|f(z)-B,(f;z)|=

n-1 o q .
Z Z aﬂn+kzk(1_zaj+ﬂ,k,nzjn]
=0

k=0 A=q+1

n-1 <«
:O( > (p—g) """ max(1,|z|q")/1m“j
0

k=0 1=q+1

elde ederiz. Eger |z|< p—¢ ise £>0 keyfi alindikca

any o A max(1, |Z|qn)
O max(l, Lol =)
(maX( |Z| )/1;4 (pg)in ] [(p _g)(q+l)n J
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oldugu agiktir. Bu da (1.10)’u sonuglandirir. []

Yakinsamayi hallettikten sonra tekrar {ist yakinsama problemine dénelim. Bunun

icin ¢ >1karisik parametrelerini igeren

(g+1)n-1 n-1 g+¢-1 )
S,/ (f;2)= Z .z +Z Z 3‘,1r1+1<21051,1|<nZJn+ (1.12)
k=0 k=0 =gl

baska bir operatorii diisiinelim. (/=1 durumunda (1.12)’deki ikinci kisim goriinmez

ve S, Taylor agilimi olur.) Biz (1.9) ile (1.12)’nin farkini1 géz oniine alacagiz.

n/(f Z) _B (f Z) Snl(f Z) Z i a‘lm—kZajﬁknzlm—k (113)

k=0 A=q+¢

Teorem 2.4.3: Herhangi bir f(z) e A, icin

i/ eger  |R|<1
pﬁ
L o 1.14
rIgrolor‘n‘ax (a+D)n = |Z:il eger 1<|R|<p (1.14)
pq+1
|Z| eger p= |R|
1+L -
,0 q+1

olur.

/

1+—
Bu teorem gosterir ki yakinsamanin en iyi yarigapt p * dur.
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3. SIMETRIK SMIiRNOV UZAYLARINDA iINTERPOLASYON
POLINOMLARI iLE YAKLASIM

1.1 Giris ve Ana Sonugclar :

C ’de kapali, sonlu uzunluklu bir I Jordan egrisi alalim. I"egrisi C ’yi iki

bolgeye ayirir. Bunlar G:=intI" ve G™ :=extl" olsun. D:= zeC :|Z| <1, T=0D

ve D™ :=extT olsun.

Bu boliimde Simetrik Smirnov Uzayinda alinan bir fonksiyona Faber
polinomlarinin kdklerine gére olusturulan interpolasyon polinomunun norma gore
yakinsakligini inceleyecegiz. Bu yonde ¢alismalar yeni degildir. Ornegin
I'eC(2,a), 0<a <1, varsaymmi altinda X.C. Shen ve L.Zhong [10] G *de dyle
interpolasyon noktalar1 bulmuslardir ki interpolasyon polinomlari ile en iyi yaklagimi
veren polinomun E®(G),1< p < de yaklasim hizlari aynmidir. T e C(L, ) ve
interpolasyon noktalari olarak Faber polinomlariin koklerini secerek L.Zhu [11]
ayni sonucu gostermistir. Egrinin sivri igermeyen BR egri olmasi durumunda
interpolasyon noktalari olarak Faber polinomlarinin koéklerini secerek Smirnov-
Orlicz uzaylarinda benzer sonug R. Akgiin ve D.M. Israfilov [12] tarafindan

ispatlanmigtir

Kompleks uzayda bir¢ok bolge kose ya da sivrilere sahip olabilir. I" sivrisi
olmayan bir pargalt VR egri oldugunda L.Zhong ve L.Zhu [4] gdstermislerdir ki

Faber polinomlarinin kdklerine gore olusturulan interpolasyon polinomlarinin
E®(G),1< p <o Smirnov smifindan bir fonksiyona yaklasim hizi en iyi yaklagimi

veren cebirsel polinomun yakinsama hizina esittir.

Bu caligmada biz, egrinin sivri icermeyen BR olmasi kosulu altinda Faber

polinomlarinin koklerine gore olusturulan interpolasyon polinomlarinin E, (G)

Simetrik Smirnov Uzayinda yakinsaklik 6zelliklerini arastiririz.
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F, Faber polinomunun kdkleri G i¢indeyken L, (f;z) ile F, Faber polinomlarmin
koklerine gore olusturulan f (z) € E, (G) 'nin (n—1) dereceli interpolasyon

polinomunu ifade edelim.

f(z) e E, (G) i¢in
E.(f.G), =inf ||f - pn||EX(G) 'p, P,

degerine f icin en iyi yaklasim sayis1 denir.

Teorem 3.1.1: T sivrileri olmayan bir BR egrisi olsun. Yeterince biiyliik n dogal

sayilari i¢in, Faber polinomlarinin kokleri G *dedir. Bu durumda her f € E, (G)

icin sadece I' ve M ’ye bagli dyle bir ¢ sabiti vardir ki n=1,2,... i¢in

” f ()_ Ln(f ’.)”EX(G) sC- En—l(f 'G)x

saglanir.

I' sivrisi olmayan, parcali VR egrisi oldugunda bu sonug [4]’te, BR egri oldugunda

ise [12]’de ispatlanmistir.

3.2 Yardime1 Sonuglar: I"’y1 sivrileri olmayan bir BR egrisi alalim. arg(¢ —z) 'nin

¢ = Z’deki sigramas1 Z ’deki a,7 dis acgisina esittir ve

FL2)=— [ #() "d,arg(c-2) , zer

esitligi gecerli olur. [13]

Boylece
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Fn(z)—¢(z)”=% [ #(c)"d.arg(c-2)+ (e, -1) 4(s) " (L.1)
INNE$ 3

ve

0 <max|a, -1 <1. (1.2)

zel

Onerme 3.1:[14] T bir BR egrisi olsun. Her bir £>0 ve @ icin dyle bir 6 >0

vardir ki
[ ) ) 0+ ) )
[ld.arg w(e)-w(e”) |+ [|darg wE)-wE") |<e (13)
0-6 o+

olur. Herhangi bir 8’dan farkli 7€ (6—-05,0+9) ig¢in

+0
,int arg w(e")—w(e") ‘+}7”dt arg w(e")—w(e") ‘<8+|052 ~Ur
S n

-
saglanir. Burada a,7  I'’'nin z = w(€") deki dis agisidir.

Onerme 3.2:[12] Eger I bir BR egrisi ise, her £>0 icin dyle bir 6 >0 vardir ki

j d, arg(s —2)|+ j d.arg(s—2)| <&, zer (1.4)
s (zO\ €3 I ¥ =

gegcerli olur.
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ispat: Keyfi zeT alip diizenleyelim. ¢ =y(e") degisken degistirerek

o-
wﬁk{fgmmg_”F}mewamW4&>—w@W»

= [ |d,arg(y (&) -y (€))

ve benzer sekilde

+6

[ |d.argc-2)|= \dw(en) arg(y/(e") —l//(e“"))\

5. (20)\ £3 0

0+68

= [ g0 (") -y (€]

Her bir £ >0 igin (1.3)’0 kullanarak (1.4)’{ elde ederiz. ]

Herhangi bir >0, 8€[0,27] i¢in |, ile s ()5 Us, w(’),s kimesinin

¢ altindaki goriintiistinii ifade edelim ve

eitwl(eit) it
i o € £l
v(t,0,0) =y (e")-w(e") ~
0 e'el,,

alalim.
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Onerme 3.3:[4] Her bir £>0, § >0 icin, dyle bir k dogal sayis1 vardir ki her
6 €[0, 2] igin

f|u(t,9;5) ~T,(t)|dt <& (15)

kosulunu saglayan derecesi en fazla k olan t’ye baglh bir T, (t) trigonometrik

polinomu vardir.
Ispat: 5>0, " ¢, icin &yle bir ¢, bulunabilir ki

1 e
‘\_P(eit) _\_P(eie)‘ -6

esitsizligi saglanir. Boylece
o(t,0;0)| <c, [P, eel,, (1.6)
olur.

Keyfi bir 6, <[0,2r] dizisii¢in 6, yakinsak alt dizisi meveuttur. 6, " limitini

alirsak hemen hemen her t icin
o(t, an ;0) > u(t,6,;9)

Baskin yakinsaklik teoremi ve (1.6)’dan

zﬂ’)(t?@nk :8) —u(t, 0;8)|dt -0

0

elde ederiz.
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Bu v(t,0;5):0[0,27] fonksiyonlar kiimesinin L' de dizisel kompakt
oldugunu gosterir. Sonug olarak, herhangi bir £ >0 verilmis ise dyle bir

U(‘[,Hj;é), j=12,...,M vardir ki

2
min [|o(t;6:5) - v(t,6,;5)|dt < g . Oel2n].
0

1<j<M

saglanir. Bu nedenle

Z]E‘U(tiﬁjﬁ)—T“)(t)‘dt<%, j=12,...,M

0

saglayan sonlu sayirda T (t) Trigonometrik polinomu bulunabilir.

Boylece

2z
min [lo(t;0;;6)-TO(t)|dt <&, 0 e[0,27]
1<j<M 0

olur.

N ’yi TW ), j=12,..,M Trigonometrik polinomlarin en biiyiik derecelisinin

derecesi olarak segersek ispat tamamlanir. [

Onerme 3.4:[12] T, sivrileri olmayan bir BR egrisi olsun. Her &£>0 icin dyle bir

pozitif n, tamsayis1 vardir ki her n > n, i¢in

F.(2)- ¢(2) ”‘<|az—]4+g, zeT (L.7)
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esitsizligi saglanir.

Ispat: Herhangi bir &> 0 igin dyle bir § >0 bulunur ki (1.4) saglanir.

s(z)=s_z,0 us, 2,0 , zel alalim.

Onerme 3.3’¢ gore verilen ¢ Ve & igin yle bir n, dogal sayist vardir ki (1.5)

gecerlidir.

(1.1yden z = (e") alarak

Fn<z>—¢(z)”—1{ [+ }E@)ildgarg(g—z)

7T 5,2\ £ ¥ s )\ L¥

1 n in
+= [ ¢ "d.arg(g - 2) + (e, ~1)e™
ﬂ.l"\s(z)

—i{ [+ }lfz(g)jldgarg@z)

s, @\ €5 2o\ £

w1 [ e arg pe)-pe”) +(a, -De™

eely s

—1{ [+ }lfz@jldgarg(g—z)

7T s, o\ s )\ £3
1 = int H . in@
+= €™ Im vt 0;5) dt+ (e, ~1)e™.
T 0

int

e, n>n, igin T,(t) ye dikey oldugundan
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F@- 4@ =21 [+ [ (B a2
s (2.)\ 35 zH\ 4 ¥

2r
+ 2 e im iu(t,6;8)-iT, (1) dt+ (e, ~De™
T 0
ve boylece

F(@)- ¢@2)"

<1{ j + j }‘dgarg(g—z)‘ﬂaz—ﬂ

4 5,2\ E¥s 2\ 4%

2

oL [lo(t.0:5)-T, @) dt.
T 0

Eger z, I' nin kdsesi degilse |o, 1] =0 olur ve (1.4) ve (1.5)’ten varsayimimiz

dogru olur.

Eger z, I' 'nin kosesi ise, 0< |05Z —1| <1 olur ve bundan dolayi (1.4) ve (1.5)’ten yine

(1.7)’i elde ederiz. Ispat1 bitirmis oluruz. 0

Onerme 3.5 : [15] T sivrileri olmayan bir BR egri ve X(I') T iizerinde non-trivial
Boyd indislerine sahip Simetrik Banach Fonksiyon Uzay1 olsun. S, lineer operatorii
X(I') tizerinde sinirhidir. Yani,

1 Fley <l fllirys fexm

X (I X(@) !

olacak sekilde bir ¢ >0 sabitin var olmasi i¢in gerek ve yeter kosul I' *nin bir

Carleson egrisi olmasidir.
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3.3 Ana Sonucun ispati: Oncelikle yeterince biiyiik n igin F, Faber

polinomlarinin biitiin kdklerinin G ’de oldugunu [12]’dekine benzer bir sekilde

gosterelim.

k=max|a, -1, zel

zel’

alalim.

(1.2)’den 0<x <1 oldugunu biliyoruz. Onerme 3.4’te &= 1_7’( koyarak, yeterince
biiyiik n igin,
1+ K
F.(z)- ¢(z )" zel (1.8)

elde ederiz.

F (2)- ¢(2) " CG:=C\G iizerinde analitik oldugunda maksimum prensibinden

o1
<—+2K, 7¢CG

elde ederiz. Boylelikle,

IF.(2) 2| —“—">1T’f>o 1 €CG

olur. Bu bize teoremin ilk kismini verir.

P_.(2), E,(G)’de f ’eeniyiyaklasan (n—1) nci dereceden cebirsel polinom

olsun. Boylece L, (f,.) lineer operatorii E, (G) ’de sinirli oldugunda
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”f - L (f, )”E (G) ” —Ra-L( _Pﬂ—l")”Ex(m

< L =P

Ex (G)

olur.

Simdi sadece yeterince biiyiik n degerleri i¢in, L, (f,z) operatoriinin E, (G) ’de

diizglin sinirh oldugunu gosterirsek ispat tamamlanir.

Interpolasyon noktalarmni Faber polinomlarinin kdkleri olarak segerek, z'e G igin

: _FR.(2) f(s)
FE)-L () =—0 IF(g) c—2' de

- Fn(z')L H {%D(zv.

z'—>zel limiti tegetsel olmayan yollar boyunca I" icinden alinarak

pofe]s
f Ex (T)
2]
I:n

”f - L, (f, )”E G)

< rrzlearx|Fn(z)| .

Ex ()

olur. Onerme 3.5’ten

f
If —L,(f, )||E @ <G max|F (2) -

nlE (1)
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F.(2)
F. ()

} .

<C- {rnax
z,cel
(1.8)’den

n

olur ve boylece

3+K’
L N e L

Ex(@)’

Diger taraftan

”I-n(f ")”EX (G) S” f ”EX (G) "'”]c - I‘n(f")”EX (G)

3+kK
S(1+C1 1—) ” ”EX(F)’

3+
oldugunda, c, :=1+c1-1 K segerek ||Ln||SC2 elde ederiz. Boylelikle
—K

”f - L, (f ")”EX © = (1+02)”f B PM”EX 0
=¢, E,,(f,G),

bulunur.
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SONUC

Bu tezde elde edilen yeni sonuglar iigiincii boliimii olusturmaktadir.

Ucgiincii boliimde sivri igermeyen sinirli rotasyonlu sinira sahip bolgeler
tizerinde tanimli Simetrik Smirnov Uzayinda alinan bir fonksiyona kompleks
interpolasyon polinomlari ile yaklasim hizi incelenmistir. En iyi yaklasimi veren
cebirsel polinomun yaklagim hizi ile Faber polinomlarimin koklerine gore olusturulan

kompleks interpolasyon polinomunun hizinin ayni oldugu ispatlanmaistir.
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