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OZET

ORLICZ UZAYLARINDA POLINOMLARLA YAKLASIM
DOKTORA TEZi
HUSEYIN KOC
BALIKESIR UNiVERSITESI FEN BiLiIMLERi ENSTIiTUSU
MATEMATIK ANABILIiM DALI
(TEZ DANISMANI: DOC. DR. RAMAZAN AKGUN)

BALIKESIR, MAYIS 2015

Bu calisma 4 boliimden olugsmaktadir.
Birinci boliimde, bazi temel tanim ve teoremler ile bu calismada bize

gerekli esitsizlikler verilmistir.

Ikinci bolimde once klasik anlamda Orlicz siufit ve L, Orlicz uzay:
tanimlanmistir. Sonra L; Orlicz uzayindan daha genis ve benzer 6zelliklere sahip

olan Lj Orlicz uzay1 tamimlanmis ve bu uzayin temel 6zellikleri ele alinmistir.
Ugiincii boliimde konvekslik olma sart: bulunmayan Young fonksiyonlar
ile tiretilen LZ Orlicz uzaylarinda cebirsel/trigonometrik polinomlarla ayni1 anda

yaklagim problemleri ifade edilmis ve elde edilen sonuglar ispatlanmistir.

Dordiincii boliimde ise Muckenhoupt kosulunu saglayan agirliklarla

olusturulan L/, agirlikli Orlicz uzaylarinda ayni anda trigonometrik yaklasim

teoremleri ispatlanmigtir.

ANAHTAR KELIMELER: Orlicz sinift, Orlicz uzay1, cebirsel/trigonometrik
polinomlarla yaklagim, ayn1 anda yaklasim, Muckenhoupt agirliklar, diizgiinliik
modiilii, Jackson ve Bernstein esitsizlikleri.



ABSTRACT

APPROXIMATION BY POLYNOMIALS IN ORLICZ SPACES
PH. D. THESIS
HUSEYIN KOC
BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE

MATHEMATICS )
(SUPERVISOR: ASSOC. PROF. DR. RAMAZAN AKGUN)

BALIKESIR, MAY 2015

This thesis consists of four chapters.

In the first chapter, some basic definitions, theorems and some inequalities

which are used in this thesis are given.

In second chapter firstly Orlicz classes and classical Orlicz spaces pr are
defined. Later definition of another class of functions which is wider than the
classical Orlicz spaces L; is given. The wider class is denoted by Lj and the
generating function ¢ is not necessary to be convex. Moreover its general
properties and some applications of the class Lj are investigated.

In third chapter some theorems on simultaneous approximation by
trigonometric or algebraic polynomials in Orlicz spaces Lf; constructed by

Young functions belonging to a reasonably wide class are proved.

In fourth chapter main theorems of simultaneous trigonometric

approximation with Muckenhoupt weights in weighted Orlicz spaces L’Z with a

Q0

generating Young function ¢ that may be non convex are proved.

KEYWORDS: Orlicz class, Orlicz space, trigonometric/algebraic polynomial
approximation, simultaneous approximation, Muckenhoupt weights, modulus of
smoothness, Jackson and Bernstein inequalities.
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1. ON BiLGILER

1.1 Simirh Kiime ve Tamamen Simirhlik

(M ,d) bir metrik uzay ve Ac M olsun. Vx,ye A i¢in d(x,y) < c olacak

sekilde bir ¢ >0 sayis1 varsa A ya sinirl kiime denir [1, s.29].

£>0 verildiginde A € U{B(x,;€):1<k <n} kosulunu saglayan A nin sonlu bir
E={x,x,,...,x,} altkimesine A i¢in &—ag adi verilir. £>0 verildiginde A i¢in

£ —ag varsa yani herhangi bir £ >0 icin A, merkezleri A icinde olan £ yarigaph
acik yuvarlarin sonlu bir birlesimi tarafindan ortiilebiliyorsa, A ya tamamen sinirlt

kiime denir [1, s.30].

1.2  Kompakt Kiime

(M ,d) bir metrik uzay olsun. Bir Ac M kiimesindeki her {x,} dizisi Anmn
bir elemanina yakinsayan bir alt diziye sahipse A ya kompakt kiime denir [1, s.34].

1.3  Cebirsel Polinom ve Trigonometrik Polinom

a,,a,....a, € R ve a, #0 olmak lizere,

P(x)= Zakxk
k=0

fonksiyonuna n dereceli bir cebirsel polinom denir.

neN, a,,b,eR, k=12,...,n ve |an|+|bn|>0 olmak iizere,

Tn(x):%+2(ak coskx + b, sin kx)

k=1



fonksiyonuna n dereceli reel trigonometrik polinom denir [3, s.1].

1.4  Mutlak Siirekli Fonksiyon

f :[a,b] = R fonksiyonu verilmis olsun. Her £ >0 i¢in [a,b] aralifinn

n

> (b,—a;) < & bigimindeki her {(a,.b, )}:1:l ayrik alt araliklar i¢in
i=1

Z| fb)—f (a,.)| < € olacak sekilde bir 6 >0 varsa f fonksiyonu [a,b] iizerinde
i=1

mutlak suireklidir denir.

1.5  Weierstrass Yaklasim Teoremi

Teorem 1.5.1: [a,b] araliginda siirekli f reel fonksiyonlarina diizgiin

yaklagan bir P cebirsel polinomu vardir. Yani V& >0 icin

[f(x) - P <&, a<x<b

kosulunu saglayan n dereceli bir P cebirsel polinomu vardir [3, s.2].

Teorem 1.5.2 : T aralifinda siirekli f fonksiyonlarina diizgiin yaklasan bir

T trigonometrik polinomu vardir. Yani Ve >0 igin

|f()-Tx)|<e, xeT

kosulunu saglayan n dereceli bir T cebirsel polinomu vardir [3, s.2].

1.6  Enlyi Yaklasim

X bir normlu uzay, Y uzayr X in bir lineer alt uzay1 ve f € X olsun.

E(f)=E(f.Y), =inf{|f -P|: PeY}



sayisina f nin Y alt uzayinin elemanlari ile en iyi yaklasimi (yaklasim hatasi) denir

[3, s.82].

1.7 Aym Anda Yaklasim

P, cebirsel polinomu f fonksiyonuna yaklasiyor iken P in tiirevi f nin

tiirevine yaklasiyor ise olusan bu duruma ayni anda yaklasim ad1 verilir [3, s.245].

1.8  Konveks Fonksiyon

Siirekli M : R — R fonksiyonu verildiginde biitiin u,,u, € R degerleri i¢cin

M(&z"zj S%[M(u1)+M(u2)]

esitsizligi saglamyorsa M fonksiyonuna konveks fonksiyon denir [2, s.1].

1.9 N —Fonksiyonu ve Tiimleyen N —Fonksiyonu

Bir ®(u) fonksiyonu

I
D(u) = j Q(0)dt

gosterimine sahipse ®(u) fonksiyonuna N —fonksiyonu denir. Burada ¢(¢), t >0
icin sag siirekli, # > 0 i¢in azalmayan, pozitif ve ¢(0)=0,

@(o0) :=lim @(t) = oo kosullarin1 saglayan bir fonksiyondur.
w(s)y=supt, (s=0)
(t)<s
olmak iizere

e

W(y) = j w(s)ds
0

fonksiyonuna ®(u) fonksiyonunun tamamlayici (tiimleyen) fonksiyonu denir [2,

s.11].



1.10  Young Esitsizligi

o(u) ve w(u) timleyen N —fonksiyonlarn cifti ise

uv < o(u) +y(v)

esitsizligi biitiin u#,v degerleri i¢in gegerlidir. Buna Young esitsizligi denir [2, s.12].

1.11 A, Kosulu

@(u) bir N —fonksiyon olsun. Eger
OQu) <ko(u), (uzu,)
olacak sekilde bir k£ >0 ve bir u, >0 varsa ¢(u) fonksiyonu A, kosulunu saglar

denir [2, s.23].

1.12 Lipschitz Kosulu

S fonksiyonu [a,b] C R araliginda taniml olsun. Eger her 7,1, € [a,b] icin

|f )= F )| S M x5, —x,[*

kosulunu saglayacak bicimde IM >0 varsa f fonksiyonu Lipschitz kosulunu

( Lipa kosulunu) sagliyor denir [3, s.51].



2. L, ORLICZ UZAYI

2.1  Giris

Bu boliimde klasik Orlicz uzayinin bazi 6zelliklerini gbz Oniine alacagiz.
Negatif olmayan, konveks, orijinde O olan bir ¢(«) fonksiyonu u — e igin

P(u)

——= — oo Ozelligini saglasin. ¥ (u) Young anlaminda ¢(u) fonksiyonunun
u

tiimleyeni olsun.

@(u) bir N —fonksiyonu olsun. L,, I :=[a,b] C R olmak iizere
pasy) = [p[|u(o)||dx < oo
1

kosulunu saglayan olgiilebilir «: I — R fonksiyonlarinin kiimesi olsun. L,

siniflarina Orlicz simif1 denir.

x:I — R fonksiyonu goz oniine alindiginda dlgiilebilir y(r)e L, (a,b)

janﬂnm

1

[, = sup <oo @.1)

PO

kosulunu saglayan ol¢iilebilir x:/ — R fonksiyonlarinin sinifi L’; ile gosterilir.

Bu sinif Orlicz uzayi olarak adlandirilir.

Eger ¢(u), A, kosulunu saglarsa L, ve L; denk olurlar (¢akisirlar) [2, s.23].
Biz bu boliimde L; Orlicz uzayindan daha genis olan Lf; fonksiyon uzay1

hakkinda bilgi verecegiz.
Kolaylik olsun diye bu ¢calismada her yerde C ve c ile degisik yerlerdeki

temel parametrelere bagh farkli sabitler ifade edilecektir.



2.2 Gosterimler

1) o(x)~[p,. P, 0< p, < p, <o (yadabenzer sekilde —co< p, < p, <0)
ile x, (0,00) araliginda artarken @(x)x " azalmayan, ¢@(x)x " artmayan kosullarim
saglayan ¢@(x) =0 c¢ift fonksiyonlarin sinifin gosteririz.

2) p(x)~ [ pl,oo] ile x, (0,e0) araliginda artarken @(x)x " azalmayan ¢(x)
fonksiyon siniflarin1 gosteririz.

A3) o(x)~ pl,oo> ile 8yle bir N > p, pozitif sabiti vardir ki ¢(x) ~ [ p.N ]
0zelliginin saglandig1 ¢(x) fonksiyonlarinin sinifim gosteririz.

@) o(x)~ <pl,p2>, 0< p, < p, <o (yadabenzer sekilde —o< p, < p, <0)
ile bir £ >0 i¢in @(x) ~[p, + &, p, + €] kosulunun saglandigr ¢(x) fonksiyonlarinin
smifin1 gosteririz.

(5) Benzer sekilde p, > p, icin @(x) ~ [ pZ,oo>, o(x) ~ < Dy» P,] tanimlanir.

M(a,b), 1£a<b<ooile 0<x<oo igin @(0)=0 ve u — ooicin

P2u) = c.p(u) = ¢(2u) = 0{p(u)}, (2.2)
Tq",ffl) dt = 0{(;}(?)}’ (2.3)
u
(20 4 -0 {M} (2.4)
| u

kosullarim saglayan, siirekli, azalmayan ¢(x) =0 fonksiyonlarinin ailesini gosteririz.

Z(a,b) ile yukaridaki (2.2) ve (2.4) kosullarina ek olarak u — 0" iken

¢Q2u) = 0{pu)}, (2.5)
I (pb(fl) dt = {(p(u) } (2.6)
I ¢a(fl) dr=0 {M} 2.7)
o ! u



kosullarini saglayan ¢(x)e M (a,b) fonksiyonlarinin ailesini gosteririz.

2.3 L, Fonksiyon Uzay1

Onerme 2.3.1: Eger o(x) ~ [a,b), 0<a<b<o ve N herhangi pozitif say1
ise @(x), (=N,N) araliginda mutlak siireklidir. Eger ¢(x) ~ <—oo,0] ve &€ herhangi
pozitif bir say1 ise @(x), (&,o0) araliginda mutlak siireklidir.

Ispat : Oncelikle ilk kismu ispatlayalim. Tkinci kisim ¢(x) ~ <—oo,0] icin

benzer bir yol izlenebilir. ¢(x) =0 almak genelligi bozmaz. ¢(x) (0,c) araliinda
artan oldugundan herhangi bir € icin 6yle bir 6 >0 bulunabilir ki

d=06(p,€), p(d)<¢€/2 olur.

(8, N) araligini goz 6niine alalim. Eger 0 <x, <x, <N ise

P(x,) . 9(x) 2.8)
X ’ '
P(x) = 9(0) < 905 {(x /%) 1] s% x|
1
<{p(0)/8" J|x1 - x| =K, | - (2.9)

olur.

y=x" (0,N) araliginda mutlak siirekli oldugunda, n herhangi bir tamsay1
olmak iizere

n

)

1

<0 =05(p,€), xe (O,N)

'xr+l - xr

veE

n

D let.)-ex,)

r=1

b

r

<& +K,;, Y| —x S§+§=e (2.10)
r=1

elde ederiz.

@(x) cift oldugundan, (—N, N) araliinda mutlak siireklidir.



Teorem 2.3.1: Eger ¢(x) ~ <a,b>, 1fa<b<o ise ¢(x)e Z(a,b) dir.
A={f:f~(ab), 1Sa<b<e},
B = { f: f,Kx" ile Kx" arasinda diizensiz artan fonksiyonlar} olmak iizere Ac B
olur [4].

Biz simdi L; Orlicz uzayindan daha genis ve benzer bazi 6zelliklere sahip
olan LZ uzaymi tanimlayalim.

@(x)~[p;, Py, 1< p, < p,<ooile t — oo ise @(t) = @(t)/t — oo alahim (eger
kosul 1< p, < p, <o ise ¢ () = oo, t — co kosulu zaten saglanir). v, (),
o, (t)=0(t) / t fonksiyonunun ters fonksiyonu olsun. ¥, (¢) azalmayan, siirekli ve

pozitiftir.
D,(x) = [ ¢ (Ddt ve W,(x):= [y, (1)t
0 0

yazalim.

Buradan &®,, ¥, konveks birer fonksiyon olurlar ve boylece ®, ile ¥, Young

anlaminda tiimleyen fonksiyon olurlar.

x(t): 1 — R fonksiyonu verildiginde x(¢)y(¢) carpimu [ araligi iizerinde her

y(t)e Ly,1 (a,b) icin integrallenebilir olmak iizere

[x®)],, =sup j x(t) y(t)dt (2.11)
Yol
Orlicz normunu tanimlayalim. Burada supremum
p, = j ¥, (|y(0)dr <1 (2.12)
1

kosulunu saglayan y ler iizerinden alinmaktadir.
Boyle x(t) fonksiyonlarinin olusturdugu sinifi LZ = Lj([ ) ile gosterecegiz.

Kolaylikla goriilebilir ki eger ¢(x) =x", p>1 ise LZ klasik L, uzayina doniisir.



Onerme 2.3.2: Eger ¢(x) negatif olmayan, konveks,

©(0)=0, e(2x) <k@(x) kosulunu saglarsa 6yle bir m < o bulunabilir ki
o(x) ~ [l,m> olur.

Ispat : ©(0)=0, @(x) >0 ve ¢ konveks oldugundan, x artarken )
X

in azalan oldugunu géstermek i¢in 0 < x, < x, <o, 1< x,/x, <2

azalmayandir.

P(x)
xﬁ’l

durumunu goz Oniine almak yeterlidir.

x, = x, + Ax, Ax < x, yazarak ve negatif olmayan, azalmayan p(¢) icin [4, 5.65]

o(x) = I p(t)dt yazalim.
0

F(a,0)=0 ve oF /ox=a(1+x)*" —a >0 oldugundan F(a,x)=(1+x)" —(l+ax)

fonksiyonu a >1 ve x>0 icin pozitiftir.

Buradan
X +Ax
o0+ | pode
Px,) _ Lo +Ax) _ ;
o(x;) o(x) 'rp(l‘)dl‘
0
f p(x,)dt
<14+ =1+{ 25();22))}[ﬂj, (2.13)
: X X
| pCoj2ar AP 1
x/2
2x,p(x,) <2x,p(2x) < ( _r + jl Jp(t)dt =@(4x,)
0 , (2.14)
<K/ =k [ p@)di <K p(x/2)
0
elde ederiz.
Buradan
p(x,) < ikSp(xl/Z) (2.15)



ve m= 1+%k3 alinarak

1+l
2
GBS (ﬂj < 1+(1+1k3J(HJ < {Hg} =(%/x)" (2.16)
o(x) 2\ x 2 X X
olur.

x,/x >2 durumunda (x,/x)=(x,/x,)(x,/x,)...(x,/x) seklinde yazilabilir ve bu
m= 1+%k3 ile Onerme 2.3.2 ispat1 tamamlanur.

Onerme 2.3.3: ¢(x) ~[p,,p,], 1< p, < p, <oo alalim. O zaman

px)  _ ex) _ o(x)
P s = = @, (x) <p,

_ j{co(t)/ t}d j(pl (1dt

(2.17)

olur.

ispat : go(x)/ x" azalmayan ve q)(x)/ x"* artmayan oldugundan, bu ifadelerin

diferansiyelini aldigimizda, biitiin x ler i¢in

c P 9

< - <p, 2.18
PTewit o7 19

cikar.
@(x) mutlak siirekli oldugundan @(x) = jq)'(t)dt yazilabilir. Boylece sonug bulunur.
0

Teorem 2.3.2:
a) Eger ¢(x);
i. @(x) bir konveks fonksiyondur,
ii.0=90)<p(x)<@(y), 0<x<y,
iii. p(x)/x T oo, x — o0,
iv.Biitiin u > 0’lar icin @(2u) < Ko(u),

kosullarim saglarsa

10



L,=L,=L,

olur. Diger bir ifadeyle, {¢(x)} konveks fonksiyonlari icin, {L,}, {L* }, {L**}

uzaylarinda bu tamimlar denktir.

b) Genel durumda, {qo(x)} sinifinin digindaki her bir ¢(x) eger asagidaki
kosullart saglarsa:
L o(x)~[pi.p,], 1S p < p, <eo;
ii. g()=p@)/t T oo, t o0,
L; c Li olur. Tam olarak, (i) ve (ii) kosullarin1 saglayan oyle bir ¢(x) fonksiyonu
vardir ki pr c LZ, L; #* Lf; olur. Diger bir ifadeyle {L;} uzaylarinin sinift {LZ}
uzaylarinin sinifinin bir 6zalt sinifi olur. (i) ve (ii) kosullarin1 saglayan dyle bir ¢@(x)
bulunabilir ki L, de tamimlanamaz. (Yani L, de bos kiime olur.)
Ispat :
a) Eger ¢(x), A, kosulunu saglarsa, L¢ ve L’; denk olurlar.[5, s. 172]

P, (x)= I @, (t)dt azalmayan bir fonksiyonun integrali oldugundan, ®,(x) konveks
0

fonksiyon olur ve boylece @, (x)/x azalmayandir. Onerme 2.3.2 ve Onerme 2.3.3 ten

{@(x)/x} — = iken {®,(x)/x} — o olur. Kolayca goriilebilir ki

2u u

D, (2u) = D, (u)+ [ @ (d <D () + K [ ¢(1)dt < KD, (u)

u/2

oldugundan A, kosulunu saglar.
Boylece, bizim L, igin yaptigimz tanimdan, L, = L, =L, olur ve Onerme 2.3.3
ten L, = L, =L, elde ederiz.

b) L, uzayinda, konveks bir @ i¢in x — oo iken {¢(x)/x} — co olur. ¥, (1)
ve y(t) fonksiyonlari sirasiyla ¢,(r) ve @'(¢) nin ters fonksiyonlarini ifade etsin.

(2.18) ve Onerme 2.3.3 iin varsayimindan ¢, (t) < @'(t) olur. Boylece w(t) < v, (1) ve
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P (x) = Iw(t)dt < I% ()dt <W,(x), (x>0)
0 0

bulunur.

Buradan L, C L, olur ve L, de tammli x in normu, L, de tamimh x in normu
tarafindan sinirlandirilmistir.

LZ nin L'; den daha genis oldugunu gostermek icin, ¢@(x) ~ [1,m>
fonksiyonunu goz oniine alabiliriz. ¢(x) fonksiyonu konveks degilse, L;

tanimlanamaz.

@(x) ~(2,3) alahm. O zaman ¢'(x) h.h. yerde mevcut oldugundan

i{(o(x)} _ {ﬁ(x) _ 2¢’(X)} 50 (2.19)
dx | x° x* x’ ’ '
d {(p(x)} _ {(p’(x) ~ 3¢(X>} <0 (2.20)
de | x° X’ x' .
olur ve
2{p(0)/x} =2¢,(0) < ¢'(x) <3¢, (x) = 3{()/ x} @21
dir.

Tersine, eger (2.21) saglanirsa q)(x)/ x> T (artan), q)(x)/ x* L (azalan) ve
o(x) ~ <2, 3> olur. Simdi eger biz dyle bir ¢(x) fonksiyonu insa edersek dyle ki
@'(x) her zaman azalmayan degilse ¢'(x), 2{@(x)/x} ve 3{@(x)/x} fonksiyonlari

ile sinirh olur. O zaman @(x) konveks olmaz. (Eger ¢(x) konveks ise p(t)
azalmayan olmak iizere ¢@(x)= J. p(t)dt olur.) Bunu sonlandirmak icin (2.21) deki
0

terimlerin her birini ¢(x) ile bolelim ve sonra x >1 i¢in ii¢ terimin 1 den x e

integralini alalim.

Buradan

X <p(x)/p)< ¥, (x>1) (2.22)
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elde ederiz.

o)=1 ve

52
¢(x)={;/4: Oiifl (2.23)
alahm. Boylece tanimlanan ¢(x) fonksiyonu (2.21) i saglar. Diger taraftan, ¢’(x),
x =1 harig her yerde mevcuttur. ¢'(17)=5/2 ve ¢'(1") =9/4 oldugundan ¢@(x)
azalmayan fonksiyonun integraline esit degildir. Boylece ¢(x) konveks bir
fonksiyon degildir. Teorem 2.3.2 den LZ nin Orlicz uzaymdan daha genis oldugu ve
yukaridaki tammlanan p, sonlu ise L, nin Li ye denk olmasinmi sonuglandiririz.
Simdi Lf; nin L; uzaymin hemen hemen biitiin 6zelliklerine sahip oldugunu
gorecegiz. Gergekten, [5, s.170-175]  deki benzer ifadelerle, q)(t)/ ¢t nin azalmayan
olmasi ve @(t)/t — oo, t — oo olmasindan dolay1 Lf; icin benzer sonuglar elde

edilebilir.

Teorem 2.3.3: L, uzay: bir tam uzaydir.

Eger bir € >0 sayis1 bulunabilir ve @(¢) ~[p,, p,], 1< p, < p, <o igin
Ox(t)e L, ise x(t)e Lf; olur. Tersine, eger x(t)e Lf; ise sonlu bir p, ile bir 8 >0
bulunabilir ki 6x(¢) € L,. Daha agikgasi su Teoremi elde ederiz.

Teorem 2.3.4: Eger x(t)€ L, , p, <o, [[x(t)], #0 ise

[ollxollxol, Jar<c

1

olur.

Bu [5, s.171]’deki ifadeden ve (2.18)’den ¢ikar.
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Teorem 2.3.5 [4]:
(a)Eger her x(t)e L,(I) icin

u(x)= j x(t) y(t)dt

1

sinirhysa y(t) € LT; olur.
(b)Eger biitiin x(t)e Lj ler igin

u, (x) = j x(0)y, ()dt

1

dizisi sinirliysa [f;l uzaymda n — oo igin

Y, 0, =0Q) olur.
(c) Eger (b) deki dizi her x(#)€ L, i¢in sinirliysa dyle bir 6 >0 sabiti mevcuttur ki
n — oo igin
j ¥ {6]y, [} dr = 00)
1
olur.
Biz simdi eslenik fonksiyonlarla ilgili [4] teki baz1 sonuglarin
karsilagtirmasini verecegiz.
Negatif olmayan, konveks, ¢(0) =0 icin @(2t) < K@(t), t >0 ile tamiml ¢(¢)
alalim. Asagidaki sekilde tanimlanan siniflar1 ele alalim:
A smifi: ¢'(¢t) konkav ve ¢(t°), baz1 8 <1 ler igin konvekstir.
B sinifi: ¢'(r) konveks dyle ki ¢’(0)=0 [4, s. 69] ve baz1 8 <1 ler igin
@(t'%) konkavdur.
Csmifi: ¢ € A ve ¢, € B iken @(t) =¢,(1)+ @, (1) .
D smifi: ¢ € C oldugunda biitiin bityiik 7’ler i¢in 0<a < @(r)/@,(1) <b <eo.
E smifi: 1< p #2 oldugunda ve Karamata [4, kaynak 5,6] anlaminda L(¢)
yavas degisen oldugunda @(t) =¢"L(¢) olur.
Lamperti AuB c C c D, E c D oldugunu ispatlamistir ve eger ¢(¢t) A dan E ye

herhangi bir sinifa aitse, f(x)e L, ve f (x), f(x)fonksiyonunun eslenigi
oldugunda | f (x)] <C[f ()], olur.

Sonuglar kargilastirmak i¢in A ya da B ye ait fonksiyonlar1 g6z 6niine almak

yeterlidir.
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(1) konveks oldugunda, ¢(0)=0, @(2t) < K¢(t) olur ve boylece
sonuclarimizdan @(¢) mutlak siirekli olur ve 1<m < oo icin @(t) ~[1, m> olur.
Eger ¢(t)e A ise ¢/(t) konkav ve baz1 8 <1'ler icin ¢(t°) konvekstir. Buradan
1< p, < p, <o icin @(t’) ~[Lm) ve @(t) ~[1/6,m/8)=[p,, p,) cikar. Boylece
l<a< p,<co iken @(t) ~ <a, p2> olur. Teorem 2.3.1 ve [4, Karamata J., Teorem 1]
den 1<a< p, < iken @€ Z(a, p,) olur.

Eger ¢(t)e B ise ¢/(t) konveks ve baz1 8 <1 lerigin ¢(t'°) konkavdir. [4,
s.69] daki dipnottaki genelligi kaybetmeden ¢”(r) >0, t >0 ve ¢'(0) =0 alabiliriz.

@’ (t) nin azalmayan olmasi durumunda ¢'(¢) = j¢"(s)ds cikar.
0

Simdi B sinifindan bir anlamda daha genis olma durumunda ¢() konveks
oldugunda ¢”(t) >0, t >0 olma durumunu goz Oniine alacagiz.

O zaman ¢'(0) =0, ¢(x) konveks, azalmayan ve ¢”(x) artan ise,
@' (x)= I(p”(s)ds < I(p”(x)ds =x¢"(x), P'(0)/x<¢"(x)
olur ve buradan
o(t) = I(p’(u)du < Imp”(u)du =1¢/(7) —:j)g/:’(u)du, (2.24)

() 220(1)/t (2.25)

elde ederiz. Buradan ¢(r)/ ¢* nin azalmayan oldugu ortaya ¢ikar. Diger taraftan,
Onerme 2.3.2 den ¢(x) konveks, @(0) =0, ¢(2x) < C¢(x) oldugundan

@(x) ~[1,m), m<eo olur.

o(x)/ x° nin azalmayan olmasindan dolay1, @(x) ~ [2,m>, m < oo cikar.
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Teorem 1[4, 5.64] , Onerme 2.3.1 ve Teorem 2.3.1 den dolay1 ¢(x)e Z(%,m+1)

olur.

Elde edilen sonuglari toplarsak, eger ¢(x)e A veya @(x)e B ise
l<a<b<eo igin ¢(x)€ Z(a,b) olur. Boylece Lamperti’nin sonuclari

Marcinkiewicz-Zygmund’un sonuclarinin 6zel durumlari olur [4].

2.4 L*; Uzaymn Baz1 Ozellikleri

@(x) ~[p. P, ], 1< p, € p, Soo alalim ve (0,00) araliginda ¢ artarken

@,(t) = ¢(r)/t azalmayan olsun. ¢,(¢) nin ters fonksiyonu ,(¢) olsun.

D, (u) = 'u[ o t)dt ve ¥, (u) = jl//1 (t)dt

yazalim.

Eger u,(x)e pr, (n=1,2,...) fonksiyon dizisi, u,(x)e pr olmak iizere

li_r)EJ.CID [un (x)— uo(x)] dx=0
T

saglarsa u, (x) fonksiyon dizisi u,(x) fonksiyonuna ortalamada yakinsak denir [2,

s.75].

Tamm 2.4.1: Eger u,(x)e LZ fonksiyonlar dizisi eger
Plu,; @) = [ @[, (0)]dx <o
1

iken

lim p(u,;®,)=0

n—0c0

ise 0 a ortalamada yakinsar denir [4].
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Teorem 2.4.1: Eger ¢(x) ~[p,. p,]. 1< p, < p, <oo ve eger {u,(0)}, L, de
0 a ortalamada yaknsarsa {u,}, L, de 0 a ortalamada yakinsar.

Ispat: Onerme 2.3.3’ten p, < oo icin

P@,(x) < P(x) < p,®, (1) (2.26)

olur. Boylece p(u,,®,) — 0 gosterir ki n — o i¢in p(u,,) — 0 olur.

Tamm 2.4.2: Oyle u, ve k pozitif sabitleri bulunabilir ki [2, s.15]’de
tanimlandig gibi M, (u) <M, (ku), u >u, olur yani M,(u) < M,(u) yu ifade ederiz.

Tamm 2.4.3: M, (u) ~ M, (u) ile M,(u) ve M,(u) nun denk olugunu
gosteririz. Yani M (u) <M,(u) ve M,(u) > M,(u)olur.

Kolaylikla goriilebilir ki
iufu,, =0 u(x)=0 h.h;
i o], =], . vere R:
i, 10 <]+,

Asagidaki Teorem, Teorem 2.3.3 {in bir sonucudur. ([2, s.72] ve [6, s.45 Teorem 1])

Teorem 2.4.2: Eger ¢(x) ~[p,. p,]|, 1< p, < p, oo ise Lf; bir normlu lineer
uzay olur. Ayrica L’Z bir Banach uzayidir [4].

Onerme 9.2 [2] den sunu elde ederiz:

Teorem 2.4.3: Eger ¢(x) ~[p,. p,]. 1< p, < p, <oo iken [uf , <1 ise
D, (x) :I{(o(t)/t}dt ve p(u;P,) S”””W) oldugunda u(x)e L, olur.
0

Dabhasi, eger ue Lt: ise

j P, u) < (2.27)
1 "””<¢>

olur.
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Ek olarak, (2.26) dan eger p, <oo ise

| (p[ w) }x <p, (2.28)

1 ”””<¢>

cikar.

Teorem 2.4.3 den eger p, <o ve eger L, de {u,(x)}, uy(x) e normda
yakmsarsa {u,(x)} L, de u,(x) e ortalamada yakinsar.

Ayrica Teorem 2.3.4, (2.27) ve (2.28)’ten anlasilir ki Lj uzay1 L, sinifini
iceren en dar lineer kiime oldugu goriiliir. Ayrica
D, 2u) <P, (u)+2" P, (1) =CP,(u) oldugunda yani A, kosulunu sagladiginda,
P, <o igin LZ, L, yiigine alan en dar lineer kiime olur. Diger bir ifadeyle, eger p,
sonlu ise, LZ uzay1 L, deki fonksiyonlarmn lineer bilesimini igerir.
p, <o iken,
a) Eger ¢~ [pl,pz], I<p <p,<co ve f(x)e Lf; ise Oyle bir k>0
mevcuttur ki kf € L, olur.
b) Eger p, <o ve f(x)€ L, ise herhangi pozitif k sabiti i¢in kf € L*; olur.
Teorem 2.4.4: Lf; uzayimin lineer uzay olmasi icin gerek ve yeter sart ¢

fonksiyonunun A, kosulunu saglamasidir [4].
Teorem 8.2 [2] ve asagidaki Onerme 2.4.1 ile sonug bulunur.

Onerme 2.4.1: Eger ¢(t) ~[p,. p,], 1< p, < p, <oo ve efer

@,(x) = [{p)/t}dt = [ g (t)dt

ise ®,(x) in A, kosulunu saglamasi i¢in gerek ve yeter sart ¢(x) in A, kosulunu

saglamasidir.
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Ispat : Eger ¢(x), A, kosulunu saglarsa

® (2x) = j @,(Hdr =@ (x)+ j{q)(t)/t} dt
0 . 0 (2.29)
<®,(0)+K [ {p@)/t}dt <KP,(x)

x/2
olur. Buradan @ (x)’in A, kosulunu sagladig goriiliir.
Tersine, eger ®,(x) A, kosulunu saglarsa, Onerme 2.3.2 ile dyle bir pozitif m sabiti

mevcuttur ki ®,(x) ~[1, m> olur.

®,(x)/x ve ®,(x) / x™ ’in diferansiyeli alinarak

1<{@](1/[®,1)/t]} ={o) /@, (D} <m (2.30)

bulunur. Bunun anlam1 ¢(¢) ~ ®,(¢) olmasidir ve boylelikle ¢(¢), A, kosulunu

saglar.

Asagidaki Teorem, Teorem 9.4 [2] iin bir sonucudur.

Teorem 2.4.5: Eger ¢(x), A, kosulunu saglarsa LZ de normda yakinsama
LZ de ortalamada yakinsama denk olur [4].

X c I kiimesinin karakteristik fonksiyonu y(x;¥X) olsun.

(9.11) [2] formiiliinden L, (1) = L’;I (I) oldugundan sunu elde ederiz:
Teorem 2.4.6: W, (x) = [,(1dr ve p,(1) de ¢,(1) = (/1 "nin ters
0

fonksiyonu oldugunda y(x;X) karakteristik fonksiyonunun normu

|rCex0) ) = mes - {melsx} 2.31)

formiilii ile verilir [4].
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Teorem 2.4.7: Yukarida tanimlanan L: uzaymin ayrilabilir olmast icin gerek

ve yeter sart ¢(¢) fonksiyonunun A, kosulunu saglamasidir.
Bu Onerme 2.3.1 ve Teorem 10.2 [2] den ¢ikar.

Teorem 2.4.8: Eger L, uzay1 1< p, < p, <oo iken @(t) ~ [ p;, p,]| yardim

ile olusturulmus ise ®,(z) ~[p,, p,] olmak iizere L, bir Orlicz uzayidir. Buradan
®,(x) = j(p(z)/z dt olur [4].
0
Onerme 2.4.2: 1< p, < p, <o iken ¢(¢) fonksiyonu (1) ~[p,, p,]’yi
saglarsa, @, (1) =j¢(u)/u du olmak lizere ® (¢) ozellikle P, (¢) ~ [ D> pz] saglanir.
0

Ispat : Eger (p(t)~[pl,p2], I<p <p,<oo ve 0<t<oo ise

@(ij <90 o) (ij i (232)
X X t X X
olur.
iwﬁlj{q)(t)/t}dt si@ (2.33)
P, X X9 b X
ve
P @,(x)/x<{@(x)/x} =D (x) < p, P, (x)/x (2.34)

esitsizliklerinden ¢ikar.

Bunun anlam1 @, (x)x " azalmayan ve ®,(x)x " ’nin artmayan olmasidir.
Boylece @,(x) ~[p,, p,] olur.
Simdi eger p, =0 ise (2.32), (2.33), (2.34) esitsizliklerinden biri bu

kosullarda saglanir. Bu @, (x) ~ [ p,oo] oldugunu gosterir.
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Tamm 2.4.4: (9.18) ve (9.19) [2] formiillerinden Litksemburg normu

tammlari goriilebilir. f € L,, fonksiyonunun Liiksemburg normunu

1 £],,, = int {k > o:p(’“‘f) ;Mj =[m [uix)}dx < 1} (2.35)

biciminde tanimlayalim.

fe L;j = L;l in Litksemburg normunu

||f||[¢] :”f”(cpl) (2.360)

esitligi ile tammlariz.

(9.24) formiiliinden [2]
”f”[(ﬂ] = ||f||<(p> = 2||f||[¢] (2.37)

olur ve genellestirilmis Holder esitsizliginden, (ayrintili sonuglar (9.26) ve (9.27) [2]

formiillerinde elde edilmistir) ue L, =L,, ve Ly, iken

Ju(x)v(x)dx

I

<Juco], oo, %)

Ve UEe L(p, Ve L\,,l iken

J.u(x)v(x)dx

1

<l ol 239)

olur.

Teorem 2.4.9: L, uzaymndaki ||.||<¢> normu

u(x)

lull,, <1+ [ @, [uCkix =1+ [dx [ {o@)/1}dr, (2.40)
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ve

Ol
[@ [+ de=[dx [ {pw)/tdi<1 (2.41)
1 ”””@ 1 0
ifadelerini saglar.
Dahasi, eger ||u||<¢> <1 ise,
(o)
J[JucolJax=[dx [ {p)/i}di <[u,, (2.42)
1 1 0

olur [4].
Bu sonuglar (9.12), (9.14) ve (9.21) [2] in direkt sonuglaridir.

Teorem 2.4.10: LZ uzaymda normda yakinsama ile ortalamada
yakinsamanin esit olmasi i¢in gerek ve yeter sart L: de ¢(t) fonksiyonunun A,
kosulunu saglamasidir [4].

L;l = Lf; oldugunda, Onerme 2.4.1 deki ve [2, ch. 2, Sec. 6] ile direkt sonug elde
edilir.

Tamm 2.4.5: E ile Bolim 10 [2] da oldugu gibi L; ’de normda yakinsak

sinirl fonksiyonlar ailesinin kapanigini ifade ederiz.
Diger deyisle, eger

L.u, (x) ler sinirh olmak iizere u, (x) = u,(x),

ii.

u, (x) —uo(x)”(p -0, n > o0,
ise u,(x)€ E, olur.

Eger u,(x)e L, ve

0 () = {uo (x), |u0 (x)| <n (2.43)

0, |uo(x)| >n
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alirsak n — oo iken plu, —u,]= J @[u, —u,]dx ifadesinin 0 a yaklasmasina ragmen,
1

e, () =y (x)]] stfira yaklasmayabilir [2, Onerme 10.1].

Tanim 2.4.6: E; ile normda yakinsak smirli fonksiyonlar ailesinin L’Z = L;]

kapanigini ifade ederiz.
Asagidaki Teorem, Onerme 10.1 [2] ve Onerme 2.4.1 in sonucudur:

Teorem 2.4.11: Eger ¢(x), A, kosulunu saglamazsa, normda yakinsak
sinirli fonksiyonlar ailesi Lf; icinde higbir yerde yogun degildir. Ama eger ¢(u), A,
kosulunu saglarsa, E, = L'; = LZ = E; olur [4].

E, L, de L; nin maximal lineer alt uzay1 oldugunda, E; kiimesi L<1>1 de
E;* nin maximal lineer alt uzay1 olarak goz Oniine alinabilir. Bu biitiin 4 degerleri
icin Au(x)e L, olmasindan goriiliir. Ayrica u(x)€ E, olur [2, s.84]. Bunu

gostermek i¢in herhangi bir £ >0 verildigini diisiinelim ve 4 =g/2 yazalim.

u(x)/Ae L, oldugundan 6yle bir v(x) =u,(x) /A mevecuttur ki

u | u, (x) —u(x)
p{v—z,(o} —}f(D[T}del (2.44)

olur. u,(x) sirlt bir fonksiyon oldugundan, v(x)—u(x)/A=Av—u)/A=(u,—u)/A

olur. Buradan

i () w0, < A=¢/2. (2.45)

[2] deki formiil (9.24) dolayisiyla

iy o)~ u ()|, < (2.46)

elde ederiz.

Bu gosterir ki dyle bir {u, (x)} smurli fonksiyonlar dizisi mevcuttur ki,
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u, (x)=u(x)|, =0, n—> o0 (2.47)

olur. Boylece u(x)€ E, oldugu goriiliir.
Onerme 2.4.1 ve Teorem 10.2 [2] den asagidaki teorem elde edilir:

Teorem 2.4.12: L;, uzaymin ayrilabilir olmasi icin gerek ve yeter sart ¢

fonksiyonunun A, kosulunu saglamasidir [4].

2.5  Uygulamalar

Lf; ’de normun hesaplanmasinda zorluklar oldugunda normun alternatif

formlarinm1 g6z Oniine alabiliriz.

Teorem 2.5.1: u(x)e L, ve

[w.[ ok u))/K uto| Jdx =1, (2.48)

kosulunu saglayan bir pozitif k&~ sayisi var olsun.

Bu durumda

1 *
el =], = k*f(/’[(k u(x))) o (2.49)

1

olur.

Bu sonuglar Teorem 10.4 [2] {in direkt sonuglaridir.

L'Z de bagka alternatif norm ifadesi verilebilir.

Teorem 2.5.2: u(x)€ L, olsun. O zaman

1
e, = o), = 1}2gz(l+ ! D, [(k|u(x)|)]de (2.50)

olur.
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Bu, eger ®,(u) yerine M (u) alirsak Teorem 10.5 [2] ile denk olur.

Teorem 2.5.3: E, (I) uzayinda bir taban mevcuttur.
Bu Teorem 12.1 [2] den ve L, (I) = L, (I) gergeginden gikar.
E; uzayma iliskin, u(x) in E; ye ait olmasina dair gerekli ve yeterli kosul bulmakla
ilgilenelim.

Teorem 2.5.4: u(x)e LZ fonksiyonunun E; ’ye ait olmasi i¢in gerekli ve
yeterli sart LZ uzaymin mutlak siirekli norma sahip olmasidir. Yani her € >0 i¢in

oyle bir § >0 vardir dyle ki mesX < ¢ iken
w20, <& (2.51)

saglanir. Bu Teorem 10.3 [2] ten ¢ikar.

E; ve L, uzaylarini karsilastirmak igin, H(E;;r) ile
d(u,E)) = inf e, <7 (2.52)

kosulunu saglayan u fonksiyonlarinin ailesini gosterelim.

Teorem 2.5.5: ¢(x) fonksiyonunun A, kosulunu saglamadigim diisiinelim.

O zaman
H(E;;l) c L<1>1 c I_T(E;;l) , H(E;;l) * L<1>1 * I_I(E;;l) (2.53)

olur.
Bu Onerme 2.4.1 ve Teorem 10.1 [2] den goriiliir.

E, uzay1 i¢in A. N. Kolmogorov'un kompaktlik kriteri diisiiniilecek olursa
E;, uzayi icin agagidaki kriteri Teorem 11.1 [2] den dogrudan elde ederiz:

Teorem 2.5.6: E; uzayinda bir R fonksiyonlar ailesinin LZ ye gore

kompakt olmasi i¢in gerekli ve yeterli sart,

a) Vu(x)e R igin ||u||<¢> <A,
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b) Keyfi £ >0 igin dyle bir § >0 bulunabilir ki » <J iken R nin her u

fonksiyonlar ailesi icin ||u - ur” 0 <€

Buradaki u, =u, (x),

u (x) = [ uwa,

" T(x)

ile tammlanan Steklov fonksiyonudur. Burada 7 (x); r yarigapli x merkezli agik
yuvardir ve m,_ ise bu acik yuvarin uzunlugudur [2, (11.3) formiilii].
F.Riesz’in E, uzay1 icin kompakthik kriteri diisiiniiliirse E; icin asagidaki kriteri
elde ederiz [2, Teorem 11.4]:

Teorem 2.5.7: E; uzayinda bir R fonksiyonlar ailesinin Lf; "ye gore
kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter sart agagidaki kosullarin saglanmasidir:

a) Yu(x)e R igin ||u||<¢> <A,

b) Keyfi € >0 i¢in dyle bir 6 >0 bulunabilir ki, d(h,0), h ile 0 arasinda
uzaklig belirtmek iizere, biitiin u(x)e R ler icin d(h,0) < iken

JuCx+m)—u) , <e.

Simdi daha 6nce tanimlanan ®,(x) = J {@(1)/t}dx olmak iizere ®,(x) ve
0

Y, (x) karsilikh tiimleyen fonksiyonlar olsunlar.

v(x), L;l uzayinda bir fonksiyon olmak iizere,

Ju)= [u,v] = J.u(x)v(x)dx, u(x)e LZ (2.54)

1

alalim. O zaman L’Z (I) tam uzayinda I (u)nun bir lineer fonksiyon tanimladigi

Banach-Steinhaus teoreminden [4, kaynak 8 s.135 ve kaynak 2 s.54] elde edilir.

15 = sup |S@w)| (2.55)

e gy <t

alalim. (14.2) [2] formiiliinden
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[5]<v., <2[5] (2.56)

elde ederiz.

Kw)=[v],, /|| dersek. 1< K(v)<2 bulunur.

|a , a>1 ile tanimlanirsa, LZ icin K(v) ’nin degerinin hesaplanmasi

P(u) =|u

icin, d>1(u):u“/ o olacagindan,

a
-, a0 ] 257
1

kullanabilir.

Asagidaki ifade [2, s.125] deki sonugtan elde edilmistir.

v
18] = H:‘ugl iu(x)v(x)dx = a|1|/a”;]1/ 5. (2.58)
Boylece v(x)e 3, olmak iizere
K@w)=a"p" (2.59)

olur.

Teorem 2.5.8: ¢ fonksiyonunun A, kosulunu saglamadigini diisiinelim. O

zaman (2.54) Lf: de bir lineer fonksiyonelin genel formu olamaz.

Bu Teorem 14.1 [2] ve Onerme 2.4.1 den cikar.
Teorem 2.5.9: v(x)e L’;l oldugunda (2.54) formiilii E; izerinde bir lineer

fonksiyonelin genel formu olur.

Bu bizim E; i¢in tantmimizdan ve Teorem 14.2 [2] den goriiliir.
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3.0RLICZ UZAYLARINDA POLINOMLARLA AYNI
ANDA YAKLASIM

3.1  Giris

Klasik Orlicz uzaylarinda cebirsel/trigonometrik polinomlarla yaklasim
problemleri bircok matematikg¢i tarafindan ¢alisilmistir. [7] de Tsyganok
trigonometrik yaklasimin Jackson esitsizliklerini elde etmistir. [8] de Kokilashvili
trigonometrik yaklagimin ters teoremlerini elde etmistir. [9] da Ponomarenko,
Fourier serilerinin kismi toplamlart ile trigonometrik yaklagimin bazi diiz
teoremlerini ispatlamistir. [10] da Cohen Fourier serilerinin kismi toplamlarn ile
trigonometrik yaklagimin bazi diiz teoremlerini ispatlamistir. Diger taraftan klasik
Orlicz uzaylarinda fonksiyonlara cebirsel/trigonometrik polinomlarla ayn anda
yaklagim [11] de Ramazanov ve [12] de Garidi tarafindan ¢alisilmistir. Bu
sonuglarda Orlicz uzaylarini tireten Young fonksiyonlart konvekstir. Olusturulan
Young fonksiyonu kvazi-konvekslik kosulunu sagladiginda benzer problemler R.

Akgiin [13,14,15] ve R. Akgiin, D. M. Israfilov [16,17] tarafindan calisilmistir.

Bu boliim L’: Orlicz uzaylarinda cebirsel/trigonometrik polinomlarla ayn1

anda yaklasim problemlerini igerir.

—0 < p<g<eo alalimve Y|[p,q] ile (—oo,00) arahiginda tanimlanmis

asagidaki iki kosulu saglayan ¢ & fonksiyonlarini ifade edelim.

i.  |u| artarken, @(u)/u” azalmayandr:

ii. |u| artarken, @(u)/u? artmayandir.

p < g oldugunda Y<p,q> ile bir £,0 >0 i¢in @€ Y[p+¢€,q—J] kosulunu

saglayan @ fonksiyonlar sinifini ifade ederiz.
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o(x) ~[p,, p,1, 0< p, < p, <o (yadabenzer sekilde —o< p < p,<0)ile
negatif olmayan @(x) cift fonksiyonlarini ifade ederiz 6yle ki x, (0,o0) araliginda

artarken @(x)x " azalmayan ¢(x)x " artmayandir.

@(x) ~[p, p,), 1S p, < p, <ooile t — oo iken @, (¢) = @(r)/t — oo alalim.
v, (1), o) = ¢(t)/ t fonksiyonunun ters fonksiyonu olsun. () azalmayan, stirekli,

pozitiftir.
®,(x) = j o,(dt ve W, (x):= j w,(t)dt
0 0

yazalim. Buradan &, (x), ¥,(x) konveks birer fonksiyon olurlar ve boylece &, (x)
ile ¥,(x) Young anlaminda tiimleyen fonksiyon olurlar.

f(x)g(x) carpimui [ araligi iizerinde her g(x)e L, (I) icin integrallenebilir
kosulunu saglayan f:7 — R fonksiyonlarinin ailesi L'Z ile gosterilir.

Lf; uzaymda norm

1 £y =171y, = sup|[ £ (D g ()l 3.1)
8 |1
seklinde tanimlanir. Burada supremum
P8, %) =¥ (g(0dr<1 (3.2)
1

kosulunu saglayan g ler iizerinden alinmistir.

L; :={f:I+RI jf(x)g(x)dx<oo, Vg e Lq,l}.

feL,, gely icin
||g||<w =inf {k > O:p(%;‘l’lj < 1}
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olmak iizere genellestirilmis Holder esitsizligi [4]

[ r@g@adx <[], sl (3.3)

olur.

1984 te A. R. —K. Ramazanov [11] L'; Orlicz uzayindaki fonksiyonlar i¢in
Jackson tipli esitsizlikleri elde etmistir (ayrintilt sonuglar icin (R. Akgiin [13,14] ve
H. Koc, R. Akgiin [18]). Daha sonra Wu Garidi [12] Ramazanov’un sonuglarini

genisletmis ve Jackson tipli esitsizlikleri tiirevler icin
Ly ={rerf"er,)

Sobolev uzayinda ispatlamistir.

a=-rx ve b=r igin L, ve L notasyonlarim kullanacagiz.

Ly ={f:f.f"e\L,},
Lr={f S e LAY,

Ama L'Z ya da L*;,” uzayinda Oyle fonksiyonlar bulunabilir ki L:, yada LfM
uzaylarina ait degildir.

Ornegin @(x) ~ <2,3> alarak @(x)=x"*, 0<x<1 ve p(x)=x"*, x>1
tanimlanirsa [4, s. 67-68] @ konveks olmaz. L: tanimlanabildigi halde pr

tanimlanamaz.

Bu boliimiin ana amaci Sobolev tipli uzaylarda fonksiyonlara
cebirsel/trigonometrik polinomlarla ayn1 anda yaklasim problemlerini g6z Oniine
almaktir.

Kolaylik olsun diye bu ¢alismada her yerde C sabiti ile degisik yerlerdeki

farkli pozitif reel sayilar ifade edilecektir. Ana sonug¢larimiz sunlardir.
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3.2  Ana Sonuclar

Teorem 3.2.1: pe Y<p,q> , 1< p<g<oo alalm. r=1,2,3,... ve
v=0,1,2,...,r olsun. Herhangi bir fe L;*" icin dyle bir n dereceli P cebirsel

polinomu mevcuttur ki herhangi #» >1 tamsayis1 i¢in

Hf(”) -PY <ca_,, (r11n)

() e

saglanir. Burada C sabiti sadece r ve ¢ ye baghdir.

Teorem 3.2.2: pe Y<p,q> , 1< p<g<oo alalm. r=1,2,3,... ve
v=0,1,2,...,r olsun. Herhangi bir f € LZ;; icin dyle bir n dereceli T trigonometrik

polinomu mevcuttur ki herhangi n» >1 tamsayis1 i¢in

H FO

saglanir. Burada C sabiti sadece r ve ¢ ye baghdir.

33 L*; Uzaymnda K Fonksiyoneli ve Diizgiinliik Modiilii

Varsayalm ki r=1,2,3,... , v=0,1,2,..r, t>0 ve f € L'Z” olsun.

Iy - oy » ::,.Z:; i H me@ (3.4)

olmak iizere K fonksiyoneli

e} e

K, (f.1)= inf{”f —g||v’<¢> +t

ile tanimlanir.

)= 3t

i=0

ifadesi f fonksiyonunun r inci farki olarak adlandirilir.
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h 20 icin

I = [a,b—h] ,L0<h<b-a
"o h>b—a

olarak tanimlayalim.

||.||<¢>(®) =0 ve fe L, igin r inci diizgiinliik modiilii

(3.6)

D, 1 (f,t)=sup|A;(f,.)

0<hst ‘<¢’>(1 )

seklinde tanimlanir.

Agiklama 3.3.1: o, (f,t) diizgiinlik modiilii asagidaki genel 6zellikleri

saglar:

0 ., (f,t) ifadesi t nin monoton artan fonksiyonudur ve

@, (f.0)=0.

(2) Herhangi bir f e L, igin, t — 0 iken @, 1) (f.,t) = 0 olmasi i¢in gerek
ve yeter sart @ fonksiyonunun A, kosulunu saglamasidir.

(3) Eger fe L, ise @, (f.1)<t'a,,(F".1) olur.

(4) Herhangi bir negatif olmayan » tamsayist icin
D, 1 (f,nt)< n'e, ., (f,t) olur.
Teorem 3.3.2: ¢ fonksiyonunun A, kosulunu saglamasi i¢in gerek ve yeter
kosul verilen herhangi bir r tamsayisi ve f € L*; fonksiyonu i¢in
D, 1) (f.1) >0, t > 0 ozelligini saglamasidur.
Ispat: ¢ fonksiyonu A, kosulunu saglasin. Varsayalm ki P,, (n=1,2,...)
fe L*; fonksiyonuna yakinsayan bir polinomlar dizisi olsun. 0 </ <% icin [8]’de

oldugu gibi
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st (-2, _sup{”Af P ()\dx;p(g,xpl)g}

9)labrh g€Ly

g (]ar: g z«y,p(g,wl)a}

i(—l)”@(f = B)(x+ih)

|f (x+ih)—P,(x+ih) ||g |dx:gel41,1,p(g,‘l’1)ﬁl

=sup r r flx+ih ' (x+ih)||g(x)|dx:ge Ly, ,p(g,¥,) <1
s s oass e . plaw)
i=0

:sup{r b;'jh j|f (x+ih)—P,(x+ih) ||g |dx:ge L.I,l,p(g,‘l’l)Sl}

<> U{p [ 17 e = (erin)g (D]av: ge Ly, p(e. ) 1

:,-_OUJ”f(XJrih) P, (x+ih) ” Pabori]”

Lf; uzay1 Oteleme altinda invaryant oldugundan
x+ih=u, 0<i<r,a<x<br—h, a<x+rh<b yazarak

|47 (Mg =10 (F = B )+ A2

Migas
SHAI’ f_P”")H< Va,b-rh] H B H Va,b-rh]

(@)]a.b-rh]

<2 f = Bl s + AT

9 -
elde ederiz. Boylece

HAf (f =2 ”f - Pn||<¢>[a,b_rh] + HAf (P

”’.)H<¢>[a,b—rh] <€

’ .)H<¢>[a,b—rh]

buluruz. Dolayisiyla, n — oo iken @, 1 = 0 yazilabilir ¢iinkii,

Co,,(f)<e
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Teorem 3.3.2 nin diger yoniinii kanitlamak kolaydir.

Varsayalim ki E ¢ L’;‘” olsun. Uygun ¢ > 0 i¢in en iyi yaklasimin derecesini

pr,;o(f’E) :1gI€1£ ||f_g||r,<¢>’t (3.7

ile verelim [12].
Teorem 3.3.3: Varsayalim ki r=0,1,... , v=0,1,...,r, t>0 ve f€ LZ”

olsun.

Sadece r, @ ye bagh dyle ¢ ve C sabitleri vardir ki

c'o_, ., (1) <K, (fr)<Cra_, (Y1) (3.9)

esitsizligi gerceklenir.
Ispat: Ispatta dncelikle esitsizligin sol tarafinin hesabini yapalim. [12] deki

yontemi kullanacagiz.

0<v<r, feL,” veherhangi ge L, icin, D, 1 (f,) nin (3) iincii 6zelliginden

(9) j

elde ederiz. g keyfi alindigindan g ler iizerinden infumum alarak

(r-v)

@, () (f.1)< C(Hf(”) —gH@ +17" g

ct'e_, ., (V1) <k, (17) (3.9)

elde ederiz. fe L,", i=0,1,...,0—1 i¢in

r—t (r-1) . L**,(rﬂ)er)
‘g v-rfg) 8<% }

K (£0.0) =inf {Hf‘” - g

+1
v-19)

>inf {Z.Hf(”l) - g’ 4+ g(”’) g€ L‘;;,(VJrUZZ)}

v—t-1,(p) v-1-1,(p)

r=t-1 || (r=1-1)
+t h v

> ¢.inf {H £

‘he L**,(r+v—2z—2)}

v-1-1,(p) v-t-1,(p)
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=tk (). (3.10)

r—t-1L,¢

Bu formiil tekrarlanirsa
K! (f.t)2t"K) (f(”) t). 3.11)
r.Q > =0, >

Boylece (3.9) ve (3.11) den sol taraf ¢ikar.
Ct“a)r_lw (f(v),f) < Krv’(p (f,t).
Simdi esitsizligin sag tarafini ispatlayalim. » =0 icin

K, 0 (f.t)= || f || =@, f t) oldugundan sonug agiktr. Ispatta bu asamadan sonra

rz1ve fe L, alalim. Oncelikle 0 <t <%= alalim ve

472

3(b- - - 3(b—
I,=|a,a+ (b=a) , = a+u,b ,L=1,NnI = a+b a,a+ (b=a) ,
4 4 4 4

60 (x)= £+ [ J () A (fox)ditodit, e,

()= £ () [ [ (1 A () it xe 1,

Varsayalim ki '[‘Pl (v(x))dx <1 olsun. Oyleyse i =0,1,... igin

I(l

t j.'“j.A;mw,- (f(i),x)dul...durjv(x)dx
0 0

j[J. A, (f(i) , x)v (x) dx] dul...du,‘
o\ 7,

Boylece
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r=o,

Hf Mgl

- < rrwrw (f('),t) <Ct'"'w " (f(v)’t)' (3.12)

Benzer bicimde

W _ ) vi )
Hf E ) SCa_y (f ’t) (3.13)
olur.
r (r+i) _ - r+j r I (i)
t =[> (-1 A ,
" e Zl( ) []j ’ (f ) {p)1o)
-7 i v—i v
< (J iw,, (1O )<, (F) (3.14)
j=1
ve ayn sekilde
|| o (r+) v-i (v)
s ()(1) SC0_) (f ’t)'

(3.15)

3(b-a)

x€[a,a+%*] icing(x)=0_ xe [a+ - ,b} icin @(x)=1 ve x€ [a,b]

i¢in ‘go(') (x)‘ <C, i=0,1,...,2r kosullarin saglayan bir ¢(x)fonksiyonu alalim.

g€ L, (1,) ve g € L, (I,) oldugundan g, g, € L, bigcimde

genisletilebilir.[11]
g(x)=(1-0(x)) g (x) + p(x) 8 (x) (3.16)

alalim. Buradan i =0,1,...,r + ¥ icin
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g (x)=(1-0(x) & (x)+ 9(x) 8" (1) + 16 (x) (8 () = 8" (x)  G.17)

oldugundan i =0,1,...,r+ v icin (3.12), (3.13) ve (3.17) ile

Hf _g )(11,) Hf _gl (p)(111,) < Ctv_iwr—u,w) (f(v)’t)’ (3.18)
Hf -g" i) =7 -g i) <Cfv_i“’r-v,<¢>(f(“),t), (3.19)
Hf _go Hf _gl \5)
<Cra (£ )+CZ( SE P TAShr i ij

< Cl‘viia)rfuy<¢,> (f(v)’t)' (3.20)

i=0,1,....,r i¢in (3.12), (3.17) ve Onerme 1a [11] den,

Hg(m) i~ C( s UM & ‘<¢>(m ’
+;Zi;¢(i")(X) g’ (x)- gy (%) <¢>(12>J
S (T S T T R
* C( & o) & ‘<¢>(11) +Hr- g°||<“’>(’<*) +Hr- g1||<¢>(11)j

(3.21)

elde edilir. Boylece

”'”<¢>(1) = ”'”<¢>(12) + ”'”<¢>(n10) + ||’||<¢>(1|11)

kullanilirsa 0 <7 < ’;‘Tf icin (3.18) ve (3.21) den,

37



Ko (£ )< =8l +1 [, SC @ (£.1) (3.22)

elde ederiz. Diger taraftan herhangi s =21 i¢in
Kﬁ(p(f,st) < s’“’Kf#,(f,t)

buluruz. Boylece (3.22) den ve t“a)r_vg< o) ( f ®) ,t) nin monotonlugundan

Krv,q, (f,Sl) < Sr+UCtUa)r_v’<¢> (f(v),t) < (sr+uc)(st)v wr_v’<¢> (f(u)’st)
cikar. Boylece 0<t<b—a igin

K, (fost)<Cra_, (Y1) (3.23)
elde ederiz. Burada C sabiti sadece » ve ¢ ye baghdir.
P_ c L, ve ayrica herhangi p(x)e P, igin ) (x)=0,i=0,1,..,0

olur. Bundan dolay1 =1 igin K (f.t)<p,,(f.P_) olur. Boylece asagida

verilen Onerme 3.3.4 den goriilebilir ki ¢t > b —a i¢in Teorem 3.3.3 dogrudur. Simdi
Teorem 3.3.3 in ispatin1 bitirmis olduk.

Onerme 3.3.4: Varsayalim ki r=1,2,... ve v=0,1,...,r olsun. Bu durumda

herhangi fe L) ve t>b—a igin

v (v)
pr,qa(f’Pr—l)SCt wr—v,<¢>(f ’t)

olur. Burada P._,, r—1 dereceli biitiin cebirsel polinomlarin kiimesidir ve C sabiti

r=1°
sadece r ve @ ye baghdir.
Ispat: Teorem 3.3.3 in ispatinin ilk kismindan f e L," igin 6yle ge L™

mevcuttur ki
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17 = &l oy + (=) [8"] <c(b-a) @_,,(r".p-a) (3.24)

v(9).(b-a)

.....

X€ [a,b] icin

|67 (x) = P ()

Boylece i =1,...,r icin kolaylikla gériilebilir ki
e -5 = sup [[(5 ()= p () v(x) e
(0 pwsily

b
(i) _ (z‘)”
< Hg Py, ”1"\y1 p(i‘\lyrl;ﬂ:‘:|v(x)|dx

=l 1, & = "], < C-a)s” -7 .

Bundan dolay1, t 2b—a igin

||f - p||v,<¢>,t < ||f - g||v,<¢>,t + ||g - p||v,<¢>,t

S”f_g”w),t+[c(b—a)]ng(’)H<¢>g( t J

C(b-a)

= {”f B g””v<¢>,t +(b-a) Hg(r)H@ i}:(ﬁj }

t

] C((b - “)J {”f ~8lupoa Hb-a) Hg(r)H@ (v+ 1)}

d D ™ ()
= C((b _ G)J {”f - g||v,<;a>,(b—a) + (b - a) Hg Hv’<¢>’(b_d)} (325)

39



olarak elde ederiz. (3.24), (3.25) ve asagidaki esitsizlik 1s18inda ¢ > b —a icin

(b_a)v @, ) (f(v),b—a) < t"a)r_vw> (f(v),t)

Onerme 3.3.4 nin ispatin1 tamamlariz.

Sonug 3.3.5: Varsayalim ki L , L:‘ dan Lf; a bir sinirhi lineer operator olsun

#,r+0

ve ||L||1),<¢> <C, olsun. Eger herhangi bir ge L:, icin

(r)

||g _L(g)||v<¢> < Cotr 8

v.(p)

ise herhangi fe L, icin ”L”D,<¢> = sup (L(f)

111, )51 vde

) olmak iizere

||f_L(f)||v,<(p> < Ctvwr—v,<<o> (f(“),t)

olur. Burada C sabiti sadece r ve ¢ ye baghdir.

3.4  Ana Sonuclarmn ispat

Ispat icin asagidaki Onermelere ihtiyacimiz vardar.
Onerme 3.4.1: Varsayalim ki I = [a,b] ve J = [c,d ] kapali araliklar
olsunlar. I = J, r=0,1,... ve f(x) fonksiyonu [ iizerinde tanimli olsun. f (x)

fonksiyonunu / dan J ye asagidaki formiille genisletelim:

S(x) , xe[a,b],
fo(x): ZZr:al.f(a%—T"%(a—x)) , X€ [c,a )

i=0

g,ﬁif(b—z“ ba(x-b)) , xe(b,d].

i=0

Burada {&;} ve {8} asagidaki kosullar saglayan reel sayilardir:
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Sa(-27m=) =1, Sp(-2782) =1, j=01..2r

i=0 i=0

Oyleyse i,j=0,1,...r t>0 veherhangi fe L icin

(i) (4)
o (11 1) S €, (£7.1)
olur. Burada C sabiti r, ¢, I ve J ye baghdir.

Onerme 3.4.1 in ispat1 Ramazanov’un calismasindaki Onerme[11] ve

Teorem 2[11] nin yontemi kullanarak yapilir. n dereceli biitiin cebirsel polinomlarin

kiimesi P, olsun.

1
i
[ 4. (r)dr=1 (3.26)
21
ar

K, (1) =&(;j/4 (3.27)

ve

#, (1) = krl (-1 (,:jK (,’J / k (3.28)

olsun.

Eger f(x) fonksiyonu [—1,1] arahfinda tanimli ise, f (x) fonksiyonunu
[-2,2] ye genisletmek i¢in Onerme 3.4.1 deki yontemi kullaniriz ve genisletilmis

f (x) fonksiyonunu f, (x) ile ifade ederiz.

@, (f.x):= [ £,(t), (t-x)dte P, (3.29)



alalim.

Varsayalim ki =1+, i=1,2,...,r interpolasyon noktalari ile F(x)in r inci
interpolasyon polinomu Q. (x) olsun.

q(f,x)=0,(x) yazarak asagidaki 6nemli bir polinomu tanimlayalim:

L(f.x)=®,(f-q(f).x)+q(f.x)eP, n=1. (3.30)

Onerme 3.4.2: [19] Varsayalim ki r,n=1,2,... ve i =0,1,...,4r —2 olsun. Bu

durumda (3.27) de tanimlanan K () ,
4 7 .
j|z|’ K, (t)di<Cn, (3.31)
4
<cli+|d|(b-a)} o, (r.0-a). 332)
esitsizliklerini saglar. Burada C sadece r ve ¢ ye baghdir.

Onerme 3.4.3: r=1,2,... ve v=0,1,....r oldugunu varsayalim. Oyleyse

(3.29) da tammlanan @, lineer operatérii ve [—1,1] araliginda en azindan v kokii

<¢>}

bulunan herhangi f e L,” igin,

(v) l 1-4r+v
‘@ < c{cor_w> ( £, nj +n

elde ederiz. Burada C sadece r ve ¢ ye baghdir

£ -2l (£.) v

ispat: [12] deki degiskenleri kullanarak

alalim. O zaman
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()= [ {00+ (1" & ()}, (a3 U 0

~ =

=A4,(f.x)+B,(f.x)

ve

TRIOEVIRIT s AT |

001 <]

(#) (¢)

olur.
g€e L;*’”” ve g,, & nin [—1,1] den [—2, 2] ye genisletilmis fonksiyonu olsun.

Oyleyse (3.26) dan,

g(')(x)—A,(li)(g,x): IA (go x) ,(t)dt, i=0,1,..

¢ikar. i =0,1,...,v icin Onerme 3.4.1 ve (3.31) den,

I[}A (s.2) K ()m}( )dx

¢ ()= (8. = sup

<¢> p(v.¥))

jAt’ (g(()i),x)v(x)dx

-1

an(l)dl

IN

1
.
1

sup
- p(v.¥))<l1

K, (t)dt

(p)[-2.2]

Sj@m( 1)K, (1) I<JV

(i+r)

<C ‘ I|t|K dt<Cn"

{(o)-11]

elde ederiz. Bundan dolay1 ¢ =1 ve herhangi ge L”’ " i¢in

<
v{0)r C( j

(3.33)

ls()-4,(s.)
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buluruz. Diger taraftan f e L’;”“’ [—1,1] ve i =0,1,...,0 igin kolaylikla

07 e ik, )

(9)

B fo(i) H<¢>[—l+jt,l+jt] ”v”(\{fl)[—l,l]} Kn (t) dt

!
< Hf "’ (X)H Paad o (o] Il K, (r)di < CHf (i)H<¢>[—1,11 '
Dolayistyla |
A,y =€l Fe L
buluruz ki bu
|Al,,, <C. (n=12..) (3.34)

oldugunu gosterir.

fe Lj” [—1,1] icin (3.33), (3.34) ve Teorem 3.3.3 iin sonucundan,

1Y w 1
< — _
vo). —C(,J “’r—v«@[f ,J

|F()-A,(F.)

Bundan dolayi,
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1
) <Cw ® = 3.35
0 e [f nj (33

cikar. Ayrica

ve
R (x)= [ f3" (x+it) K, (r)de +

(v-1-j) (4) 2-x _ plo1=j) () -2-x
KD () 2 k0 (2 H}

i
g6z oniinde bulundurularak (3.32) den,

[ £ (x+it)K, (1)dr

(#)

f(”)

(o)-1.1]

< Cnl—4r+v

f(U)

o’ (3.36)

Varsayimlarimizdan, £, i=1,2,..,0—1 nin [-1.1] iizerinde i tane kokii vardir.

Varsayalim ki i =1,2,...,v—1 igin f ) nin kokleri ¢, olsun. Oyleyse
Xe [—2,2] icin

A7 (0] =

[ 7 (1) e

2

< [R5 ()] ax
-2

< Hfo(m)

(i+1)
(p)-2.2] ||1||<‘yl> < CHf

{(o)l-11]
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elde ederiz. Boylece i =0,1,...,0—1 igin,

S L T

(o)l-11]

cikar. Dolayisiyla xe [—2, 2] icin,

sl =-<ell,, =0t

, 0
9 (#)

olur. Bundan dolay1 j=0,1,...,v—1 icin,
el i 2zl

(3.32) yi tekrarlarsak

buluruz. Boylece

Zo{(_%jl {fgv-l_n (2)k" ( 2 ; xj RTDKY (_21'_ xﬂ}

7k

(3.37)

S Cn1—4r+1)

elde ederiz. (3.36) ve (3.37) den

[z~ 0

scnl*‘”*“u f(”)H Ci=lor
(9)

()
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buluruz. Bundan dolay1

f(”)

B,(zv) (f")H<¢> < CprY

e (3.38)

(3.35) ve (3.38) ten, Onerme 3.4.3 un ispatin1 tamamlayabiliriz.

Onerme 3.4.4: Varsayalimki r=1,2,..., v=0,1,...,r ve ¢(f,x) yukarida

tanimlandig: gibi olsun. Hq H— sup
17kt

" (f )H< > alalim. Boylece herhangi
?

f e L, igin,

olur. Burada C sadece r ve ¢ ye baghdir.

£2()-q" (f,.)H< < cli+[q”(b-a)} @, (£7.b-a)

9,

Ispat: Q(x)e P_, oldugunu varsayalim. Oyleyse, Onerme 3.3.4 ii kullanarak,

[12] den,
179() 4 f")H@ <|r-gv e —Q,.)H@,>
<{(b-a)" +[¢"[}] 1 -0" o {olo-a)
<c{i+]a”|(b-a)"} o, (£b-a).

Teorem 3.2.1’in Ispati: Varsayalim ki xe [-1,1] i¢in ©=0,1,...,7 olsun.

Markov esitsizliginden,

‘ (fx‘<Cmax|q fx| Cmax‘ ‘<Cm |Q | (3.39)

xe[-L1] 1 1]

[19] daki Onerme 4 ii kullanarak

C max |Q |< C max |F =C max
xe[-1,1]

xe[-L1] xe[-L1]

j £t

47



1
<clrlaescll, by, <clfl, G40
-1

buluruz. (3.39) ve (3.40) tan,

4 f")H<¢> <C|fl,, ve Hq(muw <C

cikar. Onerme 3.4.3, Onerme 3.4.4 ve g(f,x) in r—1dereceli bir polinom olmasi
ile [12]

D, = 0= () -2 (1 =a (). )

elde ederiz.
Teorem 3.2.2 nin ispatlz [6] daki Boliim 4 ten r =1,2,... i¢in, dyle

{Iéﬂ (t)} c T, mevcuttur ki

[ K, (1)dr=1, (3.41)
[ I K, (Ddr<Cn”. i=0.1,...r (3.42)

olur.

(3.43)
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alalim [12]. (3.33) ve (3.34) daki gibi benzer sonuclardan, (3.41) ve (3.42) den

le()-L,(g.)

L

n

v S CGJ H g

<C,n=12,.. (3.20)

oo’ ge L, (3.44)

v(9)

oldugu goriilebilir. Boylece herhangi f € Lﬁ;;ﬁ” icin Teorem 3.3.3 iin sonucundan,

1Y w 1
< — -
U,<¢>,;—C(nj “’r—v,<¢>(f nj

|7 ()-L.(5.)

cikar. Dolayisiyla

elde ederiz.
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4. AGIRLIKLI ORLICZ UZAYLARINDA AYNI ANDA
YAKLASIM

4.1 Giris

Bu boliimde konvekslik sart1 olmayan Young fonksiyonu ile iiretilen LW

agirlikli Orlicz uzaylarinda ayni anda trigonometrik yaklagimin temel teoremleri

ifade ve ispat edilmistir. Biz 6zellikle A, Muckenhoupt kosulunu saglayan agirliklari

kullanacagiz.

Ozel durumda, ¢ konveks oldugunda, trigonometrik yaklasimda Jackson
esitsizlikleri ve tersi gibi bazi temel esitsizlikler Israfilov ve Giiven tarafindan
incelenmistir. Ornegin [20] de klasik agirlikl1 Orlicz uzaylarinda Jackson tipli
esitsizlikleri ve tersi Israfilov ve Giiven tarafindan ispatlanmistir. [21] de klasik
agirlikli Orlicz uzaylarinda fonksiyonlarin tiirevleri i¢in Jackson tipli esitsizlikleri ve
tersi Israfilov ve Giiven tarafindan ispatlanmustir.

¢ kvazi-konveks yani ¢ bir konveks Young fonksiyonuna denk oldugunda
[16] da Akgiin Lﬁw de baz1 diiz ve ters teoremleri elde etmistir. Ozellikle [17] de

Akgiin ve Israfilov aym anda yaklasim ve ters yaklasim teoremlerini incelediler.
Inceleyecegimiz fonksiyon smiflarini tantmlamak igin klasik agirlikli Orlicz
uzay1 tamimui ile baglayalim.
Kolaylik olsun diye bu ¢calismada her yerde C sabiti ile degisik yerlerdeki

farkli pozitif reel sayilar ifade edilecektir.
Bir @: T —[0,c0] fonksiyonu dl¢iilebilir ve @' ({0,e0}) 6ngériintii

kiimesinin 6l¢iimii sifir oluyorsa @ fonksiyonuna agirlik fonksiyonu denir.

27z periyotlu bir @ agirlik fonksiyonu eger

(%Iw(x)dx](%jw_”ll(x)dx] <G I<p<es,
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saglarsa @, A, 1< p <eo Muckenhoupt sinifinda bir agirliktir denir. Burada C

sonlu bir sabit; J, T nin herhangi bir alt araligi, |J

, J nin uzunlugunu ifade eder
[24].

M (o) :=lim__,_ M (x)=oo kosulunu saglayan M :[0,c0) —[0,0) artan
fonksiyonlarin sinifin1 & ile ifade edecegiz. M bir N —fonksiyonu oldugunda [2]
N(u) ile M (u) N —fonksiyonunun tiimleyenini ifade ederiz. M (u) bir
N —fonksiyonu olsun. T:=[0,27) lizerinde tammlanmis Slciilebilir f fonksiyonlar
stnifin1 goz Oniine alalim 6yle ki f(x)g(x)@(x) carpimu T iizerinde her dl¢iilebilir

g € L, i¢in integrallenebilir olsun ve
p, = p(g.N,0) = [ N(g(x)paxx)dx,
T

p(g,N,w)<1

yazalim.

Son esitsizligi saglayan biitiin g ler tizerinden supremum alarak

71,0 =sup|[ f (g (exx)dx

Orlicz normunu tanimlariz. || f || o <o kosulunu saglayan f:T — R

fonksiyonlarinin olusturdugu bu simif ij,w ile gosterilir ve klasik agirlikli Orlicz
uzay1 olarak adlandirilir.
M (x,p)=x", 1< p<oo alarak bir @ agithgi i¢in L’ (T,w) =L (“p),w('lf)

olusur.

Biz simdi klasik ij,m Orlicz uzayindan daha genis olan bagka bir fonksiyon

- . ok . . o s
sinifinin tanimini verecegiz. Bu genis simifi L, , ile ifade edecegiz. g€ L,

fonksiyonlarinin konveks olmasina gerek yoktur.
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—0 < p< g <eo alalimve Y|[p,q] ile (—oo,c0) araliginda tanimlanmis

asagidaki iki kosulu saglayan ¢ e @ cift fonksiyonlarim ifade edelim.

i) |u| artarken, @(u)/u” azalmayandir:
i) |u| artarken, @(u)/u’ artmayandir.

p<gq oldugunda Y(p.q) ile bir £,6 >0 i¢in pe Y[p+¢£,9— 5] kosulunu

saglayan @ fonksiyonlar sinifini ifade ederiz.

o(x) ~[p,, p,1, 0< p, < p, <oo (yadabenzer sekilde —o < p, < p, <0)ile

x, (0,00) araliginda artarken ¢(x)x™” azalmayan, ¢(x)x " artmayan kosullarini

saglayan @(x) =0 c¢ift fonksiyonlarin sinif1 gosterilir.

@(x) ~[p;, p,), 1< p, < p, <ooile t — o0 iken @, () = @(1)/t — oo alalim.
v, (1), o) = (p(t)/ t fonksiyonunun ters fonksiyonu olsun. () azalmayan, siirekli,

pozitiftir.

®,(x):= j o,(dt ve W, (x) = j w,(t)dt

yazalim. Buradan &, (x), ¥,(x) konveks birer fonksiyon olurlar ve boylece &, (x)

ile ¥,(x) Young anlaminda tiimleyen fonksiyon olurlar.
LZM(']I') ile 6yle f(x), xe T fonksiyonlarimi tamimlariz ki f(x)g(x) carpim T

arah@inda her g(x)e L, , i¢in integrallenebilirdir.

L, =L (T ::{f T—R; [ f(0)g(0@(x)dx<eo, ge Lw}
T

wH .
L, ., uzaymnda Likksemburg normu

|£],,,, =inf {T >0: p[‘Pl,@, coj < 1}
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seklinde tanimlayabiliriz.

Oyle sabitler mevcuttur ki

Kolaylikla goriilebilir ki yukaridaki normlarla L, ,(T) < L (T) olur ve

L,,(T) bir Banach uzay: olur. L, ,(T) Banach uzay: agirhkl Orlicz uzay: olarak

0,0

adlandirilir ve
[ 7] = sup {f |F(0g(0)|@(x)dx: [, (|2 (0)]) @(x)dx < 1}

olur.

fel, . &€ L, , icin

<[l o8l

[ £(x)g(x)(x)dx

esitsizligine genellestirilmis Holder esitsizligi denir.
Bu béliimiin ana amaci Sobolev tipli agirlikli uzaylarda fonksiyonlara

trigonometrik polinomlarla ayn1 anda yaklasim problemlerini goz Oniine almaktir.

Ly ,={fel:f.f"eL, \L,.}

(% NoRE 07,0 07,0

fe Lj,w(T) alarak

x+h/2

Af )= j f(t)dt, xe T

x—h/2

ortalamasini tanimlariz.
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Hardy-Littlewood Maksimal operatoriiniin ¢ e Y< D, q>, I<p<g<o ve
we A, i¢in f € Lj,w(T) de siirliligini kullanarak ||Ah f (.)|| (9o < C|| f || oo < elde

ederiz [15].

Simdi agirlikli diizgiinliik modiiliinii tanimlayalim. Eger re N,

peY < p,q}, I< p<g<o ve we Ap ise, I birim operator olmak iizere, bir

fe Lf;w (T) fonksiyonu icin agirlikli diizgiinliik modiilii
Q()(f? 5)<¢>,a) = ||f||<¢>,a)

Ve

[T-4,0)

i=1

Qr(f,5)<¢>’w = sup

0<h<§

B

(¢).

seklinde tanimlanir.

Bu kosullar altinda
Qr(f’ §)<(p>w s C||f||<(p>w

olur [25].

T, ile derecesi n den biiyiik olamayan trigonometrik polinomlar sinifint

ifade edelim. fe L, (T) icin

E,(f) o =int{lf =T, :Te T}

olarak tanimlanir.

feL'(T) igin

£~y (0, (F)coske+b (F)sinko) =3 A, (3, f)

ve
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f(x)~ i(ak(f)sinkx—bk(f)coskx) = iAk(x,})

k=0
serilerine f nin Fourier ve eslenik Fourier serileri denir. f nin Fourier serilerinin n

inci kismi toplamini

S (f)= Sn(x,f):=ZAk(x,f), n=0,1,2,...

k=0

ile ifade edelim.

4.2  Ana Sonuclar ve ispatlari

Teorem 4.2.1: pe Y<p,q>, l< p<g<oo alahm. n,re N ve e A, olsun.

ENd

Boylece fe L, , igin

E,(f) oS Cous(n+D7E, (r )W

saglanir. Burada C sabiti sadece ¢, @ ve r ye baghdir.
Ispat: [16] daki Teorem 1 in ispat yolunu kullanip
A (x, f)=a, coskx+b, sin kx alalim. Herhangi fe L,; , ve £>0 igin [22, Onerme

TT,0

3] ten n dereceli Oyle bir T trigonometrik polinomu bulunabilir ki

[o(f ) -Taxxdx<e (@.1)

olur.
Young esitsizligi xy < @(x)+@(y), (x,y=0) ve (4.1) gosterir ki

I _T||<¢>,a) <& dir. Boylece n —ooiken E, ( f) (g0 —> 0 olur. Diger taraftan

1.0 < Coll 7N, ten [15, Remark 141 E, (f),, , =[f () =5,(f)],,, elde

ederiz ki bundan dolay1 | | (90 MOrMunda f ()= i A (- f) olur.
’ k=0
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rrT
Ak(x,f)—Ak(x+2k f)cos?+A( +2— f)sm?

Ax, f)=K'A, (x+§,f), k=1,2,3,., re R'

oldugundan
i = A, f)+cos—ZA(+— f)+sm—ZA(+— )
. ; . _r ()
=A0(.,f)+cos7;k Ak(-,f<>)+sm7;k Ak(-,f ).
Boylece,

fO=S,¢, f)—cos—Zk"A( f(’))+sm72k"A( ).

k=n+1 k=n+1

Buradan

i k_rAk(',f(r)): i k™ |:(Sk("f(r))_f(r)('))_(Sk—l(Wf(r))_f(r)('))i|

k=n+1 k=n+1

= 3 (K =tk )(8,0, £ )= £70) -

k=n+1

—(n+D7 (S, f - F70)

ve
> A= Y (k=) (8,077 0) -
k=n+1 k=n+1
~o+ (5,67 =7"0),
ile
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1F =8, S (7 =415, ()= £
(o) (b
+(n+D)7|S (f) = f
! (p)o
£ (-, -7+
k=n+1 <¢>a)
+n+1)" Sn(f(r))—f(”
().

< c[ i (k" =(k+D7)E, (f)yot @ +DE, (f )@J

k=n+1
—(r)

+C{ S (k" =k +1)7)E, (7),,, +@+DE, (7 )@J.

k=n+1

buluruz. Sonug olarak

[ =8, < CES )@,w[ > (k” —<k+l>")+<n+1>"}

oo

+CE, (f(r)) S (k= k+D)7 )+ (n+1)
(#)

O | k=n+1

<CE,(f" )@’m[ i (k" =(k+D)7)+(n +1)-f}

k=n+1

1 ")
(n+1)" £ (f )<¢>,w'

<C

Teorem 4.2.2: pe Y<p,q>, l<p<g<oo, nre N ve we A olsun.

EINS

Boylece L

[/ N0

de n dereceli her T € T, trigonometrik polinomu igin

(r)
T,

<Cn’
@

(), Tn”<¢>,a, , r=1273,..

saglanir. Burada C sabiti sadece r, ¢ ve @ ya baghdir.
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Ispat: L

».7T,0

de we AP ise

Kn("f):zﬁ{so("f)ﬂgl("f) """ Sn("f)}

+

oldugunda
I, (. f)||<¢>,w <C| f||<¢>’w, n=0,1,2,..

olur.[23, 5.99] dan

1 &1 3
F (u):=——o —+ ) cos ju
n+l ; ( 2 ; J
oldugundan
. 1 -
T ()= _.[T” (+u)nsinnF,_ (u)du
7 T
olur. Boylece
‘7-;;()‘ < 2nKn—l (’|T;’|)

elde ederiz. Buradan da ||Tn' || (0o < Cn||Tn|| (o). Bernstein esitsizligini buluruz ve

boylece r=1,2,3,... icin

(r)
T,

< r
oo = Cn

T" ||<;o>w

elde ederiz.
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Teorem 4.2.3: pe Y (p,q), 1< p<g<oo alahm. n,re N, v=0,12,...,r,

we A, ve E, (f)<¢>w :Hf -T,1,,,, olsun. Bdylece fe L7, icin n dereceli dyle

[/ N0

(),

bir 7, trigonometrik polinomu bulunabilir ki

=1

L SCnTE, (£")

(9)- (0).0

saglanir. Burada C sabiti sadece ¢, @ ve r ye baghdir.

Ispat : [15,Remark 1.4.] ten Sn(f,.)||<¢>’w < C||f||<¢>’w dir.

E, (f(v) )< | = Hf(") —-q, , q,€ T, olsun. Buradan Teorem 4.2.1 i
9).0 )

(),

kullanarak
Hf(v) _Tn*(V) < ‘ f(V) _Sn(f(V)) + S::V)(f)_Tn*(V)
()0 ()0 ()0
<|r=al,, . +la.=S.cr)|,, S H-1H"
(). (9).0 (0).0
<E (™) +|S(g)-S (f©” +Cn'|ls (f)-T7
(1), S @r=8, ) s n-T]

S, (f)=S,(T)

(9).0

<(1+C)E, ( JaL )%m +Cn

<cnE, (¥ )< ., TCnE, ()0

?),

<cn'E, (1)

(o).

cikar ve teoremin ispatin1 tamamlanir.

Teorem 4.2.4: pe Y (p,q), 1< p<g<eoo alalm. n,re N, r=0,12,... ,
v=0,1,2,...,r ve @€ A, olsun. Her fe LZ‘,’,;,W icin n dereceli dyle bir T,

trigonometrik polinomu bulunabilir ki

o) ) ")
Hf _7—;1 S C¢,a),rn Qr,(¢>,a)(1/ I’l,f )

(0).0

saglanir. Burada C sabiti sadece ¢, @ ve r ye baghdir.
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ispat: T eT', E, (f) (o = H f _T;’*H<(p),w alalim ve @we A, olsun. Teorem

1.5 [15], Teorem 1 [17] ve Teorem 4.2.1 den

s _T”||<¢>,w < C”_rgrm,w(l/”’f(r))

[T, S0 (1)
elde ederiz. Diger taraftan

o7l 520211

olur. Boylece Bernstein esitsizliginden

Hf(v) _Tn(") < f(v) _T:(U) Tn(t') _T:(U)

(9).0

+
(9).0

(9).0

<Cn''E, (f(r) ) +en'"™'Q, (1/ n, )

<CnQ, (10, 1)

elde ederiz. Burada C sabiti sadece ¢, @ ve r ye baghdir. O
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tezde L; Orlicz uzayindan daha genis ve benzer 6zelliklerine sahip olan

Lj Orlicz uzay1 tanimlanmis ve bu Orlicz uzaylarinin temel 6zellikleri ele almmustir.

Bu calismada ele alinan Orlicz uzaymin iiretildigi ¢ fonksiyonlarinin
konveks olma zorunlulugu yoktur. Bu tezde L’;* uzaylarinda incelenecek olan

yaklagim teorisi problemlerinde dnemli bir kosulun zayiflatilmast gibi bir kolaylik

ortaya konulmustur.

Bu tezin ana amaci Sobolev tipli uzaylarda fonksiyonlara
cebirsel/trigonometrik polinomlarla aym anda yaklasim problemleridir. Bu tezde
konvekslik sarti olmayabilen Young fonksiyonlari ile iiretilen Orlicz uzaylarinda

cebirsel/trigonometrik polinomlarla yaklasimin bazi problemleri calisilmistir. Ayni
zamanda K Fonksiyoneli ve L’;* uzaymda diizgiinlik modiili ele alimip bazi
ozellikleri incelenmistir.

Ayrica konvekslik sarti olmayabilen Young fonksiyonlar1 ile iiretilen
Muckenhoupt agirliklar1  ile olusturulan Orlicz uzaylarinda trigonometrik

polinomlarla ayn1 anda yaklagim problemleri ele alinmistir.
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