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OZET

BiHARMONIK EGRILER
YUKSEK LiSANS TEZi
ESIiN KESEN
BALIKESIR UNIVERSITESI FEN BiLIMLERi ENSTIiTUSU
MATEMATIK ANABILIiM DALI
(TEZ DANISMANI: PROF. DR. CIHAN OZGUR)

BALIKESIR, OCAK - 2013
Bu caliymada Sasakian uzay formlarda Legendre ve Legendre olmayan
egrilerin biharmonik olmasi i¢in gerekli ve yeterli sartlar belirlenmistir.
Bu tez dort boliimden olusmaktadir.
Birinci boliim giris boliimidir.

Ikinci boliimde, ¢alismanm sonraki boliimlerinde kullanilan temel tanim
ve kavramlar verilmistir.

Ucgiincii boliimde bir Sasakian uzay formunda tanimli Legendre bir egrinin
biharmonik olma kosullar1 incelenmistir. Biharmonik Legendre egrileri
siniflandirilmstir.

Son boliim olan dordiincii bolimde bir Sasakian uzay formunda tanjant
vektor alami ve Karakteristik vektor alani arasindaki agisi sabit olan biharmonik
Legendre olmayan egriler smiflandirilmustir.

ANAHTAR KELIMELER: biharmonik egri, has biharmonik egri, Sasakian
uzay form, Legendre egri, Legendre olmayan egri.



ABSTRACT

BIHARMONIC CURVES
MSC THESIS
ESIN KESEN
BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE
MATHEMATICS
(SUPERVISOR: PROF. DR. CIHAN OZGUR)

BALIKESIR, JANUARY 2013

In this thesis, the necessary conditions for a Legendre or non-Legendre
curve in a Sasakian space to be biharmonic curve are found.

This thesis consists of four chapters.
The first chapter is introduction.

In the second chapter the necessary notions and definitions which we use
in the next sections are given.

In the third chapter we investigate the necessary conditions for a Legendre
curve in a Sasakian space form to be biharmonic. We classify biharmonic
Legendre curves.

In the final chapter, we classify non-Legendre curves in a Sasakian space
form which the angle between tangent vector field and characteristic vector field
iS constant.

KEYWORDS: biharmonic curve, proper biharmonic curve, Sasakian space form,
Legendre curve, non-Legendre curve.
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ONSOZ

Bu calismada, bir Sasakian uzay formunda biharmonik Legendre ve
Legendre olmayan egriler ile ilgili literatiirde yapilmis olan ¢aligmalar

incelenmistir.

Tez ¢alismamin her asamasinda, ¢ok degerli bilgi ve deneyimleri ile bana
yol gosteren, ilgi ve anlayisini eksik etmeyen tez danmismanim Sayin Prof. Dr.
Cihan OZGUR’e ve her tiirlii yardimlariyla yanimda olan Saym Aras. Gor. Saban
GUVENC e tesekkiirlerimi sunarmm.

Ayrica hayatim ve egitimim boyunca maddi manevi hicbir fedakarliktan
¢ekinmeyen her durumda yanimda olan ve beni destekleyen aileme sonsuz

tesekkiirii bir borg bilirim.



1. GIRIS

1964 yilinda J. Eells ve J. H. Sampson poly-harmonik doniisim kavramini
harmonik  doniisiimlerin  dogal bir  genellestirmesi  olarak  tanitmustir.

$:(M,g) > (N,h) Riemann manifoldlar1 arasindaki harmonik doniisiim

E(¢) :% J. |d¢|2vg enerji fonksiyonelinin kritik noktasi iken, biharmonik déniisiim
M

E,(¢) = % j |z'(¢)|2vg bienerji fonksiyonelinin kritik noktasi olarak tanimlanmustir[5].
M

Diger taraftan, A Laplas operatoriinii, H da ortalama egrilik vektér alanini

gostermek iizere B. Y. Chen AH=0 sartin1 saglayan altmanifoldlar1 biharmonik

olarak tanimlamistir [17]. Fakat iki kavram tamamen birbirinden farklidir.

7,(¢) =izVd¢ olmak iizere enerji foksiyoneli icin Euler-Lagrange denklemi
7(¢) =0 olarak tanimlanmistir. Bienerji fonksiyoneli i¢in Euler- Lagrange denklemi
G.Y. Jiang tarafindan tiiretiimis olup 7,(¢) =—-Azr(g)—izR" (dg, 7(4))dg =0

bi¢iminde verilir[6].

Her harmonik doniisim biharmoniktir. Fakat tersi dogru degildir. Bu
calisgmada has biharmonik olarak adlandiracagimiz harmonik olmayan biharmonik

doniisiimler diistiniilecektir.

[13] nolu calismada bir Sasakian uzay formunun biharmonik Legendre

egrileri incelenmistir. [16] nolu ¢alismada ise tanjant vektor alani ile karakteristik

vektor alani arasindaki ag¢i1 sabit olan biharmonik Legendre olmayan egriler

incelenmistir. Bu tezde [13] ve [16] nolu ¢aligmalarda elde edilen sonuglarin ispatlari

ayrintili olarak verilmis ve konuyla ilgili derleme yapilmigtir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bolimde diger boliimlerde kullanilacak olan bazi temel tanimlar ve

kavramlar verilecektir.

2.1 Riemann Manifoldlan

2.1.1 Tammm M bir diferansiyellenebilir (C*) manifold olsun. M iizerinde
pozitif, simetrik ve 2-lineer bir g metrigi var ise M ye bir Riemann manifoldu adi

verilir ve (M, g) seklinde gosterilir [1].

2.1.2 Tammm M n-boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold ve M {izerindeki

C” vektor alanlarinin uzayr y(M) olmak iizere;

Vix(M)x y(M)—EE s »(M)
(X,Y) > V(X,Y)=V,Y

doniisiimii;
)V, Y+2)=V,Y+V, Z; vX,Y,Z e y(M)
i) VngZ: fviZ+oVv,Z;, VXY, Zey(M) Vf,geC*(M,R)

i) V (fY)=fV,Y +X(f)Y; VX,Y,Zex(M) V¥feC”(M,R)

ozelliklerini sagliyor ise V ya M {izerinde bir Afin Koneksiyon adi verilir.
V, M {izerinde tanimlanan bir afin koneksiyonu olmak iizere;
) VY -V, X =[X,Y]; vX,Y € (M),
i) Xg(Y,Z)=9(V,Y,Z)+9(Y,V,2Z), VXY, Z e y(M)

sartlarim1 sagladiginda V ya M lizerinde sifir torsiyonlu Riemann Koneksiyon veya

M nin Levi-Civita Koneksiyonu adi verilir [2].



2.1.3 Tamim (M, g) bir Riemann manifoldu, V da M {izerindeki Levi-Civita

koneksiyonu olsun.

Rix(M) xx(M) xx(M)—>x(M)

(2.1)
R(X,Y)Z=V,V,Z-V,V,Z-V

z

[x]

ile tanimlanan R fonksiyonu M {izerinde bir (1, 3)-tensor alanidir ve M nin Riemann
egrilik tensorii olarak adlandirilir. Ayrica R(X, Y, Z, W) = g(R(X, Y)Z,W) tensoriine M

nin Riemann-Christoffel egrilik tensorii ad1 verilir [3]

2.1.4 Tamm (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. T M tanjant uzaymnmn iki

boyutlu alt uzayi I'T olmak iizere V, We IT tanjant vektorleri igin Q alan fonksiyonu;

QW W) =g(V,V)gW,W)-g(V,W)*

bi¢iminde tanimlansin. Q(V,W) # 0 olmak iizere;

g(RV.W)W,V)

=T v w)

ye IT nin kesitsel egriligi denir ve K(IT) ile gosterilir [3].

2.1.5 Tammm (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. M nin egrilik

tensorii, C sabit olmak iizere V X, Y, Z, We y(M) i¢in;
R(X,Y,Z, W) =c{g(Y, Z)g(X, W) —g(X, Z)g(Y,W)}
bi¢iminde ise M Ye sabit egrilikli uzay ad1 verilir ve M"(c) ile gdsterilir [1].
Sabit egrilikli, tam, baglantili manifoldlara ise uzay form denir. Eger;

c=0ise M"(c) = E" Oklid uzay,

c=i2 ise M"(c)=S"(r) kiiresi,
r

c:—i ise M"(c)=H"(r) Hiperbolik uzay

r.2



dir [4]
2.1.6 Tammm M bir Riemann manifoldu, M tzerindeki vektoér alanlarinin

uzayr (M) ve C” - smifindan fonksiyonlarin ctimlesi C”*(M,R) olmak tizere,

grad :C*(M,R) - y(M)
L of 0
f rad(f)=) ——
— grad(f) ;axiﬁxi

olarak tanimlanan fonksiyona f fonksiyonun gradienti denir. Ayrica

div: (M) = C*(M,R)

X — div(X)
doniisiimiinde
M T
i=1 aXi
alinirsa,
. o,
div(X)=) —
00=23
bir gésterim olmak tizere
div(X) =(V, X)

seklinde tammli fonksiyona divergens fonksiyonu denir [2].

2.1.7 Tammm M bir Riemann manifoldu ve f, M {izerinde diferensiyellenebilir

bir fonksiyon olsun. M {izerindeki Laplas operatorii,
Af =div(grad f)

seklinde tanimlanir [1].



2.1.8 Tamim (M, g) ve (N, h) Riemann manifoldu olsun.

$:(M,g) —(N,h)

doniigiimiiniin bienerji fonksiyoneli,
1
E#) =3 [lr@)v, (22)
M

ile tanimlanir. Eger ¢, E, nin bir kritik noktasi ise, ¢ ye biharmonik doniisiim denir
[5]:
2.1.9 Tamim (M, g) ve (N, h) Riemann manifoldu olsun.
$:(M,g) —(N.h)
doniigiimiiniin enerji fonksiyoneli,

E@)=3 [lddlv, (23)

denklemi ile tanimlanir. Eger ¢, E nin bir kritik noktasi ise ¢ Yye harmonik doniisiim

adi verilir[5].

7(¢) =1zVd¢ olarak tanimlansmn. Enerji fonksiyoneli i¢in Euler-Lagrange

denklemi z(¢)=0 dir. Bienerji fonksiyoneli i¢in Euler- Lagrange denklemi ise

7,(¢) =—Az(p) —izR" (dg, 7(¢))dp =0

ile verilir. Yani y:1cR—>M egrisi verildiginde 7,(y)=0 ise y egrisine
biharmonik egri denir. Geodezik olmayan biharmonik egriye ise has biharmonik egri

ad1 verilir [6] .

2.1.10 Tanim M n-boyutlu bir C* manifold ve y:1 — M bir birim hizli egri

olsun. Eger y nm yiiksek mertebeden tiirevleri



7 ()7 (87 (8), 775

lineer bagimsiz ve

7 ()7 (87 (8), 7V (8), ¥ (s)

Vsel icin lineer bagiml ise y ya oskiilatér mertebesi r olan bir Frenet egrisi

denir.

r. mertebeden her Frenet egrisi i¢in » boyunca y (s)=E,(s)=T olmak iizere
bir E,E,,E;.....E, ortonormal catis1 bulunabilir. Bu gatiya Frenet ¢atisi denir ve
K,K,, Ky K, .- | >R (r—1)— fonksiyonlar1 Frenet egrilikleri olmak {izere

asagidaki sekilde tanimlanir:
E,=y =T
V.E =kE,
V.E,=—E +x,E;

V. E =—x

r-1

1 (2.4)

burada V, M de Levi-Civita koneksiyonudur [7].

2.1.11 Tanim M n-boyutlu bir C* manifold ve y:1 < R — M bir Frenet

egrisi olsun. Eger,
i) y egrisinin oskiilator mertebesi 1 ve k; =0 ise y egrisine geodezik,

i) y egrisinin oskiilator mertebesi 2, x, >0 sabit ve x, =0 ise y egrisine

cember,

iii) y egrisinin oskiilator mertebesi r ve x,k,,k;,...,k, ; Frenet egrilikleri
sabit ise y egrisine r.mertebeden helis denir. 3. mertebeden bir helise kisaca helis

adi1 verilir [2] .



2.2 Degme Manifoldlar

2.2.1 Tamim M, (2n +1)-boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold olsun. M

iizerinde her yerde;

nA(dn)" =0

olacak sekilde bir 7 -diferensiyel 1-formu var ise n ya degme form, (M,7) ikilisine

de degme manifold ad verilir. Burada (d7)" ile d7 nin kendisiyle n. mertebeden dis

carpimi gosterilmistir. Yani;

(dn)"=dpAadna...Andn

n—defa
dir[8].

2.2.2 Tamm M, (2n+1)-boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold olsun. ¢
(1,1)-tipinden bir tensor alani, & bir vektor alani, 7 da M tizerinde bir diferensiyel
1-form olmak iizere, V X y (M) i¢in (¢, &, n7) ugliisi;

@ (M) —"=— x(M)
n . X(M) dif.bilir Coo (M, R )

77(§)=1 ve qu(X)z—X +77(X)§ (2.5)

kosullarmi saghyor ise bu tlgliiye bir hemen hemen degme yapi, (M, o, &, 77)

dortliisiine de bir hemen hemen degme manifold ad1 verilir [9]

2.2.3 Tanim M, (2n+1)-boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold olsun. » M

tizerinde bir diferensiyel 1-form olmak tizere,



D={: z(M)—S2 »C*(M,R),7(X)=0,X € z(M)}  (2.6)

lineer
ciimlesine bir degme distribiisyon denir [10].
2.2.4 Tammm M hemen hemen degme manifoldu tizerinde X # & icin,
n(&)=1ve dn(& X)=0

olacak bi¢imde bir tek & y(M) vektor alani var ise, & ye 5 -degme yapisinin

karakteristik vektor alani denir [8]
2.2.5 Ornek R® deki standart koordinatlar (X, y,z) =(X,X,,%;), a€ R—{0}

olmak tizere,  kontak 1-formu 7 = é (dz—ydx), &= a(aﬁ) e y(M) ve
Z

p:x(M)— x(M)

lineer doniisiimiine R*iin standart bazima karsilik gelen matris de

0 10
p=-1 0
0

olsun. (R®, ¢, &, ) dortliisii bir hemen hemen degme manifolddur[11].

Gergekten

n(&) = é(dz - ydx)(a(%)]
(Zhald



dir. Burada dz(agjzl ve dx[agj =0 olmak tizere 7(&)=1 olarak bulunur.
z z

Boylece ilk kosul saglanmis olur. Diger taraftan X =X %4‘ X, %+ X, % e y(M)

olmak tizere,

1 0 0 0
n(X)= g(dz - ydx)(x15+ X, 5+ x3§]

_L dz x2+x i+x 9 — ydx 2+x i+x2
a ox  tey Sz er 2oy Car

X
dir ve n(X) :l(xs—yxl) bulunur. X € y(M)in matris formu X =| X, | olmak iizere
a
X

3

0 1 00 1 0yx
¢*(X)=p(p(X))=|-1 0 0| -1 0 0} x
10y 0]0 vy Ofx
-1 0 0] x|
P’(X)={ 0 -1 0|x,
-y 0 0j[x
-1 0 0] [0 0 0]\x
=0 -1 0+ 0 0 O} x
0 0 1] |-y 0 1])|x%
0
=1,(X)+ 0
—YX X
0
==X +(X%-yx)| 0
1
0
1
:—X+5(X3—yX1) 0
a



0
dir. £ e y(M)nin matrissel formu &=| 0| ve n(X)zi(xs—yxl) olup
a
a

P (X)=—X+n(X)&

elde edilir. Dolayisiyla “Tanim 2.2.2” deki kosullar saglanir ve (R®, ¢, &,717) dortliisii

bir hemen hemen degme manifold olur.

2.2.6 Teorem (2n+1)-boyutlu M hemen hemen degme manifoldu iizerinde,

X,fe;{(M), X # & vektor alanlar1 ve gp:;((M)ﬂr—);((M) icin,

95 =0
n°¢=0
rank o =2n

esitlikleri saglanir [9]

2.2.7 Tanmmm (2n+1)-boyutlu M hemen hemen degme manifoldu iizerinde, V
X, Ye x (M) ve & € y (M) igin;

n(X)=9(X, &) (2.7)

ve

g(goX, (pY)zg(X, Y)—?](X)?](Y) (2.8)

kosullarin1 saglayan bir g metrigi var ise; ((p, & n, g) dortliistine bir hemen hemen
degme metrik yap, (I\/I, o, &, n, g) beslisine de bir hemen hemen degme metrik

manifold adi verilir [9]

2.2.8 Teorem (2n+1)-boyutlu M hemen hemen degme manifoldu iizerinde
Vv X, Ye x (M) igin,

g(eX, ¢¥)=9(X, Y)-n(X)n(Y)

10



olacak sekilde bir g Riemann metrigi daima vardir [9]

2.2.9 Sonu¢ (2n+1)-boyutlu M hemen hemen degme metrik manifoldu

verilmis olsun. V X, Y e y (M) i¢in,

g((pX, Y)=-g(X, (pY) (2.9)

dir. Bu da, ¢ nin g ye gore anti-simetrik bir tensor alan oldugunu gésterir [9].

2.2.10 Teorem (2n+1)-boyutlu M hemen hemen degme manifoldu verilmis

olsun. M iizerinde bir  degme yapisi verildiginde, V X, Ye y (M) i¢in,
01 2 (M)— 7 (M)
g(X, @Y)=dn(X,Y)

olacak sekilde bir (¢, &, 7, 9) hemen hemen degme metrik yapisi vardir [9].

2.2.11 Tamm (2n+1)-boyutlu M hemen hemen degme metrik manifoldu igin;
9(X,¢Y) =dn(X,Y)

yazilabiliyor ise {go, én, g} ye degme metrik yapu, {I\/I 0, &1, g} ye de degme metrik

manifold adi verilir.

Her degme metrik manifold ayn1 zamanda bir degme manifolddur [9].

2.2.12 TammM diferensiyellenebilir bir manifold olmak iizere, M iizerinde

(1,1)-tipinde bir tensor alan1 ¢ olsun. VX,Y € y(M) igin,

N,(X,Y) =@’ [X,Y]+[pX, oY 1-glpX,Y]-¢[ X, ¢Y]

11



seklinde tanimli N, tens6r alanma ¢ tensor alanmnin Nijenhuis torsiyon tensorii adi
verilir. Eger ¢ nin Nijenhuis torsiyon tensorii sifir ise (go, g, 77) yapisina normal
denir [12].

Yukarida verilen normallik tanimi
[0, 0](X,Y)+2dn(X,Y)E=0
olmasma denktir [8].

2.2.13 Tamm (2n+1)-boyutlu bir (M, ¢, &, 1, g) degme metrik manifoldu
olsun. Eger M nin degme metrik yapisi normal ise (¢, &, 77, 9) yapisina Sasakian
yapt (veya normal degme metrik yapt) ve (M, o, & n, g) ye de Sasakian manifold

(veya normal degme metrik manifold) denir [9]

2.2.14 Teorem Bir (¢, &, 17, 9) hemen hemen degme metrik yapisinin

Sasakian olmasi i¢in gerek ve yeter sart
(V@)Y =g(X,Y)&-n(Y)X (2.10)
olmasidir. Burada V, (oY) = (V@)Y +¢V,Y drr [9].

Sasakian bir manifold i¢in
V& =X (2.12)
dir [4].

2.215 Tanmm Bir (M, o, &, n, g) Sasakian manifoldunun degme

distribiisyonu
n(X)=0, X € (M)}
ile tanimlanir ve bu degme yapinin bir integral egrisine Legendre egrisi denir [13].

12



2.2.16 Tamm (M, ¢, &, 7, g) bir Sasakian manifold olsun. T M tanjant
uzayinda & ya dik bir X birim vektori {X,ng} ortonormal olacak sekilde var ise

{X,pX} diizlemine T,M nin ¢ - kesitseli denir.
K(X,¢X)=g(R(X,9X)pX, X)
seklinde tanimlanan K(X,@X)e M nin ¢ -kesitsel egriligi denir[9].

2.2.17 Tamm M bir Sasakian manifold olsun. M nin ¢ -kesitsel egriligi bir
C sabitine esit ise M bir Sasakian uzay form olarak adlandirilir ve M (c) seklinde

gosterilir[14].

2.2.18 Teorem M(c) Sasakian uzay formunun R egrilik tensori
vX,Y,Z € y(M) icin,
c+3
4
=1(Z)n(Y)X+9(Z,X)n(Y)$=9(Z.Y)n(X)¢

+g(Z,(pY)(pX—g(Z,(pX)q0Y +29(X,¢Y)¢)Z} (2.12)

c-1

R(X,Y)Z = {9(Z,Y)X -g(Z, X)Y}+T{77(Z)77(X)Y

dir [9].

13



3. SASAKIAN UZAY FORMLARDA BiHARMONIK
LEGENDRE EGRILER

Bu bolimde (2n+1)-boyutlu ¢ -kesitsel egriligi bir ¢ sabitine esit olan
(M, o, & n, g) Sasakian uzay formunun Legendre egrilerinin biharmonik olma

kosullar1 incelenecektir.

y:1 — M oskiilator mertebesi r olan, geodezik olmayan bir Legendre Frenet

egrisi olsun. y nin biharmonik denklemi
7,(»)=ViT —R(T,V,T)T =0
dir [13]. Bu egri icin (2.4) esitlikleri yardimiyla,
E =y =T
V.E =V,7 =V,T =xE,

ViV T =V (V;T)=V;(xE,) = Kll E, +x(V;E,)

) :
=- B+ E, +xK,E,

ViViViT =V (Vo ViT) = Vi (—47E, + &, E, + K6, Ey)
= -2,k E, — 'V E + K‘lu E, +xV.E, +(x,x, + KKk, )E, + K5,V E,

= (-3K,x, )E, + (x, — K —Kk,x2)E, + (2K, k5, + k.5, ) E, + KK, K, E, (3.1)
elde edilir ve (2.12) denkleminden
R(T,V,T)T =R(T,&,E,)T = ,R(T,E,)T

:Kr+%gaEyrgavah~—%mnnaﬁ

—n(Mn(E)T +9(T, T)n(E)S —g(T, E)n(T)SE
+9(T,9E,)¢T —g(T,¢T )pE, +29(T,¢E,)pT} | (32)
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bulunur. Burada E, =T,E,,E,...E, ortonormal Frenet ¢atist oldugu icin g(T,E,)=0
dir.  Legendre egrisi oldugu i¢in “Tanim 2.2.15” geregi n(T) =0 ve (2.7) esitligini
kullanarak

n(M)=0=g(T,s) (3.3)

yazilir. (3.3) ifadesinin tiirevi alinir ve (2.4), (2.9), (2.11) kullanirsa
g(V,T,8)+9(T.V;£) =0,

x9(E,, &) —9g(T,eT) =0,
59(E, &) =0

elde edilir. y geodezik olmayan Legendre egrisi oldugundan
9(E,,&)=n(E,)=0 (3.4)

dir. Boylece (3.2) denklemi kisaca

R(T,V,TT =x I:C%f{_Ez} +%{39(T:§9E2)(/7T}}

:_(C+3)K’l £ _3(C—1)Kl
4 2 4

g(E,, @T)eT (3.5)

olarak yazilabilir.

7,(y) biharmonik egri denklemi (3.1) ve (3.5) esitliklerinden

. . c+3)x
7,(y) = (_3K1K1)E1+[K1 _Kls_Klkzz +( )%

) E,+ (21(1' K, + KK, ) E,

3(c-Dx,
4

+ K K,K,E, + g(E,,@T)eT =0 (3.6)

15



olarak hesaplanir. Esitlik (3.6) geregi eger T katsayisi sifirdan farkli ise ¢T),
{El, E,, E,, E4} in lineer birlesimi olarak yazilabilir. Aksi takdirde ¢T ile ilgili 6zel

kosullar koymaya gerek yoktur.

Oncelikle T nin katsayismin sifir olmasi1 durumlar:1 Durum 1 ve Durum 2

de, daha sonra ¢T i¢in ek kosullar koyarak Durum 3 ve Durum 4 te ele alinacaktir.

1. Durum: c =1 olsun.

3.1 Teorem c =1 olmak iizere y egrisinin has biharmonik olmasi i¢in gerek

ve yeter sart

Kk, = sabit > 0, x, = sabit, (3.7)
K+ =1, (3.8)
Kk, =0 (3.9)

olmasidir [13].

Ispat: y has biharmonik egri olsun. Bu durumda z,(y)=0dir. ¢ =1 oldugu
i¢in (3.6) denklemi

7,(y) = (_3’(1’(1. ) E +(x, —&; — Kk, +5)E,
+(2K, Kk, + K.k, ) E, + K,k E, (3.10)
=0

bicimine doniisiir. Boylece

Kk, =0 (3.11)

K —K — KK+ =0 (3.12)
2K, Kk, + KKk, =0 (3.13)
KK,k =0 (3.14)
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yazilabilir. Buradan y geodezik olmadigindan (3.11) denklemi geregi x, =0 yani
Kk, =sabit >0 dir. x; >0ise (3.12) denkleminden «” +x7 =1, (3.13) denkleminden

x, =0 yani x, = sabit, (3.14) denkleminden x,x;, =0 olarak bulunur.
Tersine
K, = sabit >0, x, =sabit,
K+ =1,
Kk, =0

olsun. Bu esitlikler (3.10) denkleminde kullanildiginda z,(y) =0 elde edilir. Boylece

“Tanim 2.1.8” geregi y egrisi has biharmoniktir. [

3.2 Sonu¢ y, Nn>2 ve c=1 olacak bicimde bir Legendre Frenet egrisi

olsun. y nin has biharmonik egri olmas: i¢in gerek ve sart y nin x; =1 egrilikli bir

cember veya egrilikleri arasinda &+« =1 bagmtisi bulunan bir helis olmasidir

[13].

Ispat: y has biharmonik egri olsun. "Teorem 3.1” geregi y egrisi (3.7), (3.8),
(3.9) denklemlerini saglar. (3.9) geregi x,=0veya x, =0 dir. Ik olarak x, =0
durumu incelenirse (3.8) geregi x; =1lolur. Boylece “Tanim 2.1.10” geregi y bir

¢emberdir.

Kk, # 0 olsun. Bu durumda x, =0 olur. (3.7) geregi k, Ve x, pozitif sabitler

ve x, =0 oldugundan “Tanim 2.1.10” geregi y bir helistir. Ayrica & +x. =1 dur.

Tersine y, x; =1 olan bir gember veya & +x. =1 olan bir helis olsun.

7,(¥) =0 olacag1i kolayca gosterilebilir. Boylece “Tamim 2.1.8” geregi y has

biharmoniktir. m
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3.3 Uyan “Teorem 3.1” n=1 durumunda gegersizdir. n=1 ve y geodezik

olmayan Legendre egrisi olmak iizere {T,¢)T,§} y nm Frenet ¢ati alanidir. Bu

durumda
E =T,
E, =T,
E,=¢
dir [15].
(2.4) Frenet denklemlerinden
V. E, =Vl =—x«T +x,& (3.15)

ve (2.10) esitligi kullanilarak

Vipl =V (oT) = (V)T + ¢V, T

(3.16)
=g(T, T)E—n(T)T +p(xeT)

bulunur. y Legendre egri oldugu i¢in “Tanim 2.2.15” geregi 77(T) =0 dir. Boylece
(2.5) esitliginden dolay1 (3.16) esitligi,
Vool =E+ k0" (T)=E—xT (3.17)
olarak bulunur. (3.15) ve (3.17) denklemlerinden
-k T =—xT +K,8,
K, =1
elde edilir.

Ayrica k; >0 oldugundan &7 + x5 =1+x7 >1 dir ve “Teorem 3.1” geregi y

egrisi biharmonik olamaz [13].
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3.3 Yardimc1r Teorem y oskiilator mertebesi 3 olan bir Legendre Frenet

egrisi ve E, L T olsun. Bu takdirde
{T =E,E,, Es,qu,f,VT(DT}
lineer bagimsizdir ve boylece n >3 tiir [13].

Ispat: » oskiilator mertebesi 3 olan bir Legendre Frenet egrisi ve E, L ¢T

olsun. “Tanim 2.1.9” geregi {El, E,, E3} lineer bagimsiz ve
E =y =T,
V.E =xE,,
V.E, =-xE +xK,E,,
V.E, =—x,E,

dir.

S, {T =k, E,, Es’(PT’éE’VTq’T}
sisteminin elemanlari sifir olmayan vektorlerdir.

S, = {T =E,E, E;, (pT} kiimesinin lineer bagimsiz oldugunu gosterelim:

(2.9) esitliginden g(T,@T)=0 olur. Boylece T LT dir. Kabul geregi

E, L T olup g(¢T,E,)=0dir ve bu esitligin tiirevi alinirsa,
9(V;9T,E,))+9(eT,V,E,)=0 (3.18)
dir. Burada Teorem “2.2.14” geregi,

VioT =V (9T)=(V0)T +p(V,T)
=g(T,T)& -n(T)T +o(x,E,)
=&+ Kk,

dir. Boylece (3.18) esitligi,
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9(S,E,) +x9(0E,,E,)) —9(9T ,E) + 5,9 (0T ,E;) =0

bicimine doniisiir. (2.9) ve (3.4) denklemleri kullanilarak g(¢T, E,) =0 olur, yani

ol L E, dir. Boylece S, lineer bagimsizdir.
S, ={T =E,,E,,E;,¢T,&} kiimesinin lineer bagimsiz oldugunu gdsterelim:

y egrisi bir Legendre egrisi oldugundan 7(T)=0 yani g(T,&)=0 d.
Boylece T L & dir. (3.4) denkleminden & L E, dir. (3.4) denkleminin tiirevi almirsa

& LE, bulunur. g(gT,&) =n(gT) =0o@)(T) ve “Teorem 2.2.6” geregi T L&

olur.
Sonolarak S, = {T =E,E,, Es,(pT,f,VTgoT} kiimesini inceleyelim:

V.oT yerine &+ x,pE, yazilirsa,

g(T,&+x0E,)=9(T, &) +x9(T,0E,)
=9(T, &) -x9(E,, ¢T)

olur. Burada y Legendre egri ve E, L@l oldugundan g(T,V,¢T)=0 yani

V.ol LT dir. g(E,,pT)=0oldugundan bu ifadenin tiirevi alinirsa,

g(vT Ez 1¢’T) + g(Ez ’VT¢T) =0
_Klg(Elv(pT) +K29(E3!(PT) + g(Ez ’VT¢T) =0

dir. Buradagl L E;ve ¢ antisimetrik oldugundan g(E,,V,¢T)=0yani E, L V ¢T

olarak bulunur. Yine T L E, oldugundan g(¢T, E,;) =0 esitliginin tiirevi alindiginda

E, L V,¢T elde edilir. g(¢T ,V, 9T ) i¢in V, @T yerine &+ x,@E, yazilirsa,
9(oT, & +r0E,) =g(eT, &) +,9(pT , 0E,)

olur ve (2.8) esitligi geregi,

9(pl, & +x0E,) =g(eT, &) +x,(9(T, E,) —n(T)n(E,))

bi¢imine doniigiir. Burada ¢T L & ve y Legendre oldugundan g(¢T,V,¢T)=0yani
ol LV T dir.
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Simdi & ve V.@l nmn lineer bagmmli olduklarini kabul edelim. Boylece

V.ol = f&olacak sekilde 3 f € C*(M,R) vardir. V. @T yerine & + x,9E, yazilirsa,
&=+ xpE,, (3.19)

(f -Dg(&.2) = x9(9E,. <) (3.20)

elde edilir. (3.20) denkleminde (2.7) esitligi ve “Teorem 2.2.6” kullanilirsa f =1
bulunur. Bu durumda (3.19) denklemi & =¢&+x@E, olarak yazilirsa x; =0 elde
edilir ki, y egrisinin geodezik olmamasi ile gelisir. Boylece & ve V. T lineer

bagimsizdir. Bu durumda S; sistemi lineer bagimsizdir ve n>3 tiir. [ |

2. Durum: c#1 ve E, L ¢T olsun.

3.4 Teorem c=1ve E, LT olsun. y Legendre egrisinin has biharmonik

egri olmasi i¢in gerek ve yeter sart

Kk, =sabit >0, x, = sabit, (3.21)
K22 =S8 (3.22)

4
Kk, =0 (3.23)

olmasidir [13].

Ispat: y has biharmonik bir Legendre egrisi olsun. g(E,,T) =0 oldugundan

(3.6) esitliginin son kismu sifira esittir. Boylece (3.6) denkleminden,
Kk, =0

. c+3
K —K —KK +——K, =0,
4
2K, Kk, + Kk, =0,

KKk, =0
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elde edilir. » has biharmonik egri oldugundan ilk esitlikten x, =0 yani
k;=sabit>0 olur. Buna gore denklem sistemi sirasiyla ¢ozildigiinde

c+3 .
K + x5 =——, K, = sabit, x,x, =0 bulunur.
4

Tersine
K, = sabit > 0, x, = sabit,
c+3
K+ K =—,
1 2 4

Kk, =0

sartlarin1 saglayan bir y egrisi (3.6) esitligini gercekler. Boylece “Tanim 2.1.8”

geregi y egrisi has biharmoniktir. [ ]

3.5Sonu¢: c=1ve E, L oT olsun.

i) Eger c<—3 ise y nin biharmonik olmasi i¢in gerek ve sart » nin geodezik

olmasiduir.

ii) Eger ¢ >—3 ise y nin has biharmonik olmasi igin gerek ve yeter sart

a) n>2 ve y, k= Cf:3 egrilikli bir ¢ember olmasidir ki bu durumda
{E..E,,@T &,V ¢T} lineer bagimsizdur.

veya

b) n>3 ve y, egrilikleri arasmda &} + x> =Cf:3 bagintis1 olan bir helis
olmasidir ki bu durumda {El, E, E, ol &, VTgoT} lineer bagimsizdir [13].

Ispat: c=1ve E, L ¢T olsun.

i) » biharmonik egri olsun. Boylece 7,(y)=0 esitligini saglar. E, L @T

olarak verildiginden g(E,, 9T ) =0dir. Boylece (3.6) esitligi
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: " c+3 : :
7,(y) = (—31(‘11('1 ) E +(x —K —KkK+ Tlcl)E2 + (21(1 K, + KK, ) E, + xKx,x,E, =0
bi¢imine doniisiir.
E, in katsayisi olan xx, =0 esitliginden x; =0 veya x, =0 dir. ;=0 ise

y nin geodezik oldugu agiktir. x; #0 ise x; =0 olur ve integral alindiginda «,
pozitif sabiti elde edilir. Bu durumda ¢ < -3 oldugundan 7 + & = %3 <0 celiskisi
elde edilir. Boylece x; =0 dir ve “Tanim 2.1.10” geregi y bir geodeziktir.

Tersine y geodezik egri ve ¢ <—3 olsun. “Tanim 2.1.10” geregi x; =0 dir.
Boylece 7,(y) =0 esitliginin saglandig1 kolayca goriiliir.

i) ¢>-3 olmak iizere » has biharmonik olsun. ”Teorem 3.4” geregi y

(3.21), (3.22), (3.23) denklemlerini saglar. (3.23) geregi «, =0veya x, =0dur.

a) N> 2 olmak iizere x, =0 ise (3.22) esitligi geregi & = C%‘r?’ olur. Boylece
“Tanim 2.1.10” geregi y bir ¢emberdir ve “Yardimci Teorem 3.3” yardimiyla

{ E.E. ol &V, (pT} sisteminin lineer bagimsizlig agiktir.

b) n>3 olmak iizere x, #0 ise x, =0 olur. (3.21) geregi x, ve x, pozitif
sabitler ve x,=0 oldugundan “Tanim 2.1.10” geregi » bir helistir. Ayrica

“Teorem3.4”geregi K12+/<22:C%;3 dir.  “Yardimci Teorem 3.3”  geregi

{El, E,, E3,¢)T,§,VT(pT} sistemi lineer bagimsizdr.

Tersine (i) ve (ii) kosullarini saglayan » egrisi igin z,(y) =0 has biharmonik

sartinin saglandig1 aciktir. [

3. Durum: c=1 ve E, || T olsun.

3.6 Teorem c#1 ve E, || T olsun. » Legendre egrisinin has biharmonik

olmasi i¢in gerek ve yeter sart
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K, = sabit > 0, x, = sabit,

K +K; =C,
KKk, =0
olmasidir [13].
Ispat: c#1 ve E, | T olsun.
¥ bir has biharmonik  Legendre egri olsun. Buradan

d(eT,pl)=9(T,T)—n(T)n(T)=1 ve E, birim vektorii i¢cin g(E,,oT)==1 olur.

E, =@l olsun. Boylece (3.6) esitligi
7,(7) = (3K, )E, + (K’l — K — KK + CK'l) E,+ (21(1' K, + KK, ) E, +xx,x,E, =0
bi¢imine doniisiir. Son denklemden
KK, =0,

w3
K —K—

2 —
KKy +Ck; =0,
2K, Kk, + Kk, =0,

KKk, =0

yazilabilir. Denklem sistemindeki ilk esitlikten » has biharmonik oldugundan
x, =0 yani x =sabit>0 dir. x >0 sabiti igin diger esitlikler ¢oziildiigiinde

srrastyla x7 + &7 =C, K, sabit ve x,x, =0 elde edilir.
Tersine
Kk, = sabit >0, x, = sabit,
2 2
K, + Kk, =C,

KKk, =0
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sartlar1 (3.6) esitliginde kullanilir ve E, = ¢T olarak secilirse z,(y) =0 elde edilir.

Boylece “Tanim 2.1.8” geregi y egrisi has biharmoniktir. [

3.7 Sonug Eger c =1 ve E, || @7 ise y egrisinin Frenet ¢ati alani {T,¢T, &}

dir. Ayrica,

i) Eger ¢ <1 ise y egrisinin biharmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sart  nin

geodezik olmasidir.

i) Eger c>1 ise y egrisinin has biharmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sart

y nin egrilikleri k7 =c—1(ve k,=1) olan bir helis olmasidir [13].

Ispat: ¢ #1 olmak iizere », M?"(c) Sasakian uzay formunda birim hizh
bir Legendre egrisi lizerindeki Frenet cat1 alaninin {T,(/)T,i} oldugunu gosterelim.

Oncelikle y Legendre egri oldugundan
n(r)=9(T, &)=0 (3.24)
bulunur. y birim hizli egri oldugundan
9(r'7)=9(T.T)=1
dir. (3.24) ve (2.8) esitliklerinden
9(er' er')=9(eT,oT)=9(,T)-n(T)n(T)=1

elde edilir. & karakteristik vektor alani oldugundan (2.7) ve “Tanim 2.2.4” geregi

9(¢.¢)=n($)=1

sonucuna ulasilir. Boylece T, ¢T ve & vektor alanlar1 birimdir. Bu vektor alanlarinin
ikigser ikiser ortogonal oldugunu gosterelim. ¢ anti-simetrik bir tensor alani

oldugundan (2.9) esitligi kullanilarak
9(rer')=9(T,¢T)=0
bulunur. Ayrica y Legendre egri oldugundan (2.7) esitligi geregi
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9(7,&)=n(r")=n()=0
dir. Son olarak “Teorem 2.2.6” ve (2.9) esitligi birlikte diisiiniildiiglinde

9(er' &) =—9(7,95)=-9(T, &) =0

bulunur. Boylece {T,¢T,§} kiimesi ortonormal bir kiimedir ve y Legendre egrisinin
Frenet cati alanini olusturur. Ayrica E,| @7 i¢cin g(@T,pT)=1 oldugundan

E, = ¢T olsun. (2.5) denklemi kullanilarak

@E, =¢’T yani pE, =-T (3.25)
elde edilir. (2.4), (3.17), (3.25) birlikte kullanilirsa
£ =7 =T
V. T =xE, =x0¢T,
V.E,=—x«T+x,E, =V 0T =&+Kx¢0E, =& —KT, (3.26)
V.E,=—K,E, +x,E, =V, E=—¢T =-E, (3.27)

yazilabilir. Boylece (3.26) esitliinden x, =1 ve E, =¢ olarak disiiniilebilir. Bu

durumda (3.27) esitliginden x, =0 elde edilir.

i)  biharmonik egri olsun. Boylce 7,(y) =0 sartin1 saglar. Ayrica «, =1

olarak bulundugundan “Teorem 3.6” geregi x7 +1=colur ve c<ligin x; =0 dur.

Boylece “Tanim 2.1.10” geregi y egrisi bir geodeziktir.

Tersine y geodezik egri ve c<1 olsun. “Tanim 2.1.10” geregi x, =0 dir.

Boylece 7,(y) =0 esitliginin saglandig1 agiktir.
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i) ¢c>1 ve y egrisi has biharmonik olsun. “Teorem 3.6” geregi
Kk, =sabit>0 ve «x,=1 oldugundan &’ =c-1 elde edilir. Ayrica «,=0 elde

edildiginden “Tanim 2.1.10” geregi » egrisi bir helistir.

Tersine ¢>1 ve y egrisi k7 =c—1(ve «, =1) egrilikli bir helis olsun.

”Teorem 3.6” geregi 7,(y) =0 esitliginin saglandig1 agiktir. [
4.Durum: c =1 ve g(E,,@7)=-10,1 olsun.

t parametresiyle parametrelendirilmis, y egrisi boyunca diferansiyellenebilir

bir f fonksiyonu

f:1 >C*(M,R)

(3.28)
t— f(t)=9(E, ¢T)

bi¢iminde tanimlansin.

f(t)=9g(E,,@T) esitliginin her iki taraftan tiirevi alinirsa,

f(t) = 9(V;E,, ¢T)+9(E,, V;¢T)
=-x,09(E, 0T) +x,9(E;, 0T) +9(E,, &) + 5,9(E,, 0E,)

dir. Burada y Legendre bir egri oldugundan 7(E,)=0 ve ¢ antisimetrik

oldugundan g(E;, ¢T)=0ve g(E,,E,) =0dir. Boylece

f(t) =x,9(E;, oT) (3.29)

olarak bulunur. Ayrica y biharmonik egrisi i¢in ¢T nin ortonormal agilimi

T =9g(oT ,E,)E, +9(eT,E;)E, +9(0T,E,)E, (3.30)

olup (3.29) ve (3.30) esitliklerinden (3.6) denklemi yeniden diizenlenirse,
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. " c+3)x;
7,(y) = (_3K1K1)E1+(K1 _K13 _Klez +( )%,

j E,+ (2/(1' K, + KK, ) E, + x,x,x,E,

+% f (sz +9(oT, E)E; +g(oT, E4)E4)

=0 (3.31)

elde edilir. ]

3.8 Teorem c#1ve f(t)=9(E,,T)=-10,1olsun.y, 4<r<2n+1, n>2
icin oskiilator mertebesi r olan bir Legendre Frenet egrisi olsun. y nin has

biharmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sart

K, = sabit > 0, (3.32)
Kf+K22:CL3+@f2, (3.33)
: 3(c-1
K, T Gt 2 )fg((pT,Eg), (3.34)
3(c-1
oy =~ fg (o ) (3.35)
olmasidir [13].
Ispat: c=1ve f(t)=g(E,,oT)=-10,1olsun.
y has biharmonik olsun. Boylece (3.31) denklemini saglar. Buna gore,
KK, =0 (3.36)
K —K —KK, + (C+3), + Gl f2=0 (3.37)
4 4
21, 16, + Ky i, + % fg(eT,E;) =0 (3.38)
P Chal) ;1)’(1 fg(T,E,) =0 (3.39)
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denklem sistemi elde edilir.  has biharmonik oldugundan (3.36) denkleminden
x, =0 yani x; =sabit>0 dir. x >0 sabiti igin (3.37), (3.38), (3.39) denklemleri
coziildiigiinde sirasiyla (3.33), (3.34), (3.35) esitlikleri elde edilir.

Tersine (3.32), (3.33), (3.34), (3.35) esitlikleri (3.31) denkleminde yerlerine
yazildiginda 7,(y) =0 esitliginin saglandig1 agiktir. Boylece “Tanim 2.1.8” geregi »

egrisi has biharmoniktir. |

3.9 Sonu¢ (3.29) denklemi (3.34) esitliginde yerine yazilir ve (3.34)

denkleminin integrali alinirsa W, sabit olmak tizere,
3(c-1
K2 = —¥ £2 4w, (3.40)

elde edilir. (3.40) denklemi (3.33) denkleminde yerine yazilir ve (3.33) denklemi

diizenlenirse

K2 :C%;S+3(C—2_1) f2—w,

olur. x; =sbt, c=sht, w, =sbt oldugundan f(t)=g(E,,¢T) de sabittir. Boylece

(3.40) denkleminden x, = sabit >0 dir. x, =sabit >0 ise (3.34) geregi
9(4T,E)=0 (3.42)
olur. Bu durumda y biharmonik egrisi i¢in T ortonormal agilimi
ol = fE,+9(eT,E,)E, (3.42)
olacaktir. Boylece f(t)=g(E,,@Tl)=cose, ve g(¢T,E,)=sina, olacak bicimde bir
tek a, € (0, 2n)\{g,n,3§} sabiti vardir [13].
3.10 Sonu¢ c#1, n>2 ve y oskiillator mertebesi r >4 olan bir Legendre
Frenet egrisi olsun. g(E,,¢t) #—1,0,1 olmak tizere,

i) c<-3 igin y egrisinin biharmonik olmasi igin gerek ve yeter sart ¥ nimn

bir geodezik olmasidir.
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i) ¢>-3 icin y egrisinin has biharmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sart

K, = sabit > 0, k, = sabit,

K+ K _+3 . 3€D e o,
4 4
KKy =— 3(08_1) sin(2er,)

olmasidir. Burada ¢, €(0,2n) \ {gn%ﬂ} c+3+3(c-1cos’e, >0 Ve
3(c-1)sin(2 ) <0 olacak sekilde bir sabittir [13].
Ispat: c#1, Nn>2 ve y oskiilatér mertebesi r >4 olan bir Legendre Frenet

egrisi ve ¢, € (0, 2n)\{g,n,3§} icin g(E,,T) =cosg, olsun.

i) c<-3 ve y egrisi biharmonik olsun. Boylece (3.31) esitligini saglar.
“Tamim 2.1.9” geregi E, in katsayis1 olan xx =0 igin x, =0 veya x, =0 dur.
k=0 ise y nin geodezik oldugu agiktr. x; #0 ve x, =0 olsun. x, =sabit >0 ve

c<-3 i¢in &’ +x; :CL3+¥ f? <0 olacaktir. Bu durum x, =0 olmasi ile

4

saglanir. "Tanim 2.1.10” geregi y egrisi bir geodeziktir.

Tersine ¢ <—-3 olmak {lizere y bir geodezik olsun.”Tanim 2.1.10” geregi

&, =0 dir ve 7,(y) =0 biharmonik denklemini sagladig1 agiktir.

i) c>-3 i¢in y has biharmonik egri olsun. Buna gére ”Teorem 3.8 geregi
(3.32), (3.33), (3.34), (3.35) denklemlerini saglar. “Sonug 3.9” da g(E,, ¢T) = cose,

ve g(¢T, E,)=sing, olarak alinirsa,
Kk, = sabit >0, k, = sabit,

c+3 3(c-1
K12+K22=—+( ) cos?

0
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KoKy = — 3(C8_1) sin(2e,)

ifadelerinin saglandig1 agiktur.
Tersine ¢>-3 igin o, €(0,2x) \ {gn%ﬂ} c+3+3(c—1cos’x, >0 Ve
3(c-1sin(2er,) <0 olmak iizere
K, = sabit > 0, x, = sabit,

2 2 :c+3+3(c—1)

2
K HR == 1 oS,

3(c-1)

KoKy = — 3 sin(2¢,)

sartlarini saglayan » egrisi “Teorem 3.8” geregi has biharmoniktir. [

3.11 Senug Helis olmayan biharmonik egriler de vardir [13].
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4. SASAKIAN UZAY FORMLARDA LEGENDRE
OLMAYAN BiHARMONIK EGRILER

Bu bolimde (2n+1)-boyutlu ¢ -kesitsel egriligi bir sabit ¢ sayisi olan
(M, ¢, & 7, g) Sasakian uzay formunun Legendre olmayan bir y egrisinin

biharmonik olma kosullar1 incelenecektir.

y:1 — M oskiilator mertebesi r olan, Legendre olmayan bir Frenet egrisi
olsun. f, y egrisi boyunca tanimli ve sifirdan farkli bir fonksiyon olmak iizere

n(T) = f olarak tanimlansin. y egrisinin biharmonik denklemi
7,(7)=V3T —R(T,V,T)T =0
dir. Bu egri i¢in (2.4) esitlikleri yardimiyla,
E =7 =T,
V.E =V.y=V.T =xE,,

V. VT =V (V;T)=V,(xE,) = Kl‘ E, +x(V;E,)

_ 2 !
=-k,'E +x E, +xx,E;,

V,.V.V.T =V.(V,V,.T) =V, (—«’E, + &, E, + k,x,E,)
= -2k, E, —x,°V,E, + Kk, E, + & V. E, + (x, , + Kk, )E, + K,x, V- E,

= (=3x,x, )E, + (x, —x°—x,5,)E, + 2K, K, + KK, ) E, + ki, E,  (4.1)

elde edilir. Boylece “Teorem 2.2.18” geregi
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R(T,V;T)T =R(T, k,E,)T = xR(T,E,)T
=K1[CT+3{9(T, E)T —9(T,T)E2}+CT_1{77(T)77(F)E2 —n(Mn(E,)T

+9(T, T)n(E,)S —9(T, E)n(T)S +9(T, oE,)eT —g(T, ¢T )¢k,
+29(T,pE,)pT} ] (4.2)

elde edilir. Burada E, =T,E,,E,..E, Frenet catist oldugu icin g(T,E,) =0 dir.
Legendre olmayan bir y egrisi i¢in 7(T) = f fonksiyonun tiirevi alnir ve (2.4),
(2.7), (2.11) kullanilirsa

xn(E) = (4.3)
elde edilir. Boylece (4.2) denklemi

R(T,V,T)T :[——C+3K‘1+C—_1K‘1f2jE2—E T
4 4 4

(4.4)

+c—1 f'§_3(C—1)

4 4 Klg(Ew(DT)q)T

biciminde yazilabilir.(4.1) ve (4.4) esitliklerinden

7,(y) =ViT =R(T,V,T)T
=(—3K1K1' +% ff'jE1+(K1" -5’ - KK, +CT+3K1—%[KJ ZjEz

+(2K1'1<2 + KK, ) E, + xx,x,E, — c-1 f&ér -1 x,9(E,, ol )eT

=0 (4.5)

elde edilir.

4.1 Teorem Eger ¢ =1 ise Legendre olmayan y egrisinin has biharmonik

olmasi i¢in gerek ve yeter sart

K, = sabit > 0, x, = sabit, (4.6)
K+ =1, 4.7)
Kk, =0 (4.8)

olmasidir [16] .
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Ispat: » has biharmonik egri olsun. Bu durumda 7,(y)=0 dir ve c=1

oldugundan (4.5) denklemi

7,(y) = (—3K1K1' ) E +(x —x°—xx’+x)E,+ (21(1' K, + KK, ) E, +xx,x,E, =0

bi¢imine doniisiir. Bdylece

KK, =0, (4.9)

K —K —KK +K =0, (4.10)
2K, K, + Kk, =0, (4.11)
KKk, =0 (4.12)

denklem sistemi yazilabilir. y geodezik olmadigindan (4.9) esitliginde x, =0 yani
K, =sabit >0 dir. x; >0ise (4.10) denkleminden «* +x,* =1, (4.11) denkleminden

x, =0 yani x, = sabit, (4.12) denkleminden x,x;, =0 olarak bulunur.

Tersine

Kk, = sabit >0, x, = sabit,
K+ =1,
Kk, =0

olsun. Bu esitlikler (4.5) denkleminde kullanildiginda z,(y) =0 elde edilir. Boylece

“Tanim 2.1.8” geregi y egrisi has biharmoniktir. [

4.2 Sonu¢ y egrisi has biharmonik egri ve M nin ¢ kesitsel egriligi c =1
olsun. ¥ nin has biharmonik egri olmasi igin gerek ve sart x; =1 egrililikli bir
cember veya egrilikleri arasinda &7 +x7 =1 bagmntis1 bulunan bir helis olmasidir
[16].

Ispat: y egrisi has biharmonik egri ve M nin ¢ kesitsel egriligic =1 olsun.
Bu takdirde y,“Teorem 4.1 deki sartlar1 saglar. (4.8) denkleminden x, =0 veya
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K, =0 dir. x,=0 ise (4.7) denkleminden x, =1 elde edilir. Bu durumda “Tanim
2.1.10” geregi y bir ¢ember belirtir. x, #0 ve x; =0 durumunda ise y, (4.7)

denklemini saglayan bir helistir.

Tersine y Legendre olmayan bir egri ve M nin ¢ -kesitsel egriligi sabit ¢ =1
olsun. x; =1, x> +x,” =1 degerleri (4.5) esitliginde yerlerine yazildiginda z,(y) =0

elde edilir ki “Tanim 2.1.8” geregi y egrisi has biharmoniktir. [

4.3 Teorem (2n+1)-boyutlu, c=1 olan (M, ¢, &, 1, g) Sasakian uzay

formunda Legendre olmayan y egrisinin has biharmonik egri olmasi igin gerek ve

yeter sart
K, = sabit > 0, (4.13)

3 ¢c-1 l1c-1,.. 3(c-1)
Z4 2 _CH49 L TP () + E,, oT))%, 4.14
K +K, p 2 K‘lz 4 (f) 2 (a( 2 @ ) ( )

. 1c-1_. 3(c-1
K _;TfU(Es)_'_ (4 )g(E21¢T)g(E3,¢T):O’ (4.15)
1

3(c-1)

= 9(E,¢T)9 (E, 9T) =0 (4.16)

lc-1,,
Kk, ————f'n(E,)+
K 4

1

olmasidir [16].

Ispat: Legendre olmayan y egrisi has biharmonik egri olsun.
T =g(E,,¢T)E, +9(E;,¢T)E, +g(E,, ¢T)E,,

&=n(E)E, +n(E,)E, +n(E,)E; +n(E,)E,

ortonormal acilimlarini kullanarak (4.5) denklemi,
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. c-1,. " c+3 c-1
7,(y) = (-3x.x, +T ff )E, +(x, _Klg_Klez"'TKl_TKlfz)Ez

+(2K, &, + KK, ) B, + KK E, —% f| fE +f KiE2 +1(E;)E, +77(E4)E4}

1

N 3(c-1)

Klg(Ez,(/)T)[g(EZ,(pT)E2 +9(E;, 9T)E, +g(E4,(pT)E4]
=0 (4.17)

biciminde yazilabilir. Bdylece

(-3,%' +CT_1 ff —CT‘l ff'j: 0, (4.18)
. c+3 c-1
K, —Kf—KIKZZJrTKl—TKlfz
c-1,,.,1 3(c-1
(D DA CICG DR @.19)
1

3(c-1)

. . ¢c-1..
2K, K, + KK, _T f n(E;)+ 9(E,, 0T)9(E;,0T) =0, (4.20)

3(c-1)

c-1..
KleKs_T f n(E,)+ 9(E, 0T)g(E,,@T)=0 (4.21)

denklem sistemi elde edilir. Burada y egrisi has biharmonik oldugundan (4.18)
esitliginden x, =0 yani x; =sabit>0 dir. Buna gore (4.19), (4.20), (4.21)
denklemleri ¢oziiliirse sirayla (4.14), (4.15), (4.16) esitlikleri elde edilir.

Tersine (4.13), (4.14), (4.15), (4.16) esitlikleri (4.5) denkleminde yerlerine

yazildiginda 7,(y) =0 biharmonik olma sartinin saglandig1 agiktir. [

4.4 Sonu¢ (2n+l)-boyutlu ¢@— kesitsel egriligi sabit c=1 olan

(M, o, & n, g) Sasakian uzay formunda y, oskiilator mertebesi r olan, Legendre

olmayan bir Frenet egrisi olsun. 7(T)=cosp, = sabit ¢{-1,0,1} olmak iizere y

egrisinin has biharmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sart y nin
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i) @T =£sinBE, olmak iizere 7 =1+(c—1)sin® B, >0 egrilikli bir gember

veya

i). ol =xsingE, olmak lizere egrilikleri arasmda
K + x5 =1+(c—1)sin’ 3, >0 bagmtisi bulunan bir helis

veya

iii) @T =singcospB,E, +singsing,E, olmak iizere
K, = sabit >0, x, =sabit,

2 _ c+3_c_—10052’81+3(c—1)
4 4

K+ K, sin’B,cos’ B,

K,k = —@ sin®Bsin(24,)

esitliklerini saglayan, oskiilator mertebesi r >4 olan bir Frenet egrisi olmasidir.

Burada ﬁle(O,ﬂ)\{%} degme agist T tanjant vektor alami ile & karakteristik

vektor alani arasindaki agl, [, €(0,27r)  sabit olmak lizere
c+3—(c—1cos’B +3(c—1)sin’Bcos’ B, >0, 3(c—1)sin(23,) <0 ve n>2 dir [16].

Ispat: c#1 ve y, oskiilatér mertebesi r olan has biharmonik egri olsun. Bu

durumda 7,(y) =0 dir. "Teorem 4.3” te gegen f fonksiyonu £ E(O,ﬂ)\{%} icin

f=n(T)=9(T,5)=cosp, (4.22)

olsun. (4.22) esitliginin tiirevi alinir, (2.9) ve (2.11) denklemleri kullanilirsa;

9(E, &) = =0 (4.23)
K.

1

elde edilir. Ayrica «, y egrisi boyunca tanimli bir fonksiyon olmak tizere
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9(Ey 0T) =a (4.24)

olsun. Esitligin tiirevi alinirsa,
g(VTEz’(pT)+g(E2’VT¢T):aI (4-25)

elde edilir. Burada (2.10) denkleminden faydalanilarak,

V. (@T) = (V, 0T +V,T
=9(T, T)E—n(T)T +p(xE,)
=& — fT + x9E, (4.26)

olur. (2.4) ve (4.26) esitlikleri kullanilirsa,
—%,9(E, T) +1,9(E;, 0T) + 9(E,, &) - f9(E, T) + 5,9(E,, F,) =
bulunur. Buradan (2.9) ve (4.23) denklemlerinden
,9(E,,0T) =a (4.27)

olur.

y has biharmonik egri oldugu i¢in “Teorem 4.3” geregi (4.15) esitliginde «

ve o degerlerini yerine yazilip ., egriligi ile ¢arpilirsa,

3(c-1)

Kk, + aa =0 (4.28)

dir. Boylece esitligin integrali alindiginda w, sabit olmak tizere

3(c-1)

a’+w, =0 (4.29)

0

2
K, +

elde edilir. Buradan (4.29) esitligi, (4.14) denkleminde yerine yazilirsa,



elde edilir. Boylece C=sbt,w, =sbt, x; =sbt ve f =sbt oldugundan «, de sabittir.
K, sabit ise (4.29) denkleminden o sabittir. Buna gore (4.27) denkleminden x, =0

veya g(E;, ¢T) =0 olmak iizere iki durum kargimiza ¢ikar:

1) x, =0 ise (4.5) biharmonik denklemi

(—Kf +—CZ3K1 —%K‘lf 2} E,+ 3(C4_1) Ka(pl)=0

bicimine doniisiir. Burada x; = sbt, ¢ =sbt, f =sbt, a=sbt oldugundan E, || ¢T elde
edilir. Boylece g(@T,pT)=1-f?=sin’8 ve E, ortonormal vektoriinden
g(E,,pT)=4sing, dir. Buradan ¢T =+£singE, olarak ifade edilir. Ayrica
g(E,,pT)=4sing, ve f fonksiyonun sabitligini kullanarak (4.14) esitliginden
&7 =1+(c—1)sin’°B, >0 elde edilir. Boylece "Tanim 2.1.10” geregi y egrisi bir

¢emberdir.

i) x, #0o0lsun. Bu durumda g(E;,¢T)=0 dir ve x;=0ise x, ve x, sabit
oldugundan "Tanim 2.1.10” geregi y egrisi bir helis olur. Ayrica (4.5) biharmonik
denkleminden E, ||@T dir. Boylece ¢l ==xsingE, ve (4.14) denkleminden

K} +x5 =1+(c—1)sin’5, >0 elde edilir.

i) x,#0 ve g(E,,@T)=0 olsun. y egrisinin oskiilatér mertebesi r >4

olmak iizere (4.5) biharmonik denkleminden ¢T e span{E,, E, } elde edilir.

Ayrica g(@T,pT)=1-f?=sin’B ve B, (0,27) ¢T ve E, arasindaki ac1
olmak tizere g(¢T,E,)=a=singcosp, ve g(¢T,E,)=singsing, olarak bulunur.

Boylece @T ortonormal agilimindan
@l =singcosp,E, +singsing,E,

dir. Diger taraftan y has biharmonik egrisi igin «, sabit ve “Teorem 4.3” geregi
K, =sbt >0, g(eT,E,)=singcosp,, 9(el,E,)=singsing, degerleri de (4.14),
(4.16) denklemlerinde yerlerine yazildiginda
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Kk, = sabit >0, x, = sabit,

K2+ K} :—Czs —CT_lcosz,B1 3=y

sin’B,cos’ B,

sin®Bsin(24,)

KKy =—

3(c-1)
8
olarak bulunur.

Tersine (2n+1) boyutlu ¢ -kesitsel egriligi sabit c=1 olan (M, ¢, &, 7, g)
Sasakian uzay formunda p (i), (ii), (iii) sartlarmi saglayan Legendre olmayan bir
Frenet egrisi olsun. Bu durumda y egrisinin 7,(y) =0 has biharmonik olma sartini

sagladig1 agiktir. [ |

g(¢T,E,), 7,(¥) =0 biharmonik denkleminde 6nemli bir rol oynar ve
oskiilator mertebesi rolan bir y Frenet egrisinde 77(T) = f (s) = cos/(s) her zaman
sabit olmak zorunda degildir. Bununla beraber E, L @T veya E, | ¢T olmasi

durumlarinda da 6zel sonuglar elde edilir.

1.Durum: c=1, E, L ¢T olsun.

45 Teorem E, L@l olmak iizere (2n+1) boyutlu, c#1 olan

(M, o & n, g) Sasakian uzay formunda Legendre olmayan y egrisinin has

biharmonik egri olmasi i¢in gerek ve yeter sart

K, = sabit > 0, (4.30)
K12+K;—%3—071f2—%‘:7‘1(f Y, (4.31)
1
k- ) =0, (4.32)
K 4
lc-1..
KoK T 4 fn(E,)=0 (4.33)

1
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olmasidir [16].

Ispat: Legendre olmayan y egrisi has biharmonik egri olsun. Bu durumda y
egrisi (4.13), (4.14), (4.15), (4.16) denklemlerini saglar ve E, L T kabuliinden
g(E,,T) =0dir. Boylece (4.31),(4.32),(4.33) denklemleri elde edilir.

Tersine E, L T olmak iizere (4.30), (4.31), (4.32), (4.33) denklemleri (4.17)

denkleminde yerlerine yazildiginda z,(y)=0 biharmonik denklemini sagladig
agiktir. [ |
f =g(T,&) =n(T) fonksiyonun tiirevi alinirsa,

f = g(VTT,f)—i-g(T,VTf)
=9(rqE,, &) +9(T,—¢T)

olup buradan (2.9) geregi f =x,g(E,,&) dir ve

0(E, ) =n(E) = (4.34)

denkleminin de tiirevi alinirsa,

o(V:E, &)+ 9(E, V) =,

K

yani

f
9(-xE +1,E;5,8)+9(E,, —¢T) =

K

elde edilir. Burada E, L ¢T oldugundan

x,n(E;) = i f +x f (4.35)

1

dir. Diger taraftan (4.32) denkleminde (4.35) esitligi yerine yazilirsa
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K‘—ic—‘lf'( ! f"+ﬁf]:0 (4.36)

KK, K,
dir ve esitlik x, ile carpilirsa,

KK, —%CT_l(f'f"ﬂcfﬁ"):O (4.37)

1

elde edilir. (4.37) esitliginin integrali alinirsa W, sabit olmak {izere,

K;—%CT_l((f')szfz)ﬂLwl:o (4.38)
1

olur. (4.31) denkleminde «,> yerine (4.38) esitligi yazilirsa,

c+3
K'lz +K‘22 :——l<22—W1
4

elde edilir ki burada x; =sbt,c=sbht,w, =sbt oldugundan x, de sabit olacaktr.

Boylece (4.37) denklemi x; =sabit >0 ve ¢ #1 olmak tizere

f(f +xf)=0 (4.39)
dir. Ayrica g(E,, T ) =0varsayiminin tiirevi alinirsa,

—160(E, 0T) +1,09(E;, 0T) +9(E,, &) — f9(E,, T) + 15 9(E,, 9E,) =0

denklemi elde edilir. Burada ¢ antisimetrik ve 7(E,) :f— oldugundan
K

Kzg(EsyfoT):_f_l (4.40)

K

bigimine doniigiir. Ayrica (4.35) ifadesinin tiirevi alinirsa

Kz(g(VTEyf)"'g(Es’va)):i fr +K1f'

K

yani
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o, (~1,0(Ep, &)+ 1,0(Es. ) 16,0 (Ey gT) = — £ 44

K
dir. Burada (4.34) ve (4.40) ifadeleri yerlerine yazilirsa,

K1 (E,) :Ki( 7+ (i + 15 =D ) (4.41)

1

elde edilir.

Diger taraftan y egrisi has biharmonik oldugu i¢in 7,(y) =0 esitligini saglar.
Boylece 77(7,(y)) =0 olacaktir. k, sabit olmak tizere n(&) =1, n(T)=f, (7°¢) =0,
(4.34), (4.35), (4.36) ifadeleri yerlerine yazilirsa,

c-1.. c+3 c-1 1 .
et = G ot SR

A(F +(K5+K§—1)f')—CT‘1 3

=0

elde edilir. Boylece f~ =0 olarak bulunur. Ayrica (4.39) ifadesinin tiirevi alinir ve
f"=0 oldugu gdz oniine ahnwsa x2(f)°+(f +x7f)f =0 elde edilir.

Kk, =sabit >0 oldugundan f =0 yani f sabittir. Boylece E, L T kosuluyla
o . . . T 3 .
Teorem 4.5” de f fonksiyonu yerine f =7(T)=cosg, (0, Zﬁ)\{?ﬂ,?}sabltl

alinabilir [16]. n

4.6 Sonu¢ c=1,n>2 ve E, L T olsun. Legendre olmayan y egrisinin has
biharmonik olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart ¥ nin

2 _ C%:* €105, egrilikli bir ember,

i) 7(T) = cos, ve «, y

veya
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i) 7(T) =cosf3, ve egrilikleri arasinda «,° +x,” = 0%43 —%lcos2 S, bagmtist

bulunan bir helis olmasidir. Burada /g, €(0,27) \ {%,72’,377[} sabit ve

C%;s—CT_lcoszﬁo >0 drr [16].

Ispat:c#1,n>2 ve E, L T olsun.
Legendre olmayan » egrisi has biharmonik olsun. Boylece y “Teorem 4.5”
sartlarini saglar. f =7(T) =cosf, sabiti icin (4.33) esitligi x,x, =0 olur.

k,=0 ve x;#0 ise (4.31) denklemlerinden Kf:%?)—CT_lcoszﬂo elde

edilir. Bu durumda y egrisi bir cemberdir.

k, #0 ve x, =0 ise (4.32) esitliginden «, sabittir ve (4.31) denkleminden
2 2 C+3 C_l 2 T H . -~ v . - - -
K +K, :T—TCOS [, elde edilir. Boylece y egrisi bir helistir.
Tersine Legendre olmayan y egrisi (i) ve (ii) sartlari saglayan bir egri
olsun. Bu durumda y egrisinin 7,(y)=0 has biharmonik olma sartin1 sagladig:

acgiktir. [ |

2.Durum:c=1 ve E, || oT olsun.

Bu durumda “Teorem 2.2.6” geregi g(oT,&)=n(pT)=(#-¢)(T)=0
oldugundan g(E,,¢&) = 1 f =0 dr. Boylece f=n(T)=cospB, sabittir.
K

1

g(pT,eT) =1—(1(T))* =sin’B, ve ¢T =+sinB,E, dir.

Yardimci Teorem 4.7 c =1 ve E, || ¢T olsun. y egrisinin has biharmonik

olmasi i¢in gerek ve yeter sart y nin

i)7(T) =cosf, ve k> =c—(c—1)cos’, egrilikli bir gember,

veya
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i) n(T)=cosp, ve egrilikleri arasinda x,° +x,° =c—(c—1)cos’/3, bagmtisi
. . T 3 .
bulunan bir helis olmasidir. Burada p,€(0,27) \ E,;r,? sabit ve

c—(c—1)cos’f3, >0 dir [16].

Ispat: c#1 ve E, || ¢T olmak iizere » has biharmonik olsun. Bu durumda
(4.5) denklemini saglar. “Teorem 4.3” geregi k; =sabit >0, f =cosf,olmak iizere
g(E,,pT) =sing,, T =sing,E, degerleri (4.5) denkleminde yerlerine yazilirsa,

c+3 c-1

_Kl(ch + K, —T+Tc032/3’0 _8=D

Sinzﬂoj E, + Kk, E, + x6,6,E, =0

olur. Boylece

K2+ K’ :%—%cosﬁﬂo ) sin’f3,, (4.42)
xx, =0, .
1K, =0 (4.43)
K K,k, =0 (4.44)
172743

denklem sistemi elde edilir. x; =sbt>0 i¢in (4.43) esitliginden «, =0 yani «,

sabittir ve (4.44) esitliginden x,x, =0yani x, =0veya x, =0dur.

Eger x,=0 ise (4.42) denkleminden x7 =c—(c—21)cos’3, elde edilir ve

boylece y egrisi bir gemberdir.

Eger x,=0 ise (4.42) denkleminden  egrilikleri  arasinda

K} + K5 =C—(c—1)cos’ B, bagmtis1 bulunan bir helis elde edilir.

Tersine (i) veya (ii) sartlarini saglayan bir y egrisi (4.5) denklemini saglar.

Bu durumda “Tanim 2.1.8” geregi y has biharmonik egridir. |
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48 Teorem c=#1 ve E,| T olsun. r <3 olmak iizere y, oskiilator
mertebesi rolan bir Frenet egrisi olsun. y egrisinin has biharmonik olmasi i¢in gerek

ve yeter sart

2 2
i U(T):i\/c—”-_ c°—-2c+5 ve ch—1+«/c —-2c+5

K
2(c-1) 2

olmakla birlikte

y nin bir cember
veya

i) 7(T)=cospB, ve k, egriligi x> +cos(2/3,)x, +(L—c)sin*B, =0 bagintisi

saglamakla birlikte  nin bir helis olmasidir. Burada /£, = sabit € (0,27)\ Z 3z
e 0 2 2

Ve x,” = (rcotB, £1)* dir [16].
Ispat: c#1ve E, || T igin » Legendre olmayan has biharmonik bir egri

olsun. n(T) =cosp, icin E, || T olmak iizere
T =1sing,E, (4.45)
dir. (4.45) denklemi ¢ ile islem alinir ve (2.5) esitligi geregi
@’T =-T +cosB,& = +sinB,p(E,) (4.46)
T Cosf,

sing,  sing,

(4.45) esitliginin tiirevi alinirsa,

elde edilir. Buradan ¢(E,) =¥ & bigiminde yazilabilir. Diger yandan

V.l =+sin g, V. E, (4.47)
dir. Burada V;¢T ayni1 zamanda

Vool =(Vio)T +(V,T)
=& —cosfBT +x,0(E,) (4.48)

oldugundan (4.47) ve (4.48) denklemleri birlikte kullanilirsa
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. Cosf3,

sing, sing,

&—cos ST +K'l( §J:isinﬂ0VT E,

elde edilir. Boylece

_ 1 K, 1 [ xcosp,
V.E, = sin,BO[sin,BoiCOS'BOJT+sinﬂO[ Sing, J_rljg (4.49)

olur. Ayrica V. E, =—x,T +«,E, ifadesinin her iki tarafinin & ile iccarpimi yapilirsa,

(1) + xn(E) == :ﬁ (si’fﬂ icosﬂo]ncr) r= nlﬂ (";fr‘]’;% il}n(é)

dir. Burada 77(T) =cosf, ve 1(&) =1 olmak iizere,

x,n(E;) = (£Sinf, + x,C0S53,) (4.50)

bicimine doniigiir. Diger taraftan E,|@T oldugundan g(@T,E;)=0 ve
g(@T,E,)=0dir. g(¢T, E;) =0 ifadesinin tiirevi alinirsa

g(V;el ,E))+9(eT,—x,E, + x,E,) =0,
g(&—cosp,T +x0E,, E))+9(eT,—x,E, +5,E,) =0,
1(E3)—cos £,9(T, E) + 5,9(0E,, Ey) —x,9(0T, E;) =0,
11(Es) +x,9(0E,, By) Frosinf, =0 (4.51)

elde edilir. Ayrica (4.46) esitliginde E, ile igcarpim alinir ve her iki taraf «; ile

carpilirsa,
+x, €0s B,9(E,, £) = «; sin B,9(¢E,, E,) (4.52)

olur. Boylece (4.51) ve (4.52) esitlikleri kullanilarak
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+1,5in% B,

1(E:) = sing, + x,C0s 3, (4.53)

olarak bulunur. (4.50) ifadesinde 7(E;) yerine yazilirsa

2 (K,c0843, +sing,)) (4.54)

2 sin?3,

elde edilir. Burada eger x, =01ise y egrisi bir ¢emberdir ve (4.54) esitliginden

Kk, =FtanB, >0 olmaldir. ”Yardimc1i Teorem 4.7” geregi y has biharmonik

egrisinin bir gember olmasi igin gerek ve yeter sart k; =tanf, i¢in cos®s, =—

1

olmasidir. Yine “Yardimci Teorem 4.7” geregi k7 =c—(c—1)cos’s3, ifadesinde

cos’f3, yerine yazilir ve diizenlenirse

2
1

, C-1+yc*-2c+5

Kl 2 )

c+1-+/c*—2c+5
2(c-1)

(7(T))* =cos’f3, =

esitlikleri elde edilir. Boylece (i) ispatlanmig olur.

Eger «,#0 ise V.E,=—«T+k,E;, denkleminin tiirevi alinir,
V.(V;E,)=—V.T+x,(V,E,) esitliginde (4.49), (2.4), V.E,=-«,E, +x,E,

degerlerleri yerlerine yazilir ve diizenlenirse

2
—K; 2K, COS
S e ﬂ°—1+7<2+/c2 E, =«x,x,E

2 1 2 2 2734
sin® 3, sin 3,

esitligi elde edilir. Esitligin her iki tarafi E, vektorii ile carpilirsa x,x; =0 olarak

bulunur. x, = sabit >0 oldugundan &, =0 dir. Boylece y egrisi bir helistir. (4.14)

48



(083, £sing, )’
sin’A3,

denkleminde f =cosf,, 9(E,,@T)=1sing, ve «; = degerleri

yerine yazilir ve diizenlenirse
K +cos(23,)k, +(@-c)sin*B, =0
elde edilir. Boylece (ii) ispatlanmis olur.

Tersine c#1 ve E, || @l olsun. r <3 olmak lizere y, oskiilator mertebesi r
olan (i) ve (ii) sartlarini saglayan bir egri olsun. Bu durumda y egrisinin z,(y) =0

has biharmonik olma sartin1 sagladigi agiktir. [ |

49



5. SONUC VE ONERILER

3.bolimde Sasakian uzay formunda Legendre egrilerin biharmonik ve has
biharmonik olma kosullar1 incelenmis ve Teorem 3.1, Teorem 3.4, Teorem

3.6, Teorem 3.8 ile sonuglar1 ispatlanmaistir.

4.boliimde Sasakian uzay formunda tanjant vektor alami ile karakteristik
vektor alan1 arasindaki acis1 sabit olan, Legendre olmayan egrilerin
biharmonik ve has biharmonik olma kosullar1 incelenmis ve Teorem 4.1,
Teorem 4.3, Teorem 4.5 ve sonuclar1 ile Yardimci1 Teorem 4.7, Teorem 4.8

ispatlanmistir.

50



6. KAYNAKLAR

[1]

[2]

[3]

[4]

[5]

[6]

[7]

8]

[9]

Kobayashi, S. and Nomizu, K., Foundations of differential geometry,
New York: John Wiley and Sons, Inc., (1996).

Hacisalihoglu, H. H., Diferensiyel Geometri, Inonii Universitesi Fen
Edebiyat Fakiiltesi Yayinlari, (1983).

O’Neill, B., Elementary differantial geometry, Newyork, London:
Academic Press, (1996).

Chen, B. Y., ”Geometry of submanifolds”, Pure and Applied
Mathematichs, 22, Marcel Dekker, Inc., New York, (1973).

Eells, J. and Sampson, J. H., “Harmonic mappings of Riemannian
manifolds” , Amer. J. Math., 86, 109-160, (1964).

Jiang, G., Y., “2-harmonic maps and their first and second variational
formulas”, Chinese Ann. Math., 7 (4), 389-402, (1986).

Ferus, D. and Schirrmacher, S., “Submanifolds in Euclidean space
with simple geodesics”, Math Ann., 260, 57-62, (1982).

Blair, D. E., Riemannian geometry of contact and symplectic
manifolds Second Edition, Boston, MA: Progress in Mathematics,
203. Birkhauser Boston, Inc., (2010).

Yano, K. and Kon, M., Structures on manifolds, Series in Pure
Mathematics, 3, Singapore: World Scientific Publishing Co., (1984).

51


http://www.ams.org/msnmain?fn=130&fmt=hl&pg1=IID&s1=86997&v1=Nomizu%2C%20Katsumi

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

Blair, D. E., Contact Manifolds in Riemannian Geometry, Lecture
Notes in Math., 509, Berlin: Springer-Verlag, (1976).

Kocayigit, H., ”Lorentz 3-Manifoldlarinda Biharmonik Egriler ve
Kontakt Geometri.”, Doktora Tezi, Ankara Universitesi Fen Bilimleri
Enstitiisii, Matematik Anabilimdali, Ankara, (2004).

Yano, K. and Kon, M., Anti-invariant submanifolds, Lecture Notes in
Pure and Applied Mathematics, (21), New York, Basel: Marcel
Dekker, Inc., (1976).

Fetcu, D. and Oniciuc, C., “Explicit formulas for biharmonic
submanifolds in Sasakian space forms”, Pacific J. Math., 240 (1), 85-
107, (2009).

Verstraelen, L. and Vrancken, L.,”Pinching Teorems for C-Totally
Real Submanifolds of Sasakian Space Forms”, Journal of Geometry,
33 (1), 172-184, (1988).

Baikoussis, C. and Blair, D. E., “On Legendre curves in contact 3-
manifolds”, Geometria Dedicata, 49, 135-142, (1994).

Fetcu, D. “A note on biharmonic curves in Sasakian space forms”
Ann. Mat. Pura Appl., 189 (4), 591-603, (2010).

Chen, B. Y., “A report on submanifolds of finite type”, Soochow J.
Math., 22, 117-337, (1996).

52



