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YUKSEK LiSANS TEZIi
YAGMUR KAYA
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Reel degerli fonksiyonlar i¢in Ortalama Deger Teoremi ve Rolle Teoremi
analizin en temel teoremlerindendir. Bu tezde kompleks degiskenli kompleks
degerli fonksiyonlar i¢in Ortalama Deger Teoremi ve Rolle Teoremi
incelenecektir.

Bu tez dort bolimden olusmaktadir.

Birinci boliimde Ortalama Deger Teoremi ve Rolle Teoremi’nin kompleks

diizlemde gegerli olup olmadig1 incelenmistir.

Ikinci bsliimde reel degerli ve kompleks degerli fonksiyonlar i¢in temel
tanim ve teoremler verilmistir.

Uglincii boliimde reel degerli fonksiyonlar i¢in Ortalama Deger Teoremi
ile Rolle Teoremi arasindaki denklik gdsterilmistir. Ortalama Deger Teoremi’nin
farkli ¢esitleri incelenmistir.

Dérdiincii boliimde Kompleks Rolle Teoremi ile Kompleks Ortalama
Deger Teoremi verilmistir ve tek kompleks degiskenli analitik bir fonksiyon i¢in
Kompleks Rolle Teoremi ile Kompleks Ortalama Deger Teoremi’nin denkligi
elde edilmigtir. Ayrica bu teoremlerin ¢esitli uygulamalarina yer verilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Kompleks ortalama deger teoremi, kompleks Rolle
teoremi, Myers teoremi
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ABSTRACT

COMPLEX ROLLE AND MEAN VALUE THEOREMS
MSC THESIS
YAGMUR KAYA
BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE

MATHEMATICS

(SUPERVISOR: PROF. DR. NIHAL YILMAZ OZGUR)
BALIKESIR, APRIL 2015

The Mean Value and Rolle Theorems for real-valued functions are the
basic theorems for analysis. In this thesis we investigate the Mean Value and
Rolle Theorems for complex variabled and complex valued functions.

This thesis consists of four chapters.

In the first section; literature survey related to the Mean Value Theorem
and the Rolle Theorem is mentioned.

In the second section; some basic definitions and theorems for real valued
and complex valued functions are given.

In the third section; the equivalence between the Mean Value Theorem and
the Rolle Theorem for real valued functions is shown. Furthermore, some
different types of the Mean Value Theorem are given.

In the last section; the Complex Mean Value and Complex Rolle
Theorems are given and the equivalence of these theorems for a complex valued
holomorphic function is obtained. Finally, some applications of these theorems
are given.

KEYWORDS: Complex mean value theorem, complex Rolle’s theorem, Myers’
theorem
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1. GIRIS

Reel bir aralik iizerinde tanimlanmis, reel-degerli tiirevlenebilir fonksiyonlar
icin Ortalama Deger Teoremi ve Rolle Teoremi Analiz’deki en temel sonuglardandir

[1]. Bu teoremlerin pek ¢ok ¢esitleri ispatlanmistir.

f:la,b] > R siirekli bir fonksiyon olsun. Eger f'(a) tiirevi varsa f
fonksiyonunun [a,b] araligimin u¢ noktalarindaki degerleri arasindaki f(b)— f(a)

farki, f'(a) yardimiyla
J®)-f(a)= f'(a)b-a)

seklinde yaklagik olarak ifade edilebilir [2]. Burada b —a ne kadar kiigiikse yaklagim
o kadar iyidir.

y = f(x) tanim kiimesinin bir x noktasinda tiirevlenebilen bir fonksiyon ise

f(x)= [t e Jiy f(“AAXi—f(x)

A0 Ax A0
oldugu bilinir. Burada Ax — 0 igin & — 0 olmak iizere

Ay _ [t A0 ()
Ax Ax

=f'(x)+e=~ f'(x)

dir. Buradan

J(x+Ax) = f(x) = f'(x)Ax

ve dolayisiyla

J(x+8x) ~ f(x)+ f'(x)Ax



oldugundan Ax=»b-a ve x=a yazilirsa
fla+b-a)= f(a)+ f'(a)(b—a)
J®b)—f(a)= f'(a)b-a)

yaklagimi elde edilir. Burada f' a ug noktasi yerine a ile b arasindaki uygun bir ¢

noktasinda degerlendirilir [2]. Dolayisiyla bu yaklagim

fb)-f(a)=f(e)(b-a)

ifadesiyle yer degistirebilir. f fonksiyonunun a ve b noktalari arasindaki her

noktada tiirevlenebilir oldugu varsayilir [2]. Bu yaklagimin sonucu analizde Ortalama

Deger Teoremi olarak bilinir.

Eger Ortalama Deger Teoremi’ni saglayan siirekli f :[a,b] > R fonksiyonu

[a,b] kapali araliginin u¢ noktalarinda ayni degeri aliyorsa yani;

Sfa)=f(b)
oluyorsa
0=f(b)-f(b)=f'(c)(b-a)

olacagindan f' tiirevinin sifirlar1 rahatlikla bulunur. Bu sonug¢ analizde Rolle

Teoremi olarak bilinir.

Kompleks degerli fonksiyonlar diistiniildigii zaman, fonksiyon kompleks
diizlem boyunca her noktada tiirevlenebilse bile Ortalama Deger Teoremi ve Rolle

Teoremi gecerli degildir [1].




Tanim kiimesi ve deger kiimesi kompleks diizlemde bulunan bir f
fonksiyonunun Ortalama Deger Teoremi’ni saglamadigini gérmek i¢in asagidaki

ornek incelenecektir [1].

z, ve z, kompleks diizlemde farkli iki nokta olmak iizere

2z—(z;,+2,) 2

S (2) =exp(i )
z,—2

tam fonksiyonu diisiintildiigiinde

flz)=e"=-1
ve

f(z)=e"=-1
olup f' tiirevinin

F2) =2 exp(i 2=t 1y 40 s
z,—2z, z, -z

oldugu agiktir. Boylece
fz)=71(z)=-1
esitligi kullanilarak

F(@)= 1)~ f'(2)z=2)= (D= (D-1'(2)(z, - 2)

=—f"(z)(z,~2)#0,zeC

elde edilir. Bu 6rnek gosterir ki,

f(Zz)—f(Zl)—f'(Z)(Zz—Zl)=0




LN A

denklemi C diizleminde herhangi bir ¢dztime sahip degildir. Boylece kompleks

degiskenli ve kompleks degerli olan f fonksiyonunun Ortalama Deger Teoremi’ni

saglamadig1 goriliir.

Rolle Teoremi de kompleks degiskenli analitik fonksiyonlar igin gegerli

degildir. Rolle Teoremi’nin bu durumunu gérmek igin
f(@)=e" -1

fonksiyonu incelenecektir [3]. f fonksiyonu her k € Z igin z =2kni noktasinda 0

degerini alir. Ozellikle f(0)= f(27i)=0 dir. Ancak

f'@)=€

tirevi kompleks diizlemde sifirlara sahip degildir. Boylece Rolle Teoremi’nin

kompleks degiskenli analitik fonksiyonlar i¢in gecerli olmadig: goriiliir.

Ortalama Deger Teoremi’nin farkli bir ¢esidi 1958°de Flett [4] tarafindan
dugtniilmiistir. Eger Ortalama Deger Teoremi f'(a)= f'(b) hipoteziyle

degerlendirilirse;
fe)-fla)=f(c)c—a)

olacak sekilde bir c € (a,b) noktasi elde edilir. Bu teorem analizde Flett Teoremi

olarak bilinir.

Flett Teoremi de kompleks degiskenli kompleks degerli fonksiyonlar i¢in

gegerli degildir. Bunu gérmek i¢in

f@)=e -z




fonksiyonu ele alinacaktir [2]. Bu durumda f fonksiyonu analitik ve
fl(@)=e -1
dir. Boylece her k e Z igin
f'Qkri)y=e*~1=0

elde edilir. Ozellikle f'(0) = f'(2zi) elde edilir. Yani [0,27i] kapali araligmn ug

noktalarinda f fonksiyonunun tiirevi esittir.
f@-f(0)=f(2)z (1.1

denkleminin simdi gdsterilecegi gibi (0,27z7) araliginda ¢oziimii yoktur. Gergekten

yukaridaki denklem f(z) ve f(0) degerleri kullanilarak diizenlenirse;

(ef—z)-1=(e"-1)z

buradan da

e@€-D-(e-Dz=z

(e-D(1l-z)=z
e =l= lfz

ve boylece

¢= lfz = ITIZ_
dolayisiyla

e’=1-z

elde edilir. z =iy oldugunda




e =e " (cos(—y)+isin(—y))
=¢’(cos y—isin y)
olacagindan
e*=1-z=cosy-isiny
ve buradan z =iy oldugunu kullanarak
l-iy=cosy—isiny

elde edilir. Reel ve sanal kisimlar karsilastirildiginda (0,27) araliginda ¢oziimii

olmayan

cosy=1
ve

siny=y

sistemini verir. Dolayistyla (1.1) numarali denklemin (0,277) araliginda ¢6ziimii

yoktur. Boylece Flett Teoremi’nin kompleks degiskenli fonksiyonlar i¢in gegerli

olmadig goriiliir.

Caligmanin ikinci bdliimiinde tezin diger bdliimleri igin kullanilacak olan
temel kavramlar verilmistir. Gerekli olan tanim, teorem, Ornek ve uyarilara

deginilmistir.

Calismann tigiincii béliimiinde, ikinci boliimde ifade edilmis olan reel degerli
fonksiyonlar i¢in Ortalama Deger Teoremi ile Rolle Teoremi arasindaki denklik
gosterilmistir. Daha sonra Ortalama Deger Teoremi’nin farkli ¢esitlerine

deginilmistir. Bunun yaninda Myers Teoremi’nin hipotezinde bulunan




S(a)=f'(b)

varsayimi kaldirilarak Myers Teoremi’nin genelligi verilmistir.

Calismanin dordiincii boliimiinde ise Kompleks Rolle Teoremi ile Kompleks
Ortalama Deger Teoremi ispatlanarak tek kompleks degiskenli analitik bir fonksiyon
icin Rolle Teoremi’nin ve Ortalama Deger Teoremi’nin genellemeleri elde edilmistir.
Daha sonra tek kompleks degiskenli analitik bir fonksiyon i¢in Kompleks Rolle
Teoremi ile Kompleks Ortalama Deger Teoremi’nin denkligi ispatlanmistir. Bu

teoremlerin Kompleks Analiz’deki uygulamalar1 verilmistir.




2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliimde tezin diger bolimlerinde kullanilacak olan bazi temel kavramlara

deginilecektir. Teoremlerin daha detayl anlasilabilmesi i¢in 6rnekler verilecektir.

2.1  Reel Fonksiyonlar

2.1.1. Teorem (Ortalama Deger Teoremi). f :[a,b]— R fonksiyonu [a,b]

kapali araliginda stirekli, (a,b) agik araliginda tiirevlenebilir olsun. Bu durumda
S®)=f(a)=f'(c)(b-a)
veya

rig- L8/
—a

olacak sekilde en az bir ¢ € (a,b) noktasi vardir [5].

2.1.2. Ornek. Her xeR igin e* >1+x oldugu Ortalama Deger Teoremi

kullanilarak asagidaki gibi gosterilebilir [5].
x>0 olsun.
fx)=¢

seklinde tanimlanan f:R — R fonksiyonuna [0,x] araliginda Ortalama Deger

Teoremi uygulanirsa,

ve buradan da




s =1
X
e >x+1
bulunur.
x =0 ise esitlik durumu vardir.
x <0 ise
fx)=e

seklinde tanimlanan f fonksiyonuna [x,0] araliinda Ortalama Deger Teoremi

uygulanirsa

LOTD _ o1, ren<0)
0—x

olacagindan

=e® <’ =1
—X
olur. —x >0 oldugundan
l-e* <—x
dolayisiyla
e >1+x

oldugu elde edilir. Buradan da her x e R igin e* 21+ x oldugu goriiliir.




2.1.3. Teorem (Rolle Teoremi). f:[a,b]—>R fonksiyonu [a,b] kapali

araliginda sirekli, (a,b) agik araliginda tiirevlenebilir ve f(a)= f(b) olsun. Bu

durumda
f(e)=0

olacak sekilde en az bir ¢ € (a,b) noktasi vardir [5].

2.1.4. Ornek. 7x°—8x’ +1=0 denkleminin (0,1) agik araliginda bir kdke

sahip oldugu Rolle Teoremi yardimiyla asagidaki sekilde goriilebilir.

f(x)=x"-2x*+x fonksiyonu [0,1] kapali araliginda siirekli ve (0,1) agik

araliginda tiirevlenebilirdir. Dikkat edilirse
F(0)=£(1)=0
dir. O halde Rolle Teoremi geregi en az bir ¢ € (0,1) i¢in f'(c) =0 dir.
f(x)=7x°-8x* +1

oldugundan 7x°—8x"+1=0 denkleminin (0,1) araliginda en az bir kokii vardir.

2.1.5. Tanim. K c RxR olsun. Eger K kiimesinin herhangi iki noktasini
birlestiren dogru parcast K kiimesinin iginde kaliyorsa, K kiimesine bir konveks

kiime denir [5].

2.1.6. Not. x, ve x, noktalarini birlestiren dogru pargasi
[x,%,]={x:x=Ax, +(1-A)x,, A €[0,1]}
seklinde gosterilebileceginden K kiimesinin konveksligi;
K konvekstir < her x,,x, € K ve her A €[0,1] igin Ax, +(I1-A)x, € K

ile ifade edilebilir [5].
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2.1.7. Teorem (Ara Deger Teoremi). f :[a,b]—> R fonksiyonu siirekli olsun.
[a,b] kapali araliginda x, <x, ve f(x,)# f(x,) olacak sekilde herhangi iki x,,x,
noktast verildiginde f fonksiyonu (x,,x,) araliginda f(x,) ile f(x,) arasindaki her

degeri en az bir defa alir [5].

2.2 Kompleks Fonksiyonlar

2.2.1. Tanmm. Bir f fonksiyonu bir S kiimesi iizerinde tanimli ve

z,€ S(z, € C yada z;, =00) noktasi S’nin bir yigilma noktasi olsun. Eger f(z,) # o

ve lim f(z)= f(z,) ise f, z,’ da stireklidir, denir [6].

z—32y

2.2.2. Onerme. Bir f(z)=u(x,y)+iv(x,y) fonksiyonunun z = z, *da siirekli
olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul u(x,y), v(x,y) fonksiyonlarmm z; =(x,,y,)

noktasinda stirekli olmalaridir [6].

2.2.3. Tanim. f fonksiyonu bir z, noktasinin bir komsulugunda tanimli

olsun. Eger,

=1

=z Z_ZO
varsa, [ fonksiyonu z, noktasinda diferansiyellenebilir denir. Bu limit degeri
f'(z,) ile gosterilir ve f'(z,) sayisina f ’nin z, ’daki tiirevi denir. Yani f'(z,)

degeri,

s g o B =T (Bp)
f(zo)—jgg—z_zo

olarak tanimlanir [6].

11




2.2.4. Onerme. f(z)=u(x,y)+iv(x,y) fonksiyonu z noktasinda

diferansiyellenebilirse
) . .
f@=u+iv. = —iu, +v,

dir. Yani; u ve v fonksiyonlarimin z = (x, y) noktasinda kismi tiirevleri vardir ve bu

tiirevler Cauchy — Riemann esitlikleri diye adlandirilan u =v

s U, ==V, esitliklerini

gercekler [6].

2.2.5. Teorem. f(z)=u(x,y)+iv(x,y) fonksiyonunun bir z,=x,+1y,
noktasinda diferansiyellenebilmesi ve f' tiirevinin siirekli olmasi i¢in gerekli ve
yeterli kosul u,, v, u,, v, kismi tiirevlerinin siirekli olmasi ve bunlarin Cauchy —

Riemann esitliklerini ger¢eklemesidir [6].

2.2.6. Tanim. a) Bir f kompleks fonksiyonu bir z, noktasmin belli bir

D(z,,0) komsulugundaki biitiin noktalarda diferansiyellenebiliyorsa f, z, ’da

0

analitiktir, denir.

b) Eger bir f kompleks fonksiyonu bir S kiimesinin biitiin noktalarinda analitikse,

f, S lizerinde analitiktir, denir.

¢) Bir f fonksiyonu C’nin tim noktalarinda analitikse, f ’ye tam fonksiyon denir
[6].

2.2.7. Teorem. f(z)=u(x,y)+iv(x,y) olsun. f ’‘nin bir z,=x,+1y,
noktasinda analitik ve f' tiirevinin siirekli olmasi i¢in gerekli ve yeterli bir kosul,
z,=(x,,),) noktasmmn bir D(z,,6) komsulugunun biitiin noktalarinda,

U, u, v, v, kismi tiirevlerinin var, siirekli ve bu komsulukta u, =v , v =-u

x?2 Ty2 v

Cauchy — Riemann esitliklerinin gergceklenmesidir. Eger f fonksiyonu analitikse,

12




f,(ZO) = ux (x0>y0)+ivx (x0>y0)
= vy(xo’yo)_iuy(xmyo)

dir [6].

2.2.8. Tammm. R’ diizlemi, C karmasik diizlemiyle &6zdes olarak
diistintildiigiinde, x ve y gergel degiskenleri, z=x+iy, z =x—iy esitliklerinden
yararlanarak, eslenik koordinatlar diye adlandirilacak olan z ve z ile degistirilebilir.

Burada

dir. Bu nedenle iki gergel degiskenli bir g(x,y) fonksiyonu z ve Z karmagik
degiskenlerinin fonksiyonu gibi disiintilebilir. Dolayisiyla z ve z e gore kismi

tiirevlerden soz edilebilir. Boylece, eger g(x,y) ’nin g, ve g, kismi tiirevleri siirekli

iseler, bi¢cimsel olarak;

% _0gox O30y
0z Ox0z Oyoz

ve diger yandan diferansiyel formiiliinden
dg =g dx+g,dy

dir. x(r) ve y(r) gergel ¢ degiskeninin diferansiyellenebilir fonksiyonlari olmak

lizere z(1) = x(1)+iy(t) ise, g(x,y) fonksiyonu i¢in,

% _0Ogox 08y
ot axor dy ot

olarak tanimlanir [6].
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3.REEL FONKSIYONLAR ICIN ORTALAMA DEGER
TEOREMI VE ROLLE TEOREMI

Calismanin bu bdliimiinde, ikinci bslimde ifade edilmis olan reel degerli
fonksiyonlar i¢in Ortalama Deger Teoremi ile Rolle Teoremi arasindaki denklik [1]
numarali kaynak kullanilarak gosterilecektir. Daha sonra [2, 7] numarali kaynaklar
kullanilarak Ortalama Deger Teoremi’nin farkli ¢esitlerinin nasil ifade ve ispat
edilebilecegi gosterilecektir. Bunun yaninda [2] numarali kaynak yardimiyla Myers

Teoremi’nin hipotezinde bulunan
S@)=71'(b)

varsayimi kaldirilarak Myers Teoremi’nin genelligi verilecektir.

3.1  Reel Fonksiyonlar i¢in Ortalama Deger Teoremi ile Rolle

Teoremi’nin Denkligi

[1] de, reel degerli fonksiyonlar igin Ortalama Deger Teoremi ile Rolle

Teoremi arasindaki denklik ispatlanmistir.

3.1.1. Teorem. f :[a,b]—>R fonksiyonu [a,b] kapali araliginda siirekli,
(a,b) agik araliginda tiirevlenebilir olsun. f fonksiyonu i¢in Ortalama Deger

Teoremi ile Rolle Teoremi denktir [1].

Ispat. Oncelikle Ortalama Deger Teoremi saglaniyorsa Rolle Teoremi’nin

saglanacagi gosterilecektir. f fonksiyonu Rolle Teoremi’nin hipotezini saglasin.
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Ortalama Deger Teoremi’nden [a,b] kapali araliginda siirekli, (a,b) agik araliginda

tiirevlenebilir bir f :[a,b] > R fonksiyonu i¢in

J®)=f(a)=f'(e)b-a)

olacak sekilde en az bir ¢ € (a,b) sayisi vardir. Rolle Teoremi’nin hipotezi geregi

f(a)=f(b) ise

JB)=f(b)=f'(c)b-a)

olacagindan f'(c)=0 olacak sekilde en az bir ce(a,b) sayisi vardir. Bdylece

Ortalama Deger Teoremi saglaniyorsa Rolle Teoremi saglanir.

Simdi Rolle Teoremi saglandigi zaman Ortalama Deger Teoremi’nin

saglanacag1 gosterilecektir. f fonksiyonu Ortalama Deger Teoremi’nin hipotezini

saglasin. Asagidaki sekilde bir

fx) fla) f(b)
gx)=| x a b |=(a=b)f(x)=(x=b)f(a)+(x—a)[(D)
1 1 1

fonksiyonu tanimlansin. g(x) fonksiyonu incelenecek olursa;

fonksiyon [a,b] kapali araliginda stirekli, (a,b) agik araliginda tiirevlenebilir ve
g(a)=g(b)=0 sartmn saglayan reel bir fonksiyondur. Bu durumda Rolle Teoremi

geregi en az bir ¢ € (a,b) noktasi igin g'(c) =0 olur. g(x)fonksiyonunun tiirevi

g(x)=(a=b)f'(x)- f(a)+ [ (b)

dir. O halde g'(¢)=0 olacagmdan

g=(a-b)f' ()~ f(@+f(b)=0
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dolayisiyla

f(b)-f(a)

fo=f2-

veya

Jb)=f(@)=(a=b)f'(c)

elde edilir. Bu da bize reel degerli fonksiyonlar i¢in Ortalama Deger Teoremi ile

Rolle Teoremi’nin denkligini gdsterir. o

3.2 Ortalama Deger Teoremi’nin Cesitleri

Ortalama Deger Teoremi’nin bilinen baska ¢esitleri de vardir. [7] numarali
kaynakta, f(b)— f(a), f(b)— f(c), f(c)— f(a) degerlerinden birini pay olarak ve
(b—-a), (b—c), (c—a) degerlerinden birini payda olarak kullanarak dokuz farkli

olasi boliim elde edilmistir. Bu bdliimler incelendiginde asagidaki teoremler elde

edilir.

3.2.1. Teorem. f, [a,b] kapali araliginda siirekli, (a,b) ac¢ik araliginda

tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda
f(e)e—a)= f(b)-f(c)
veya

PAORIC

c—a

olacak sekilde bir ¢ € (a,b) noktasi vardir [7].
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Ispat. g(x)=xf(b)—(x—a)f(x) olarak tammlansin. g fonksiyonu [a,b]
kapali araliginda siirekli, (a,b) agik araliginda tiirevlenebilir ve g(a)= g(b) = af (b)
esitligini saglayan reel bir fonksiyondur. O halde g fonksiyonu Rolle Teoremi’nin
hipotezlerini saglar. Bu durumda Rolle Teoremi geregi (a,b) agik araliginda
g'(c)=0 olacak sekilde en az bir ¢ noktasi vardir. Dolayisiyla g(x) fonksiyonunun

tiirevi alinirsa
gX)=/b)-f(x)-(x—a)f'(x)
bulunur. En az bir x=c i¢in g'(c)=0 olacagindan
J@®)=f(e)—(c—a)f'(c)=0
veya

o= B=1©
c—a

elde edilir. o

3.2.2. Teorem. f, [a,b] kapall araliginda siirekli, (a,b) agik araliginda

tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda
F)b-c)=f(c)-f(a)
veya

_f©)-f(@)

fie) ==

olacak sekilde bir ¢ € (a,b) noktasi vardir [7].
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Ispat. g(x)=xf(a)+(b—x)f(x) fonksiyonu yardimiyla Teorem 3.2.1%in

ispatina benzer sekilde elde edilir. o

3.2.3. Teorem. f, tiirevlenebilir bir fonksiyon, f' [a,b] kapali aralig

tizerinde stirekli ve
Lf ()= f(@Ilf )~ f(a)-(b-a)f'(h)] <0
ise

PR
c—a

olacak sekilde bir ¢ € (a,b) noktasi vardir [7].

Ispat. g(x)= f(b)— f(a)—(x—a) f'(x) olarak tanimlansin.
g@)=f(b)-f(a)
ve
gb)=7®)-f(a)-(b—a)f'(b)
dir. Hipotezden
[/ ®)= f(@ILf(B)-f(a)-(b-a) f'(b)] <0
oldugundan

g(a)g(b) <0
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dir. Yani g(a) ile g(b) zit isaretlidirler. g :[a,b] — R siirekli fonksiyonu i¢in a<b
ve g(a)# g(b) oldugundan Ara Deger Teoremi geregi g fonksiyonu g(a) ile g(b)
degerleri arasindaki her degeri en az bir defa alr. g(a) ile g(b) zit isaretli

oldugundan 0 bu araliktadir ve g(c)=0 olacak sekilde bir ¢ € (a,b) vardir. Yani

g)=f®)-f(a)-(c-a)['(c)=0

veya

o) = L)@
c—a

elde edilir. o

Teorem 3.2.3’tin geometrik yorumu Sonu¢ 3.2.5 ile gdsterilmistir. Sonucun

daha iyi anlagilabilmesi i¢in 6ncelikle Tanim 3.2.4 verilecektir.

3.2.4. Tammm. L, ve L, dogrularmin egimleri sirasiyla m, ve m, olsun. Eger

Imll > |m,| ise L, dogrusu L, dogrusundan daha diktir denir [7].

3.2.5. Sonug. (b, f(b)) noktasindaki teget dogrusu, (a,f(a)) noktasi ile
(b, f (b)) noktasini birlestiren dogrudan daha diktir. Ustelik iki dogrunun egimleri

ayni isaretlidir [7].
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3.2.6. Teorem. f, tiirevlenebilir bir fonksiyon, f' [a,b] kapal araligi

{izerinde stirekli ve
[f®)-f(@]Lf ()~ f(a)-(b-a)f'(a)] <0
ise

f(B)-f(a)

fo=£2-

olacak sekilde bir ¢ € (a,b) noktasi vardir [7].

Ispat. g(x)= f(b)— f(a)—(b—x)f'(x) fonksiyonu yardimiyla Teorem

3.2.3’in ispatina benzer sekilde elde edilir. o

3.2.7. Teorem. f, tiirevlenebilir bir fonksiyon, f' [a,b] kapali araligi

tizerinde siirekli ve
S@Lf®)-f(@-(b-a)f'(B)]>0
ise

o -L9-1@
—a

olacak sekilde bir ¢ € (a,b) noktas vardir [7].

Ispat. g(x)=f(x)— f(a)—(b—a)f'(x) fonksiyonu yardimiyla Teorem

3.2.3’in ispatina benzer sekilde elde edilir. o
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3.2.8. Teorem. f, tiirevlenebilir bir fonksiyon, f' [a,b] kapal arahigi

tizerinde siirekli ve
L' OLfB)-f(a)-(b-a)f'(@)]>0
ise

JS(B)=f()

1@ =2

olacak sekilde bir ¢ € (a,b) noktasi vardir [7].

Ispat. g(x)= f(b)- f(x)—(b—a)f'(x) fonksiyonu yardimiyla Teorem

3.2.3’in ispatma benzer sekilde elde edilir. o

1958°de Flett [4] Ortalama Deger Teoremi’nin agagidaki ¢esidini ispatladi.

3.2.9. Teorem (Flett Teoremi). [ fonksiyonu [a,b] kapali aralig1 tizerinde

tiirevlenebilir ve f'(a) = f'(b) olsun. Bu durumda
f)=f@)=f'(c)(c-a)
veya

f(e)=-f(a)

c—da

fe)=

olacak sekilde bir ¢ € (a,b) noktasi vardir [4].
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Ispat. f'(a)=f'(b)=0 varsayabiliriz. Ciinkii f'(a)=f'(b)#0 ise
f(x)—xf"(a) fonksiyonu ile ayni hipotez elde edilir.

u«m:/%@=o,woo=19%}§9l<a<xsm

bagintilariyla tanimlanan y (x) fonksiyonunu géz 6niine alalim.

y fonksiyonunun a <x<b kapal araliginda siirekli ve a<x <5 araliginda

tiirevlenebilir oldugu agiktir. y(x) fonksiyonunun tiirevi

I®-f@ )

(x—a)’ x—a

w'(x)= , a<x<b

dir. Teoremi ispatlamak i¢in en az bir ¢ € (a,b) i¢in y'(c) =0 oldugunu gostermek

yeterlidir. Eger w(b) =0 ise Rolle Teoremi’nin bir sonucudur. y(b) >0 varsayalim.

J®)-fla@)  fO)

w'(b)=-

(b-a)P b-a
ve hipotez geregince

7b)=0
oldugundan

iy - L1
degeri kullanilarak
w'(b) =L G.1)
b=g
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elde edilir. Eger w(b)>0 ise (3.1) den y/'(b) <0 elde edilir. O halde w(x,) >y (b)
olacak sekilde bir x, € (a,b) vardir. y fonksiyonu [a,x,] kapali araliinda siirekli ve
w(a)<y(b)<y(x,) oldugundan y(x,)=w(b) olacak sekilde x,e(a,x,) vardir.
Boylece istenen sonug¢ 1y fonksiyonuna (x,,b) araliginda Rolle Teoremi

uygulanarak elde edilir. y(b) <0 ise ayn1 yol izlenerek ispat tamamlanir. o

Flett Teoremi'nin geometrik yorumu; eger y= f(x) egrisi [a,b] kapali
araliginda siirekli bir sekilde degigen tegetlere sahip ve x=a ile x=5 deki tegetleri

paralelse, tegeti a noktasindan gegen bir ¢ ara noktasi vardir.

y=Jf(@)+ [ (e)x-a)

\ 4

Sekil 3.1: Flett Teoremi’nin geometrik yorumu.

Reel degerli fonksiyonlar icin Flett Teoremi’nin hipotezinde bulunan

f'(a)= f'(b) kosulu kaldirilmistir [8]. Sahoo ve Reidel Teoremi olarak bilinen bu

teoremi inceleyelim.
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3.2.10. Teorem (Sahoo ve Reidel Teoremi). f :[a,b]— R fonksiyonu [a,b]

tizerinde tiirevlenebilir olsun. Bu durumda

_1/S®)-f(a)

2 b—a (e

fle)=f(a)=f(c)c~a)

olacak sekilde bir ¢ € (a,b) noktasi vardir [8].

Flett Teoremi’'nin bir ¢esidi olan asagidaki sonu¢ Myers [7] tarafindan

ispatlanmigtir.

3.2.11. Teorem (Myers Teoremi). f :[a,b]— R fonksiyonu [a,b] kapali

araligi lizerinde tiirevlenebilir ve f'(a) = f'(b) olsun. Bu durumda
F®)=f(e)=f'(e)b~-c)
veya

S~ f()

fe =12

olacak sekilde bir ¢ € (a,b) noktasi vardir [7].

Simdi reel degerli fonksiyonlar i¢in Myers Teoremi’'nin hipotezinde bulunan

f'(a)=f'(b) kosulu kaldirildiginda elde edilecek olan sonuglar incelenecektir.
Sonrasinda f'(a)= f'(b) kosulu eklendiginde bu sonuglarin Myers Teoremi’ne

indirgendigi gosterilecektir.
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3.2.12. Teorem. f:[a,b]—> R tirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Bu

durumda

1)~ £ ()= f()b-0) %ﬂ’—’g—ﬂf’lw o
—-a
olacak sekilde bir ¢ € (a,b) noktasi vardir [2].
ispat ‘
hx) = )L O=T@ oy (3.2)
2 b—a

seklinde tanimlanan /4:[a,b] > R yardimcir fonksiyonunu alalim. Bu durumda A

[a,b] tizerinde tiirevlenebilirdir ve

H(x)=f(x)=

fO-1@ .
-

b

dir. O halde
h(a)=h'(b)=f"(a)
oldugu goriiliir. Myers Teoremi A fonksiyonuna uygulanirsa, bir ¢ € (a,b) igin
h(b)—h(c)=h(c)(b-c) (3.4)
esitliginin saglandig1 elde edilir. (3.2) ve (3.3) numarali denklemler yardimiyla

)= 1 -3 L= LD gy

1SS,

2
2 b—a 4

he)= f(c)-

veE
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f®-1@
b—a

h(e)=f'(e)- a)

oldugu goriiliir. Bu degerleri (3.4) de kullanarak

[f(b)—%w@—aﬂ—ma)—1M<c—a)2]
—-a 2 b—a
=[f'(c)—1—(bz—:£@(c—a)](b—c)

elde edilir. Buradan da

1B~ 1©) = F()b—0) —ﬂ%:{@<c—a><b -8

LSO T@ s 1S O-@

2 b—a 5 b—a )

dir. Dolayisiyla

J®B)=f(e)= f'(e)b-c)

Jr%w[—2bc+2c2 +2ab-2ac—c’ +2ac—a’ +b* —2ab+a’]
~Q

oldugundan

26




LI®)-1@

2
2 b—a )

JO)=fe)=f()b-c)+

elde edilir. o

3.2.13. Uyar.

1) Eger Myers Teoremi’nin genellesmis durumu olan

LI®-f@)

f®O-F = f @)+ 5=

sonucuna f'(a)= f'(b) hipotezi eklenirse

c)’

IO -1 = f'b-c)++LO=T®)
2 b—a

olacagindan

fB)-f)=1"(e)b-c)

elde edilir. Yani f'(a)= f'(h) oldugu durumda Teorem 3.2.12 Myers Teoremi’'ne

indirgenir [2].
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2) Teorem 3.2.12°deki (3.2) numarali /4(x) fonksiyonu

o) = £ ) -5 LOZLD

2 b

fonksiyonu ile yer degistirirse Teorem 3.2.12 yine saglanir. Bu da A4 fonksiyonunun
tek olmadigini gosterir. Boylece baska bir yardimei /4 fonksiyonu kullanilarak ayni

sonuglar bulunabilir [2].
Simdi Ortalama Deger Teoremi’nin asagidaki sonuglarina deginilecektir.

3.2.14. Sonu¢. g: 4 — R fonksiyonu bir 4 araligi iizerinde tiirevlenebilir ve

her x e 4 igin g'(x)=0 ise bir k € R sabiti igin g(x) =k dir [9].

Ispat. x,ye 4 icin x <y oldugunu varsayalim. [x,y] araligi iizerindeki g

fonksiyonuna Ortalama Deger Teoremi uygulanirsa en az bir ¢ € 4 noktasi i¢in

v~ 8(y)—8g(x)
g') B

dir. Hipotezden g'(c)=0 ise

gy)=g()
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elde edilir. k£ degeri bu ortak degere esit alinabilir. Clnkii x ve y keyfidir.
Dolayisiyla her x e 4 i¢in g(x)=k dir. o

3.2.15. Sonu¢. f ve g bir A aralig1 lizerinde tiirevlenebilir fonksiyonlar ve

her xed igin f'(x)=g'(x) olsun. Bu durumda bir keR sabiti igin
J(x)=g(x)+k dir [9].

Ispat. h(x)= f(x)—g(x) fonksiyonu yardimiyla Teorem 3.2.14’un ispatina

benzer sekilde elde edilir. o
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4. KOMPLEKS ORTALAMA DEGER TEOREMIi VE
KOMPLEKS ROLLE TEOREMI

Tezin bu bdliimiinde [3] numarali kaynak kullanilarak kompleks Ortalama
Deger Teoremi ve kompleks Rolle Teoremi ispatlanarak tek kompleks degiskenli
analitik bir fonksiyon i¢in Rolle Teoremi’nin ve Ortalama Deger Teoremi’ni'n bir
genelligi sunulacaktir. Daha sonra [2] numarali kaynak kullanilarak tek kompleks
degiskenli analitik bir fonksiyon igin Kompleks Rolle Teoremi ile Kompleks
Ortalama Deger Teoremi’nin denkligi ispatlanacaktir. Kompleks Ortalama Deger
Teoremi’nin ve Kompleks Rolle Teoremi’nin kompleks analizde ifade ettigi temel

sonuglar incelenecektir. Verilen bu sonug¢larin uygulamalarindan bahsedilecektir.

Oncelikle tek kompleks degiskenli analitik bir fonksiyon i¢in Kompleks Rolle
Teoremi’'nin ve Kompleks Ortalama Deger Teoremi’nin ispati yapilirken

kullanilacak olan aralik kavrami agsagidaki sekilde tanimlanacaktir [2, 3].

C diizlemindeki birbirinden farkli a ve b noktalar i¢in;
[a,b]l={a+t(b—a):t][0,1]}
kiimesi ile tanimlansin. Benzer sekilde,
C diizlemindeki birbirinden farkli a ve b noktalar i¢in;
(a,b)={a+1(b—a):1e(0,1)}

kiimesi ile tanimlansin.
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4.1 Kompleks Rolle Teoremi

4.1.1. Teorem. f, C’nin agik konveks bir alt kiimesi olan D, iizerinde

tanumlanmis analitik bir fonksiyon olsun. a ile b D, ’de farkli iki nokta ve

f(a)= f(b)=0 olsun. Bu durumda

Re(f'(z))=0
\%~
Im(f(z,)) =0

olacak sekilde z,, z, €(a,b) vardir [3].

Ispat. Herze D, i¢in a,=Re(a) , a,=Im(a) , b =Re(b) , b,=Im() ,
u(z)=Re(f(2)), v(z) =Im(f(z))olsun. Her ¢ €[0,1] i¢in

$(1) = (b, —a u(a+1(b—a))+ (b, — a,)v(a+1(b—a))
fonksiyonu tanimlansin. O halde hipotezden f(a)= f(b)=0 oldugundan
Sf(a)=u(a)+iv(a) =0,
u(a)=v(a)=0
ve

S (B) =u(b) +iv(b) =0,

u(b)y=v(b)=0
elde edilir. Sonug olarak

¢(0) = (b, —a,)u(a) + (b, — a,)v(a),

¢(1) = (b, — a,)u(b) + (b, — a,)v(b)
ve dolayisiyla
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$(0)=0ve ¢(1)=0

elde edilir. ¢(0)=¢(1)=0 ve ¢ fonksiyonu [0,1] kapali araliginda siirekli, (0,1)

a¢ik araliginda tiirevlenebilir oldugundan Rolle Teoremi geregi
¢'(t,)=0
olacak sekilde 7, € (0,1) vardir. z, =a+1,(b—a) olsun. O halde
z=a+t(b—a)=a, +ia, +1(b +ib, —a,—ia,)

=a,+1(b —a,)+i(a, +1(b,—a,))

= x(1) + (1),
zy=a+t(b—-a)=a +ia, +1,(b +ib, —a, —ia,)

=a +1,(b—a)+i(a,+1,(b, —a,))

=x(1,)+iy(1,)

elde edilir ve bu esitlik kullanilarak

0=¢)=(5, —a,)[a”;ff) % a‘;(yz) %}
Hb,— ) 2D, B
x> o oy o

ve dolayisiyla

0=¢'(t})=(h al)[ (ZI)(b a1)+ay(zl)(b -a,)]

+(b, az)[ (Zl)(b —a)+ ay(z (b, —a,)]

elde edilir. Cauchy — Riemann esitlikleri geregince
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ou Gv 8u ov
Ox 6y 6y ox

oldugundan
ou
0 =g(z1)[(b1 _01)2 +(b, _02)2]
elde edilir. Boylece
(b, _a1)2 +(b,~a,)" #0

oldugu bilindiginden
, Ou
Re(f (Zl)):'é;(zl):() 4.1)

bulunur. Simdi g =-if oldugunda f fonksiyonu ile g fonksiyonunun tiirevlerinin

reel ve sanal kisimlari arasindaki iliski incelenecektir.

f(2)=u(z)+iv(z) dir. g(z)=u,(z)+iv,(z) olsun. Dolayisiyla

r@ =242
Oox  Ox
veE
o,
= l+
g'(z)= -

dir. g=—if ise g'=—if" dir. Dolayisiyla

Ou, . 0v, ou .Ov, oOv . Ou

HiZh = (i) =i

Ox Ox ox ox Ox  Ox

ve boylece
by e
o ax’
% _ Ou
o ox
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elde edilir.

Elde edilen bu denklem sistemleri yorumlanirsa;

g fonksiyonunun tiirevinin reel kismi f fonksiyonunun tiirevinin sanal kismina
esittir. Ayni sekilde g fonksiyonunun tiirevinin sanal kismi f fonksiyonunun

tiirevinin reel kismmin negatifine esittir. Bu sonug (4.1) numarali denklem ile birlikte

diistiniilirse ve Cauchy-Riemann esitliklerinin

ov ou
a(zz) = “5(

z,)
kismi dikkate alinirsa

0=Re(g'(z,)) = (;—‘fc(zz) . —%‘f(zz) = In(/"(z,)

olacak sekilde bir z, € (a,b) oldugu elde edilir. o

Kompleks Rolle Teoremi’'nin Onemli bir uygulamasi Ortalama Deger

Teoremi’nin genellestirilmis halidir [3].

4.2  Kompleks Ortalama Deger Teoremi

4.2.1. Teorem. f, C’nin agik konveks bir alt kiimesi olan D, iizerinde
tanimlanmig analitik bir fonksiyon ve a ile b D, ’de farkli iki nokta olsun. Bu

durumda

Re(/(z) = Re(/ =L,
—a

veE

)

tn(f'(z,) = im( XA LD
—da

olacak sekilde z,, z, €(a,b) vardr [3].
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Ispat. Herz e D, igin

J®) - f(a) (b) f @,

g(2)=f(z)~f(a)- —a) (4.2)

yardimei fonksiyonu alinsin.
g(a)=g(b)=0

dir. g, C’nin agik konveks bir alt kiimesi olan D, iizerinde tanimlanmug analitik bir
fonksiyon, a ile b D,’de farkli iki nokta ve g(a)=g(b)=0 oldugundan Kompleks

Rolle Teoremi geregi

Re(g'(z))=0
ve

Im(g'(2,))=0

olacak sekilde z , z, €(a,b) vardir. (4.2) numarali fonksiyon yardimiyla her

ze D, i¢in
g()=r(a-L0=10
-a
dir. Boylece
0=Rel(g'(2) = Re(f'(z) -Re/ =L
ve
10-s@),

0=Im(g'(z,)) =Im(f"(z,)) - Im(-————

dir. Dolayisiyla

i (b) f (@)

Re(f'(z))) =Re(———)
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Ve

SO~ 1)

b—a )

Im(f*(2,)) = Im(

elde edilir. o

Kompleks Ortalama Deger Teoremi yardimiyla kompleks analizin Teorem
4.2.3 ile verilen temel sonucu ispatlanabilir. Bunun i¢in asagidaki yardimci teorem

kullanilacaktir.

4.2.2. Yardimcr Teorem. A =& baglantili bir topolojik uzay, S bir kiime

ve f:A—S bir doniisim olsun. Her 7, € A ig¢in f fonksiyonunun 7, "in bir

komsuluguna kisitlamasi sabit ise f fonksiyonu A {izerinde sabittir [10].

4.2.3. Teorem. f, C’nin agik baZlantili bir alt kiimesi olan D, lizerinde
tanimlanmug, her ze D, i¢in f'(z) =0 olacak sekilde analitik bir fonksiyon olsun.

Bu durumda 1 sabittir [3].

Ispat. D, de keyfi bir z, noktasi almsin. U, , D, de bulunan z, in konveks

komsulugu olsun.

z # z, Ozelliginde bir z € U noktasi alalim. Teorem 4.2.1°den

Re(/' () = Ree/ 2L, g

Z=Z

ve

{ORFICONIN

Im(f"(z,)) = Im(

Zy
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olacak sekilde z,, z, € (z,,z) sayilar1 vardir. Dikkat edilirse

S(2)-1(z)

z—-2,
fonksiyonunun hem reel hem de sanal kismi sifirdir. Dolayisiyla

f@-1Gy) _,
z—-1z,
elde edilir. Boylece f(z)= f(z,) dir. Dolayisiyla f U_ °da sabittir. Yardimei
Teorem 4.2.2°den f fonksiyonu z, ' komsulugunda sabitse f fonksiyonu D,

lizerinde sabittir. o

Kompleks diizlemdeki Ortalama Deger Teoremi ile Rolle Teoremi arasindaki
denklik Cakmak ve Tiryaki [2] tarafindan ispatlanmigtir.
4.2.4. Teorem. C 'nin agik konveks bir alt kiimesi olan D, iizerinde

tanimlanmig analitik bir f fonksiyonu i¢in Kompleks Ortalama Deger Teoremi ile

Kompleks Rolle Teoremi birbirine denktir [2].

Ispat. Oncelikle Kompleks Ortalama Deger Teoremi saglaniyorsa Kompleks

Rolle Teoremi’nin saglanacagi gosterilecektir. f fonksiyonu Kompleks Rolle
Teoremi’nin hipotezini saglasin. Kompleks Ortalama Deger Teoremi’nden C ’nin

agik konveks bir alt kiimesi olan D, iizerinde tanimlanmig analitik bir f* fonksiyonu

icin

Re(f'(2,)) =Re<%) 4.3)

Ve
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J (b) f (@)

Im(1(2,)) = Im(——"—=) (4.4)

olacak sekilde z , z, €(a,b) sayilari vardir. Kompleks Rolle Teoremi’'nin

hipotezinden f(a)= f(b)=0 oldugundan (4.3) ve (4.4) geregince

Re(f'(2))=0
ve

Im(f'(z,))=0

olacak sekilde z , z, €(a,b) oldugu goriilir. Yani Kompleks Ortalama Deger

Teoremi saglaniyorsa Kompleks Rolle Teoremi saglanir.

Simdi Kompleks Rolle Teoremi saglandiginda Kompleks Ortalama Deger

Teoremi’nin saglanacagini gosterelim. Varsayalim ki f fonksiyonu Kompleks

Ortalama Deger Teoremi’nin hipotezini saglasin.

f(2) fla) f(b)
g2(z)= 7 z a b (4.5)
1 1 1

fonksiyonu tanimlansin.

f(z) fla) f()
z a b
1 1 1

g(z)=
a
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z—b z—a

=f(2)—f(a)a +/(b)

-b a—>b

fonksiyonu her z € D, i¢in analitik bir fonksiyondur. g fonksiyonu g(a)=g(b)=0

kosulunu saglar. Bdylece Kompleks Rolle Teoremi’nden
Re(g'(z)) =0

ve
Im(g'(z,)) = 0

olacak sekilde z,, z, € (a,b) sayilar1 vardir. Boylece (4.5) numarali fonksiyonunun

tiirevi alinirsa, her z€ D, i¢in

J (b) f (@)

g'(2)=1"(2)- (4.6)

elde edilir. (4.6) esitliginin her iki tarafinin reel kismi alinarak

0=Re(g'(2)) =Re(/'(z)) ~Re /=L
ve (4.6) esitliginin her iki tarafinin sanal kismi alinarak
0=Im(g'(z,)) = In( /() - i L=LD,

elde edilir. Boylece Kompleks Rolle Teoremi saglandiginda Kompleks Ortalama
Deger Teoremi’nin saglandigi goriiliir. Bu da Kompleks Ortalama Deger Teoremi ile

Kompleks Rolle Teoremi’nin denkligini gdsterir. o ‘

Kompleks Rolle Teoremi’nin ana fikri bir analitik f fonksiyonunun sifirlar

ile Re(f") ’nin sifirlar1 arasindaki veya bir analitik f fonksiyonunun sifirlari ile
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Im( /") *nin sifirlart arasindaki iligkiyi diiginmektir. Asagidaki érnekler kompleks

Rolle Teoremi’ne ve bir analitik fonksiyonun tiirevinin reel ve sanal kisimlarinin

sifirlarinin analitik fonksiyonun sifirlarini ayirdigi iddiasina 1sik tutar [3].

4.2.5. Ornek. f(z)=e* —1 fonksiyonu incelenirse;

her keZ igin z=2kni olmak iizere f(z)=0 dir. Yani f fonksiyonunun sifirlari

z = 2kmxi noktalaridir.
f'(z)=e" =e"cosy+ie*siny
oldugundan f fonksiyonun tiirevinin sifirlari diisiintilecek olursa

y=CHEDT e Re(/(2)) =0

ve
y=kn ise Im(f'(z))=0

dir. Béylece f"’niin reel ve sanal kisimlarinin sifirlarinin ikisi de f* fonksiyonunun

sifirlarint ayiran diiz dogrulardir [3].

4.2.6. Ornek. a#b igin f(z)=(z—a)(z-b) fonksiyonu incelenirse;

EF z=a veya z=>h oldugunda f(z)=0 dir. Yani f fonksiyonunun sifirlari z=a ve

z = b noktalaridir.
f'(z)=2z—a-b

oldugundan f* fonksiyonun tiirevinin sifirlari diisiiniilecek olursa




x=Re (";“b ) ise Re(f'(2)) =0

ve

= Im@ ise Im(f"(z)) =0

dir. Béylece f”’niin reel ve sanal kisimlarinin sifirlarinin ikisi de f ’nin sifirlarini

ayiran dogrulardir [3].

4.3  Kompleks Fonksiyonlar icin Myers Teoremi

Tek kompleks degiskenli analitik fonksiyonlar i¢in Flett Teoremi’nin bir

cesidi 1999 yilinda ispatlanmigstir [11].

4.3.1. Teorem. (Davitt, Powers, Riedel ve Sahoo Teoremi). f, C’nin a¢ik

konveks bir alt kiimesi olan D, ’de tanimlanmig analitik bir fonksiyon ve a ile b

Df ’de farkl: iki nokta olsun. Bu durumda

(b—a,f(zl)—f(a» +l Re(f'(b)—f'(a)) (21 _a)
(b-az-ay 2 b-a

Re(f'(2))) =

Ve

b—a,~/(z)=-f(@D 1Im(/'(B)-[f(a)

R TS —— 2 b-a

(Zz _a)

olacak sekilde z,, z, €(a,b) vardir [11].

Cakmak ve Tiryaki [2], 2012’de tek kompleks degiskenli analitik

fonksiyonlar i¢in Myers Teoremi’nin bir ¢esidini ispatlamistir.
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4.3.2. Teorem. f, C ’nin agik konveks bir alt kiimesi olan D, ’de
tanimlanmig analitik bir fonksiyon olsun. a ve b D, ’de farkli iki nokta olsun. Bu

durumda

(b—a,f(b)—f(z)) 1Re(f'(B)-[f'(a)
(b-a,b-z) 2 b—a

Re(f'(z)) = (b-2z)

ve

(b=a—-f(b)=f(z)D _1Im(f/(b)=[(a)) (b—

Z,
b—a,b—z,} 2 b—a 2)

Im(f'(2,)) =

olacak sekilde z,, z, €(a,b) vardir [2].
ispat. ze D, igin u(z)=Re(f(2)) ve v(z) =Im(f(z)) olsun. Her ¢ [0,1]

igin

$(1) =Re[(b—ayu(a+1(b—a))]+Im[(b—a)(a+1(b-a))]  (4.7)
szelliginde olan ¢:[0,1]— R yardime1 fonksiyonu

¢(t)=(b—a,f(a+f(b—a))> (4.8)
seklinde tanimlansim. (4.8) den
¢'(1)=(0, f(a+1(b—a))) +{b—a, f'(a+1(b-a)))
=(b—a, [(a+1(b-a)))

ve (4.7) den

ou

§(0) = Re«b—af)%ﬂhn«b—a)2>m

elde edilir. Boylece Cauchy — Riemann esitlikleri geregince

ov(z) Ou(z)
oy  ox

oldugundan
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#0) = Rel(b-a) 222 im0 2

=|b-af Re(f'(z)) (4.9)

elde edilir. [0,1] arahigindaki ¢ fonksiyonu i¢in Teorem 3.2.12 kullanilarak bir

1, €(0,1) igin

14MH-¢'(0)

b=t ¥
3 1-0 d=t)

(A-1)9'(1)) =¢()— (1)) -
elde edilir. Boylece z, =a+1,(b—a) oldugunda (4.9) dan
¢'(t)=[b-af Re(f'(z,)
oldugu igin
(-1)[b-d| Re(/'(z))) = (1) - 4(4) —%[¢'(1) —¢'(O)1(1-1)* (4.10)
dir. Dahasi z, = a+1,(b—a) ve 1, €[0,1] oldugundan
(b—a,b—zy=(b—a,by—(b—a,z)
=(b—a,b—a—1,(b-a))
= (b—a,b—ay+(b—a,~1,(b—a))
=(b—a,b—ay—1,(b—a,b—a)
=(-t,Xb—a,b—a)y=(1-1,)b—-a)b-a)
elde edilir ve
(b-a)b-a)=|p-af
oldugundan
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(A-1)|p-d =b-a,b~z)
bulunur. Boylece (4.10) denklemi

p)—¢) _14'1)-¢'(0)
A-t)|p-d 2 |p-df

Re(f,(zl )) = (1 _[1) (4~1 ])

denklemine indirgenir. (4.11) denkleminde (4.8) ve z, = a+1,(b—a) kullanarak

¢(1)=(b—a, f(a+1(b-a)))

oldugundan
¢(1) =<b—a, 1 (b)),
¢(1)=<b-a,f(z))
ve
¢'(1)=|b—al Re(f'(z)), z=a+1(b-a)
oldugundan

$'()=|p—a Re(f'(b)), z=a+1.(b—a)=b,

¢'(0)=|b—a|' Re(f'(a)), z=a+0.(b—a)=a

esitlikleri (4.11) de yerine yazilarak

b—a,f(B)-f(z)) _1Re(f'(B)-[f(a) (b-z) (4.12)

Re(/(z)) = (b—~a,b—z;) 2 b—a

elde edilir. Simdi g=-if oldugunda f fonksiyonu ile g fonksiyonunun

tirevlerinin reel ve sanal kisimlar1 arasindaki iligki incelenecektir.
f(@)=u(z)+iv(z) dir. g(z)=u,(z)+iv,(z) olsun. Dolayisiyla

; Ou . 0Ov
=g ]—
71 Ox I@x
ve
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dir. g=-if ise g'=—if" dir. Dolayisiyla

Ou, 0w, Ou ov. ov Ou
—pf—tm )= e

Ox Ox Oox Ox oOx Ox

ve bdylece
&y v
Ox Ox
ve
L.
Ox Oox

elde edilir. Elde edilen bu denklem sistemleri yorumlanirsa;

g fonksiyonunun tiirevinin reel kismi f fonksiyonunun tiirevinin sanal kismina
esittir. Ayni sekilde g fonksiyonunun tiirevinin sanal kismi f fonksiyonunun

tiirevinin reel kismimnin negatifine esittir. Bu sonug Cauchy-Riemann esitliklerinin

ov Ou
a(zz) = _5(22)

kismu ile birlikte distiniiltirse
, ov ou ,
Re(g'(2,)) =—(2,) =——(2,) = Im(f'(2,))
Ox oy

olacak sekilde bir z, € (a,b) oldugu elde edilir. g i¢in (4.12) ye bagvurarak,

z, =a+1,(b—a) ve t, €[0,1] olan bir z, € (a,b) i¢in

(b—a,g(b)—g(z,)) 1Re(g'(b)-g'(a))
(b-a,b-z,) 2 b—a

RC(g'(Z2)) = (b_zz)

elde edilir.
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Re(g'(z,)) =Im(f'(z,)) ve g=—if oldugundan

b-a,-ilf(B)-[f(z)) 1Im(/'(b)-f"(a))
(b—a,b-z,) 2 b-a

Im(f'(zz)) = (b—zz)

elde edilir ve bdylece ispat tamamlanir. o

4.3.3. Uyari. f'(a)= f'(b) oldugunda Teorem 4.3.2’nin Myers Teoremi’nin

asagidaki kompleks ¢esidine indirgenecegi goriiliir [2].

4.3.4. Sonug. f, C’nin agik konveks bir alt kiimesi olan D, iizerinde

tanimlanmig analitik bir fonksiyon olsun. a ve b D, ’de farkli iki nokta ve

f'(a) = f'(b) olsun. Bu durumda

b—a,f(0)- f(z)) _1Re(f'(B)-f'(b) (b—

Re(f'(z))) = b, B—=2) > Bt z)
oldugundan
oy b—a, f(b)— f(z))
Re(/ ) == 2
ve
oy L—a—if (D)= f(z)) 1 Im(f'B)-f"(B) , _
O Ty e
oldugundan
ID](f’(Zz))= (b—a,—i[f(b)—f(22)])

(b-a,b-z,)

olacak sekilde z,, z, e€(a,b) vardrr [2].
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tezde reel degerli fonksiyonlar i¢in Ortalama Deger Teoremi ile Rolle
Teoremi arasindaki denklik ele alinmistir. Ortalama Deger Teoremi’nin farkli
cesitleri incelenmistir. Ayrica kompleks degiskenli kompleks degerli fonksiyonlar
icin Ortalama Deger Teoremi ve Rolle Teoremi incelenmistir. Yine kompleks
durumda da Rolle Teoremi ile Ortalama Deger Teoremi’nin denkligi ifade edilmistir.

Ayrica bu teoremlerin ¢esitli uygulamalarina yer verilmistir.
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