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OZET

! LOKAL HALKALARIN HiLBERT FONKSIYONLARI
YUKSEK LISANS TEZI |
FATMA KARAOGLU |
BALIKESIR UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU ‘
MATEMATIK ANABILIM DALI |
(TEZ DANISMANI: YRD. DOC. DR. PINAR METE)

BALIKESIR, EYLUL - 2012

Bir lokal halkanin Hilbert fonksiyonu, o halkaya karsiik gelen
iligkilendirilmis derecelendirilmis halkasimin (teget konisinin) Hilbert fonksiyonu
ile tanimlanir. Standart dereceli bir cebirin en azindan Cohen-Macaulay iken
Hilbert fonksiyonu iyi anlasilmig olmasina ragmen, lokal durumda ¢ok az bilgi
vardir.  Bunun sebebi, lokal halkanin giizel ozelliklerinin teget konisine
tasimnamamasidir.

Bu tez ¢aligmasi, lokal halkalarm Hilbert fonksiyonlarinin teorisi iizerine
bir derleme olup, amacimiz bu konuyla ilgili temel tamim ve teoremleri vermek ve
bazi agik problemleri tamtmaktir,

ANAHTAR KELIMELER: lokal halka, Hilbert fonksiyon, standart baz, teget |
koni, standart dereceli cebir, Cohen-Macaulay halka.




ABSTRACT

HILBERT FUNCTIONS OF LOCAL RINGS
MASTER’S THESIS
FATMA KARAOGLU
BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE
DEPARTMENT OF MATHEMATICS
(SUPERVISOR: ASSIST. PROF. DR. PINAR METE )

BALIKESIR, SEPTEMBER-2012

The Hilbert function of a local ring is the Hilbert function of the associated
graded ring (its tangent cone). In spite of the fact that the Hilbert function of a
standard graded algebra is well-understood, at least it is Cohen-Macaulay, very
little is known in the local case. This is because many nice properties of the local
ring can not be carried over to its tanget cone.

This thesis study is a survey of the theory of Hilbert functions of local
rings, and our aim is to give basic definitions and theorems in this field and to
introduce some open problems.

KEYWORDS: local ring, Hilbert function, standard basis, tangent cone, standard
graded algebra, Cohen-Macaulay ring.
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SEMBOL LISTESI

derecelendirilmis halkas:
boyR
h4(2)
ey(m)
ei(m)
ei(m)
Z3
LM(f)
LE(f)
LT(f)
LC(f)
1)

Ip

dp

Dp

Is

ds

Ds
siralama

S
L(G)

NF
S(f,8)

NFBUCHBERGER (f | 6)

ecart( f)
NFMORA(f | G)
STANDARDBAZ(G)
grad(I,M)
derinlik(M)
yiikseklik(I)

H(I)

Soc(M)

Ters limit

R halkasmin tamlamasi

m,,---m,’ ler tarafindan gerilen kiime
M’nnin d kadar kaydirilmisi

R’nin Hilbert fonksiyonu

R’nin Hilbert serisi

R’nin Hilbert polinomu

Mnin Hilbert Poincaré serisi

M nin Hilbert Samuel polinomu
R°nin [ idealine gore iligkilendirilmis

R’nin Krull boyutu

A’nin A-polinomu

kathilik

indirgeme sayist

Hilbert katsayilari

0 dahil pozitif tamsayilar kiimesi
Jf’nin en yiiksek dereceli tekterimlisi
f’nin derecesi

f’nin yiiksek dereceli terimi

/f’nin baskatsayis1

Jf’nin kuyrugu

Alfabetik siralama
Derecelendirilmig alfabetik siralama
Ters derecelendirilmis alfabetik siralama

Negatif alfabetik siralama
Negatif derecelendirilmis alfabetik siralama
Ters negatif derecelendirilmis alfabetik

G’nin tiim sonlu listelerinin bir kiimesi
G’nin bag ideali

Normal form

fve g polinomlarinin S-polinomu
Jf’nin Buchberger normal formu

f’nin ecart1

f ’nin G ’ye gbre Mora normal formu
G ’nin standart bazi

I'min M Uizerinde gradi

M’nin derinligi

Inin yiiksekligi
I idealinin tireteglerinin minimal sayisi
M modiiliiniin “destegi=socle”,
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V(S5 s f,) - J1:fos0000 1, ler tarafindan tanimlanan afin

varyete

V) : V' varyetesinin ideali

c,¥) - ¥’ nin p noktasindaki teget konisi

ord(f) : f’in mertebesi

In(f) : 7 ’nin bas formu

In(D) 3 I idealinin basg ideali

£, : u’nun sagindaki d dereceli tekterimlilerinin
k'ﬁmesi

Ru - u ‘nun solundaki d dereceli tekterimlilerinin
kiimesi

(X, X, X 1, : X,,--, X, degiskenlerine bagli derecesi d

olan biitlin tekterimlilerin kiimesi




ONSOZ

Degismeli cebir ve cebirsel geometri ile tanigsmami saglayan ve her zaman

sabirla ve ilgiyle sorularinu yamitlayan sayin danigman hocam Yrd. Dog. Dr, Pinar

Mete’ ye tesekkiir ederim.

Aileme ve arkadaslarima bu siirecte manevi desteklerini eksik etmedikleri

icin tesekkiirlerimi sunuyorum.




1. GIRIS

Hilbert fonksiyon niimerik bir fonksiyondur ve Hilbert’in meshur makalesi
[1] bu fonksiyonun, yeterince biiyiilk dogal sayilar i¢in bir polinom (Hilbert polinom)
oldugunu séyler. Bu polinom, igeriginde énemli geometrik bilgiler igerir. Ornegin,
bir varyetenin boyutu, Hilbert fonsiyonu ve Hilbert polinomu kullamlarak
hesaplanabilmektedir. Hilbert’in {inli makalesi matematik¢ileri uzun yillar
cezbetmesine ragmen temel problemler hala agiktir. Ancak son yillarda
bilgisayarlarin ve buna bagli olarak hesapsal cebirsel geometri programlarinin
(Macaulay [2], Singular [3], CoCoA [4] v.b.) soluk kesici gelisimi daha &énceleri elle

¢oziilemeyen problemlerin ¢6ziilebilirligini saglamistur.

Bu tezde, lokal halkalarin (Cohen-Macaulay lokal halkalarin) Hilbert

fonksiyonlar: ile ilgilenecegiz.

A bir k cismi lizerinde lokal halka, m, A’nun maksimal ideali ve p([), A’min
I idealinin irete¢lerinin minimal sayisi olsun. 4’nin Hilbert fonksiyonu, karsilik

geldigi iliskilendirilmis derecelendirilmis halkasinin, gr, 4’ nin, Hilbert fonksiyonu

ile tanimlanir. Bu,
g, R=RIm®m/m’ ®m’ /m’ ®...=® ,,m" /m""
ve HF,: N —> N, ne N olmak lizere,
HF ,(n)=boy,m" Im"™" = u(m™)
demektir.

Problem: “Bir Cohen-Macaulay lokal halkanin Hilbert fonksiyonu hakkinda
ne soylenebilir? "(G. Valla)

Standart derecelendirilmis halkalarin Hilbert fonksiyonu hakkinda pek ¢ok
bilgi olmasina ragmen, lokal halkalarin Hilbert fonksiyonu hakkinda ¢ok az gey
bilinmektedir. Hatta, bir boyutlu Cohen-Macaulay halka durumunda bile problem

oldukca aciktir,




Northcott [5] tarafindan 50°li yillarda yapilan 6ncii ¢aligmadan sonra bir
Cohen-Macaulay lokal halkanin Hilbert fonksiyonunu daha iyi anlamak i¢in, halkaya
kargilik gelen teget konisinin niimerik karakterleri ve Hilbert katsayilar: kullamlarak

cesitli galismalar yapildi.

Bu tezde, bu geometrik problemin, Gribner teori ile, cebirsel yaklasim

kullanilarak nasil ele alindigi anlatilacaktir.

Tezin 2. Béliimiinde konu ile ilgili temel bilgiler verilmistir.

Tezin 3. Boliimiinde, hem bir polinom halkasinda hem de polinom halkasinin
bir maksimal idealindeki lokalizasyonunda hesap yapmak i¢in gerekli algoritmalar

verilmistir,

Tezin 4. Bélimiinde, Cohen-Macaulay ve Gorenstein halkalar anlatibmastir.

Tekterimli egriler ve teget konilerden bahsedilmisgtir.

Tezin 5. Boliimiinde, dncelikle, bir standart homojen k-cebirinin Hilbert

fonksiyvonunu tam olarak karakterize eden Macaulay Teorem verilmistir. Sonra, lokal

halkalar i¢in benzer bir karakterizasyonun yapilamamasinin nedenleri anlatilmustir.




2. TEMEL BILGILER

Bu tez boyunca biitiin halkalarin degismeli ve birimli oldugu kabul

edilecektir.

2.1 Lokal Halkalar ve Nakayama Yardumeci Teoremi

Degismeli cebirde, lokal halkalar 6nemli bir yere sahiptir ve oldukca
geometrik nesnelerdir. Lokal halkalar ile ilgili, sadece cebirsel olan sonuglar, cebirsel
varyetelerin lokal davraniglarinin ¢aligilmasi sirasinda elde edilmistir. Lokal halkalar,

ilk olarak “Stellenringe™ ismiyle Krull [6] tarafindan ortaya konulmustur.

Bu béliimde lokal halkanin tanimi verilerek, Nakayama Yardimer Teoreminin

ispatlar1 yapilacaktir.

2.1.1 Tanmm: R bir halka ve m, R halkasinin bir maksimal ideali olsun. R
halkasinin m idealinden baska maksimal ideali yok ise, R halkasina lokal halka denir

ve (R,m) ile gosterilir.

2.1.2 Ornek: Biitiin cisimler lokal halkadir, ¢tinkii {0}, bu halkanin tek

maksimal idealidir.

k bir cisim olmak tzere, n degiskenli kuvvet serileri halkas1 &[[x;.x2,..., x,]],

bir lokal halkadir, ¢link (x;.x2,..., x,) bu halkamin tek maksimal idealidir.

2.1.3 Tanmm: R bir halka olsun. R’nin her ideali sonlu tiretilmis ideal ise R’ye

Noether halkas: denir.

2.1.4 Yardmmeci Teorem: (Nakayama, 1. versiyon) R bir lokal halka, m, R’nin

maksimal ideali ve M sonlu iiretilmis R-modiil olsun.

m-M=0=>M=0"d, [7].




ispat: r=1 olmak iizere, x1.x2,..., X, M modiillinin minimal {rete¢ kiimesi

olsun. r lizerinden tiimevarim yapalim.

e r=0 iken M =0 oldugu agiktir.

e r—1 icin ifadenin dogru oldugunu kabul edelim.
x, eM=m-M
oldugundan,
X, =a % +ay X, +ta, - x,
olacak sekilde. a,,a,,---,a, e m vardir.
(A—a ) x, =@ % +a: %+ +d. %5,

burada 1—a, ¢ m’dir. Clinkti 1—a, e m olsaydi, 1-a, +a =1lem geliskisi elde

edilirdi. Ustteki esitlikten,
x,=(-a,)(a % +a, %, ++a,, %)

elde edilir. Bu x,x,,-',x,;, Myl TUretir demektir. »~1 i¢in ifadenin dogru

oldugunu kabul ettiimizden,

bulunur.

2.1.5 Yardimei Teorem: (Nakayama, 2. versiyon) R bir lokal halka, m, R’nin
maksimal ideali, £ sonlu tiretilmis R-modiil ve F, FC FE olacak sekilde bir altmodiil

olsun. Bu durumda,
E=F+mE=0=E=F
dir, [7]

Ispat: E=F +m-Eolsun. M = E/F olarak alalim. Bu durumda,




M=m M
Nakayama Yardime1 Teorem 1.versiyondan,
M=E/F=0
elde edilir. Bu, E = F demektir.

2.1.6 Tanmm: R bir lokal halka, m, R’ nin maksimal ideali olsun. R halkasinin

boyutu, m/m® vektdr uzayimn boyutudur.

boyR = boyy,,, (m!m?)

2.2 Tamlama ve Tam Lokal Halkalar

2.2.1 Tanim: R bir lokal halka ve

o> RIM™ S RIM" > RIm >~ > R/m

halka homomorfizmalarinin bir dizisi olsun. Ters limit, asagidaki sekilde tanimlanir

ve lim,_ R/m ile gosterilir.
lim_ R/m={a, eR/m" | @:RIm" > R/m" ,p(a)=a, }
={a,eR/m"|a, =a,+m""}
={g=(g,&)ER/m, | g, = g,(modm,),Vj>i}.

2.2.2 Tammm: R bir degismeli grup ve R=m, Dm, D m, D alt gruplarin
bir dizisi olsun. R halkasimn tamlamasi, R, R/ m, grubunun ters limiti ile tanimlanir.

Bir baska ifadeyle,

Ri=1lim_R/m, ={g =(g,,2,...) ER/m, | g, = g,(modm,),Vj >i}.




2.2.3 Ornek: R=k[x,x,,---,x,], k cismi tizerinde x,,x,,---,x, bagimsiz
degiskenlerine bagli polinom halkast ve m=(x,,x,,--,x,) olsun. Bu durumda,

Rowze bl T, 25574511
RILE =i, ] =5 R/m'
ff+m
déniistimiinii tammlayalim. m' > m’ oldugundan, Vj >i icin
f+m =f+m’ dir.
Yani (f+m, f+m*, f+m’,-+) eRy’ dir. O halde,
k[ %500, %, 11— R

e (f+mf+m®, f+m’,)

doniistimil tammlayabiliriz. Diger yandan, bunun ters doniisiimiint de agagidaki

sekilde tamimlayabiliriz.
R — H[X1,%25...Xa]]
(f+m f+m*, f+m’,)eRn,V>ii¢in f+m' = f+m’ (mod m") oldugundan,
Ji = f,; +(derecesi > min (i,f) olan terimler )
Yani bu ters déntigtim,

(fHmfem? fam ) fi+(fy= )+ (o= f) 4o

olur. f,, —f,’nin derecesi i+1 den az oldugundan ve f;’nin f, +m’ teriminin

igerisindeki se¢ciminden bagimsiz oldugundan, bu iyi tanimh bir kuvvet serisidir.




2.2.4 Tanmm: R bir lokal halka ve m, R’nin maksimal ideali olsun.

R=lim_ R/m" ise, R halkasina tam lokal halka denir.

2.2.5 Ornek: & bir cisim olmak iizere, n degiskenli kuvvet serileri halkasi

k[[x1.%2,...,%,]] bir tam lokal halkadir.

23 Lokalizasyon

Z tam sayilar halkasinin sifir olmayan elemanlari, Q i¢inde tersinir yapilarak
Q cismi elde edilir. Benzer sekilde, bir p asal sayisi ile ilgilendigimizi diisiinelim. p
ile bolinmeyen tiim sayilarin tersini almak istiyoruz. Bdylece, O cisminin
obeb(a,b)=1 ve b ile p aralarinda asal olacak sekilde a/b rasyonel sayilarindan
olugan bir alt halkasim disiinecegiz. Bu halkadaki tek bé&liinebilme, p veya p’nin
kuvvetleri ile olan béliinebilmedir. Bu sekilde, elemanlarin 6zel bir sinifinin tersini

alma islemine lokalizasyon adi verilir.

Lokal halkalarla ilgili problemlerin c¢ogu lokalizasyon teknigiyle
indirgenerek ¢oziimlenir. Bu yiizden lokalizasyon énemli ve kullanigh bir tekniktir.

Bu kisimda lokalizasyonla elde edilen lokal halkalar temel diizeyde anlatilacaktir.
2.3.1 Tanim: R bir halka ve S, R’nin bir alt kiimesi olsun.
abeSikena.besS veleS
oluyorsa 8”ye carpimsal kapalidir denir.

2.3.2 Ornek: R bir halka ve P, R halkasinin asal ideali olsun. S=R—- P
kiimesi ¢arpimsal kapalidir:

abeS=R—-Pise abgP
P asal ideal oldugundan,
abegP=a-beS velgP=>1e8"’ dir

2.3.3 Tanmm: R bir halka ve S, R’ nin ¢arpimsal kapali kiimesi olsun.

7




RIS ={(a,u) | ac RueS}~
kiimesine “kesirler halkasi1” denir. Buradaki ~ bagintisi agagidaki sekilde tanimlanr:
(a,u) ~ (b,v) < w.(a-v—>b u)=0 sartimi saflayan en az bir w € § vardir.
R[S '] halkasindaki toplama ve ¢arpma islemleri asagidaki gibidir:

a b av+bu a
_+_: . e
u v uv u

3

boab 0_g 1
vV oou-v 1

2.3.4 Ornek: R = Z/(6) ve P =(3)olsun. Budurumda R[S™']= Z, olur.
S=R-P={1,2,4,5) dir.

el et Y S e A3 Rd lBSYS,
U1°1°1°172°2°2°2°2° 4°4°4°4°4° 5°5°5°575

Burada,

i ~ % @243 — L9,

? ~ = 2.(4.1-1.1)=0,

— |

~

— | Lh

% < 2.(5.1-1.2)=0,

Her biri tek tek incelendiginde,

RIS™1=1{0,7,7}

b—t |
— | 2

I
N

oldugu gorilir.




2.3.5 Tanim: R bir halka ve P, R'nin asal ideali olsun. § = R — P olmak
tizere R[S™'] kesir halkasina “P’deki lokalizasyon” denir ve bu kesir halkasi R, ile

gosterilir.

2.3.6 Teorem: Rp halkasi lokal halkadir, [8].

2.4  Derecelendirilmis Cebirler

Bu kisimda derecelendirilmiy k-cebiri ile ilgili temel tamim ve teoremler

verilecektir.

2.4.1 Tamum: R, k cismi iizerinde bir vektdr uzay olsun. Vx,v,ze R ve a.ffek

1 igin

I. xy=yx;

‘ 2. %02~z
x(y+z)=xyt+xz;
a(xy)=(ex)y=x(ay);
a3 y)=(a By= floy);

(U]

LA

sartlari saglaniyor ise R vekttr uzayina degismeli k-cebiri denir.

Bu tez boyunca tiim k-cebirleri degismeli k-cebiridir.

2.4.2 Tanim: R bir k-cebiri ve R=Ry@R;®R;® R3® ... olarak yazilsin.
Eger,

|
1 i. Ro=k,
| ii. Vij>0icinR.RicRiy;

sartlar saglaniyorsa R’ye derecelendirilmis k-cebiri denir.

i\
L 2.4.3 Ornek: & cismi tizerinde x degiskenine bagli A[x] polinom halkast bir

IJ derecelendirilmis k-cebiridir, [9].




2.4.4 Teorem: R=k[x1,x2.X3,....Xx], k cismi lizerinde n bagimsiz degiskenli bir
polinom halkasi olsun. Eger V 1<i<p i¢in der(x;)=1 ise, R sonlu tiretilmis

derecelendirilmis k cebiridir, [9].

2.4.5 Onerme: R=k[x, ,x,,++,x,], k cismi {lizerinde bir derecelendirilmis

k-cebiri olsun. Eger V1<i < n icgin, der(x,) =1 ve

23
h

@& 24
R=s5pfx %% 000

"| 1=j<nigin g e N ve Zaj=i}

J=1

ise, k vektor uzay: tizerindeki R,’nin boyutu,
nti-1)
boy(R)= ; dir, [9].

2.4.6 Tanmm: R=@® ,>R, derecelendirilmis k-cebiri olsun. Eger,

i Vrn20icin/ cR,,

il. Vi,j20 icin B, oF, 2k,

sartlar1 saglaniyorsa /=@, 1 vektér alt uzayina derecelendirilmis ideal (veya

homojen ideal) denir.
2.4.7 Ornek: I=<xyx*y>>, k[x,y] halkasinin bir derecelendirilmis idealidir:
I,=1=(0),
I, = sp{xy,x’} ,
I =sp{x’y. %y, x°, '},
I, =sp{x’y,x*y"x" 0%, '},

IS :Sp{x4ysx3y29x2y35xy4=xs5y5}:

10




Teorem 2.4.4’ten R=k[x,y], k cismi {izerinde x ve y bagimsiz degiskenlerine

bagli derecelendirilmis k-cebiridir.
R=Kxy|=Ry@® R ®R; ®R:® ...
Ry =spil},
R, =sp{x,y},
R, =sp{x*,xy,y’},
Ry =sp{x’ X"y, ¥},
R, =sp{x’,x’y,x"y 5%, v}

R =sp{x’,x*y,x’y? 2"y’ x5’}

Vr>0igin f,c R, ve Vij>0i¢in R, L.,/ dir.

2.4.8 Teorem: R=©@ ,R, derecelendirilmis £k cebiri ve =@ .7,

derecelendirilmis ideal olsun. Bu durumda R/7, & cismi tizerinde derecelendirilmis

k-cebiridir ve
RIIT=@ (R, /1)
dir, [9].

2.4.9 Ornek: I:<xz,zz,y32,y6> , R=k[x.y,z] halkasinin bir derecelendirilmis

ideali olsun. Bu durumda,
RII=R,/I,@R/[,©R, /], D
olmak flizere,

R,/1,=k,
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‘RI/II =Spix,y,z} ,
R, /1, =sp{x*,y" ,xy,yz},
R, /L =sp{x’,y’, x*y,xy*, "2},
R, 11, =splxt .y o w ey e,
Ry/ I =sp{x’,y’ 5 p,x°y* 2"y '},

6 5 4 _2 3.3 .2 4 5
R IT, =splx" s am e Y2y 5% )

2.4.10 Tammm: R =@, R, bir derecelendirilmis halka olsun. M’de, M, alt

gruplarinin direkt toplamlar1 olarak yazilan bir R-modiil olsun (M =@ ,, M ). Eger,
Vnz0veVveZ i¢gin R, M, cM,,
sart1 saglaniyorsa M’ye derecelendirilmis R-modiil denir.

2.4.11 Ornek: R=@® . R, derecelendirilmis k-cebiri ve e, , i. bileseni 1

diger bilesenleri 0 (yani e, = (0,---,1,---,0) ) ise,
M=R" =@ R-e
bir derecelendirilmis R-modiildiir:

VisVaseuV, €2 ve deg(e) =v, olsun. feR,, (yani f derecesi v—v, olan bir
polinom) olmak tizere f-e, polinomlar tarafindan tiretilen M, R,-modiildiir. Bu

durumda, M=R" bir derecelendirilmis R-modiildiir.

2412 Tamm: M =@ _, M ,6 derecelendirilmis R-modiil olsun. d e Zve
M(d) =M, , olmak lizere,
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M(d)=0,.,M(d), *dir.

vezZ

Burada, M(d) kiimesine “M’nin d kadar kaydirilmigidir” denir. Aymi zamanda
M(d), derecelendirilmis R-modiildiir:

M(d) = (-DVEZ M(d)v = @ Md+v

veZ

M, R-modiil oldugundan Vv e Z igin M, toplamsal alt gruptur. O halde, Vd +ve Z
icin M,,, =M(d),, M(d) nin toplamsal alt grubudur. M, R-modiil oldugundan,

Vuz20veVveZ igin R,-M, c M, di.
Yuz0 ve VveZ igin

R,-M(d), =R, M, cM,.,., =Md),, dir.

Bu durumda M(d) bir R-modiildiir.

2.413 Yardime: Teorem: M =@ _, M 6 derecelendirilmis R-modiil ve

vez
Nc M olmak lizere, N, M’nin alt modili olsun. Bu durumda asagidakiler birbirine
denktir:

i N=@®_,(M,nN),
fi. N homocjen elemanlar tarafindan tiretilir,
jiii. m= va ve m,eM, olsun. Bu durumda, Vv igin

meN S meN’ dir, [10].

2.4.14 Uyar:: R =@ , R, bir derecelendirilmis halka ve /< R homojen ideal

olsun.

RIT=® (R +1)/I=® R (INR,).

2415 Tanmm: R=9 R  Dbir derecelendirilmis halka ve M=

veZ Ve

N =@, N, derecelendirilmis R-modiil olsunlar. ¢£:M — N homomorfizmasi, Vv

icin,

13




’g(Mv) j Nv+d

sarttm1 sagliyorsa, £ ’ye d dereceli homojen (veya derecelendirilmis) homomorfizma

denir. Eger ¢ sifir dereceli homojen homomorfizma ise ¢ *ye homojendir denir.

2.4.16 Ornek: M bir derecelendirilmis R-modiil ve f € R, (yani derecesi d

olan bir polinom) olsun. Bu durumda, ¢:M — M derecesi d olan ve f ile

tanimlanan derecelendirilmis homomorfizmas: yazabiliriz.

Ud): M — M(d) homomorfizmasina sifir dereceli derecelendirilmis

homomotfizma veya #(d) homojendir denir.

2.4.17 Yardima Teorem: R bir derecelendirilmis halka ve M, N

derecelendirilmis R-modiiller olsun. £: M — N homojen R- modiil homomorfizmasi

olmak tizere ¢ek(¥), ]\%m( 0 ve im({)’de derecelendirilmis R-modiildiir,[10].

Ispat: cek(£) ’nin derecelendirilmis R-modiil oldugunu s6yleyebilmek igin
cek(£) =@, (cek() N M,)
oldugunu gostermek yeterli olacaktir.
K, =c¢ek(f) N M, olarak alalim. Vi igin, K. c ¢ek(¥) ’dir. O halde
® K, C ¢ek(l) 1)
elde edilir. Diger yandan, m € ¢ek(¢) alalim.
= 4lm)=0,me M

oldugundan m = va olarak yazilir.

=4 m,)=0

¢ homomorfizma oldugundan,

14




=% 3 B, =0
£(m,)e N, den, £(m,) ler pozitiftir.
= {(m,)=0
= m, ecek(l),m, e M,

=m, ecek()MM,

=>megek(H)mM,
O halde,
gek(f) @, (cek(£)N M) 2)
(1)-(2) den
cek(l) =@, (gek(t) N M)
elde edilir.

2.4.18 Yardime1 Teorem: R =@ ,, R, bir Noether derecelendirilmis &-cebiri

ve M=9© ,M, sonlu iretilmis R-modiil olsun. Bu durumda,

(1) v<m olmak tizere M, =<0> olacak sekilde en az bir tane me Z

vardir,

(2) Vv icin boy,(M,) <o dir, [10].
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2.5  Hilbert Fonksiyon ve Hilbert Serisi

Bu bolimde, o©ncelikle derecelendirilmis  k-cebirlerinin = Hilbert
fonksiyonunun tanimu yapilacaktir. Sonra, bu fonksiyon, cebirlerin Hilbert serilerinin

yazilmasinda kullanilarak detayli drnekler verilecektir.

2.5.1 Tanmm: R=@ . R, sonlu iiretilmis derecelendirilmis %-cebiri olsun.

R’nin Hilbert fonksiyonu,

HE(n) = boy, (R,)

olarak tanimlanir. Burada boy,(R,) kcismi lizerinde R, vektdr uzaymim boyutudur

ve boy,(R,) < co’dur.
I=1,©1 @I, @ R’nin homojen ideali ise,
HE,(n)=bay,(I,)

olarak tanimlanir.

2.5.2 Ornek: /=<xz,2")’z)°>, R=k[x,y,z] halkasinin derecelendirilmis bir
ideali olsun. Ornek 2.4.9°daki R/I derecelendirilmis k-cebirinin Hilbert fonksiyonunu
bulalim.

HFy,;(0) = boy, (sp{l}) =1
HFR/I D= boyk(sp{xsyaz}) =3,
HFy;1(2) = boy, (sp{x, y*,xy, y2}) = 4,
_ 3.3 .2 3 .5y
HFR/I(?’) - boyk (Sp{x 2V X VXY LY Z}) =5 E]

HFy,;(4) = boy, (sp{x*.y* . 2’ y.x*y* ,x°}) =5,

HFR/I(S) = boyk(Sp{xssys=x4y=x3y2=x2y3=xy4}) =6:

16




HF,,,(6) = boy, (Sp{xﬁ,xiz,x4zz,x3y3,x2y4,xy5}) =6, ]

Vn =5 igin HF,,(n)=6"dir.

2.5.3 Tamm: R =@, R, sonlu liretilmis k-cebiri olsun. HF}, R’nin Hilbert

fonksiyonu olmak tizere HF), ile tiretilen seriye R’nin Hilbert Serisi denir.

HS(z)= iHEQ(n) -Z"dir.

n=0

2.5.4 Ornek: I=<xz,zz,y3zy6>, R=k[x,y,z] halkasmin derecelendirilmis bir @3
ideali olsun. Omek 2.4.9° daki R/I derecelendirimis k-cebirinin Hilbert serisini
bulalim. Ornek 2.5.2°de

HFR/I(O) == 1:
HFRH(I) =3,
HFR![ (2) ::4:
HFRH (3) =35,
HFR![ (4) =3,
|

i HE. {5)=8,
|

HFR/I (6) = 69

elde edilmisti. Bu durumda, R/I’nmin Hilbert serisi:

HS,,@) = HE, ()2

n=0
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=1:2"+3:2' +4:2° +5-2° +5:2* +6-2° +6-2° +6-27 +---

olur.

2.5.5 Ornek: =<x° ,x2y3y6>, R=k[x,y] halkasinin derecelendirilmis bir ideali

olsun. Oncelikle, Pnin Hilbert fonksiyonunu bulalim.,

HF,(0)= HF,(1) = HF,(2) = bay, (k) =0

HF,(3) = boy, (sp{x’}) =1,

T ——

HF,(4) = boy, (sp{x*.x’y}) =2,
HF}(5) = boy, (sp{x’ ,x" y,xy*,x*y’}) =4,
|
1 HF;’ (6) = boyk(sp{x6=x5y>x4y2=x3y3ﬂx2y4=y6}) = 6 )
HF,(T) = boy, (sp{x",x°y,x*y* ,x*y* . x°y*,2%)° %, )"} =38,
HF,(8) = boy, (sp{x’.x" y,x°y*.x°y* x'y" ,%°y" ,x*y% .07, )%}) =9,

HF}(9) - boyk(sp{x9,x8y=x7y2,x6y3!x5y4,x4y5=x3y6=x2y7,xySEyQ})=9’

¥V n>7 igin HF (n)=n+1"dir.

Simdi ise I'min Hilbert serisini bulalim.

HS(:) = HE() 2

HSI(Z)=1-23 +2-2°44-2°46-2°48.27+9. 28 +10-2° +11- 2" +--.

| — (42243224422 4520 4 ) =25 =225 =324 —3.2° ~3. 22— 2.2 -1

Burada,
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1

1-z

I+z+z2°+22 +2" +20 +- = ve

1

—-d—(l+z+22+2:3 +z' 427+ )=14+2-2+3-2 +4-2° £ s L
dz dz 1-z

)

esitliklerini kullanarak,
HS;(z)=ﬁ—z6~—2-zs -3.2*-3.2-3.22-2.2-1
—z
:(1 L )2 Ty [ N, L, N
-z

3., .5 .8
_Z +zT =z

(d-2)*
elde edilir.

2.5.6 Teorem: R=® R bir derecelendirilmis k-cebiri ve I=0 7

nz0"n

derecelendirilmig ideali olsun. Bu durumda,
HF,,, (n) = HF,(n)— HF,(n) dir, [9].
2.5.7 Sonu¢: R=@ . R, derecelendirilmis k-cebirive 1 =@ .1,
derecelendirilmis ideali olsun. Bu durumda,

HS,,,(z) = HS,(z) - HS, (z) *dir, [9].
Ispat: HS,(2)-HS,(2)=), HF,(n)-z" =), HF,(n)-z"
= Zm (HF,(n)— HF,)- 2"

= 2ipno i () 2"

19
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= HSRH (z)

2.5.8 Teorem: R=k[x,x7.....%,] ve 1<i<n icin deg(x;)=1 olsun. Bu durumda,

1

HSR(2)= (-2

dir, [9].

2.5.9 Ornek: I=<x3,x2y3,y6> , R=k|x.y] halkasinin derecelendirilmis bir ideali

olsun. R/I"min Hilbert serisini rasyonel formda yazalim. R=k[x,y| oldugundan Teorem

2.5.8’e gore
HS.(z2)= * dir.
R( ) (1—2)2
Ornek 2.5.57 te
3,5 .8
HS,(2) :f‘;i'#
(1-z2)°

oldugunu biliyoruz. Sonug 2.5.7°den
HS;,;(2)= HSy(z)— HS,(2)

3 5 8
zZT—zZ +z

(1-2z)*

s
HSp,,(z) =

elde edilir.

2.5.10 Yardimei Teorem: R =@ R, bir Noether derecelendirilmis k-cebiri

ve M sonlu tiretilmis derecelendirilmis R-modiil olsun.

(1) Nc M derecelendirilmis alt modiil iken, V #» igin,

HF,,(n) = HFy(n)+ HE,,; y (1)
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ve
HE, (z)= HS,(2) + HS, ;15 (2)
(2) d bir tamsay1 olsun. Bu durumda, V # igin;

HEM(d) (n) = HF,,(n+d)
HS, iy (2) = 2™ - HS, (2)

(3)d negatif olmayan bir tamsayr JekR, ve

£ M(=d) —> M,£(m) = f-m olarak tamimlansin. Bu durumda

cek(f) ve f‘%m 0 derecelendirilmis R/< f >-modiillerdir ve
HE, (n)—HF, (n—-d)= HFMim(f) (n)— HF:;ek(f) (n—d)

Ve

HS,, (z)-z%HS,,(2)= HSW m(z) —#2 HS 0, (2) .

Ispat: (1)’in ispat1 Teorem 2.5.6 ve Sonug 2.5.7 deki gibidir. (2)’nin ispat:
M(d) ’'nin tammmindan agiktir. (3)7iin ispat1 ise, (1) ve (2) kullamldiginda agikca
goriilmektedir [9].

2.5.11 Teorem: : R=® R , Xx,.X,,--,x, €R, bagimsiz degiskenleri
tarafindan tiretilen derecelendirilmis 4-cebiri olsun. Bu durumda, herhangi bir sonlu

tiretilmis derecelendirilmis R-modiill M =@ _, M icin,

_ 00
HSu ()=

Burada, Z tamsayilar kiimesi olmak tlizere, Q(z) € Z[z]’ dir, [10].

Ispat: Teoremin ispati r tizerinden tlimevarim metodu kullamlarak

yapilacaktir.
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r=0 oldugu durumda, M bir sonlu boyutlu k& vektdr uzyidir

veVv2n i¢in M, =<0> olacak sekilde bir » tam sayisi vardir.
Baylelikle, HS,,(z) € Z[z]" dir.

Ifadenin -1 igin dogru oldupunu varsayalm ve r icin dogru

oldugunu gsterelim:
L:M(-1) > M, lm)=x-m
olarak tanimlayalim. Yardimer Teorem 2.5.20 (3). sart1 kullanarak

HS,, (2)-z-HS,,(2) = HS,, (z)—z-HSFek(,_,)(z)

im(€)
yazilir. Esitligi diizenlersek,

HS,, (z)(1-z)=HS M (2) =2 HE iy (B wvn s wsssvasvon sansnns *)

elde edilir. Yine (3).sartta da verildigi {izere, cek({) ve A’”(f)’

derecelendirilmis &[x,x,,--+,x |/ <x;>= k[x,,*+,x,]- modiillerdir.

Tiimevarim hipotezinden,

0, g5 ()= 200

B =4y ¥ 1-z)"

olarak yazilir. Bu esitlikler (*)* da yerine yazilirsa,

(1= — 0(2) . &, (2)
HES, (z)-(1-z) -2 E iz

__9()
HS, (z)= i-2)

elde edilir.
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2.6 Hilbert Polinom ;:

Yeterince biiyitk bir # tamsayist igin, HF,(n) fonsiyonu, derecesi d —1olan -[z

rasyonel katsayili bir Pg(x) polinomuna déniistliriilebilir. Bu Pr(x) polinomuna R’nin

Hilbert polinomu denir. Bu sekilde sonsuz olan Hilbert fonksiyonu, sonlu bir !
|

polinoma doniiglir. Bu bolimde, bir halkanin Hilbert polinomunun nasil :
|

hesaplanacagi anlatilacaktir. Bu béliimdeki ispatlar [10] kitabindan alinmigtir.

2.6.1 Tanm: R=@® R, bir Noether derecelendirilmis k-cebiri,

M =@ _, M, sonlu liretilmis R-modiil ve

HF,, :Z—Z, HF,,(n)=boy,(M,)

B e

Hilbert fonksiyonu olsun. M nin Hilbert-Poincaré serisi, #F, |
HP,(z) = Zvez HFE,, (v)z* e Z[[z]]-[z7"]

olarak tanimlanir,

Uyare: Simdi Teorem 2.5.11° den

_ 0@ |
HP,(2) e |
|

ve

d
0<sssr,G(2)= ng.z“ e Z[[z]] , g, # 0 ve G(1) # 0 olmak tizere

v=0

G(2) |
(1-2)°

HP,,(z) =

yazilir. Yani s, HP,,(z)’ nin z=1"deki kutbudur.

2.6.2 Tanm: R=©@,,R, bir Noether derecelendirilmis #&-cebiri ve

| M =@, , M, sonlu iretilmig R-modiil olsun.
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(1) O(z) ve G(z)’ye, sirastyla, M modiiliiniin 1. Hilbert serisi ve 2. Hilbert
serisi denir.
(2) Ikinci Hilbert serisi G(z)’'nin derecesi d ve yukandaki sekilde

tanimlanmis olsun. Bu durumda,

PM:=\igv{H+”_"JeQ(n>

v=0 S_l

M nin Hilbert polinomudur. Burada,
I
k<0 igin, [k} =0’dur.

2.6.3 Sonug: Ustteki varsayimlarla birlikte, P,,, s—1 dereceli ve rasyonel

katsayil1 bir polinomdur ve n > d igin
P, ()= HF,, ()

esitligi saglanir, Ustelik, a,_, = G(1) >0 olmak {izere,

s-1
1 [/ . .
Py=2.a, [ ] = (_Hly +derecesi n’den az olan terimler.
x= 1

esitligi saglanacak sekilde en az bir tane a, € Z vardir.
Ispat: HS, (z)= Zvez HF, (v)t'

__G()
(1-2)

2 2 (5—1+
)= 8.2 ve — =Z[s s 1#}2'“
v=0 - -

esitlikleri kullanilarak,
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G) =Zd:gVZ" i[s ~1+4 ﬂ}zﬂ

y=0 u=0\ §~ 1

olarak yazilir. Buradan n>d i¢in asagidaki esitligi elde ederiz.

d 0 —
YN WD Wi
v=0

1=0 S_'I

d s=1+n—-v
HFM(n>=ZgV( ]
v=0 s—1

s=1+n-v

d
Tanim 2.6.2’den Py, = ng[ ’
v=0 -

] oldugunu bildigimizden,

HF,,(n)=P,’ dir.

5-1

d d
G(z) = ngzv “dan P, :ng

D) polinomunun en yliksek dereceli teriminin
v=0 v=0 §—=1)

d
G()=) g, ’dir.
v=0

O halde,

-1

n

(s=D!

P, =G(1)-
yazilabilir. Buradan, #,, polinomunun derecesinin s —1 oldugu goriiliir.
s=1 n
Son olarak uygun bir a,eZ,a,, >0 igin P, =Zav[ J oldugunu
v=0 v
ispatlayalim. Boyle bir a, € Z bulabildigimizi varsayalim. Béylece,

arl

P o= D) .n*' + derecesi n’den az olan terimler
s=D!
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elde edilir. Yeterince biiyik bir n igin HF,,(n) = P,(n) >0 olmasindan a,_, >0

olur.

Bu duruma uygun a, € Z katsayilarimin varlifn asagidaki yardimer teoremin

bir sonucudur.

|
2.6.4 Yardime1r Teorem: f € (ff] derecesi m olan bir polinom ve n,’dan |
|
biiytik veya esit her ni¢in f(#n) € Z olacak sekilde n, € N' olsun. Bu durumda uygun

bir a, € Z igin,

fm) = Za[:j *dlir.

Ispat: g(n)= f(n+1)— f(n) olsun. f polinomunun derecesi m ve

f(n)e Z oldugundan g(n) polinomunun derecesi m—~1 ve g(n) € Z° dir.

! m Uzerinde tiimevarimla ispat yapilacaktir.

i m-1
} 8= gn) =X b, (Z]
\'

polinomu diisiinelim.

'[ olacak sekilde bir b, € Zoldugunu varsayalim. Simdi asagidaki sekilde bir 4
\
|
|
|

m—1 n I
} h(n) = f(”)‘—zbvq[ ] !
‘ v=0 |4 i
; |

Bu durumda,

v=]

| N 1 S

h(ﬂ + 1)_ h(f’l) = f(n + 1) _va—I(n: J - [f(n) _ébv—l{:]J
] n+l n

| =f(n+1)~f(n)-§b [( y HVD
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=g(n)— Ebv Cj =0 olur.

v={)
Buradan, Vn € N igin
h(n) = h(0)

ve boylece A polinomunun tanimlanigindan,
m=1 7 m n
f)=him+ 2 bys|  |=hO)+ D b,
v=0 v=1

olarak yazilir. Burada, f(n)= Zav (n] olarak yazilmak istenirse, a, =h(0) ve
Vv

v=0

v 21 i¢in a, = b, ; olarak secilmelidir.

Hilbert polinom ve Hilbert- Poincaré serisinin birbirlerini belirlediklerinden,
Hilbert polinom yazabilmek i¢in Hilbert-Poincaré serisini hesaplamak yeterli

olacaktir. Hesaplama yapmadan 6nce gerekli bir sonugtan bahsedelim.

2.6.5 Yardimc1 Teorem: /cklx] =k[xix2.x3....x,] homojen ideal wve

[ €k[x] derecesi d olan bir polinom olsun. Bu durumda,

HP iy =HP <1 p(t)+td HPixy<r<p>(f)
Ispat: [9]
2.6.6 Ornek: k[x]:=k[x1,%2,%3...,%,] polinom halkasi olsun.

Bu durumda,

Bt
HEga(m)=Pyal)= |-
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| Ustelik,

2 fp-l+v 1
HPya()= = |

2.6.7 Ornek: I'=<xzyz>c kx,y.z] olsun f:=z olarak secelim. Burada r =3

ve d =1"dir.
<Lfo=<xzyz,z2>=<z>
ve biylece
klxy.z)/<Lf>=k[xy.z]/<z>=k[xy]
olur.

Uf>) = <szyz><e>={f| fze (ay)}={f | frmdxz+Byzy={ f] frmclAx+By)}

={ f| fFAx+By }=<xy>
Buradan,
kxy 2z [(I<f>)=klx.y,z]/<xy>=k[x]

elde edilir. 2.6.6 Ornekten,

1
HP f)=——-— ve HPy(t)=
k() " Kz1() -

oldugu agiktir.
| Yardime: Teorem 2.6.5” i kullanarak,
HPuxy 2y O)=HP iy <1 (0 HPiix g 02250

_ 42
1, 1 _1+t=£_ GO

:(1—t)2 -t (-0 (1-0°

olur. Burada, s =2, G(f) = —* +t +1 ve 0<s<r (0<2<3).

28




d
G(t)= ng 1" oldugundan,

v=0

d=2 5 g():l 5 g1:1 ; g2:—1 ‘dir.

Poi= # s—I+n-v)_ (1+n-0 1+n-1 l+n-2
M= D g, o] =80 1 + 8 ; + 2 i
v=0

=1(n+1)+1.n-1.(n-1)=n+1+n—n+tl1=nt2

ve bdylece,

Py zy<nzye-(n)=nt2

elde edilir.

2.7  Filtrasyon ve iliskilendirilmig Derecelendirilmis Halka

Bu bglimde, filtrasyon tanimi ve bununla ilgili olarak iliskilendirilmis
derecelendirilmis halka tanimlar1 yapilacaktir. Ilerideki béliimlerde, lokal halkalarin
Hilbert fonksiyonu daha detayli anlatilacagindan, bu kisimda sadece tamm ve temel

bilgiler verilecektir.

2.7.1 Tanim: R degismeli ve birimli bir halka, 7, R’nin bir 6z ideali ve M bir
R-modil olsun. M;" ler M R-modiiliiniin alt modiilleri olmak izere, M modiiliiniin,

I', [ filtrasyonu, Vre N i¢cin I-M, < M, olacak sekilde, M nin altmodiillerinin

| seklinde bir azalan zinciridir. M modiillintin, I', I-filtrasyonu, yeterince biiylk n

sayistigin /-M, = M, ise, I" "ya kararl J-filtrasyonu denir.

2.7.2 Ornek: M bir R-modiil ve #n>0 igin M, :=1I1"-M olmak iizere |

I'={M,},s, M min kararli /filtrasyonudur:
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M=I-M>I* M>>I M>I*"M>--.

ve Vn20 i¢in I-I"-McI™ M, yani I-M,cM,, oldugundan, I, I-
filtrasyonudur. Ustelik 77" M =1"" M yani I-M, =M, oldugundan, T,

M nin karali Hiltrasyonudur.

2.7.3 Yardimer Teorem: I ={M, } ., M nin Hiltrasyonu ve N, M’nin alt

modiild olsun. Bu durumda {N "M} ., , N'nin Hiltrasyonudur, [11].
Ispat: T ={M,},., Mnin Ifiltrasyonu oldugundan,
M=M,oM oM,oM,>--

ve Van20icin, /-M, c M,,,° dir. O halde,

n+l

NnMyoNNM,DNmnM >

ve

I-(M,"N)cI-M,n][-NcM,, "N

n+l

olur. Bu, {N nM,},.,, N'nin I-filtrasyonu demektir.

2.7.4 Tamim: R degismeli birimli bir halka ve 7, R halkasinin bir 6zideali

- olsun. /idealine gére R’ nin iliskilendirilmis derecelendirilmis halkasi, gr R,

gnR=R/I®I/’®1*/P®..=® 1" /I

olarak tamimlanir.

Iiskilendirilmis derecelendirilmis halkadaki carpma islemi iyi tammlidir:

ael,bel igin,

(a+1I'Yb+1I"")y=ab+ 1" e 1™ /]
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A bir lokal halka ve m, A’nin maksimal ideali olsun. 4’nin iligkilendirilmig

derecelendirilmis halkasi,
gr, A=® m"/m"

olarak ifade edilir.

Benzer sekilde, M bir R-modiil ve I' = {M,},.,, M nin J-filtrasyonu olsun. I

filtrasyonuna gére, M’ nin iligkilendirilmis derecelendirilmis modiili,
grAd=8 .M, IM,, dir.

2.7.5 Yardimer Teorem: M sonlu firetilmis R-modiil ve I', kararh /-

filtrasyonu olsun. Bu durumda gr,. (M) sonlu {iretilmis bir g7, (R) -modiildiir, [12].

2.7.6 Uyarr: 4, maksimal ideali m olan bir lokal Noether halkasi, M sonlu
tiretilmis bir A-modiil olsun. Bu durumda, M modiiliiniin dogal kararli m-filtrasyonu,
r

E

M=m"M,2mM, 2m’M, >,

ile verilir. Boylece 2.7.5 Yardimeci Teoreminden, gr-(M) sonlu {iiretilmis bir
gr,(4)-modiildiir. Ozel olarak, gr, (4),=A4/m Dbir cisimdir ve eger,

my,ma,. .., ler bir A-modiil olarak m idealini tiretiyor ise
gr, (A) = (Ad/m)[m, +m*,...m, +m].

grm(A) bir A/m-cebiri olarak sonlu iiretilmigtir.

2.7.7 Tanmm: M modiiliiniin Hilbert fonksiyonu,
HF,,(n)= HFg,-l.(M) (n) = bOyR/’M i %n+1M

olarak tanimlanir.
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E

A, k cismi tizerinde bir lokal Noether halkasi, m, 4A’nin maksimal ideali ve

H(I), A'min [ idealinin tirete¢lerinin minimal sayisi olsun. A ’nin Hilbert fonksiyonu,

niimerik bir fonksiyon olup, A4’nin iliskilendirilmis derecelendirilmis halkasinin

Hilbert fonksiyonu ile tanumlanir. Bir bagka deyisle,

HF,:N - N ve ne N olmak tizere,

HF ,(n) = boy, (™) ) = (") " dir.

2.7.8 Tanim: A, k cismi iizerinde bir lokal Noether halkasi, m, 4’nin
maksimal ideali ve HF,’ da A’nin Hilbert fonksiyonu olsun. HF, fonksiyonu

tarafindan iiretilen kuvvet serisine, 4’min Hilbert serisi denir.

Bu durumda,

HS(2)=Y HE(n)-2"dir.
n=0

Hilbert-Serre Teoreminden, HS,(z) Hilbert serisi rasyonel formda asagidaki gibi

ifade edilir:

hy(z)

HS ,(z) = T

Burada, /4(z) , katsayilar1 tamsay1 ve /,(1) # 0 olan bir polinomdur. Ayni zamanda

bu polinoma A’nin 4 — polinomu denir. Buradaki d, 4 ve gr, 4 nin Krull boyutudur.

R bir halka ve P asal ideal olsun. P’nin Krull boyutu;
P=FDP>DP >..0P

azalan asal ideal zincirinin maksimum olaninin uzunlugudur.

=

P L T e T e




2.7.9 Tanim: M, bir A-modiil olmak lizere, M'nin uzunlugu A(M) seklinde s
gosterilir. Yeterince biiyiik bir n tamsayisi i¢in, A(4/m"™") e A’nin Hilbert-Samuel E
polinomu denir ve PMI()Q ile gosterilir. Yine,

4 , X+d-i
Py (X)=2 (-D'e, (m)[ dei }
i=0 —1
Burada, eq(m), ei(m),..., efm), A'nin Hilbert katsayilaridir. Ozel olarak, eg(m)’a
A’nin katlilii, e1(m)’e A’nm indirgeme sayisi denir. em)= e; olmak iizere, Vi =0
igin, |
()
g i N
: il k
Bu egitlikte, 74”(1)=R4(1) ve k4" ise hy(z) polinomunun i. dereceden tiirevidir.
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3. TEKTERIMLI SIRALAMALAR VE STANDART BAZ

Bu béliimde, global ve lokal tekterimli siralamalari anlatilarak, standart baz

algoritmas verilecek ve standart baz hesabi yapilacaktir.

Bu béliimdeki tanimlar ve algoritmalar [9] kitabindan aynen alinnustir.

3.1 Global ve Lokal Siralamalar

3.1.1 Tanmm: k[x]:=k[x,x,,"+-,x. ], r deZiskenli polinom halkasi olsun.
"> tekterimli bagintisy, ZJ; ={--} veya buna denk olarak aeZ,” iken x”

tekterimlilerinin kiimesi tizerinde, o, 8,6 € Z,," olmak iizere

i. >, Z" lizerinde lineer siralama,
ii. a>f=>a+60>p44+6
iii. >, Z,," tzerinde iyi sirali, yani, ZZ,’ nin bos kiimeden farkls her alt

kiimesinin ">" bagintis1 altinda bir en kiigiik eleman vardir,

kosullarim saglayan bir bagintidir.

3.1.2 Tammm: ">" herhangi bir tekterimli siralamasi olsun.

. G as
f €k[x,x,,--,x,] polinomu, x* >xP > x% ve a,:Q5,"*,0, € k olmak lizere,

g a

f=a,x" +a,-x" +-+a,x

seklinde tek tiirlii yazilir,

(1) LM(f)=x" olmak tizere LM(f)’ ye f’ nin en yiiksek dereceli
tekterimlisi ,

(2) LE(f)=oc olmaklizere LE(f)’ ye f’ nin derecesi,
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3) LT(f)=a, -x* olmak iizere LT(f)’ ye f’ nin en yilksek dereceli
terimi,

4) LC(f) = a, olmak tizere LC(f)’ye [ ’nin bagkatsayisi,

G (N =f-LT(f)=a, x4+ +a, x° olmak iizere £(f)’ye f ’nin

kuyrugu denir.

3.1.3 Tamm: ">", {x* | @ € N"} tekterimli kiimesi tizerinde bir tekterimli

siralamast olsun.

(1) Ya #(0,0....,0) i¢in x* >1 ise ">" siralamasina global siralama,

(2) Ya #(0,0,...,0) igin x“ <1 ise ">" siralamasina lokal siralama,

(3) ">" siralamasi ne global siralama ne de lokal siralama ise, ">"

siralamasina da karisik siralama denir.

3.1.4 Ornek: Global siralamalar:

n

a=(a,y ), =B, Byss B, EZ,," Ve |a|=Zai , |,B|=Z/3,. olsun.
i=1

i=1

i.  Alfabetik Siralama (Ip): ¢ —f € Z,,” vektor farkinda en soldaki
sifirdan farkli deger pozitif ise « >, £ ‘dir. Boylece x% >, x”

olur.

ii. Derecelendirilmis Alfabetik Siralama (dp):|a|> |f| veya
|a|=|ﬂ| iken & >, f ise a >, f’dir. Boylece K >4 x?
olur.

iii.  Ters Derecelendirilmis Alfabetik Siralama (Dp):|a|> |B]| veya
la|=|p| iken a~peZ,” vektér farkinda en sapdaki terim

negatif oluyor ise x* > Dy x? olur.

Not: >, siralamast bir global siralamadir:
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o =(a,d,,,a,) ve B=(0,0,-,0)=0 olsun. Burada, @ € Z,," oldugunu

bildigimizden,
a-pf=(a,a,, a,)eZ,

vektor farkinda en soldaki sifirdan farkli degerin pozitif oldugunu gorebiliriz. O

B

halde, x* >, X' = x° dir. Boylece, x* >, 1 olur.

3.1.5 Ornek:

(@) k[x,y,z] tizerinde x“ =x-y* ve x” =y*-z* tekterimlilerini alalim.
Burada, & =(1,2,0), f=(034), a-f=(1,-1,-4) ve 1>0 oldugu
igin >, B’ dir. Busebeple, x* >, x?* dir,

(ii) £[x, y,z] tizerinde x* =J-c-y2 2> ve x¥ =x*-y* tekterimlilerini
alabm. Burada, a=(123), A=(320), ve |a|=1+2+3=6,
| #| =3+2+0=5’dan |a|> | #| oldugundan « > 4 P dir. Buradan,
x>, 2** i

(iii) k[x,y,z] iizerinde x* =x-y°-z> ve x’ =x*-y-z* tekterimlilerini
alam. Burada o =(1,52), A=(413), ve |a|=8, |B|=8dan
|a|=]|8| oldugundan diger durumu goézoniine alinz.

a-f=010,-1) ve -1<0 oldugu i¢in @ >, A’ dir. Bu sebeple

x* >p, x” olur.
3.1.6 Ornek:

Lokal  swralamalar: @ =(a,&ys0@®, ). B =0}, BysnB,)EZy, Ve

la|=Ya, . |p]=3 5, olsm.

i=1

(i) Negatif Alfabetik Siralama (Is):a—f vektor farkinda en soldaki

sifirdan farkli deger negatif ise x* >, x”*dir.
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(i) Negatif Derecelendirilmis Alfabetik Siralama (ds): | a | < | B I veya
|a|=|p| iken a—p wvektsr farkinda en sagdaki sifirdan farkl:
deger negatif oluyorsa x* >, x** dir.

(iii) Ters Negatif Derecelendirilmis Alfabetik Siralama (Ds): | | 3 [ ﬁ[
veya |a|=|p| iken & — B vektor farkinda en soldaki sifirdan farkl

deger pozitif oluyorsa x* >, x” *dir.
Not: >, siralamasi lokal siralamadir:

a=(a,a,,,a,) ve f=(00,-,0)=0 olsun. Burada, «@eZ,’

oldugundan f-ea = (-a,,~a,, --,—a,) vektor farkinda en soldaki sifirdan farkli

0

degerin negatif oldugunu goriilir. O halde x” =x° >, x*’ dir. Boylece, 15 2”

oldugundan /s lokal siralamadir.

3.1.7 Ornek:

(i) k[x,y,z] tzerinde x*=x-y-z ve x’ =p*.2° tekterimlilerini
alalim. Burada, a =(2.1,1), f=(0,45), f—-a=(-23,4) ve -2<0
oldugu igin

x? >, %% dir.

* tekterimlilerini

(i) k[x,y,z] iizerinde x* =x?>-y*.2° ve x% =y*.z
alalm. Burada, |a|=10, |#|=7 |a|>|p]| oldugundan x* > x*

olur.k[x,y,z] iizerinde x*=x"-3"-z ve xf=x.y%.7%

tekterimlilerini alalim.
Burada |a]=6, |p|=6 esitliginden |a|=]|p] olur.
a-f=(,0,-1) ve —1<0 oldugu i¢in
x% >, x7 dir.
(iii) k[x, y,z] tizerinde x* =x-3°-z> ve x’ =x*.y-2* tekterimlilerini

alalim.
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Burada a=(152), B=(413), ve |a|=8, [B]|=8 |a|=|B]
oldugundan diger duruma bakanz. a-f =(1,0,-1) ve 1>0 oldugu
icin

o B 5
X% >y %% dit.

3.2 Standart Baz

Bir idealin veya modiiliin standart bazi, idealin veya modiiliin pek ¢ok
invaryantini, kiimedeki elemanlarin bas tekterimlilerinden hesaplanmasini miimkiin

kilan bir 6zel liretec kiimesidir.

Bu kisimda, standart baz tanimi verilerek, standart baz algoritmasi

anlatilacaktir.

Bu boliim boyunca, “>" herhangi bir tekterimli siralamasi olmak iizere,
R =k[x}=kx,%5,--,x )., klx]=k[x,%,--,x,] halkasinm “>"e gore

lokalizasyonudur. Bir basgka ifadeyle,

So={u e klx] \ {0} | LM(u)=1}
olmak tizere,

R=58"K[x].
“>" siralamasi global ise, R = k[x], “>" lokal siralama ise, R = k[x]__ “dir.
3.2.1 Tanim: Sonlubir G ¢ R i¢in,

L(G) =< LM(g) | g € G\{0} >

seklinde tanimlanan L(G)’ye G’ nin bas ideali denir.

3.2.2 Tanim: [, R’nin bir ideali ve G, R’nin sonlu bir kiimesi olsun.
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M) Gcl ve L(I)=L(G) ise G’ye I'min “standart bazidir” denir. Bir
bagka deyisle, G’nin standart baz olmasi, herhangi bir 0% f el igin
LM(g) | LM(f) sartim saglayacak sekilde en az bir tane geG

olmasidir.

(2) R iizerindeki ">" siralamasi global siralama ise standart baza
“Grébner baz” adi verilir.

(3) G bir standart bazdir demek, G’ nin G ile tretilen <G> idealinin

standart baz1 olmas1 demektir.

3.2.3 Tamum: R bir halka ve G, R’nin herhangi bir alt kiimesi olsun. f,ge G

ve f # g icin,
0eGve LM(g)ALM(f)

sartlart saglaniyor ise G’ye “kargilikli indirgenmis™ denir. G karsilikli indirgenmig

standart baz ise G°ye “minimal standart baz” denir.
3.2.4 Tanim: Gc R ve {, G’ nin tiim sonlu listelerinin bir kiimesi olsun.
NF':Rx{ —R,
(LG NF(f| G,
doniiglimii asagidaki sartlar: sagliyor ise, R {izerinde “normal form™ adini ahf:
¥ Ge{ igin,

(1) NF(O | )=0,veVf eR ve G el igin,

) NF(f | G)= 0= LM(NF(f | G)) 2 L(G).

3) G={g,,8,,",g,} ise, ri= f—~NF(f | G), G ye gore bir standart
gosterime sahip, yani, » =0 veya Vi i¢in a,-g, #0 olacak sekilde
LM(f)=LM(a,g,) olmak iizere

§
r=Zaigj , a4, €R,
-




Eger, NF(f | &), G* ye gore indirgenmis ise, NF* ye “indirgenmis normal form”

denir.

3.2.5 Tammm: NF: Rx{ —R, Tamim 3.2.4°de tanimlanan déntigiim olsun. R
tizerinde, Tanim 3.2.4°deki (1), (2) sartlarini ve (3) yerine de

(3)Vf e R ve G e{igin,

u- f - NK(f| G)

G’ye gbre standart baz gosterimine sahip olacak sekilde, bir tersinir u € R’

vardir.
sartin1 saglayan NF doniigtimiine “zayif normal form™ denir.

Normal form algoritmasina gegmeden 6nce Snemli bir tanim verelim.

3.2.6 Tanm: f,ge R/{0} ve LM(f)=x*, LM(g)=x" olsun.

y = okek(a, B) = (mak(a,, B,),....mak(c,, B,)) ve okek(x*,x")=x"

(okek(x®,x”), x* ve x” 'mn ortak katlarinin en kiigiigii) olmak iizere

¥ ¥

X

LT(f)

X

S(f.8)= ~ g |

4

Polinomuna, fve g polinomlarimin S -polinomu denir.
3.2.7 Algoritma: NFBUCHBERGER ( f | G).

“>" tekterimli siralamas: “global siralama” olsun.

GIRDI: f e k[ X] ,Ge(

CIKTI: hek[X] , G ye gbre f° nin normal formu
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o (h20ve G, ={geG | LM(g) | LM(h)}#0)iken
birg e G, seg;
h=5(h.g) ;

® /i’adobn;

328 Ornek: f=x+y"+2-z° +x+y+1, G={x,y} ve swalama >,

olsun. f ’nin normal formunu bulalim:
h=x"+y" +2. 22 +x+y+120ve LM(h)=x",
G,={geG | LM(x’+y* +2-2%) | LM(h)} = {x}

g €G, ve g =x;

3 3

h, =S(h1,gl)=£3—-(x3+y2+222+x+y+1)—x—-x
X X

=y*+2 27 +x+y+1
hy=y*+2-2 +x+y+120ve LM(h)=y*, G, ={y};
g8,€G, ve g,=y;

2

2
By =S(hy,g,)=2— (3 +22 +x+p+1)- 2y
y ¥

:2-22+x+y+1
hy=2-2" +x+y+1#0 ve LM(h) =2, G, =1};

Boylece, NFBUCHBERGER (f | G) =2-z% +x+ y+1" dir.
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3.2.9 Algoritma: (STANDART(G,NF)).
“>” herhangi bir tekterimli siralamasi olsun.

GIRDI: Ge(, NF zayif normal form algoritmasi
CIKTI: S €(, I =<G >, nin standart bazi
o §=(;
*P={(f.9)| f.geS.f*g};
e P#{} iken
(f,g)e P secelim;
P=P\{(f,8)};
H=NF(S(f.8) | $));
Eger (h=0)ise
P=Pu{(hf)| feS}
S=Su{h};
e §’ye don;
3.2.10 Ornek: >q, tekterimli siralamasini segelim. NF'=NFBUCHBERGER ve

G={x*+y,x-y+x} olsun. 7 =< G >’ 1n standart bazin1 bulalim:
S={x"+y,x-y+x} ve f=x"+y ve g=x-y+x

P={(x*+yx-y+0)}={}

Ik déniiste;

s = e ey =T




P={};

! S(f.g)=—x>+y’
}f h=NF(S(f,g) | S)=y>+y=0
|

P={(y* +y.x* + ),y + y,x- y+ %)}

S={x"+y,x-y+xy" +y}

Tkinci doniiste; ;
i P={(y*+yx-y+x)}
S, ) ==xy+’
w h=NF@Sh,f)|8§)=0
Uclincii doniiste;
P={};
S(h,g)=0 ve
] h=NF@O|S$)=0
| Boylece, S={x" +y,x-y+x,y° + y} standart bazdr.

Ornekte, standart baz hesab1 global siralama segilerek yapilmistir. Eger bizim
elimizdeki siralama lokal swalama ise, NF=NFBUCHBERGER algoritmasim

kullanamayiz.

| Simdi, herhangi bir siralama i¢cin, normal formu nasil bulacagimiza dair bir

| algoritma verilecektir.

3.2.11 Tammm: f #0 ve f € k[X] bir polinom olsun. [’ nin ecart’t
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ecart( ) =der(f)—derLM(f)

olarak tanimlanir.

f homojen polinom ise ecart(f) =0 olur.

3.2.12 Algoritma: (NFMORA( f | G)) i.:

">" herhangi bir tekterimli siralamasi olsun.
GIRDI: £ ek[X], G, k[X] de sonlu bir liste
CIKTI: hek[X], f 'nin G ’ye gore zayif normal formu \

*hi=f;

o(hz0ve T, ={gel | LM(g) | LM(h)} #0) iken;
ecari(g) minimal olacak sekilde ge7, se¢

eger (ecart(g) > ecart(h))

Twe=T ik}
1
\
j h=S(hg);
e /;’a don.

3.2.13 Ornek: >, tekterimli siralamasi olsun,
f=x*+y+2+x*+y° ve G={x,)}

iken NFMORA( f | G)’ yi bulalim:

Ik déniiste;
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h=x*+y*+2 +x* +)°

T ={x,y}

T,={gel | LM(g) | x*}={x}=0

xeT, , ecart(x)=der(x)—der(x)=10
h=8Sx*+y*+2° +x" +3°,x)

x* %

=y +22+x'+y°
Ikinci déniiste;
h=y +22+x*+y°
T ={x,y}
T,={geT | LM(g) | y*}={p} =0
yeT,, ecart(y) = der(y)—der(y) =0

h= S(y2 +2° +x* +y5,y)
2 2
y
=507 +2 42 +))-2-()
y y

=z +x' +y°

Uclincii doniiste;

h=2"+x*+y°




T ={x,y}
T,={geT | LM(g) | 2’} ={}
O halde, h=NFMORA(f | G) =2° +x* + y**dur.

3.2.14 Algoritma (STANDARDBAZ((G)).

">" herhangi bir tekterimli siralamas: olsun.
GIRDI: G={g,,g,, -, g} C k[X]
CIKTI: S={h.h,,---,h} < k[X], <G >c R idealinin standart bazidir.
o S =STANDARD(G.NFMORA);
® S’ye don.
3.2.150rnek: I ={y-z+z* +x°,y* +x-z+ y*) C k[x, y,z] idealini ve >4

lokal tekterimli siralamasmm alalim. NF=NFMORA ve G={f=y-z+z" +x°,

g=y"+x-z+y*} olsun. ] =< G > nin standart bazin1 bulalim:
S={yz+z2+x,y +xz+y"}
P={(yz+2* +x",y" +xz+y*)}
ilk dontiste;
P={}
h = NFMORA(S(f, g) | 8)’yi bulalim:

[k déniiste;

T=G
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2

-z .z
h=8(F,g) =2 (y.z+zz+x3>—yyz(y2+x.z+y“)

yz
=y 2+y-x —x-z2"-y*z

LM(h) =x-2°

T,={geT | LM(g) | xz°}={}

h=—-xz’+y-22+y-x-y* 220

P=Pu{(n f)f <5}

S=su{n}

Bu durumda;

P={(-xz22+y22+yx’ -y'z,yz+2" + x3),(— xz'+y +yx’ -yt y +xz+ y4)}

S={yz+z2*+x,y’ +xz+y",h}
Ikinei dontiste;

=8

P= {(— xz'+yz+yx’ —ytzy? +x.z+y4)}

k' = NFMORA(S(h, g) | 8)’yi bulalim:

- 2 .
B =8thg)=2E2 (22 +y2t+yx® -yt - TLE
- y.z

Xz
2 2 2 3 5 3
=-p? =yt 4yz-x2-x' 2z

LMY = y* - 2°

T,={geT | LM(g) | y*.2}=1{f.h}
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ecart(f)=3-2=1 < ecart(h)=5-3=2
ecart(h') =6—4 =2 ve ecart(h')> ecart(f)
Bu durumda, 7 kiimesi degismez.
R=SH,=xz-y22+y'x -y z+x'z-xyz
LMW =x-2°
Benzer sekilde,
T.={geT | LM(g) | xz°} ={n}
ecart(h)=5-3=2 = ecart(h®’)=6—-4=2
W=Shh)=y'2Z2-xy +y’z-x'z
IM(W)=x"3"
T, ={geT | LM(g) | ¥ "} ={g}
ecart(g)=4-2=2 > ecart(h’)=6-5=1

Bu durumda, h3, T kiimesine eklenerek devam edilir. Benzer dﬁr_lgﬁlerden sonra,

S={yz+z"+x,y" +xz+y',~xz* + y.z* + x’.y — y* .z} kiimesi ] ideali i¢in

standart baz olur.




4. COHEN MACAULAYLIK

4.1  Cohen Macaulay Halkalar

Cohen Macaulay halkanin tanmimim vermeden Once diizglin dizi ve derinlik

kavramlarim tanitacagiz.

4.1.1 Tanm: A bir halka ve M bir 4 modiil olsun. gae 4 alalim.
VO0#£xeM icin a-x#0 ise, g elemanina M-diizgiin eleman denir. Bir baska

ifadeyle, a, M tizerinde sifir bélensizdir.

4.1.2 Ornek: & bir cisim ve M = 4 = k[x] olsun. Bu durumda, x, 4 tizerinde

diizgiindiir.

4.1.3 Tamm: A bir halka, /c 4 ve aed olsun. a=(a+1), A/l

halkasinn bir sifir béleni degil ise, 4> nin her a elemani, A/ {izerinde bir diizglin

elemandir.

Denk olarak, a-be I iken be ise,a, A/ iizerinde diizgiindiir denir.

414 Tanm: A= k[xl,xz,-_--,xn] ve i=12,---,n, x,€d secelim.
I =(0)c 4 olsun. 4 tamlik bélgesi oldugundan x,, 4/(0)= A halkasinda diizgiin

elemandir.
4.1.5 Ornek: 4 = k[x,,x,,"--,x,] ve I = (x,x,x,) olsun.
xx,20€ A/I vex,#0eA/l
fakat A/ halkasinda,

(xixz)‘(x_z) =X Xp X3 = 0

oldugundan x,x,, A/1’ da diizgiin eleman degildir.
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4.1.6 Ornek: A= kixis %550 00%x,] ve L =(x,%,)M{(x;,%x,) olsun,
x, + x, elemanimi A/ halkasinda diizgiin oldugunu gérelim:
Bir b e 4 igin
i 4 &, ) e T =%, JEV(x5%,)
oldugunu varsayalim.
= (x;+x;)-be(x,x,) ve (x, +x,)-be(x;,x,)
(x;,x,) ve (x;,x,), A’da asal idealler ve
X &y B(Xk,) Ve X+ X € (X:Xs)
oldugundan
be(xx,)M(x,,%,)=1

elde edilir.

4.1.7 Tanim: A bir halka ve M bir 4-modil olsun. ¢,,a,,"",a, , A’mn

elemanlarinin bir dizisi olmak lizere,

@) (a,a5,,a,) - M#M veya M /(a,a,,+,a,) M =0,

(i) e a,, M —diizgin,
o a,, M/a, - M —dizgin,

®a,, M/a,a,) M —diizgin,

ea,, M/(a,,a,,a,) M —diizglin,
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ea, Mla,a,,,a,,) M—dizgin;
sartlar saglaniyorsa, bu diziye M-diizgiin dizi denir.
4.1.8 Ornek: 4=kx,,x,,~-,x.], I =(0) ve M = A/ olsun,
X;, %547, X, dizisini verebiliriz.

@ 1¢(x,x,.--,x,) M oldugundan (x,,x,,"-,x,)- M #M

(i) egeMolsun. x,-gel=(0) iken g=0¢el
oldugundan x,, A/I =k[x,x,, -+,x, ]— dizgiindiir.

°x,-qge(x) iken g <(x) oldugundan

M/ x, - M —diizgiindiir.

°x,-ge(x,x,) iken ge(x,x,) oldugundan

M /(x,,x,) - M —diizglindiir.

Benzer sekilde devam edersek,

o x qge(x,x,,,x,) iken g€ (x,x,,"~'x,;) oldugundan

X, M/(x,%,,~,x,_ ) M —diizgiindiir.

Xy,

Tamim 4.1.7°deki sartlar saglandigindan x,,x,,---,x, dizisi M =[x, x,,---,x, ]

{izerinde diizgiin dizidir.

4.1.9 Teorem: (Rees) A bir Noetherian halka, M bir sonlu 4-modiil ve

I-M# M olacak sekilde bir ideal olsun. Pdaki tiim maksimal Af-dizilerinin

uzunlugu aynidir, [13]

Bu teorem, bir Noether halkasindaki 7 idealinin “gradimi” tammlamamizi

saglar.
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4.1.10 Tanmm: A bir Noether halkasi, M bir sonlu A-modiil ve I, - M # M
olacak sekilde bir ideal olsun. 7 idealindeki maksimal M-dizilerinin uzunluguna /"nin

M tizerinde “gradi” denir ve
grad(I, M)
olarak gosterilir.

4.1.11 Tanmm: (4,m,k) bir lokal Noether halkas1 ve A, bir sonlu 4-modiil
olsun. 7 idealinin M tizerindeki gradi, M’nin “derinligi” dir ve derinlik{M) olarak

gosterilir,

4.1.12 Tanmm: A bir degismeli halka ve P bir asal ideal olsun. P idealinin
“yitksekligi”, asal ideallerin

P=F P >+«DA
kesin azalan dizilerinin / uzunlugunun ekiis’tidiir.

Bir I idealinin yliksekligi, I idealini kapsayan asal ideallerinin
yiiksekliklerinin ebas’idir. Bir bagka ifadeyle,

yitkseklik(/)=inf{yiikseklik( P) | P asalve P> I}
Genellikle, p(7), I ideallerinin tirete¢lerinin minimal sayist olmak tizere
derinlik (/) <ykseklik (1) < u(I)
esitsizligi vardir, [14].
Simdi, bir Cohen-Macaulay halkanin tanimini verebiliriz.
4.1.13 Tanmm: A bir Noether halkasi ve I, 4’mn bir ideali olsun.
derinlik (1) = ylikseklik (1)

ise, A halkasina Cohen-Macaulay halka denir.
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4.1.14 Onerme: 4 bir Noether halkas olsun. Asagidaki énermeler denktirler.

(i) A bir Cohen-Macaulay halkadir.

(i) A’nin her m maksimal ideali i¢in,

derinlik (m) = yiikseklik ()

| (iii) A’ninher P asal ideali igin,
! derinlik (P) = yiikseklik (P)

(iv) A’min her / ideali icin,

derinlik (7) = yitkseklik (1)

dir, [14].
Onerme 4.1.14° den A4 bir lokal halka oldugunda, 4° nin m maksimal ideali i¢in
derinlik (m) = yiikseklik (m)
elde edilir. (A,m) lokal halkasinda,

derinlik (m) = derinlik (A4)

| yiikseklik (m) = boy (A4)
;\ oldugundan,

derinlik (4) =boy (A4) .

i. ise, A lokal halkasi Cohen-Macaulaydir.

4.1.15 Ornek: 4 = k[x,x,,--+,x,] halkasini g6z 6niine alalim.

| (x)c (x,x) o (xy,0,x,)

oldugundan hoy(A4) =n" dir.
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derinlik(A) = n=boy(4)
oldugundan 4, Cohen-Macaulay halkadir.
4.1.16 Ornek: 4 = k[x,,x,,,x,] ve
T = (05, %,%,, %, %5, %,%, ) = (%, %,) N (x,,x,) C 4
idealini alalim. boy(A4/I) ’y1 hesaplamak istiyoruz.

P, A/I halkasinda bir asal ideal olsun. Bu durumda, P=p/I, Ic pc 4

olacak sekilde bir p asal ideali vardir.
P2, I c p olan bir asal ideal ise,
I = (X5, XX, X5X3,X,X,) © P =D X, X3, %1%, %X,X3,X,X, €O
X\ X; EQ=>X, EP Veya X, €
J;2x3 EpP=DX, EPpVEYA X; EP
LX, ep=DX EpVEya X, €P
X,X, EP=>X, €EP Veya X, € p
= x,,x, € p (1. durum) veya x;,x, € p (2. durum)
elde edilir.
Py=(x,x,)/ 1, B =X, %)/ I, By = (%, %y, %5,%,)/ I
alalim. Bu durumda,
FEoPhch

A/ I halkasinda asal ideallerin bir zinciridir. Béylece,
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e

boy(Al)=2
elde edilir. n >3 olmak {izere,

g, cQ c-cQ,cAll

zincirinin oldugunu varsayalim. Burada, / < 0, < 4 asal ideali igin

0 =0,/1
olur, Boylece,
G, € wwel. ol
zinciri elde edilir.

1. durumda, yani x,,x, € 0, oldugunu varsayalim.

O)cx)cQc@ c g,
n+223+2 =5 uzunlugunda bir zincirdir. Buda
boy(A4) = boy(k[x,,%,,%;5,%,]) =4

olmas1 ile celigir. Benzer sekilde 2. durum ig¢in de aym sonu¢ elde

edilir.Buradan boy(4/1) 2’ den biiyiik olamaz ve boylece
boy(AlI)=2
elde edilir.
Simdi ise derinlik(A/I)=1 oldugunu gérelim:

Ormek 4.1.6’dan x, +x, elemamnin A/] fiizerinde diizgiin oldugunu

biliyoruz.

= 1<derinlik(A/I)
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gem=(x,,%,,%;,%,) alalim.
=g = fi% + L&y Fs% + ik € Mg 8,.%,] ve i=1234
olarak yazabiliriz. A/(1,x, + x,) halkasimda g # 0 oldufunu varsayalim.
= g gl +%)
x, #0e A/(I,x, +x,) dir.
q-x = fix; + fox,x + Jsxyx + foxx
olarak yazilir. Sirasiyla
x12 =% (%) F X3) — X% € (X %5, X%, Xy X5, X, X4, %; + X3)
XXy =X, (X, +X)— XXy E(XNX5 . XX, %5 %5, X, X, X +X3)
Xy Xy € (X) X5, XXy, Xy X35 X5 X, % + X3)
X%y € (X5, XX, X0 X5, Xy Xy, Xy + X5)

Buradan, gx, € (/,x; +x,) fakat g € (I,x; + x,) elde edilir. Bu, ¢, A/(I,x, +x,)

Uzerinde  dlizglin = degildir  demektir.  Diizglin  dizinin  uzunlugunu,

genisletemedigimizden derinlik(A/1)=1 olur.

Cohen-Macaulay 6zelligi, lokalizasyon ve tamlama gibi halka islemleri

altinda degismezdir.
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4.2 Gorenstein Halkalar

Gorenstein halkalar, lokal halkalarin en oOnemli simufidir ve genellikle
homdlojik cebir kullanilarak karakterize edilir. Gorenstein bir halkanin &zelligi,

Oziinde simetri ifade etmesidir ve kokeni diizlem egrilerinin calisilmasina kadar

uzanir.

Bu béliimde, Gorenstein halkalar ile ilgili 6énemli bilgiler verecegiz. Bu

bilgileri verirken homolojik cebir yerine daha elemanter bir yol takip edecegiz.
Simdi, tanim i¢in gerekli bazi kavramlan tantyalim.
4.2.1 Tanim: 7 bir 4 halkasinin ideali olsun.
frgeliken fel veyabir m>0igin g" €/
ise, / idealine “asalimsi ideal” denir.
I'bir asalimsi ideal ve
VI=radl={reR|r" el,r"eLneN}=P
ise / idealine P —asalimsi denir.

4.2.2 Tamm: (A4,m) bir boyutlu Noether halkas: ve {g,,a,,-:-,a,}, A’nin

elemanlarinin bir kiimesi olsun. Bu kiime bir m-—asalimsi ideal {iretiyor ise,

{a,,a,,---,a,} kiimesine 4 nin “parametreler sistemi” denir.
Uyari: Boyle bir sistem her zaman vardir.[15]

4.2.3 Tamim: A bir halka ve 7 < 4 ideal olsun. /,,/, <[ idealleri i¢in

I=1,N1I, iken I =1, veya I =1, ise, I idealine “indirgenemez ideal” denir.

4.2.4 Tanim: (A,m) bir lokal Noether halkasi ve M bir A-modiil olsun. A/

modiiliiniin “destegi=socle”,
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Soc(M)={yeM |m-y=0}

olarak tammlanir. Soc(M), M modiiliiniin, 4-modiil yapis1 bir sonlu boyutlu vektr

uzay olan en biiyiik alt uzayidir.

4.2.5 Onerme: (4,m) bir lokal Cohen-Macaulay halka, {a,,a,,"++,a,} A’nin

parametreler sistemi olsun.
r=boy,,, (Soc(4/(a,, --,a,)))
sayist {a,,d,, -,a,} sisteminin seciminden bagimsizdir, [15].

4.2.6 Tamim: r sayisina (A4,m) Cohen-Macaulay halkasinin tipi denir. Tipi

1 olan Cohen-Macaulay halkaya Gorenstein halka adi verilir.

4.2.7 Yardimei Teorem: (A4,m) bir lokal Noether halkasi ve g, m — asalimst

ideal olsun.

g bir indirgenemez idealdir < boy,, Soc(A/q) =1

Ispat: ¢ indirgenemez ideal <> <0>c A4/q modiili indirgenemez
ifadesinin dogrulugu agiktir. <0 > modiilii indirgenebilir ise, U, N"U, =<0>

olacak sekilde i =1,2 i¢in <0># U, < A4/q alt modiilleri bulabiliriz.
i=12 i¢in Ass(U,)=m"dir, [15].

Bu durumda, U,, i =1,2 m ideali ile “yok edilmis” sifirdan farkli bir eleman

icerir.
=U, NSoc(Ad/q)={acAlq | m-a=0}
= U, NSoc(4/q)#<0>

=U, ve U,, Soc(A4/q) ile kesigir.
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= boySoc(A/q) =2 olur.

boy ,,.Soc(A/q)#1 oldugunu varsayalim. Bu durumda, U, "U, =<0 > olan bir
boyutlu U,,U, < Soc(4/q) alt uzaylarmi segebiliiz.  Bu ise ¢ idealinin

indirgenebilir olmas1 demektir.

4.2.8 Sonug: (A4,m) lokal Cohen-Macaulay halkasinin bir Gorenstein halkasi

olmasi icin gerekli ve yeterli kosul 4’nin parametreler sistemi ile tiretilen bir

idealinin indirgenemez ideal olmasidir.

e

4.3  Tekterimli Egriler

4.3.1 Tanmm: £ bir cisim ve f,f,,-+,f,” ler k{x,---,x,] de polinomlar

olsun.

Vifisrrs f) ={(aov.a,) e k" fi(ay,0054,) = 0,V1Li < 5}

V(f,,-. f,) kiimesine f,, f,, -, f,’ ler tarafindan tanimlanan afin varyete denir.

4.3.2 Tamm: ¥V c k" bir afin varyete olsun.

1Y) ={f eklx,se.x,]: fay5a,) = 0,Y(ay,0 50, ) €V

4.3.3 Lemma: ¥V bir afin varyete ise, I(V) < k[x,,---,x,] bir idealdir.

I(V)’ye V varyetesinin idealidir denir.

Ispat: k" ’deki her noktay1 sifir polinomu sifirlar. Yani, 0 € I(V)° dir.

f.gellV), heklx,,x,] ve (a;,---,a,), V' de herhangibir nokta olsun. Bu

durumda,

(f +&)ay,a,) = flaya,) + g(ay,5a,) =0+ 0=0,

(h'f)(ala"'aan) = h(al,---,am)-f(al,---,an) = h(al="'3an)'0 =1
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olur. Bu,(f + g).(h- /) € I(V') demektir. Béylece I(V), k[x,,--,x,]" de bir idealdir.

43.4 Tamm: £k karakteristizi 0 olan bir cisim, m,m,,---,m ’ler,

m, <m, <---<m,, ve obeb(m,,m,,-,m )=1 olacak gekilde pozitif tamsayilar

olsun. 4"’de, C =C(m,,m,, --,m,) tekterimli egrisi,

e m
X ="

— ¢
X, =t
% =f

seklindeki paremetrizasyonla verilir. Burada 7, k -cisminin bir elemanidir.

4.3.5 Onerme: C bir tekterimli egri ve .’ de bu egrinin ideali olsun,

durumda, /. asal idealdir.
Ispat: D klx, -, x, ] k]
D(x,) =™
olsun. C=C(m,,m,, --,m,) olmak iizere, ker(®) = . dir.
k[x,-,%,1/ I = Ok[x;,--x, 1) = k[t™ -, t™]

olur. k[x,---,x,]/ 1, tamlik bélgesidir. O halde, /. asal idealdir.
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44  Teget Koniler

Bu béliimde, ilk olarak bir afin varyetenin teget konisinin tamimi verilecek,
sonra, A bir lokal halka iken, bu halkaya karsilik gelen iligskilendirilmis

derecelendirilmis halkasinin, 4’nin teget konisi oldugu soylenerek, gr A4’nin

belirlenmesi i¢in bir yardimei teorem ve dnerme verilecektir.
p=(p,Pys D) ER", a=(a,0,,,a,)eZ ve
(x_p)a :(xl—pl)g‘ .... (xn_pn)an

olsun. (x— p)”*’nin toplam derecesi [a | =, +a, +--+¢, dir. Simdi, toplam
derecesi d olan herhangi bir 0# f €k[x,,x,,---,x,] polinom alahm. Bu f
polinomu, x, — p,’lerin bir ¢arpimi olarak yazililabilir. Béylece, £, |a| <d igin

(x — p)” 'min bir k-lineer kombinasyonudur. f polinomu,
f:fp,l) +fp,1 +"'+fp,d

olarak  yazilabilir. Burada f,, |a| =j d¢in (x—p)*’nmn k-lineer

kombinasyonudur.

4.4.1 Tammm: V' < k"’de bir afin varyete ve p=(p,, p,,-*,p,) €V olsun.

(i) O0#f €kl[x,,x,, --,x,] polinom olsun. f, ., ./ tamsayisi, f, , #0
olacak gekilde, en kigiik tamsayr olmak iizere, f, olarak

tanimlansin.

(ii) ¥ 'nin p noktasindaki teget konisi, C,(V),

C,N)=V (S pmin 2 S €1(V))

varyetesidir.

Simdi, 4 bir lokal halka ve m, 4 halkasinin maksimal ideali olsun.
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442 Tanmm (A4,m) lokal halka ve gr A’da A’nin iliskilendirilmis

derecelendirilmig halkas: olsun. gr, 4 ’ya 4’nin teget konisi denir.

4.4.3 Tanmm: 0= f € k[x],, \ {0}, x=(x;,x,, ", x,) igin, ve
u-f=Y a, x" eklx]

olacak sekildeu € k[x],u(0) # 0, bulunabilir. Bu durumda,
ord(f) =min{ |a| :a, #0}
J’nin mertebesidir,
4.4.4 Tanim:

(1) x=(x,x,, -, x,) olmak tizere, 0 # f € k[x],,, igin
u-f:Zaa -x% e k[x]

olacak sekilde u ek[x], u(0)=1 segelim. d:=ord(f) olmak

lizere,

In(f) = Zaw-xcr

deg(x™ )=d
egitligine, f *nin bag formu denir.
(2) I, k[x],,, 'nmmn birideali olsun.

In(D) = In(f): f € I\{O}) < k[x]

idealine de bas ideal denir.
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4.4.5 Yardumer Teorem: /, x =(x,,x,,--,x,) olmak lizere [ c (x) c k[x]
olan bir ideal ve lokal bir siralamaya gére I'min standart bazi {f,, f,, - f. } olsun.

Bu durumda,
In(1) = {In(f\), -+ In( f,)) "dir, [10].

4.4.6 Onerme: I  (x) C k[x] , x=(x,,%,,*,x,) birideal 4=k[x]_./Ive

m, A’ nin maksimal ideali olsun. Bu durumda,

gr A= klx]/ In(1) dir, [10].

4.4.7 Ornek: I=(y-z+z* +x°,y* +x-z+ y*) c k[x, , z] ideali olsun. Bu

idealin bas idealini bulalim. 3.2.5 Ornek’ten, Pmin standart bazimn,
S={f.gh=xz"-yz* -x’y+y'.2)
oldugunu biliyoruz. Burada,
n(=y*+x-z, In(g)=y-z+2*, In(h)=x-z°~y-z*
olur. Bu durumda, I"mn bas ideali,

In([)z(yl+x-z,y-z+zz,x-z2 w~-y-zz)

olarak elde edilir.




5. HILBERT FONKSIYONLAR

k bir cisim ve R bir homojen k-cebiri olsun. Macaulay teorem, herhangi bir
niimerik  fonksiyonun hangi sartlar altinda homojen bir k-cebirinin Hilbert

fonksiyonuna karsilik geldigini séylemektedir.

Standart derecelendirilmis cebirlerin Hilbert fonksiyonlari Macaulay
[14]tarafindan tam olarak karakterize edilmistir. Bu teorem, bu alanda ¢alisan pek

¢ok aragtirmaci i¢in miithis bir kaynaktir.

Bu bélimde, 6nce Macaulay Teorem icin 6n hazirlik yapilacak, sonra
teoremin ispati detaylica anlatilacaktir. Sonraki alt boéliimlerde, lokal halkalarin
Hilbert fonksiyonlarmin hesabi bir drekle agiklanarak, lokal halkalarda fazla bir

bilgiye ulagilamamasinin sebebi anlatilacaktir.

[k 3 alt boliimde, [13] kitabi aym sekilde takip edilerek, detayli ispatlar

verilecektir.

51  Mertebe Idealler

Bu bolimde, mertebe ideallerin tanimmu verilerek, Onemli teoremler

aciklanacaktir.

R=@,,,R, bir homojen k-cebiri olsun. Burada, R, =k bir cisimdir. Once,

R’nin R’in bir x,x,,---,x, bazindaki tekterimlileri igeren, bir k-bazina sahip

m

oldugunu gésterecegiz.

5.1.1 Tanm: I ,X,,---,X, ’lere bagh tekterimlilerin bos olmayan bir

kiimesi olsun. mel ve m' tekterimlisi n1’yi boldugii durumda m'e T oluyorsa

' ’ya mertebe ideali denir.
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Buna denk olarak, X/ ----- Ximel ve 0<pf, <a, (i=l--,m) ise

XP i XPn T dir.

5.1.2 Uyari: I'’nin tekterimlilerinin  mertebe ideali, bir idealin k-bazi
degildir. I' sadece bir idealdir. I’ nmin I" tiimleyenini alalim. Bu durumda, I" ,

m e " tekterimlileri tarafindan tiretilen idealin &-bazidir.

5.1.3 Teorem R bir homojen bir k-cebiri olsun. R, ’in k-bazt x,,x,,---,x,, ve

m

i=1,migin
7w k[ Xy X, ] >R ve (X)) =x;

bir k-cebir homomorfizmasi olsun. Bu durumda, #(I") R’nin k-bazi olacak sekilde

tekterimlilerin bir I "mertebe ideali” vardir.

Ispat: S, X,,---,X,° deki biitiin tekterimlilerin kiimesi ve § iizerindeki

tekterimli siralamasi, ters derecelendirilmis alfabetik siralama olsun. I' = {u;,u,, -}
olmak fizere 7#(I') R’nin Ak-bazidir. I ’min bir mertebe ideali olmadigim

varsayalim. Bu durumda,
u | u, (”f(, =u-X;)

olacak sekilde Ju, €l vardir ve u¢l” dir. u €S\ I'= I"’dir. I"’nin tiimleyeni,

() bazi tarafindan tiretilen bir idealdir. O halde,
a(u)= Zﬁi mw(u) ,u, €l A ekveu <u
olarak yazilir. Bu durumda,
mu ) =mu-X)=7a@)-2(X,)=2 A 7)) 7(X;)=D A 7y, X,)
ve u, - X ; <u; ’ dir. Bugeligki verir. O halde, I', bir mertebe idealidir.

Bu ispatta,
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ﬁ(ul):ﬁ(uz):'”

R’nin k-bazidirve u e § ve w(u) = A -7w(u,) vazaildiginda, u ¢ I ise, Viicin
a0 i) ¥ g ¢

U, <u,

i
olur.

5.1.4 Sonu¢: J , I'’ min timleyeni olan I’ deki tekterimliler tarafindan

{iretilen bir ideal olsun. Bu durumda R homojen k-cebiri ve k[X,,---, X, 1/J aym

Hilbert fonksiyonuna sahiptir.
Rileiligkili T" tekterimlilerin kiimesi baska bir sekilde de tanimlanabilir:
I=gekx ve L(D)={L(f): fel} ve In(I)=L({I)-R
olsun. Burada L(f), f 'nin, ds siralamasina gore, en yiiksek dereceli terimi olsun.
5.1.5 Uyar: L(J)=T1" diir.

ve L(]) olsun ve f el segelim. v, ’ler tekterimliler ve v=L(f)=v, olacak

sekilde,
= Z/ftz’ Y
i=1

olur. v, ¢I" oldufunu varsayalim. Bu durumda, v, €I’ olur . fel = ¢ekr

oldugundan,
7(f)= 2 A4 -7(3)=0

A x@)+ A4, w(vy)++An-(v,)=0

A, m(v,) = —nz—l/’i'z 7(v,)
=1
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AW, == % A m(v;)

elde edilir. a; e k,u; e’ ve u, <v, <v, olmak lizere, 7(u,) ler Zag - 7(u, ) lerin
lineer kombinasyonudur. v, €T idi. Ustteki Teorem 5.1.3 ile ¢elisir. O halde

varsayimimiz yanlistir. v=v, eI’ dir ve boylece L(/) < I" olur.
Tersine, v e I'' olsun. Bu durumda,
z(v) =ZA,. () vew, €l , u, <v
olur. Boylece
=y Z A -y,
a(f)=mv- % u)

=7(v)— Y. 4 7(u,)

=Y A mu)-) A - 7w(u,) =0
elde edilir. Bdylece,

fekerr= fel=L(f)=v=>ve L()

Buradan I''c L(I) olur. Sonucta = L([)’ dir.

5.2 Macaulay Temsili ve Lexsegment idealler

S=k[X,,--,X,], k cismi tizerinde bir polinom halkas1 olsun. $’nin bir R

homojen bo6liim halkasinin Hilbert fonksiyonunu belirleme problemi asagidaki

soruya indirgenebilir:

V < S, altuzay verilsin.
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“S,,'de 8,V alt uzaymin k-boyutu hakkinda ne séylenebilir?”

Bu probleme, ¢ok ozel fakat 6nemli bir durumda cevap verecegiz. ueS, bir

tekterimli olsun. #’ nun sagindaki d dereceli tekterimlilerinin kiimesini,
L,={veS,:v<u}

ve solundaki tekterimlilerin kiimesini
R, ={veS,:v>u}

olarak tamimlayalim. Burada, R x, =X X, ) dir

52.1 Tamm: R,c S, formundaki tekterimliler kiimesine dJ dereceden

lexsegment ad1 verilir.

5.2.2 Yardime1 Teorem: RX.' Ru= RXI_H.
fspat: Ry={X,:X,2X}={X,~,X,},
R ={veS,:v>u} ve
RXl,u={X1-v:Xi-v2X1-u}
oldugunu hatirlayalim. X, -ve R % R, alalim.
X, z2X, =X, -wzX, «wwvve v2Eu=Xyv2X, u
oldugundan X, -v= X, -u olur. O halde, X, -ve RXI_H

Tersine, ve R x,, Olsun. Varsayalim ki, X, , v’ yi bolmesin. Bu durumda
v>X,cu olur. u=X2 i X0 | y=XP o XP ve i, B, >e, olacak sekilde
en bilyilk tamsayisi olsun. b; >0 olan j<i sayis1 varsa, X ;1 -ve R, aksi durumda

X1-ve R, olur. Heriki durumda da v e RX]- R dir.
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5.2.3 Uyart: ﬂy kiimesinin dogal ayrigimu vardir. Simdi bu ayrisimin nasil

oldugunu gorelim. 7, X, ,.|u olacak sekilde en biiyiik tamsay1 olsun. Bu durumda,
to=1 Ul X,

esitligini yazabiliriz. Burada, X, 1 . ‘nun hi¢ bir elemanim bélmez. Bu ayrisim

tektir. L', X,,---,X,, degiskenli d dereceden tiim tekterimlilerin kiimesidir ve

u?

L" =1L X "dur. Burada, L e {veS, :v<X " -u} oldugunu hatirlayalim.

u

5.2.4 Ornek: S =k[X,,X,,X,,X,] ve u=X;-X, (d=3) olsun. Burada,

i #4 ¢linkil, X,, u’yubdlmez. Boylece i =3 olur.

Simdi derecesi 3 olan ve X, X, degiskenlerine bagh tlim tekterimlilerin

kiimesini olugturalim.
L= (0, X0 X,, X, X}, X3}

olur. Simdi de, L.”, kiimesini olusturalim.

7

L = I’“X;‘-ux LXEZ{Vesz < X7 ={X7, X, X,}
L”u-XS ={X7 X3, X, X, X5}
L,=L, Ul X, = (X} X0 X0, X\ X3 X5, X2 X, X X, X}

Not: X, -+, X, degiskenlerine bagl derecesi 4 olan biitiin tekterimlilerinin
kiimesini [X,, X,, -, X,], olarak gdsterelim. O halde, L., *nun ayrigimm su sekilde

de yazabiliriz:
1<) £j(2)<---< j(d) olmak lizere,

=X X0 X0

yazarsak,
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L, = [XIBXZS.UﬁXj(a‘)—l]d v LX—

u L X jia

=[X, XX g la Y [XIDX?.’"'5Xj(d—1)—1]d—1 X ULX,I X

cp S ;
X 7 id-1) T4 ()

Ve sonunda,

: d
Le,= Uz’zl[XI5.“’Xj(i}kl]in{i+l) “‘Xj(d)-

elde edilir. Bu ayrisima, f,u nun dogal ayrigimi denir.

Bunu takiben,

11, ] =i(k(.”} K@) = Ji) +1-2

=\

yazabiliriz. Burada, &(d)>k(d-1)>-->k(1)20dir ve O0<£k<! igin

k
[l J = 0 oldugunu kullaniyoruz.

5.2.5 Yardimer Teorem: d pozitif bir tamsay1 olsun. Herhangi bir a sayis1

k(d)>k(d—1)>---> k(1) 2 0 olmak iizere,
k k(d -1 1
_[(ED) (k@D (k)
d d-1 1
olarak tek ttirlii yazilir.
. e § .. (k) ; :
Ispat: Varhgim ispatlamak igin, J < g olacak sekilde maksimal k(d)

. k(d
secelim. Ispati timevarimla yapiyoruz. Eger [ J J: aise, i=12,---,d -1 igin

=1

Zd:[k(_i)JW k() =i—-1
I
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olur. O halde,
. [k(d)] . (k(d —~ 1)] +.__+(k(1)J
d d-1 1

. k(d) : k(d)
olarak yazilabilir. p <a yani, a'=a- J ve k(d-1)>>k(1)20

oldugunu varsayalim. &' igin tiimevarim hipotezimiz dogru olsun. Yapmamiz

e ) . {k(d)ﬂ}
gereken k(d)>k(d-1) esitsizligini  gOstermektir. 4 >a
k(@) = K@)+l = k) olmasindan
d-1 d d ’
k(d)-«- (k(d)—d+2)  (k(d)+1)---- (k(d)-d+2) k(d)---- (k(d)—d +1)
(d-1)! - d! d!

k(d)- (k(d)—d+2) _ (k(d)+--- (k(d) —d + 2))(k(d) +1~ (k(d) - d +1))
(d-1)! - d-(d—-1)!

Sadelestirme islemini yaparsak d = d oldugunu goriiriiz. Buradan,

(k(d)} [k(d) + 1} [k(d)} . (k(d - I)J
= - >a'2
d-1 d d d-1

- [k(d)J N [k(d ~ 1)J
d-1 d-1
= k(d) > k(d-1)

elde edilir.

Simdi @ ’nin tekligini, ¢ {izerinden tiimevarim yaparak gésterelim. Eger,

k(d)>k(d=1)>-->k(1) =0 ve “=i[kgi)J
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k(d
ise, bu durumda k(d), [ Ei )J < a sartim saglayan k(d)’lerin en bilyiigiidiir. Bu
durumu ispatlamak i¢in de yine a tizerinden tiimevarim yapalim. a =1 i¢in durum

. k(d)+1
agiktir. Varsayalimki, a >1 ve J < a olsun. Bu durumda,

Zd: k(z) k(d)+1J_ k(d)} k(d)] k(a’—l)+1}
i=1 d d d 1 d—l

olur. Bu tiimevarim hipotezi ile geligir.

5.2.6 Tanim: Yardimci Teorem 5.2.5°deki,

& s
_(k@), (ka-D) (kD)
d d—1 1
toplamina @ ‘nin Macaulay temsili ve k(d),k(d —1), -+, k(1) sayilaria da g’ mn d

Macaulay katsayilari denir.

Not: Vi<d icin k(i) katsayisi,

( j] (k(d)} (k(i + 1)J
<ag-— e
i d i+1

olacak sekilde maksimal j tamsayisinin olmasiyla belirlenir.

5.2.7 . Yardimci Teorem: Swasiyla, k(d).k(d—-1),--,k(1), a’nin
k'(d),k'(d -1),---,k'(1)” de a' nlin d. Macaulay katsayilari olsun. Tekterimli

siralamasi alfabetik siralama olmak {izere,
a>a'e (k(d)=-, k1) > (k'(d),-,£' (1))
Ispat: d tizerinden tiimevarim yaparak ispat yapalim.

d =1 oldugu durumda,
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a= [k?)J = k(1) ve a'= (kllﬂ)J =k'(1)

timevarim hipotezi agikardir. d >1oldugunu varsayalim. k(d)=k"'(d)ise,
k(d) kK'(d))
k(d—=1), k(1) ,a- 4 > nn k'(d-1),-,k'(1)" de a'- J niin d-1.

Macaulay katsayilaridir ve tiimevarim hipotezini uygulayabiliriz. Eger k(d) # £'(d)

ise, k(d) > k'(d) © a>a olur.

Not: &(d) > k(d —=1) > - > k(1) = 0 olmak iizere,

. (k(d)J ) (k(d —1)] ey {k(l)J
d d-1 1

imdi a** gdsterimini tanimlayalim.
g y

<d> [k(d)ﬂj (Hd—l)-&l} (k(l)HJ
a = = dran
d+1 d 2

_(H@+1) (R@-D+1)  (E(G)+T
| d+1 d S g+

olur. Burada, 0 =0’ dr.

5.2.8 Onerme: u, S polinom halkasinda derecesi d olan bir tekterimli olsun.

Bu durumda,

<d> 9 dlr

|LX1u |:l L:u

529 Tanmm: S=k[X,,--.X,], &k cismi {izerinde bir polinom halkasi ve

u€ S bu halkanin bir tekterimlisi olsun. Her bir derecesi lexsegment tarafindan

gerilen ideale lexsegment ideal denir.

Yardmmei Teorem 4.2.5 ve Onerme 4.2.8° den asagidaki sonucu elde ederiz.
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5.2.10 Sonug: I c S bir lexsegment ideal ve R =S/7olsun. Bu durumda,
Vn igin,

HF(R,n+1) < HF(R,n)"

5.3  Macaulay Teorem

Simdi, Macaulay teoremin ifadesini ve ispatini verelim.

5.3.1 Teorem: (Macaulay) & bir cisim ve 4#: N — N niimerik bir fonksiyon

olsun. Bu durumda agagidakiler birbirine denktir:

a) Vn=0 icin, Hilbert fonksiyonu HF(R,n)=h(n)olan bir R
homojen k-cebiri vardir;

b) Vn=0 icin, Hilbert fonksiyonuHF(R,n)=h(n) ve {iizerinde
tekterimli bagintilart olan bir R homojen k-cebiri vardir;

¢) A0)=1ve Va=1icin A(n+1) < h(n)™ ;

d) m=~h() olsun ve her bir =0 i¢in M,, ters derecelenmis
alfabetik siralamas ile derecesi #n olan X, X,,---, X, degiskenli
ilk A(n)tekterimlileri olsun. M =u M, alalim. Bu durumda

M , tekterimlilerin bir mertebe idealidir, [16].
ispat: (a)=>(b) Sonug 5.1.4°ten gériilebilir.
(d)=(b) Hilbert fonksiyon tamimindan agiktir.

(¢)=(d) : A(1) =m oldugunu varsayalim. Bu durumda (c) den,

h(n)S[n+m_1J
n

n+m-—1
} olur ve boylece

n+m
olur. A(n+1) =( 1 ] olsun. Bu durumda, #(n) =[
n

i=n ve i=n+l i¢in M, =[X,,---, X, ], elde edilir. Bo&ylece, efer ue M, ve
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n+m

X,, u’yu boler ise, X;'ue M, elde edilir. $imdi, A(n+1) <( IJ oldugunu
n+

varsayalim. Bu durumda, M,,; =L, = olacak sekilde en az bir tane u,,, tekterimlisi

vardir. Eger, M, =[X,,---,X,,],, ise ispatlanacak bir sey yoktur. Diger durumda,

ne

M, = L ., 0lacak gekilde bir u, tekterimlisi vardir. (c) kosulu ve Onerme 5.2.8’den,
RX] ’ Run = R"m

olur. Boylece, eger ue M,,, ve X, boler u ise, X;'ue M’ dir. Baska bir deyisle,

n+l

M =u ,, M, tekterimlilerin bir mertebe ideali olur.

(a)=(c) kismu ispatin en zor kismudir. Bu kisim igin Green Teoreminin

sadece ifadesi verilecektir.

5.3.2 Teorem: (Green) & sonsuz bir cisim ve R homojen k-cebiri n =1

tamsay1 olsun. Bu durumda,
HF(R/hR,n) < HF(R,n)_,.’ dir, [17].

Macaulay Teoremin ispatini tamamlamak i¢in, asagidaki niimerik sonuca da

ihtiyac vardir.
5.3.3 Yardimer Teorem: a, a've d pozitif tamsayilar olsun.

a) a<d=a"* <a""’ dir.
b) k(d),k(d-1),~--,k(1)’ler a’nin d. Macaulay katsayilar1 ve

j=min{i: k(i) 2 i} olsun. Bu durumda,

a” +k()+1;5=1
a<d>+1 ’j>1

@+ = {

Ispat: (Macaulay Teorem) (a)=>(c) g bir lineer form olsun ve §=R/ gR

alalim.

n+l — SMH —)0

0—>gR, —R
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tam dizisinden,
HF(R,n+1)< HF(R,n)+ HF(S,n+1)

esitsizligi elde edilir. a= HF(R,n) and b= HF(R,n+1) yazalim. Herhangi bir g

lineer formu igin, tistteki esitsizlik ve 5.3.2 Green Teorem kullanilarak,

b<a+b

<n+l>

elde edilir. k(n+1),k(n),--,k(1)’ler b’nin n+1. Macaulay katsayilan olsun. Bu

durumda,

b Z(k(nﬂ) —1]+_‘_+ [k(l)—lj
n+l 1

olur ve béylece

a2(k(n+1)—1]+m+(k(2)—1J+(k(l)—1]
n 1 0

elde edilir. Yine, j =min{i: k(i) =i} olsun.

515 K1) =0 ve 4 Z[kmﬂ)}m{k(z)

=h dir;
n+1 2

Jj=1=>Yardime1 Teorem 5.3.3’ten,

a” > [k(” § DJ Fot [k (3)J £ (k(;)J +k(2)" dir.

n+l 3

Fakat, £(2) > k(1) oldugundan a* > & bulunur.
5.3.4 Sonug: % bir cisim ve R homojen k-cebiri olsun. Bu durumda,

Vn>>0 igin HF(R,n+1)= HF(R,n)"".

76




5.4  Lokal Halkalar Uzerinde Hilbert Fonksiyon

Bir niimerik fonksiyonun, hangi sartlar altinda, standart derecelendirilmis bir

Cohen-Macaulay halkanin Hilbert fonksiyonu oldugunu Macaulay Teorem tam

olarak karakterize etmesine ragman, lokal halkalar i¢in boyle bir bilgi yoktur. Bunun
sebebi, lokal halkamin Hilbert fonksiyonu, iliskilendirilmis derecelendirilmis

halkasmin Hilbert fonksiyonuyla tamimlidir ve maalesef lokal halkadaki giizel

6zellikler bu derecelendirilmis halkaya tasinamamaktadir.

Bu béliimde ilk 6nce, lokal halkadaki 6zelliklerin, halkanin iliskilendirilmis

derecelendirilmis halkasina tasmamamasini bir 6rmekle agiklayacagiz. Sonrasinda

ise, bu alandaki {inlii konjektiirlere yer verecegiz.

5.4.1 Ornek: C =C(6,715) tekterimli egrisinin koordinat halkasi 4 olsun.

Burada, V = {(@°,1",t"):t €k} ve

x=t
y=t
Z:tli

Burada, [.=<x’-2z’,y'—x-z>’dir. O halde, C=C(6,7,15)

parametrize edilen tekterimli egrinin kordinat halkasi,
A=k = k[x, p, 2] 1

olur. Bu halka, bir boyutlu lokal Cohen-Macaulay halkadir.

tarafindan

Onerme 4.4.6 dan, A4 ’nin iliskilendirilmis derecelendirilmis halkasimin,

gr,A=klx, y,z]/ In(I)

oldugunu biliyoruz. In(I) Ornek 4.4.7 deki gibi benzer sekilde yapilarak

In(I)=<x-2,2>,y* - 2,y° >
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olarak bulunur. 4 nin Hilbert fonksiyonu,
gr,A=kx,y,z]/ <x-z,2°,y*  z,y° >
halkasmin Hilbert fonksiyonuyla tamimbidir.  gr, 4 ’nin Hilbert fonksiyonunu
bulalim:
A=gr. A, R=kx,y,z] I' =In(I) ve A=R/I olsun. :
R=k[x,y,2]=R,®R ®R, ®---
I'=<32,22,9’2,y 5=, O B I, ®:-
Ay=spil},
Ay =spix, .2},
A, =sp{x*,xy,xz,yz,y*,2°},
A =sp{x’,y*, 2,5y, X z,xy° ,x2" 2’ , ¥z V22, %z}
Buradan,
1 HF,0)=1 , HF,1)=3 , HF,(2)=4 , HF,(3)=5 , HF,(4)=5, |
‘ HF.5=6 , HF,(6)=6 , HF,(T)=6, ... l

Bu durumda, # > 5 i¢in, HF,(n) =6" dir.
Simdi ise 4 ’nin Hilbert serisini bulalim:
HS,(2)=1:2"4+3-2'+4-2° +5-2° +5-2" +6-2° +6.2° +6- 27 +---

=6-(I+z+z2*+2° +z* +-+)-5-3.2-2.22 -2 - 7*
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1

1-z

—5-%.5-2. 5% g*_p*

=6-

1+2-z+28 477+ 7
1~z

Burada A’min %-polinomu, h(z)=1+2-z+z° +2z° +2z° ve A’mn krull boyutu

d=1"dir.
A 'nin Hilbert-katsayilarimi hesaplayalim:

hz)=14+2-z+2°+2°+2° , e,(m)=h1)=6

B(z)=2+2-2+3-22 452", el(m)=_h1(!1) 12

1)
2!

R'(2)=2+6-2+20-2° , e,(m)= =14

B'"(z)=6+60-2% , e3(m):f’_—3?l=11

h!v (1) _ 30

h"(z)=120-z , e,(m)=

=24

R (2)=120 , es(m)=hv5(rl)

h"(z)=0 , e (m)= h;sl) =0

A 'nin Hilbert-Samuel polinomunu hesaplayalim:

4 . X +d~1
Pi(X) :=Z(—1)'e,-<m)[ o ']
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=2 (e, (m)[

X+1—ij

. X +1 1 X
={-1) eo(ﬂ’t)[ { J+(—1) el(m)(oj

=6(X +1)—-12x
=6x—6" dir.

Simdi, 4 lokal halkasindaki bazi zelliklerin A’nin teget konisi gr, 4’da

bulunmadigini sGyleyecegiz. Devaminda ise, derecelendirilmis halkalarda bulunmusg
olan bir ka¢ sonug verilerek bu sonuclarin lokal durumda dogru olmadigini gésteren

ters trnekler verilecektir.

Ornek 5.4.1°deki 4 lokal halkasi 1-boyutlu Cohen-Macaulay halka iken
gr. A degildir ve derinlik(gr, (A))=0"dur:

Once teget koninin Cohen-Macaulayligimni test eden kullanish bir teorem

verelim.,

5.4.2 Teorem: C, 4.3.4 Tanimdaki gibi bir tekterimli egri olsun. g,,...,g, 'ler
I" = In(I) igin, x,’i en kiigiik degisken yapan bir ters derecelendirilmis alfabetilk
sirasina gore minimal Grébner baz olsun. Bu durumda, gr, (k[[fml,...,r”’"]D Cohen-
Macaulay halka ancak ve ancak in(g,), g, nin en biiyiik dereceli terimi olmak izere,

1<i<n igin x,, in(g, )terimini bdlmez, [18].

In(Iy=<x-z,z°,y° -z,y° > ve x|x.z oldugundan, gr, 4 Cohen-Macaulay

halka degildir.

Orek 5.4.1°deki A4 lokal halkasi Gorenstein bir  halkadir:
I =<x’ -z’ —x-z> uzunlugu 2 olan bir diizgiin dizi tarafindan tretilir. 7,

idealinin egboyutu, yani, afin uzaym boyutundan varyetenin boyutunun farki,
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esboyut (/,)=3-1=2

olur. Boylece [19] kitabindaki Sonug 21.10° dan A bir Gorenstein halkadir. gr A4 bir

Cohen-Macaulay halka olmadigindan Gorenstein halka da olamaz.

Ornek 5.4.1°deki A’ nin Hilbert serisi,

1+2-z4z2* +2° +2°

HS ,(z) = -2

Bu niimerik fonksiyon Macaulay teoremini saglamaz. Bu durumda, hi¢ bir

derecelendirilmis Cohen-Macaulay cebiri i¢in olas1 bir Hilbert fonksiyon degildir.

Kleiman[20], sabit bir katlilik ve boyuta sahip olan derecelendirilmig halkalar
i¢cin miimkiin olabilecek Hilbert fonksiyonunun sonlu sayida oldugunu ispatlamigtir.

Fakat lokal halkalar i¢in benzer bir sonug yoktur.

Simdi boyutu 2 ve kathhgi 4 olan lokal halkalarin simifin1 g6z 6niine alalim.

Burada bu halkalarin sonlu sayida Hilbert fonksiyonunun olmadigini gosterecegiz.
r>1ve A =k[x,y,w,t]]/ g, olsun. Burada,
50, — (wrtr —~xy,x3 _w2ry=y3 . tlrx, xZIr __yZWr)

Ideali k[[x,y,w,t]]’da asal idealdir. 4, nin teget konisi (iliskilendirilmig

derecelendirilmishalkasi) standart derecelendirilmis bir cebir olup,
gr, (4,) = k[, 3, w, 1) /(xy, %°, y° X7t = y*w")
halkasidir. A ’nin Hilbert serisi;

2_ r+2
B, ()= 2" Zg_zz; 2 i,

Burada, lokal halkanin Hilbert fonksiyonu #’ye baglhidir. Bu da Hilbert

fonksiyonunun sonlu sayida olmadigini anlamina gelir.
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5.5 Bir Boyutlu Lokal Halkalarin Hilbert Fonksiyonlari

Bir Cohen-Macaulay lokal halkanin Hilbert fonksiyonu hakkinda ne

soylenebilir?

Verilen bir niimerik fonksiyonun ne zaman bir lokal halkanin Hilbert
fonksiyonu olacagi problemi hala ¢oziilmekten c¢ok uzaktir. Bu problem bir
boyuttaki Cohen-Macaulay lokal halkalarda bile hala oldukca agik bir problemdir.
Bu durumda, en azindan bir tekterimli egrinin Hilbert fonksiyonunun davramsini

belirlemek 6nemli bir soru haline gelir.

Bu boliimde, bu problem ile ilgili bilinen bazi konjektlirler ve sonuglar

sunulacaktir.

5.5.1 Sally’ nin Konjektiirii: 4 yeterince kiigiik bir gémme boyutuna sahip
olan 1-boyutlu Cohen Macaulay lokal halka olsun. Bu durumda, A4’ mn Hilbert
fonksiyonu azalan degildir, [21]. '

Literatlirde Hilbert fonksiyonu azalan olan ilk 6rnek J.Herzog ve R.Waldi
[22] tarafindan 1975 yilinda bulundu:

A:k[[tiio t35 t42 f47 r148-t153 t157 r169 tlSI I11193]]
semigrup halkasinin gémme boyutu b = HF, (1) =10 , kathlig1 e, =30 dur. Burada,
HF,(0)=1, HF,() =10, HF,(2)=9, HF,(3) =16, HF ,(4) =25,
HF (2)=9 < HF (1) =10"dir.

Ikinci 6rmek ise Eakin ve Sathaye [23] tarafindan verilmistir. Bu &rnek,

katlilig1 e, =15 ve gébmme boyutu b = HF,(1) =12 olan

4= k[[IISDtZI:t23,t47’t48 ,t49 tSO,t523t54,t553156 5ISS]]




semigrup halkasidir. Burada,
HF,(0) =1, HF,(1) =12, HF,(2)=11, HF,(3) =13, HF ,(4) =15,
ve HF,(2)=11< HF (1) =12" dir.

Bazi1 hesaplamalar, Cohen-Macaulay halka durumunda olusan bazi
patolojilerin, lokal halka Gorenstein oldugunda olusmayacagim hissettirmektedir.

Bundan dolayi, konjektlir M.E. Rossi tarafindan agagidaki gibi tekrar ifade edilmistir.

5.5.2 Rossi’ nin Konjektiirii: 4 1-boyutlu Gorenstein lokal halka olsun. Bu
durumda, A ° nin Hilbert fonksiyonu azalan degildir, [24].

Simdiye kadar olan hi¢ bir ¢aligmada bu konjektiire ters diisen bir &rnek

bulunamamis olmasina ragmen dogrulugu da heniiz ispatlanamamistir.
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6. SONUC

Bu tezde, Cohen-Macaulay lokal halkalarin Hilbert fonksiyonlarini calistik.
Ozellikle lokalizasyonla elde edilen lokal halkalar ile ilgilendigimizden ilk olarak
lokal halkalar ve lokalizasyonu anlattik. Ayrica derecelendirilmis halkalarin Hilbert
fonksiyonunun tammim verdik ve derecelendirilmis halkalar iizerinde Hilbert

fonksiyon, Hilbert serisi ve Hilbert polinom hesaplaniglarini érneklerle gésterdik.

Tezin tigiincil bélimiinde, hesapsal bakis agisini anlamak i¢in global ve lokal

siralamalari tanittik ve lokal halkalar tizerinde standart baz hesaplamasim anlattik.

Dordiincti boliimde, bir halkanmn ne zaman Cohen-Macaulay ve Gorenstein
halka oldugunu verdik. Bir halkanin teget konisini (iliskilendirilmis derecelendirilmis

halkasim) ve tekterimli egrileri tanittik.

Tezin son bolimiinde ise, ilk olarak derecelendirilmis Cohen-Macaulay
halkanin Hilbert fonksiyonunun yapisini tam anlamiyla karakterize eden Macaulay
Teoremini detaylica anlamaya calistik. Sonrasinda, lokal halkalarin geometrik
ozelliklerinin teget konisine taginamamasim bir tekterimli efri drnegi {izerinden
calistik. Son olarak, lokal halkalarin Hilbert fonksiyonunun yapisini belirlemek i¢in

oOne siiriilen konjektiirlere yer verdik.
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