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OZET

AGIRLIKLI SIMETRIK SMIRNOV UZAVYLARINDA POISSON
POLINOMLARIYLA YAKLASIM
YUKSEK LISANS TEZI
OMER KAMIS
BALIKESIR UNIVERSITESI FEN BILIMLERT ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI

(TEZ DANISMANI: DOC. DR. RAMAZAN AKGUN)
BALIKESIR, AGUSTOS - 2012

Bu calismanm amaci analitik fonksiyonlarn bazi smiflarinda yaklasim
teorisinin baz1 problemlerini incelemektir.

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Birinci boliumde yaklasim teorisi ve
kompleks diizlemde bu teorinin geligimi ile ilgili kronolojik bilgi verilmistir.

ikinci bélimde temel tammlar ve arastrma konusu olan fonksiyon
uzaylarimin tammlan verilmistir, Ayrica bu béliimde, Faber-Laurent serileri,
onlann temel dzellikleri ve Konform Déniigiim Teoremi hakkinda genel bilgiler
vardir.

Ugtincti boliimde birim ¢ember tizerinde tanimh agirhikli simetrik Smirnov
uzayindaki fonksiyonlar ve onlarin kesirli tirevleri igin trigonometrik
polinomlarla yaklasim problemleri incelenmistir. Bu problemler yardimyla bu
uzayda tanimh Lipschitz smiflarmm yapisal karakterizasyonu elde edilmistir.

Dérdiincti boliimde kapali Dini-diizgiin bir efrinin sirli ve smursiz
bilesenleri tizerinde tanimli agirlikl simetrik Smirnov uzaylar géz éniine alnarak
bu uzaylarda agulifin bazi kosullarn sagladifi durumda Poisson polinomlar,
Faber polinomlar1 ve Rasyonel fonksiyonlar ile yaklasimin dilz ve ters teoremleri
ispatlanmustir. Genellestirilmis Lipschitz simflarimin yapisal karakterizasyonu
problemi incelenmisgtir.

Son béliimde elde edilen sonuglarin bir 6zeti verilmigtir.

ANAHTAR KELIMELER: Smirnov uzayt, Dini-dilzglin egri, diiz teorem, ters
teorem, yapisal karakterizasyon.



ABSTRACT

APPROXIMATION BY POISSON POLYNAMIALS IN WEIGHTED
SYMMETRIC SMIRNOV SPACES
MSC THESIS
OMER KAMIS
BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE

MATHEMATICS
(SUPERVISOR: ASSOC. PROF. DR, RAMAZAN AKGUN)
BALIKESIR, AUGUST 2012

The purpose of this work is to investigate some problems of approximation
theory in some classes of analytic functions.

This thesis consists of five chapters. In the first chapter, some
chronological information about the approximation theory and its progress are
given.

In the second chapter, basic definitions and the definitions of the function
spaces which are investigated are given. In addition, it contains the definitions,
general properties of the Faber-Laurent series and the Conformal Mapping
Theorem.

In the third chapter, we consider the trigonometric polynomial
approximation problems for functions and its fractional derivatives in weighted
symmetric Smirnov spaces defined on the unit disk. Using these problems we
obtained a constructive characterization of Lipschitz class in these spaces.

In the fourth chapter, considering the Smirnov spaces of the functions
defined on the bounded and unbounded components of a given closed Dini-
smooth curve, the direct and inverse theorems of approximation theory by the
Poisson polynamials, by the Faber polynomials and Rational functions are
investigated. Some constructive characterization problems of the genralized
Lipschitz classes are investigated.

In the last chapter the results which are obtained are summarized
according to chapters.

KEYWORDS: Smimov spaces, Dini~- smooth curve, direct theorem, inverse
theorem, constructive characterization.
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SEMBOL LISTESI
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w0

£,
Q xrw
E(f.G)

Lip(X,T, o)

: Kompleks sayilar kiimesi

: Genisletilmig kompleks sayilar kiimesi
: Reel sayilar kiimesi

: Kompleks diizlemde birim ¢cember

: Kompleks diizlemde birim disk

: Kompleks diiziemde sonlu uzunluklu bir Jordan egrisi
: Cauchy singiiler operat&rii

: Seviye egrisi

: Alt ve list Boyd indisleri

: 1" egrisi lizerinde simetrik uzay

: Agirlik fonksiyonu

: I' egrisi lizerinde agirliklt simetrik uzay

: Derecesin’ yi asmayan cebirsel polinomlann kiimesi
: Agirhkls r. diizgiinlitk modiilii

:En iyi yaklasum hatasi

: Genellegtirilmis Lipschitz sinifi
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1. GIRIS

Yaklasim teorisinde belli &zelliklere sahip fonksiyon uzaylanmn
elemanlarina, bu uzaym bir alt uzayindan olup daha iyi &zelliklere sahip olan
fonksiyonlarla yaklasim problemleri incelenir. Genellikle bu alt uzay olarak,
ozellikleri ¢ok iyi bilinen, polinomlar ya da rasyonel fonksiyonlar ailesi alinmaktadir.
Temel problemlerden biri, verilen fonksiyona alt uzaydan en iyi yaklasan elemanin
varlifn problemidir. Ozel halde, alt uzay olarak poinomlar kiimesi almdiginda
Banach uzaylarnda en iyl yaklasim elemammn varligi iyi bilinmektedir. Bu
problemin pézitif gﬁzﬁmﬁ bir sonraki problemin, verilen fonksiyonla buna en iyi
yaklasan eleman arasindaki hatanim, fonksiyonun belli karakteristikleri (6mmegin,
diizglinlitk modiilt) yardimiyla degerlendirilmesi probleminin ¢Oziimii igin bir
altyap: olusturmaktadir. En iyi yaklasim hatasmm iistten degerlendirilmesi ile ilgili
problemlere yaklagim teorisinin diiz problemleri, elde edilen teoremlere ise diiz
teoremler denir. Bunun tam zitti problemler ise yaklagim teorisinin ters problemleri
olarak bilinmektedir. Bu durumda, diizgiinliik modiilii {istten en iyi yaklagim sayisi
yardmmui ile degerlendirilir ve fonksiyonun yaklagim 6zelliklerine g6re hangi sinifa ait
oldugu hakkinda bilgi edinme amaci giidiiliir. En ideal durum belli bir sinifta elde
edilen dilz ve ters yaklasim teoremlerin gerek ve yeter kosul olarak ifade

edilebilmesidir.

E?(G), 1< p<ow, Smimov uzaylarinda vaklasim hizinmn degerlendirilmesi

problemi 1959 yilinda Walsh ve Russel [1] ile baslar. Bu c¢alismada kompleks
diizlemde smun analitik egri olan G basit baglantili, smurlt bdlgesi gz Oniine
alinmig, polinomlarla yaklasimin hizi degerlendirilmistir. 1960 yilinda S. Ya. Al’per
[2] bolgenin s Dini-diizgiin egri olarak almig, polinomlarla yaklagimin diiz ve
ters teoremlerini elde etmigtir. Daha sonra 1967 yilinda V. M. Kokilashvili [3]
Al'per’in sonuclarim gelistirmig ve bélgenin sinmmn Dini- diizglin egri oldugu
durumda diiz ve ters yaklasim teoremlerinin bazi iyilegtirmelerini ispatlamistir. V. M.

Kokilashvili [4] te bélgenin siurim Carleson egrisi almis ve S singiiler integral

operatériintin L7 (6G), 1< p <o Lebesgue uzayinda smurl: olmas: kosulu altinda



[31 teki sonuclann genellestimistir. Benzer bazi sonuclar D. I. Mamedhanov ve 1. 1.
Ibragimov [5} tarafindan da elde edilmistir. 1977 yilinda J-E. Anderson [6] baz zel

bélgeler siufinda V. M. Kokilashvili’nin [4] teki diiz teoreminin p =1 igin de dogru

oldugunu gdstermistir. Diger taraftan, E'(G) uzayinda bazi yaklasim problemleri M.
I. Andrasko [7] ve D. M. Galan [8] tarafindan incelenmistir. D. M. Israfilov,
bélgenin s Carleson efrisi ve 1< p<co durumunda EP(G), l<p<ew
uzaymda Faber polinomlar ile yaklasumi [9] da, p-Faber poinomlar ile yaklagimi A.
Cavug’la birlikte [10] da incelemislerdir. Bu caligmalardaki sonuglar agirhikh
Lebesgue uzaymna da tasinmustie [11], {12].

Kompleks diizlemde yaklasim problemleri daha genel uzaylar igin de
incelenmistir. Bu baglamda 1968 yilinda [13] V. M. Kokilashvili tarafindan Smirnov
uzaylanimn bir genellemesi olan £,,(G) Smirnov-Orlicz sinifi tammlanmig ve bélge
smmirt Dini-diizgiin egri iken bazi ters yaklagim teoremleri ispatlanmstir. Bu uzayda
diiz teoremler son yillarda elde edilmistir. A. Giiven ve D. M. Israfilov [14] te
Carleson egrisi ile siirli bélgede tammh fonksiyonlarin Smirnov-Orlicz uzaymmn

belli bir alt uzaymda diiz teoremi ispatlamiglardir.

Bu tezde agulikli simetrik Smirnov uzayr gbz ontine almup G bdlgesinin
Dini-diizgiin egri ile smmrli durumda cebirsel polinomlarla diiz ve ters yaklasim

problemleri incelenmisgtir.

Ikinci bélimde temel tammmlar ve aragtirma konusu olan fonksiyon
uzaylarmm tanimlan verilmistir. Ayrica bu béliimde, Faber-Laurent serileri, onlarin

temel 6zellikleri ve Konform Déniigtim Teoremi hakkinda genel bilgiler vardr.

Uctincti boliimde [0,27] tzerinde tammh agulikh simetrik Smirnov

uzayindaki fonksiyonlar [15] ve onlann kesirli tirevleri icin trigonometrik
polinomlarla yaklagim problemleri incelenmistir. Bu problemler yardimiyla, bu

uzayda tamimh Lipschitz smuflarinmin yapisal karakterizasyonu elde edilmistir.

Doérdiincti boliimde kapali Dini-diizgiin  bir egrinin sinrh ve sursiz
bilesenleri tizerinde taniml agirlikl simetrik Smirnov uzaylari gbz Oniine alinarak bu

uzaylarda agurhigin bazi kosullan sagladign durumlarda Poisson polinomlan, Faber



polinomlar1 ve Rasyonel fonksiyonlarla [16] yaklagmun diiz ve tfers teoremleri
ispatlanmistir.  Genellestirilmis Lipschitz sumflarimin  yapisal karakterizasyonu

problemi incelenmistir.



2. ON BILGILER

2.1 Fonksiyon Uzaylar

Tamm 2.1.1 Kompleks dilzlemde baglantili ve agik kilmeye bdlge, baglantil:

ve kapah bir kiimeye de kontinyum denir.

I', kompleks diizlemde bir egri olsun. Eger I bir ¢embere homeomorfik ise
buna bir Jordan egrisi denir. I' egrisinin sinurlt degisimli bir parametrizasyonu varsa

bu egrive sonlu uzunduklu egri adi verilir.

Tanmm 2.1.2 I', kompleks dlizlemde sonlu uvzuniuklu bir Jordan egrisi ve

1< p <o olsun. I' tizerinde tanimli ve

VA
. o, ( i idzl] .

kogulunu saglayan f:I'— C fonksiyonlanin kiimesi L,(I) ile gosterilir. L, (I'),

” . || . hormuna gdre bir Banach uzayidir.

Tamm 2.1.3 1< p <o olmak tizere L, (I') Banach uzayma Lebesgue uzay:

denir.
I', kompleks diizlemde sonlu uzunluklu bir Jordan egrisi olsun. I' egrisinin

}dti (Lebesgue yay uzunlugu) élgtisti ile donatildigim varsayalim.

M(T") ile, 8l¢tilebilir biitin ;T — C fonksiyonlart kitmesini ve M*(T) ile

M(T") kiimesinin [0, so] arahifinda defer alan elemanlanmn kitmesini gésterelim.



Bir p:M7(I)-» [0,00] donilistiminii  géz Oniine alalm. Her
f.g.f,e M () (neN) fonksiyonlari, her a 20 sabiti ve Slgiilebilir her £E T
kiimesi i¢in agagidakiler saglaniyorsa p déniistimiine bir fomksiyon normu adi

verilir:

() p(f)=0< f=0hh (hemen her yerde),
plaf) = ap(f),
p(f+2)<p(f)+pg)

(i) 0sg=<jyhh= p(g)sp(f)

@iy 0=/, T fhh=p(f)7T p(f)

™) plre) <, [fld]<Cep(f),
E

Burada C; € (G, 00) E ve p’yabagh fakat f fonksiyonuna bagl olmayan bir sabit ve
¢ ise E’nin karakteristik fonksiyonudur,

P bir fonksiyon normu ise

p(g)= sup{ jrogelad: 1em @.o0)< 1}

doniistimii de bir fonksiyon normu olur. Buna p forksivon normunun eslenik normu

ad1 verilir.
£ bir fonksiyon normu olsun. p(‘ vi i) < oo bicimindeki bitiin [ € M)

fonksiyonlarimin kiimesini X(I') ile gosterelim. X(I') bir lineer uzaydir. Buna

Banach fonksivon uzay: adiverilir. f e X(I') fonksiyonunun normu

1/ ey = PUD
olarak tammlanirsa X(I') bir Banach uzay: olur.

. p fonksiyon normunun eslenik normu olsun. p' ile tiretilen Banach
fonksiyon uzayina X(I') uzayimmn eslenik uzayr denir ve X'(T') ile gosterilir. Her

X (I') Banach fonksiyon uzay: ikinci eglenik uzay ile cakigsiktir, yani



XO)=X"D)

olur. Ayrica, her f e X(I') igin

e, =

olur. Boylece

Wl = sup{ sl g < X Tfel, o, < }}
In

Ve

el = sup{ [r©zol]: £ € KO, < 1}

elde edilir.

Teorem 2.1.4 X(I') bir Banach fonksiyon uzay: ve X'(I") bu uzayin eslenik
Banach fonksiyon uzayi olsun. Eger f e X(I)ve ge X'(I") ise,

roe@)ad <1/ I8l

r

Holder egitsizligi saglanir.

My(T) ve M," (), swasiyla MT) ve M* (')’ nin hemen her yerde sonlu
fonksivonlarmin siniflar; olsunlar. Bir feMI) fonksiyonunun
dagilim(distribution) fonksiyonu

m () =Hzel:|f()> 4, 220

olarak tanimlamr. Burada {{z el:|f(z)> A}l , {z el:|f(z)> l}kﬁmesim‘n Lebesgue

olctist anlamindadir. Eger f, g € M (I') fonksiyonlari igin

me(A)=m,(4), 120
oluyorsa, f ve g fonksiyonlarina eg- dlgiilebilir (equimeasurable) fonksiyonlar
denir.
Tamm 2.1.5 Eger her [f,ge M, (1) es- dlcilebilir fonksiyon ¢ifti igin
p(f)=p(g) oluyorsa, p fonksiyon normuna rearrangement invariant fonksivon

6



normu denir. Bu durumda, p ile iiretilen Banach fonksiyon uzayma rearrangement

invariant (R.1) uzay veya simetrik uzay adi verilir.

Bir X(I') Banach fonksiyon uzayimnm R.I. olmas: i¢in yeterli kosul, bunun

X'(T'yeslenik uzaymm R.1. olmasidir.
X(I') R.I vzay igin
L.cX(D)c L)
olur.
feM, (T} olsun.
F@=inf{iim (D) st 120

bigiminde tammlanan = fonksiyonuna, f fonksiyonunun azalan rearrangementi

denir.
X(I'), sonlu uzuniuklu bir I' Jordan egrisi iizerinde bir R.I. uzay olsun,

Luxemburg gdsterim teoremine gore R, =[0,o0) ilizerinde her f € M, (') i¢in,

PN =p(F)
olacak sekilde bir —,c; R.I. fonksiyon normu vardir. R, tizerinde ; ile tretilen R.L

uzay1 X ile gosterelim.

My(R,) tzerinde x>0 i¢in

Fx), xtel0,|]]
0, xefo]’

Ey (N0 “"w”{

bigiminde tammlanan £, operatdriinii gz Sniine alahm. B(X) ile X tizerindeki

siirlt lineer operatérlerin Banach cebirini gésterelim. Her x>0 igin £ v e B(X)

olur. i, (x)ile E v operatdrintin operatdr normunu gosterelim, yani,

E

() =|

%

B(X)



olsun.

o, = inf logh, (x)

0<x<l }Og X
ve
B, = sup log 21, (x)
<x<ae logx

biciminde tammlanan «, ve £, sayilanma X(I') R.I. uzaymm swasiyla alt ve fist

Boyd indisleri denir. Boyd indisleri
0<a, £f, <1
esitsizliklerini saglar. Eger

O<a, <8, <1

ise, Boyd indisleri nontrivial dir denir.

2.2 Analitik Fonksiyonlarin Baz: Simifian

I' sonlu uzunluklu bir Jodan egrisi ve 0 < p <o olsun. Jordan egri teoremine

gore, her Jordan egrisi, kompleks diizlemi biri sinurls digeri simrsiz olan ve bu egriyi

ortak sinir kabul eden iki basit baglantili bdlgeye ayirir. G ile I' efrisinin ig

bolgesini ve G ileT egrisinin dis bolgesini gbsterelim.
Ayrica
Dz{zeC:{z{d}
olsun.

I',, O<r <1, D diskinin & bélgesi tizerine bir konform déntisiimil altinda

{w : #wf =r,0<r<l } ¢emberinin goriintiisii olsun. G bélgesinde analitik olan ve

sup ﬂf(z)[p[dz[ <o
Ol r

&



kogulunu saglayan f fonksiyonlannin kiimesini E7(G) ile gésterelim. E?(G)

siniflarina Smirnov Uzaylar: denir.

Her feE?(G)(0< p<») fonksiyonunun I’ {izerinde hemen her yerde
actsal limit degeri vardir ve bu limit degerleri icin yine f gOsterimini kullanirsak

S €L, (G) olur.
Smirnov simflannm énemli bir 6zelligi Cauchy integral gosterimidir.

Teorem 2.2.1 f € EN(G) ise

1 _ff(g)dgz{f(z)’ zeG

%rg-—z 0 , zeG

olur.

E?(G") Smirnov uzayr da benzer sekilde tanimlamr ve EP(G) ile aym

zelliklere sahiptir. Cauchy integral teoremi ise, f € £'(G™) igin

2rifg—z

L 16 4 {f(w)——ﬂz), zeG
J(©), zeG

bicimini alir.
X(T), T tizerinde bir R.I uzay osun. f € X(I') bicimindeki f e E'(G)
fonksiyonlarmn  kitmesini  E,(G) ile, feX(I') bicimindeki feE(G")

fonksiyonlarimm kiimesini de £, (G") ile gdsterelim.
E(G)= {feE'G) : fexD)}

E G)={fe E\G): feXxD)}
Kompleks dizlemde, derecesi en fazla e N olan cebirsel polinomiarin

kitmesini g, ile gbsterelim.
Tanpmm 2.2.2 f € £,(G) olsun. ne N olmak lizere
¥ o _
En (f> G) - ;l?gﬁﬂf;ﬂf an{r)

8



sayisina f fomksivonunun §o, snifinda en iyi yaklasim sayist denir.

Tanim 2.2.3 Bir :1 — [0, 00] fonksiyonu
i) @ Oletilebilir
if) o™ ({O’ GO}) On goriintii kiimesi sifir éleiilii kiime
kogullarimi sagliyorsa @’ ya agiritk adi verilir.
o bir agihk olmak tizere
X(Cw)={f:T—C| folgulebilir, fo € X(T)}
ve

ey =172l sy

olarak tanimlanir. Bu durumda X(I",®) bir normlu uzay olur. Bu normiu uzaya

agwlikli rearrangement invariant (simetrik) uzay denir.

Eger weX(I) ve l+we X'(') ise X(I',®) bir Banach fonksiyon uzay1
olur ve Halder esitsizlifinden

LTycXToyc L)

elde edilir.

zel ve £>0 igin I'(z,&) ile I' egrisiyle z merkezli ¢ yarigaphi diskin
kesisimini gésterelim:

I'(z,8) = {t el [f—z< 8}.

Bir pe (},00) icin ge(l,o) sayisim pl4+g'=1 olacak sekilde

tammlayalim. A (') ile biitlin &:T — {0, oo] afirliklarimin

1

Vo A
smpsup[—1~ jm(r)” !dr]J (':; J‘aJ(t)“qut[J <o

zel” &0 81‘(;,5) (s e)

sartim saglayanlarinm ailesini gosterelim.

10



L,T,w) ile olgilebilir /:T = C oyle ki 1 f !a)eLP(f) fonksiyonlarimn

ailesini gosterelim.
I" kapal1 sonlu uzunluklu Jordan egrisi ve
G=intl" ,G™ =extl", D::{weC:[wI<l} ,I'=0D, D™ =extT
olsun. Genelligi kaybetmeksizin 0 € G varsayilabilir.

w=g@(z) ve w=@,(z), G~ ve G bolgelerini D~ bblgesine

plooy=oo , Iimﬂ—a >0
I z
ve

P (0) =00, hnt} zp(z)>0

kosullar altinda doniistiiren konform dontistimler olsunlar. w ve y, ile ¢ ve @

dénlistimlerinin terslerini gosterelim.
Tamm 2.2.4 w I lizerinde bir agirlik ve

E (Go)={f e E(G): feX(T o),

E G ,0)={fcE(G): feX(I' o)},
(G o) ={feE,(G,0): f(w)=0}

olarak tammlansin. Boylece tanimlanan E,(G,@) ve E (G ,w) fonksiyon

simflarina G ve G~ bolgelerinin agwliklt rearrangement invariant (simetrik)

Smirnov uzayr denir.

Her fe E,(G,®) veya f € E, (G ,w) fonksiyonunun I' iizerinde h.hy

acisal yollar boyunca simir degerleri vardir.

f eI} olsun.
Fr(2) :=5-1-fjf—(gldg, reG
wiig—z
ve

i1



£z = ml_-m ji@dg, zeG

2ai g~z

seklinde tanimlanir ve bu fonksivonlar G ve G~ bolgelerinde analitiktirler. Ayrica

f(e0) =0 dir.

ge X(T,w) icin

h
o, (g)w) = 5% J.g(a)e"‘)dt, O<h<m, weTl
b

olarak tammlayahm. Eger «, ve £, X{T,®) vzayimm nontrivial Boyd indisleri ve

wed, (TYnA4d, (T) ise

Zy By

“O.h (g)”X,w < ! ”gl!X,w

olur [17] ve sonug olarak g e X(7,w) i¢in o,(g) € X(I',w) bulunur.

Tanmm 2.2.5 «, ve S, nontrivial Boyd indisleri ve we 4, (TN 4, (T)

3% By
olsun.
QY.(g,6)= sup H(I——o'},, g , 08>0, r=12..
saizs X )

fonksiyonu g € X(T, @) fonksivonunun r. diizgiinliik modiilii olarak tanimlanir.

0, (g..) fonksiyonu

i) stireklidir.
i1) negatif degildir ve
i) mQ% (g,6)=0, Qf (g+g, )=, (8 )+, (&)

Ozelliklerini saglar.
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z=2z(s) T sonlu uzunluklu ve kapali Jordan efrisinin s yay uzunluguna
gore bir parametrizasyonu olsun. / ile I" egrisinin uzunlugunu isaretlersek, s €[0,/]
olur. #(s) ile T efrisine z(s) noktasinda ¢izilen tegetin Ox- ekseninin pozitif
yontiyle olugturdugu aciyi gésterelim.
Qb,5) = max, !9(‘9;) *9(52)|
E:],;;é 0.1]

olarak tanimlansin. Eger bir Jordan egrisi I”

&
| £00.9 g5 oo, 50
0 §
kosulumia saghiyorsa I'* ya Dini- diizgiin egri adi verilir, Eger I" bir Dini-dtizgiin

efri ise

O<e <@ <c, <o, |o]21

0<e; <lp'(2) <, <o, zeG

(D

olur. Benzer esitlikler Ea)! =1ve zeT durumlarinda y,' ve @, igin de saglanir.

I' bir Dini-diizgiin egri ve @, I' lizerinde bir agirhik olsun. @ yardumz ile

T lzerinde

W, =@y
ve

W =Wy,
agirhiklarmu tanmmlayahim.

Jo=Fey

olsun. f e X(I',w) i¢in (1) den f, € X(T,w,) olur. f; fonksiyonunun agisal yollar
boyunca sinur degerleri kullamlarak

Q;’r’w (f’ 5) = QrX,wO (ﬁr: 5): J > O; F= 1,2,3
O, (f:8) = O, (f7.6), 6>0, r=123..

tanimlayalim.
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2 (f)Xw == },gpfn“f N Pi!X(T,w) ve Eﬂ (g)X,w = }gglg - R”X(r,w}

n

olsun. Bwada feZ,(D.w), gek (G .,o)ve R, , ZE% seklindeki rasyonel
z

k=0

fonksiyonlarin ailesidir.

f e L,(I") fonksiyonunun bir z € I' noktasindaki Cauchy singiiler integrali,

S(N@=lim | L
E—¥ —Z
F“F(r,s)g
olarak tammlamr, Bu limit hemen her z e I' i¢cin meveuttur.
Bir feL,(T) igin f~ ve f~ fonksiyonlarindan birinin [" {izerinde hemen
her yerde agisal limit degerleri varsa, S:(f)(z) Cauchy singiiler integrali T

tizerinde hemen her yerde mevcuttur ve /'~ ve f~ fonksiyonlarindan digerinin de T’

tizerinde hemen her yerde agisal limit degerleri vardir.

Tersine olarak, S;(f)(z) Cauchy singiiler integrali I" {izerinde hemen her

yerde mevcut ise, /7 ve f~ fonksiyonlarmn I tizerinde hemen her yerde acisal

limit degerleri vardir. Her iki durumda da hemen her ze I igin;

£ @ =5 (NE) + 3 /()

Ve

F@) =S (@) - %f(z)

esitlikleri saglamr ve béylece I' {izerinde hemen her yerde

f=r-r
olur.

f e L) fonksiyonuna I' {zerinde hemen her yerde S;(f)(z) deferini
alan S;(f) fonksiyonunu karsilik getirelim. Bu sekilde tanumlanan S} lineer

operatdriine Cauchy singiiler operatéri denir.
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St lineer operatériinlin sinwlihigl, yaklasim teorisinde Gnemli bir yer
tutmaktadir. Bu operatérin L, (I') Lebesgue uzay: tizerinde simrhligy problemi G.

David tarafindan c¢dziilmiistir. Agirliklh Lebesgue uzaylarinda ise bu sirhilik
problemi Muckenhoupt aguliklan icin ¢ozilebilmistir. A. Yu. Karlovich, David’in

teoremini, Boyd interpolasyon teoremini kullanarak S, operatriiniin Orlicz

uzaylar: tizerinde smirlilifi problemini ¢ézmiigtiir. Rearrangement invariant uzaylar
tzerinde Cauchy singiiler operatoriiniin simrhili@ problemi yvine A. Yu. Karlovich

tarafindan ¢6ziilmiistiir.

2.3  Koanform Diniisitim Teoremi ve Faber Polinomiar

T={zeC:]zi=1}, D=intT ve D =extT
olsun.

Teorem(Riemann Doniisitm Teoremi):

G < C smun en az iki noktadan olusan basit baglantili bir bélge ve z, € G olsun.

Bu durumda, G bolgesini D lizerine

f(zs)=0 ve [f'(z,)>0

kosullar: altinda resmeden bir tek f konform doniisiim vardir.

Teorem 2.3.1 Eger bir G bdlgesinin siurt Jordan efrisi ise, & 'nin D
lizerine her konform doniistimii G kapali bélgesine birebir ve siirekli olarak
genigletilebilir.

I' . kompleks diizlemde sonlu wuwzunluklu bir Jordan egrisi,
G=mtl' ve G =ex' olsun. Genelligi kaybetmeden 0eG oldugunu
varsayabiliriz.
Riemann konform déniisiim teoreminden asagidakiler elde edilir.
(™ bolgesinin D" tizerine
p(0)y=0 ve Iimm>0
e

15



kosullarim: saglayan bir tek ¢ konform doniistimii vardir.
G bélgesinin D~ {izerine

@ (0) =00 ve hmx;% zg(z) >0

kosullarim saglayan bir tek ¢, konform déniistimd vardir.

@ donitisiminiin tersini ¥ ve @, donlistiimiiniin tersini y, ile gésterelim. I’
bir Jordan egrisi oldugundan, ¢ ve ¢, donlislimlerinin T" {izerine, yw ve y,
dontisiimlerinin de T tizerine homeomorfik genislemeleri vardir. Ayrica I' sonlu
uzunluklu oldugundan ¢'e EN(G™), '€ E'(G) ve w,p'e E'(D7) olur. Boylece
@'ve @' fonksiyonlart T’ tiizerinde hemen her yerde acgisal limit dederlerine
sahiptirler ve bu limit degerleri L,(I") uzayma aittitler. Aym sekilde y'vey,’
fonksiyonlannin da 7" {izerinde hemen her yerde agisal limitleri vardir ve bu degerler

L,(T') uzayina aittir.

k negatif olmayan bir tamsay: olsun. [gv(z)]k fonksiyonu G bélgesinde

o noktast disinda analitiktir ve o« noktasinda 4 dereceli bir kutbu vardir. Bu

nedenle

o] = F()-E(2), zeG
olacak sekilde derecesi k& olan bir F,(z) polinomu ve G bolgesinde analitik olan

ve E, (w) =10 kosulunu saglayan bir £,(z) fonksiyonu vardir.

F.(z) (k=0]12,..) polinomlarma G bolgesinin Faber Polinomlari

denir.

Cauchy integral formild kullanilip ve ¢ =w () dontisimii yapilirsa, her

ze (G ve k=0,12,.. igin

k koo
Fe@) =5 j'[f(f)j dg === | ; (‘;’)2 dt 23.1)

16



elde edilir.

Yukaridaki formiil kullanilarak Faber Polinomlari i¢in

(t) z Pffg), zelG,teD”
Z =

bagintis: elde edilir.
[‘.’9; (z)]k fonksiyonu G —{0} kiimesinde analitiktir ve 0 noktasinda &

dereceli bir kutbu vardir. Bu fonksiyonun 0 noktasindaki esas kismim ﬁk (%) ile

gosterelim. Bu durumda G bélgesinde analitik olan ve her z e G — {0} icin

lo. @) =F.()-E,2)

olacak sekilde bir Ek(z) fonksivonu vardir. ﬁk(%) (k=0,,2,..) esas kisunlarma

G bolgesinin Faber- Laurent polinomlar: adi verilir.

Cauchy integral formilii kullanitlip ve ¢ =, (¢) déniisimi yapilirsa, her
zeG ve k=0]2,.. icin
'
—F(/) . le(g)] dg = ! Wl()dt
iz ¢c—z b= ¥ (t)y—z
elde edilir.

Yukaridaki formiil kullanilarak Faber- Laurent polinomlar igin

bagintis elde edilir.
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3. AGIRLIKLI SIMETRIK UZAYLARDA YAKLASIM
TEOREMLERI

X([0,27), ) agulikh simetrik wuzay olsun. [feX({02z], @) ve
wed, (027 4, ([0,27]) icin Jackson tipi dilz egitsizlik

Qy By

En(f)stcQ;,w(f,——l———), ror+1=123,.. (3.1)
: ' n+1

ve bu esitsizligin zayif tersi

Q;,,w( f%] < n—j(EG( P+ ivz’“iEv (i J n=123,... (3.2)

=]

[17] A.Gliven ve D. Israfilov tarafindan ispatlanmistir. Burada

E,(/)x, = inflf -1l

trigonometrik polinomlarla yaklasimm &lglisiidiir. 7, , derecesi n'yl agmayan

n 2

trigonometrik polinomlar siufi,

r

HU -0, )f

i=1

Q) (f,6)= sup

O<h<d

X

r. ditzgtinlitk modili, o, Steklov ortalama operatérii ve 7 birim déntsiimdiir.

f(x)= Y ce™ =3 (a, coskx+b, sinkx),
fa—ot Fual}

b,=0,a,.b, €R.c, - (& _ibk%,cmk = (% +ibk%,ce =a%

(3.3)

Ve

f(x) ~ Z(a,r sint kx — b, cos kx)
k=1

feL([0,27]) fonksiyonunun Fourier ve eslenik Fourier serileri olsun. (3.3) te

A4, (x)=c.e™ alarak n. kismi toplamlar dizisi
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S, ()=8,(x )= Z(Ak (X)+ A4, (x)= %9 + Z(a;c coskx+b, sinkx), n=0,1,2,...
k=0 k=1
olarak tamumlamr. Verilen bir f € L,([0,27]) fonksiyonunun
[fedx =0 (3.4)
T
kosulunu sagladifim varsayalim. f’nin & . kesirli integrali

L(x, f)= ) e, (ik) ™"

kez"

olarak tanimlanir. Burada
vz {(“V\wiasign
(i)™ =[] <P
Ve
Z" = {F172,73,..}
dir.

@ € R™ verilsin. (3.4) kosulunu saglayan f e L,([0,27]) fonksiyonunun £

kesirli tiirevi

d[a]ﬂ

f(a)(x) = +1 1+a—[a] (JC f)
olarak tamimlanr.

x,t€[0,27], reR" alinarak

t I
j Jx+ru + . +u,)du,. du,

~t

o _ Pl
ﬂ@(UfUU)Z()(Lmk

olarak tamimlanir. Burada f e X([0.27], @), X([0.27], @) aguliklt simetrik uzay

@G4L0Aigﬁl;r@_mgrwﬁnaﬁ}zn(aﬁﬂdﬁ

ay By

1G



Teorem A: X([0.27], @) agurlikh simetrik Smirnov uzay:, we 4, N4, ise

23 By

(1) Steklov ortalama déniistimt o, : f =0, f,
(i)  Kismi toplam déntigimii S, : f — S, f ve

(iiiy  Eslenik déniigiimii f e f X(T.,®)" da simirlidrr,

[18, sayfa 14] den » *ve bagli en az ¢ sabiti vardir yle ki

olur. Buradan

elde edilir. Bovlece

o] f

<d| f||X!w <0 (3.5)

'X,w

esitsizligi X (j0,27], @) agirhkhl simetrik uzaydaki her fve wed, n4, icin

@y By

saglanr.

X([0,27],w) agulikll simetrik uzay olsun. re R™ i¢cin f e X([0.27],®)

fonksiyonunun r. kesirli dilzgtinlik modtlt, @ e 4, N4, olmak tzere,

2y By

ﬁ(f*t?;,,.)(f—az)"i’]f

=1

Qy,(f.6)= sup

Qch t<d

Xw

olarak tanimlanir. Burada [x], xreel sayisimin tam kasmmidir.

o, dontisimit X([0,27],@) ° da smuh, wed, N4, ve X([0,27],0)

Uy By

agirlikl simetrik uzay oldugu icin (3.5) ten

QL (821,

olur. Burada ¢ > 0, r’ye bagh bir sabittir.
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Not 3.1 Q) (f,d) duzginlik modily, reR™ , X([0,27],@) agulikh

simetrik uzay, we 4, N4, , feX([0,27],0) i¢in agagidaki szellikleri saglar:

(239 .BA.

() QY ,(f,8) negatif degildir, azalmayandir ve alttoplamsaldur.

() 1m0, (f.86)=0.

Onerme 3.2 (Bernstein FEsitsizligi) : I, er,,n=(123,.) X(027],w) ,

agirhikll simetrik uzay ve we A, N A, olsun. Eger ¢ € R™ ise »° den bagimsiz

2y Bx

Oyle bir ¢ > 0 vardir ki

< cn® |]T,,|

Tn(a)g

X,w Ayw

olur.

Ispat: [19] numaral: kaynaktaki yontemi uygulayalim:

o ar : “r
7@ - ;}k (ak(ﬂ)cosk(x+-é—fk—)%bk(f;)sm K+ =)

2 o
=>» kAT . x+—
k( ne 2k)

k=1

= k“{cosg;i AT, x) msin%zr—Ak(i,x)}

k=1

olur. Bu esitlikte

k*cos— ,1<k<n
Juk:<

0 >n k=0

; o

k®sin— 1<k<n

2

ﬁk_<

0 > k=0

ve



(AT)x) =Sk cosggAk (T..x)
k=1

AT =Y ke sin%EAk (T, %)

k=i

olarak tammlayalim. Buradan

7,0 = (A7)~ AT )()

olur.
sup il(k +1)* ~ k| < en
2, j%ax k| =n®
olmasi kullanilarak
Sl;p iz;| p(k+1)— p(k)| < en”
Sljpgiﬁ(k +1) = F (k)| < en”
Ve
s;;p| < n
szip|ﬁk| <n®
elde edilir.

Aguliklh  simetrik  uzaylar icin Marcinkiewicz multiplier teoremi,
Extrapolasyon Teoremi vyardimiyla elde edilebilecegincen, Marcinkiewicz

multiplier teoremi kullamlirsa;

T(“)
it

v = IAT) = (4T)

Xw

<az],, +4T;

< cn“[

Xw

+
Xw

> A4,(T,,x) > AT, %)
k=l k=1

A J

ve
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7, =dl..

oldugundan

=cn”

T

n

@
7,

< en”
Xw Xow

> A4,(T,.x)
k=i X

bulunur.

Onerme 3.3 X([0,27], ) agirlikli simetrik uzay olsun. f e X([0,27],®)

weAd, N4, veaz0isedylebir 7, er,, (n=0.2,.) vardir ki

3's By

p -z

X = CE:»; (f(a))X,w

esitsizligi saglamy.

Ispat:
I 2n
W) =W, (xf)= m}jsv (x,f), n=0L2,.
olarak tamimlayalim.
(. f =W f
oldugundan

FeO-520C], =0 SN TGN -T2 +
=+, =T, ()]

X.w

<[rOO-m G, HEO TN -LOGH|,

ALE S WA

=1, +1,+1,

-

olur.

T n*(x, f) ile derecesi »’yi asmayan ve f e X([0,27],®) ya en iyi yaklagan

polinomu gdsterelim. Bu durumda W, in X([0,27],@) da simrlihindan

d
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L=|fCO-W,(. ), =
= OO-L ST SO =S
<GB, (f ) PG (7O = 1)

< C2En (f(a))X,w

Xw

Xw

olur. Bernstein esitsizliginden

L= G -1, e LGN LG,
ve
A AN SRS A OUATS) IR N DN L ANDEY MM AC)) I
= CS (2}?)“ En (an (f))X,w

elde edilir.

I, UN =16y, =

=1, I N =W, )+, )= O+ FO =T, ), <

I GO -W,6 Ol .G O = F Ol 17O =T GO,

< 6B, W, (s + 1 Ea(F) 0 + 5By (P,
olur.

E W, (N SCE, (N

oldugundan

FOOT2CN, | SE (S + o B,y (M + By () +

Xw
+ s E, (W, (N
ek, (f(a))x,w +can”E, Ny

bulunur.

c

(n+1)°

E.(Fxw = E,(f*xm

esitsizlifi @ € N dogal sayilan icin [17] de ispatlanmistir. & e R* durumu da
benzer yolla ispatlanabilir.(Bakimz [Akgiin Israfilov 2010, Math Slovacal).
Boylece
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lF90-2200|  <eB (f ),

X,

elde edilir,

Onerme 3.4. 7, €7,,(n=1,2,3....) X([0.27].®), agirhkl1 simetrik uzay ve

wed, N4, olsun. Eger ¢ e R” ise

Zyx By

T ¢
Qs (T <
xwld n»i—l) (n+1*

(&)

n

Aw
esitsizligi saglanir.
Ispat:

Oncelikle 0 <o < B icin QF W) 2eQ% ,(f,) oldugunu ispalayalim. Eger

aspf, a,feZ”

ise esitsizlik saglanir, Clnkd

s ii([—UI)(I“O'z)---(I“Gﬁ)f{lx,w -

Aw

2
EQ(I—o:)f

=~ -0 )T~ 05 )i~ 0 ) =0, ).~ 0S|

X,w

olur. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa

)i @
IH(I—Ui)f SCH(I“Ui)f
=1 X.w i=1 X w
elde edilir. Buradan da
O (f )< (f.)

olur. Simdi 0 < < # <1 durumunu inceleyelim.

K(x) =0/ f(x)

olsun.



@ g j — £t
ol K(x) =D (-1) [f ) (zi)f Jo JK Gt vy v dudy. . du =
=0

-t

o p-a~j £t
=31 [[.3 ](zt)f [N k)( 2 [f

~t[, k=0 -t -t
(f(x+u§+u2+ cFU U Y du,.du duﬁk}

ii("l)ﬁ"ﬁk(f WJ( J{(zz‘)”’f :f f

JGetu vy +otuy u”k)du]duz...duj...duj+k]

:i(_l)ﬂ-v[ﬂ](zﬂvlj ]f(x-i—ui»i"uz»im A ydudu,...du,

=0/ f(x)

olur. Buradan norm alimirsa

Xw ﬁ Cl !
elde edilir. Boylece
Q% (f:)<eQf (1) *

olur. Eger

rat e Z0,e, B €(0,])
ise

a=n+a; f=r+p
alinarak

h=rn, o <p
1<r, @ <pb

n<n, o>pf

durumlar icin de (*) esitsizligi benzer bicimde saglamr,
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Boylece 0 <a < f i¢in
Qi,w(fﬂ') g cgi’,w(f:') ($*)

esitsizligi elde edilir. (**) ve Q(/.2) £ c™| #] olmas: [17] kullanilarak;

2ea]
s 14 T 2]
Q2 (1., -Zy<eOl® (T < “ ( <
X,w( n’n_*_l) X,w( n’f’i“i‘l) 4 n+1 T;x Yow
¢ (= (e) ¢ (@)
< C _(paplereta|r L “
(n»f«i)zfa?( ) ollre (peD)* 0T lxw

olur ve bOylece Onermedeki esitsiziik o 21 igcin ¢imus olur. O0<ea <1 igin ise

Marcinkiewicz Multiplier teoreminden sonu¢ bulunur.

Teorem 3.5. X([0,27],®) aguwhkli simetrik uzay ve re R" olsun. Eger

feX(02nl,w)vewe A, N4, ise c>0: n=0L23.. icin

239 B 'y

, 2
En(f)){,w SCQ X,W(f: )
n+1

esitsizlii saglamr,
ispat:

Oyle bir ke Z* vardirki k—1<r <k olur.
En(f)XwﬁcQ}w(f,-l—) ron+l=123,.. (*)
’ ’ n+l
oldugu [17] biliniyor. (*) dan ve not 3.1den
1
En (f)X,w < Cgf‘:’,w (f’ _.__..._._)
n+l
elde edilir. Burada Qf;’w mm azalmayanhg kullanilirsa
Q¥ ( fi—ty<eat (-2, n=012,.
n+1 ' n+l
olur. Bir dnceki 6nermeden
2 ; 27
Qi’,w (f=———_) S Q W (fﬁ—_)
n+1 n+1
bulunur. Bu son iki esitsizlikten
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, 27
E (g S xu(f,—)
n+1
elde edilir.

Teorem 3.6. X([0,27],®) agirlikh simetrik uzay ve » € R” olsun. Eger

feX(02zl,wyvewed, nAd, ise 3c>0: Vn=0]123.. igin

2y By

r T ¢ : r-1
rnlfo DS o 2O E D

esitsizligi saglanir.

ispat:

T er,, feX([0,27],®) fonksiyonuna en iyi yaklagan polinom ve me 2~

olsun. Buradan €2, , nm alttoplamsalhgindan

Qo (=) SR (= T =) 4 O (T =2) S By () + O (T )
Ft

elde edilir, [17] den

2r
r i LV men
QX,W(I;M,H-{-I)SC(H'FI] !sz X
olur.
T (x) = T () + ST (0) - 12 ()
wal)
oldugundan
(mi er T, (x) + mi {T(Z’)(x) -7 (x)ﬂ <
HI E - 1 et v —_—
«i—l n+l) | r il ? Xor

{Zr) {21
T;v*-l Tzv

+Z!

X,w}

e
(n+1)*

elde edilir. Onerme 3.2° den
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(2r) (2r)
”T TE” X

2@{

(-1, 1]

1 L i 2vr+l
- Tyl S B O

, S C(2V)2ré

ve
[, =I5 =5, | ScE(x..
olur. Boylece
s
Qr T,., i < + 2(v+1}2r E
X,w( 2"n+1) ( +I)2r{ O(f)Xw Z (f)Xv-

bulunur.

. {22r+§’ 0<re<l
c =

A |

olarak tanmimlanirsa

5
o (v+1)2r E, (Fw < e Z#”’lEﬂ (Nxwr v=123,.

u=2""1sg

olur. Buradan

QY (T, n’; DS - n’-’ {E Ny +27E( g+ c;z,ufs (N, }
G H)z,. {E (f»mZ/u "E (f>Xw}
(M)z, Z(v—f»l) E()yn

bulunur. Eger 2" <n+152™" olarak alinirsa

r i r-1
QXW( 2m2n+1) (n+1)2,« Z(V+1) E(f));’w’
By () < Eyea( g € (-——%F;Zwﬂ)z"iﬂ L

olur ve bu son iki esitsizlikten ispat biter.
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Sonue3.7 X([0.27]),w) agirhkh simetrik uzay ve re R™ olsun. Eger

feX(02r],0) ve we 4| N4, vede E (fy,=0®n"), oc>0n=12.

@y By
ise
O r > 0‘2
QY (f.8)=10(5" 1og(y§)’) p=0 4
0(s™) r< g 5
olur.

Tanmm 3.8 X([0,27],») agulikli simetrik uzay ve »e R” olsun. Eger

feX(02rlo)yvewed, NA, ise O<o r:=[%}+1 icin

y By
Lipo(r, X, 0) = {f € X(T,w): Q. ,(f,8) = 0(6°),8 > 0}

olarak tammlanir.

Sonu¢d.9 0<o ve f e X([0.27],w), we 4, mA, olsun. Asagidaki
@ By

ifadeler denktirler:

(i) fELl:pO'(?’,X,G)}
() E(f)y,=0(), .n=12..

Teorem3.10 X([027],w) afirhkll simetrik uzay, fe X([027],@) ve

wed, N4, olsun Eger o e (0,) veZv”"l,!?,,(f))(’W <o ise

ay By v=1

E,(fNy, < C((n +DE, (Nyw+ iV“”IEV Nz }

y=pt]

olur. Burada ¢ > 0 bir sabittir.
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fspat:

-5, - ”Z S (F )= 8,40/ =5,/)
’ k=1

im+l = :
= [zs SN =Sp(F =S, (N + 3 Spua(F N =S, (f ) <
fr=t k=m+2 X.ow
< S F D) =S, PN =8, ]| 38 (D) =5, (1)
k=1 Xow b=+ Xw

<

Sy /) =8,

S (f ) =S, (7, + 5
v s

=m+2

olur. 2™ << 2™ icin

< cz(m—h’l}a En (f))(w

Sy (F ) =S, ()

X,w

bulunur. Diger taraftan;

-+

2

k=p1+2

S s (f ) = 8, ()

+...
Xw

S?.H (f(a)) - Sz’“ (f{a) )II = i
X.w

B

Sypears (f ) = Sy (FY, + -
< C(2m+3 )O EZ,,,;Z (f)ng + 4 c(2m+ﬂ+2 )aEzmﬂz (f)}[,w +...

= S Y By (P

k=m+2

SC Z Z#aM]Ey(f)X,w

k=m+32 =241

= e Y VE (e

pmgml

<e SvE(f),

v=n+1

olur. Bulunanlar bir araya getirilirse

Sgk—:l (f(a)) - SZ"‘ (f(a))li)(,w

-8, InF=8,0),, ¢ 3

<1 E, (P g+ SVE ()

=+

ve

E (g S C((fz D E, (N + i‘fHEv (Nx J

y=ntl
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olur ve ispat biter.

Teorem 1, Teorem 2 ve Teorem 3’iin sonucu olarak ;

Sonuc¢3.11 f e X([027]),@), wed, NA,, re(0,00) ve bir o >0 igin
ay By

Zv“"lEv (Fy, <o saglansmn. Budurumda n=0,12,... i¢in ¢ > 0:

=1

i

Q;w[f“”, z ]s ‘ Z(vﬂ)m'"]Ev(f)Xwiva"‘Ev(f)“
’ (n—l—i)" ’ ’

n+ 1 w=0 y=n+l

olur.

32



4. AGIRLIKLI SIMETRIK SMIRNOV UZAYLARINDA
YAKLASIM

4.1  Temel Sonuclar

/e E, (G) igin Poisson polinomlari

2n-}

V(f 2)= ick.ﬂ (2)+ Y, (z —EJC,CJ«;(Z), zeG
k=0 n

k=n+1

olarak tanimlamr. Burada F,(z), Faber Polinomlart ve ¢, lar da f ’nin Faber

katsayilaridir.

Teorem 4.1.1 T bir Dini Diizglin egri, X(7,w) agirlikh simetrik Smirnov

uzaytvewe 4, (I)n A4, (I') olsun. Bu durumdaher f ¢ E,(G,@)i¢in 3¢ >0:

Xy By

[F V£ lypa SCE(Dira
esitsizligi gecerlidir.

Teorem 4.1.2 I", bir Dini-dtizgiin egri, o, ,/f, nontrivial Boyd indisleri

wed, Iyn4, @), XT.,0) agurhikh simetrik Smirnov uzay: ve f & X(I',w)

2y By

olsun. Bu durumda 3¢ > 0: her ne N i¢in

i 1Y) x, 1
=R {Q(f?) ax,r,w(f,—-—)}

n+l

olur. Burada » >0 ve R (.,f) f-nin Faber Laurent serisinin ». kismi toplamidir.
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Sonugd.1.3 I', Dini-diizglin egri, X(I', @) agurhikli simetrik Smirnov uzay:
vewed, (INMA, (') olsun. Eger fe £,(G,w) ise 3¢ >0: her ne N igin

oy By

TR P

+1
olur. Burada P,(., /). f -nin Faber serisinin #. kismi toplamidir.

Sonugd. 1.4 I' bir Dini-diizglin efri olsun. X (T,w) apuhkl simetrik

Smirnov uzay1 ve we 4, (DN 4, (I') olsun. Eger f@EX(G',aJ) ise dJe>0:

ay By

her ne N i¢gin

E‘f R ( f)“,yrw = Xl“w(f """’) P=1=23---
olur. Burada R (., f) Teorem 4.1.2 deki gibidir,

Teoremd4.1.5 T, bir Dini-diizgiin efri, X(7,®) agirhikli simetrik Smirnov
nzayive e A, (INM A4, (I') olsun. Eer f e E,(G,w) ise r >0 igin 3¢ > 0:

@y By

Qx[f%} < f-{E Dise+ 2, (f)X,f,w}

esitsizligi saglanir.

Sonucd.1.6 Sonug 413 iin kosullar altinda eger
E(Ngr.=0@m"), a>0, n=123,.ise f€E, (G, o) ve r>0 igin
0(5%) >

Q;’I,w (fﬂ 5) =9 O(§a

1 =
logg') 7= 2

O™ <

olur.
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Tanm 4.1.7 X(I', @) agirhkl simetrik Smirnov uzay: ve « € R” olsun. Eger

feEX(G‘,a)) ise O<o r= [%J+1 icin

Tipo(e, X, T,0) = {f e E (G, @) Qyp,(f,6)=0(5%))
ve
Lipo(a, X.T,0) = {f e E,(G,0): QU (£.6)=0(5%), & >0}

olarak tamimlamnr.
Sonu¢ (4.1.3) ve sonug (4.1.6) dan Lipo(e, X,1I',w) simflarimn

karakterizasyonu elde edilir.

Sonu¢ 4.1.8 0<o ve feE,(Gw), wed, Hnd, (), XT, 0)

Xy By

agirhikly simetrik Smirnov uzay: olsun. Bu durumda asagidakiler denktir:
1) felipo(a, X.T,0)

i) E,(yrn =0@"), n=123,..

4.2  Yardmme: Sonuglar ve Ispatlan

Lemma 4.2.1 [16] eger O<o,,fB,<l, wed, INn4, ) ise her

dy By

feX(l',w) i¢in

fTeE (Go)ve [T eE (G ,m)
olur.

Lemma 422 [17] efer «, ve f, nontrivial Boyd indisleri ve

wed, (INMA, (T)yise c>0: her ne N igin

Qy By

. 1
Ng——Tng”X(f,w) b CQX,w(gs;;m_;“i"js g & EX (D,(l))
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olur, Burada r=123,.. v¢ T,g g 'nin orijindeki Taylor agihmmm # . kismi

toplamidir.

[28] den

ROy i
)7 ;;M, zeG, webD

Ve

v, (%) =iFk(%_) .

, we [
wiw)~z 4 wht 7

oldugunu biliyoruz. Burada ¢, (z) ve Fk(%) G ve C-G kontinyumlarina gore
Faber polinomlandir ve

koo
YY) gy seG, R

@(2)—:2—1— [ v~z
/=R

‘MWJ() L
F(/)_____, le(w) o 20

2" () _
ds, G, k=0]12,.
¢.(z) = ¢(z)+~—i——~lg g FS (4.2.1)
) i NG
Fk(é)=¢1 (Z)M;jgjg—_;dga ZGG“{O} (4.2.2)

integral gosterimlerine sahiptir. f e L (I") alip

ACIC) ST

I dw,
a, = a,(f) ::E—f;; i w

T

T,
Ek:aﬁfyzm__‘ w! |

27 ;

k=12..
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diyerek Zak@k (2:)+25ka (%) serisine karsihik getirelim. Bu seriler f 'nin
k=0 k=]

Faber-Laurent serisi olarak adlanduilir ve a,, @, katsayilarina da f 'nin Faber-

Laurent katsayilar denir.

g2 (derecesinde bir simirlama olmaksizin) polinomlar ailesi ve (D) de g

‘nin D tizerindeki izdtigtimti olsun.
T:9p(D)— E,(G,w)

T: (D) = E (G, )

_ 1 e Pwy'(w)
T(PXz) = Mrj o dw, zeG,

1 fP(W)W;’(W)

T = 2zi s yw)—z

dw, zeG’

déntiglimlerini tanimlayahm. Buradan

ve
f{; d,cwkj - ; d, (V)
ol

Eger z'e G ise

no L (PO L1 ((PoodE)  _pl
T(‘D)("")‘“zm;mw)mz' dw-—mrj o, de=(Pop) (@)

olur ve Cauchy singiiler operatériinden I' {izerinde h.h.y
T(P)(z) = S (Pop)z) + (Y5)(Po @)(2)
olur. Benzer gekilde I' disinda z''— z € I igin agisal yollar tizerinden limit alinirsa

e = [P g [(pag ) ), 26

i ¢—z
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ve yine Cauchy singliler operatdriinden I' fizerinde h.h.y.

T(P)z) =S (Po0)(2) - (U5)(Pop)(2)
olur. S X(I',®) da sinirli [26] oldugundan agagidaki sonuglar elde edilir.

Onerme 4.2.3 I, bir Dini-diizgiin egri ve «,, S, nontrivial Boyd indisleri

olsun. Eger wed, IH)nd, I ise

Ty By

T:p(D)— E (G, o), T (D) — E + (G, @) lineer dontigimleri stmrhdir.

[17] den trigonometrik polinomlar ailesi X ([~7, 7], @) *da yogun oldugundan
cebirsel polinomlar £, (D, ) da yogun olur. Sonug olarak énerme 4.2.3" ten Hahn

Banach Teoremi kullamlarak (D) den £,(D,w,) ve E . (D,m,)’e giden T ve T

dontiglimlerinin lineer ve sinrli doniisiimier oldugu elde edilir ve genislemeden

dolay:

T E.(Do,)—> E (G,.w)

Ve
T:E,(D,w)—E (G ,0)

déntstimleri i¢in

I(g)(z) = Ig CWD , 2e6, geE Doy
ww)—-z

T(g)z)= J-g(w)lfll (W) zeG , gek, (Do)
W (w)—z

gosterimleri elde edilir,
Onerme 4.2.4 [16] eger 0 < ay. py<l,owed, (TYNA,(T) ve X(T) bir
ay By
yansimali rearrangement invariant (simetrik) uzay ise bir f e X(T,®) i¢cin
E]Pr (- f”X(T,w) =0, r—>1

olur. Burada
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kx4
PN === [pr0-0 7"t w=re?, 0<r <1
]

ve P(r,0—1t) Poisson ¢ekirdegidir.

Teorem 4.2.5 [16] T, bir Dini-diizgin egri, X(I',») afurhikli simetrik

Smirnov uzayi, &, , ff, nontrivial Boyd indisleri ve we 4, NN A4, (I') olsun.

=28 By

Bu durumda
T:Ey(D,w,) = E (G,0)
ve

T:E,(D,0) > E (G ,0)

dontistimleri birebir ve rtendir.

43  Temel Sonuglarm Ispatlart

[ 2n-1
Teorem 4.1.1 im ispatc V. (f,2)= ch.Fk (z)+ z [2 - ﬁ}ck F(z)
k=0 n

k=n+1

oldugundan (2.3.1) ve (2.3.2) den

f&(w) oL [@ (@)
(s = TJ wAe J‘P(a)) zd
& k fe(m) o Y'(w)
+k;};:1(2 n ZmJ‘ kil j‘P(m) zd

elde edilir. Bu terimlerdeki ilk integrallerde @ = e” ve ikinci integrallerde ¥(w) = ¢
déniisiimleri yapilirsa

( :r)k+l 2,.ar g z

2n-]

+ > (2=

k=n+1

Vn(faz) i "-f-.:)(el ”df _f@ (g) dg+
k=0
k
}’2

REIACSI NG
e"df — d
J'( i!)k+‘: 27Eff:[g——z g

bulunur. Bulunan bu ifadede gerekli sadelestirmeler yapilirsa



H

it —f (Dk(g)
AGDE Z Ifo e ‘“drz jg dg +

k=0 r —F
) it -], 1 (I)k
+Z<2——)———ffo et — [ g
k=n+] I‘ g zZ

olur. ¢ carpani ¢ dan bagimsiz oldugu icin ikinci integrallerin icine ahnirsa

k
V(f) = ffe( .- If?m@?m ds +
kw mr §—Z
k=n+l i"

elde edilir. é}w f fo(e")dt ¢arpam X* dan bagimsiz oldugu igin Z isaretinin disma
® &

cikarihirsa

27 n k ~ikt
V(fiR) = fﬂ,(e“‘)drz [P

mr c—Zz
+____ If( :r)drﬁl (2 1 deg
° k=nl 2737 =2z

olarak bulunur.

2z
Esitlifin sag tarafi 51_ j fo(e")dt ortak carpani parantezine alinirsa
7T
0

2z a1 ' i
V,,(f,z)=§jmeﬂ>d{z = j"f‘ @e g+ S -k L [Pl dg}
0 k=

T k=n+] m T g z
olur. Integral ile sonlu toplamin yer degistirmesi 6zelliginden

Z@”‘(g)e”"“ 2”Z_l (2-—)c1>k(g) —H
Vn(f,Z)-- J.f( :t)df 1 J'__g___m_mwmdg_’_m_}:mfk =n+1

7 -z 27 ¢ c—z

olarak bulunur. Bulunan bu son esitlikte kégeli parantez icindeki ifade tek integral

altinda birlestirilir ve
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L0ksn

/’2{.« ;=
M2k sk san-1
n
olarak tanimlanirsa
201 . it
1 A 1 Zﬂ?ki(p (g)e 2
Vo(f,2) =— | fo(e")dt.— {F& d
e L 3
olur ve son olarak da
Jo=fo¥
yerine yazilirsa
in-l ]
1% \ df Z;‘J‘k[@k(g)emm
V(f,z2)=— | Fl¥(" il dg¢, zeG
(f.D)=5 Off( ) [ 5
olur.
Eger P, ep,, feE,(G o) i¢in neredeyse en iyi vaklasim ise(near best
approximant)
l;f"Vn(f?) XIw ={1f_Pn + B, =V (f5) Xlo
gi!fan xIo T “Pn =V.(f:) !X,I*,w
=E,(Nxro * 1BV Nyr
elde edilir.
P (2)=V,(F,.2)
esitliginden
2n-1 ]
2 2 @)™
P(2)=— [JA¢1C H2 = . dec, zeG
n 271‘ ; n 271_1. L g —z 2

olur. Bu esitlikten
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2n~1

Z ;tik%@k (g)e-ikr

EG-1 (A= [lnHe ) - e} g, zeG

elde edilir. Bulunan bu son esitlikte I" tizerinde z — z,i¢in agisal yollar tizerinden

fimif alinirsa ve

@)= FE@+ (SN
esitligi kullanihirsa

F(z0) =V, ([f.2) =

2n-1

1 2z 1 1 Z )L?k%(i)k(g)emjh
- P 1{; ity 7 it df 2 )u (Dk ~ikt + k=={2n-1) d

el ACICORFICICH) 3 2 A b [ c

0 (2r-1) r 0
olur.
2n-1
() . 2y @ (6)e™ G de analitik oldugundan smirsiz bolgeler
k=—(2n-})

icin Cauchy Integral Teoremi geregince

2n-1

2, Ay @ ()™
: J‘km-(Enwl) 5 dg- =0, zeG (43 1)
2zi (6 —-2)@7(c)

olur.,  (4.31) de agisal yollar izerinden limit alinirsa

2n=1

1 ) 1 o () Z ﬂ;kg@k(g)e"m
,;, Z ’?’?H(Dk ( z, ) e—u‘a - : - 0 ’k=—(2n—1) dg
= k==(2n-1). 2ri 2 O (g) c—z,

esitligi bulunur.
zo = F(@,)

déniistimil yapilirsa
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-l
/la)e

1% : o G| pae
P -V , o P W oy y it (2n- ]) \P[ a)dﬂ')“‘
)~ m) = o [ROHE) ~ R M [ @)
Zn-1 i
o > Ay w'e
_ﬂj‘ 02,, :‘(7“"1) L:{,ﬂ(a))dw
o7 W(w)-F(o)
In-1 v it
1 2 X /;{1.346) €
== |(B,(¥(") - f(¥(e n)))___. (A~—%). = Y (w)dw
2 oj I 2 1P( )= ¥(a)
elde edilir. Bulunan bu son esitlikteki ikinci integralde terimini ekleyip
0 — w,
cikartalim:
2n~l b i
; Zma) e
k(21 Wy
- @)do =
27er( 2" %‘( )—¥(w,) Fi@)
n»«i t
27rz km_(gn_n Y(w)-Y(w,) o-0, o-o,
1 = v ¥ (w) 1
= .j(l— ) > Ayw’e” - do +
27[: T [#3) knm(znw]) ! LP(G)) - LP(C!)U) o — a}o
1 @ 2n 1 2n-1 )
+-— {(1-—1) A 0" e ™ dw
272':1:" " @ - wokﬁ_% 1}k

esitligi elde edilir. Buldugumuz bu ifadeyi P, (z,)-V, (f,z,) da yerine yazarsak
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iz

P(a)=V(f oz =5 [P~ 7(xE Db

0

_ v ZH ote ™ () 1
J'(I Zn 2’1&5 [\P({())WW(C')O) . -, }dﬂ) +

k==(2n-1)
1 2 - . @ 2n 1 -1
— B E) - (¥ ) — |- Ayo'e M do =
5[{ }1 ZmTf o7 o, ku,% ])
=1, +I, (4.3.2)
olur. Buradan
1% . . 1 w2 ¥ (@)
L= BN~ f(F e N — |1-—5) o'e ’“[m—
Yooz Oj{ b 27:11-.[ o’ k=_§_ﬂﬂ?“* ¥(0)-¥(w,)
- }a’a},
@ -,
1 Iz 25-1
I=— [{B.(¥E")- (PN — [0-2 2 ote™ do
2 2755[ ﬁ J 2 a) @, km;;,_n
seklindedir.
J‘ 2n 1 ??Zl k=il f it
(1— L) iLaJe“’dw— A ofe™
2xi 0 w— Dy g="(Zn-1) k== {20~ l)k‘ ©
esitligi geregi
2z ap-1 k —nkf{
8 llm—EmmmIk 2 Fyne ™ (433)
2z ] ol
Diger taraftan
r E Ixl 2p-l i a)gn 1{;:(@) |
Il < EaCixra Ao [l = = fdo
n? o lk=—(2n-1) v @ (@) (w,) o- a’o'

olur.
A:z{a)e'}?: ]a)ma)O]Sc.i, woeT}
i

olarak tammlayalim ve
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[ = [ |

T/A

esitligini de kullanmrsak

J-ll Ugn (@) - l|a7aJ] .ﬂwz” —ay i (@) - l’da) <e
) P(@)-¥(@,) - 0)0! "Nw@)-¥(@,) o-,|
cikar. I' Dini Diizgiin egri oldugundan
5
f—%ﬁ ds <o *
;s
Saglanir ve (*) ile
2n 1 ! —
[h-2) #@ leijmJ%)N@)W%mmi
al @7 |[¥(@)-F(@) o-o l TIA \{J(a’) lP(a)o)”a)“‘C%[
i w(L{ﬂ:t) df
=c t <c
p
bulunur. Elde edilenlerden
27 2n-l .
Tl ro <E(Nsra | 20 ﬁkw“e“”“'dt. (4.3.4)
0 k=—{2n-1)

Ayrica (4.3.2),(4.3.3) ve (4.3.4) ten

|

2T i
, SEn(f)X,l‘,aJ{Ji Z ’;"‘k\ k -

0 [k=—(2n~1)

22 2m- _
[l Z %klmke-—th

0 {k=- (201}

ohur.

2z ap-i
VweT icin J‘f > ng[(ake'”“

oldugundan teoremdeki esitsizlik elde edilir.
Teorem 4.1.2 nin ispati:
R&ﬁ—Z%F@+Z%FVﬁ
k=1
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rasyonel fonksiyonunun feorem 4.2 deki esitsizligi sagladifun kamtlayacafiz. Eger

- S o 1
“f (Z)J"Zakpk(%) s CQX,I‘,w(fsmj (4.3.5)
k=1 X,r’w 1 '+'1
ve
+ - , 1
f (Z) - Zak@k (Z) = cg)(,l",w(f: —‘———‘J (436)
k=0 X T R

esitsizliklerini gosterebilirsek teorem 4.2’deki esitsizlik dogru olur ¢iinkii
f@=7"(2)-f(zhhy T

Oncelikle (4.3.5)’i kanitlayahm.

f e X(I,w) olsun. Buradan f, € X(T,w,), f, € X(T,0,) olur.

Sow)= f0+ (w)— 1o (W)

oldugundan

F©)= fs (@(e) - fy (0(s)) (43.7)

esitligi T iizerinde h.h.y saglamr. Ote yandan énerme 4.2.1 den

Jiw) = [T (W)= fi (W)

dolayisiyla

@)= AT (@) - f (@) (4.3.8)

esitligi I" izerinde h.h.y gegerlidir.

ZeG-{0} olsun, (43.8) ve E(%)m@f(z)—m}mjwdg, zeG—{O}

2rif c—z
kullanilarak
" M i Ek gplk (g)
~ 1 - ~ kg 1 k=1
2 aka(/Zr) Z;aks'ﬂ] (z") 272“1'}:[ g de

bulunur. (4.3.8)” de f(¢)’y1 ekleyip ¢ikartirsak
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i a e (§)~ £ (g ()

; Eika(%)z . a (01 (z) - 23” Ifkgl p— d¢ —
1 ff (Gﬁl(g)) jf )
2w 27 rg z

Z aot ()~ 17 (9 (o)
= : ds - f (g (2N~ f (=)

r -z

Ef 20—
2 @1() i

bulunur. Burada son esitlik elde edilirken Cauchy Tipli Integral gésterimi

kullanilmugtir. T icerisinde z'— z € I icin agisal yollar tizerinden Hmit ahnirsa

S G F, (/) Zakcol v)——[za;@ @)- £ (%(Z))J
k=1
—S{iﬂm ‘“wl} o @En-f(2)

elde edilir.

F=r"=f" F=f (@)~ (#(s) , Minkowski esitsizligi ve Sp 'mn
sinirliligindan

“f‘(z)@aka(%gi

- “% (Z AR C (z))] -
X(I'w) kel

—Sr[z apf ~ (K o 0) |(2)
k=1 B KT wy
<e Y @0 (2)~ £ (9 (2)

k=l X (T w)

H
<c|fTw = Gt

k=1

AT w)
olur. Burada son esitsizlige gecis yapilirken w=¢,(z) déniigimi kullanilmigtir.

Diger taraftan teorem 4.2.5 ten f 'nin &, Faber-Laurent katsayilar ile £, 'nin

orijindeki Taylor katsayilar: aynidir. Buradan énerme 4.2.2 hesaba katilirsa

, 1 . 1
S'CBQX,wl(f +1]_C3QXTw(f ) 1J
X0 w) T
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bulunur ve (4.3.5) kanitlanmg olur. Benzer bir yolla (4.3.6) nin da gegerli oldugu

goriilebilir ve ispat biter.
Teorem 4.1.5 in ispate: f e X(I',®) olsun. Buradan
(=1

olur. Teorem 4.2.5 teki T : £, (D, w,) = E, (G,®) dontistimil lineer, smurl, 1-1 ve

ortendir. 77 : E, (G, @) - E, (D,w,) déniistimii de lineer ve smirhidir.

“ep, feX(T,o)fonksivonuna en iyi yaklagan cebirsel polinom olarak alinsin:

H

E(f:G) = =B . T @B e0,(D)
ve buradan
E,(f ) S =T D, = @)y =B s
<frlr -2, =l *)

elde edilir. Burada bir alt satiza geciste 77" *in stmrlihg1 kullamlmistir. Diger taraftan

[17] den

Q}“ﬂ(f“’ ]"{E Ui + 2R ES )Xw} r=o

biliniyor. Son esitsizlik ve (¥) dan
. « 1
QX,Z',W(J(;}> ) X%(ﬁ)s }'—'

4 i
< Czlig : “ {Eo( i@yt ; KUE,( f,G)X’w} om0
=]

2,- {EG(.ﬂ]+)X,wO + i kzrm}Ek(]((;)X,wo}
k=l

olur ve ispat biter.
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5. SONUC

Bu caligmada elde edilen yeni sonuclar ig¢iincii ve dordiincti boliimde

bulunmaktadir ve bunlar agagidaki gibi belirtilebilir.

Ugtincii bsliimde [0,27] tizerindeki agirlikli simetrik uzaydaki fonksiyonlar
ve onlarm kesirli tiirevleri i¢in trigonometrik polinomlarla yaklagimin diiz teoremi ve
ters teoremi elde edilmistir. Elde edilen teoremlerin sonucu olarak Lipschitz

smiflarinin bir karakterizasyonu verilmistir,

Dérdiincti bolimde kapali Dini-diizgiin bir efrinin suurli ve smursiz
bilesenleri lizerinde tanmli agirlikls simetrik Smimov uzaylan g6z oniine alinarak bu
uzayda agiligm bazi kosullan sagladigi durumda Poisson polinomlari, Faber
polinomlar: ve Rasyonel fonksiyonlar ile yaklasimin ditz ve ters teoremleri elde
edilmigtir. Bu teoremler yardimiyla genellestirilmis Lipschitz smuflaninin  bir

karakterizasyonu verilmigtir.
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