T.C.
BALIKESIR UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTIiTUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

RIEMANN MANIiFOLDLARI UZERINDE SLANT EGRILER

DOKTORA TEZi

SABAN GUVENGC

BALIKESIR, MAYIS - 2015



T.C.
BALIKESIR UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTIiTUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

RiIEMANN MANIFOLDLARI UZERINDE SLANT EGRILER

DOKTORA TEZI

SABAN GUVENC

BALIKESIR, MAYIS - 2015



KABUL VE ONAY SAYFASI

Saban GUVENC tarafindan hazirlanan “RIEMANN MANIFOLDLARI
UZERINDE SLANT EGRILER” adli tez ¢alismasmin savunma sinavi
15.05.2015 tarihinde yapilmis olup asagida verilen jiiri tarafindan oy birligi ~ey—
eoldus ile Balikesir Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Anabilim
Dali Doktora Tezi olarak kabul edilmistir.

Jiiri Uyeleri Imza

Danigsman
Prof. Dr. Cihan OZGUR

Uye

Prof. Dr. Kadri ARSLAN

Uye

Prof. Dr. Cengizhan MURATHAN

Uye
Dog. Dr. Bengii BAYRAM

Uye i
Dog. Dr. Ozden KORUOGLU

Jiiri tiyeleri tarafindan kabul edilmis olan bu tez Balikesir Universitesi Fen
Bilimleri Enstitiisti Yénetim Kurulunca onanmistir.

Fen Bilimleri Enstitiisti Miidiirii

Dog. Dr. Necati OZDEMIR



OZET

RiIEMANN MANiIiFOLDLARI UZERINDE SLANT EGRILER
DOKTORA TEZi
SABAN GUVENC

BALIKESIR UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI
(TEZ DANISMANI: PROF. DR. CiHAN OZGUR)
BALIKESIR, MAYIS - 2015

Bu calismada, Riemann manifoldlar1 iizerinde slant egriler ve bunlarin 6zel
bir durumu olan Legendre egrileri ele alinmistir. Genellestirilmis Sasakian uzay
formlarda Legendre egrilerinin ve S-uzay formlarda slant egrilerin biharmonik olma
kosullar1 verilmigtir. Ayrica, Sasakian uzay formlarda Legendre egrilerinin
f -biharmonik olmalari igin gerekli ve yeterli sartlar bulunmus ve bazi 6rnekler
verilmistir. Son olarak, trans-Sasakian manifoldlarda slant egrilerinin C-paralel ve
C-proper olma o6zellikleri Gzerinde durularak, elde edilen sonuglar bes farkli 6rnek
ile desteklenmistir.

Bu tez alt1 boliimden olusmaktadir.

Birinci boliim giris bolimidiir.

Ikinci boliimde, konuyla ilgili temel tanim ve kavramlar verilmistir.

Ucgiincii béliimde, genellestirilmis Sasakian uzay formlarin Legendre egrileri
ele alinmistir. Bu egrilerin biharmonik olmalar1 i¢in elde edilen esas teorem, dokuz

durum i¢in ayr1 ayri incelenmistir. Daha sonra, bu durumlar uzay formun Sasakian,
Kenmotsu veya kosimplektik olma durumlarina uygulanmastir.

Dordincu bolimde, S-uzay formlarin slant egrilerinin biharmonik olmalari
icin gerekli ve yeterli sartlar dort durumda hesaplanmustir.

Besinci bolimde, Sasakian uzay formlarm f-biharmonik olma kosullar
incelenerek iki 6rnek verilmistir.

Son bolim olan altinci boliimde ise, trans-Sasakian manifoldlarin slant
egrileri ele alinarak bu egrilerin C-paralel ve C-proper olma sartlart bulunmustur.
Ayrica, cesitli uzaylarda bes 6zel 6rnek verilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Legendre egri, slant egri, trans-Sasakian manifold,
Sasakian uzay form, S-uzay form, genellestirilmis Sasakian uzay form, biharmonik
egri, f-biharmonik egri, C-paralel egri, C-proper egri.



ABSTRACT

SLANT CURVES IN RIEMANNIAN MANIFOLDS
PH.D THESIS
SABAN GUVENC
BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE

MATHEMATICS
(SUPERVISOR: PROF. DR. CIHAN OZGUR )
BALIKESIR, MAY 2015

In this thesis, we consider slant curves and Legendre curves in Riemannian
manifolds. We obtain necessary and sufficient conditions for Legendre curves to be
biharmonic in generalized Sasakian space forms. We also consider biharmonic slant
curves in S-space forms. Moreover, we investigate f-biharmonic Legendre curves in
Sasakian space forms and give some examples. Finally, we study C-parallel and
C-proper slant curves in trans-Sasakian manifolds and give five different examples.

This thesis consists of six chapters.
The first chapter is the introduction.

In the second chapter, we give fundamental definitions and notions to be used
in the following chapters.

In the third chapter, we consider Legendre curves in generalized Sasakian
space forms. We study biharmonicity of these curves in nine cases. Then we apply
these cases to Sasakian, Kenmotsu and cosymplectic space forms.

In the fourth chapter, we analyse biharmonicity of slant curves in S-space
forms in four cases.

In the fifth chapter, we find necessary and sufficient conditions for Legendre
curves in Sasakian space forms to be f-biharmonic. We also give two examples.

In the sixth chapter, we consider C-parallel and C-proper slant curves in
trans-Sasakian manifolds and obtain five examples.

KEYWORDS: Legendre curve, slant curve, trans-Sasakian manifold, Sasakian
space form, S-space form, generalized Sasakian space form, biharmonic curve,
f -biharmonic curve, C-parallel curve, C-proper curve.
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ONSOZ

Bu ¢alismada, ¢esitli Riemann manifoldlar {izerindeki Legendre ve slant
egriler ele alinmistir. Bu egrilerin, biharmonik, f-biharmonik, C-paralel ve

C-proper olma kosullar1 elde edilmis ve drnekler verilmistir.

Bu tezi hazirlarken, bana her tirli konuda 6rnek ve destek olan, yol

gosteren Danisman Hocam Prof. Dr. Cihan OZGUR ’e tesekkiirii bir borg bilirim.

Calismalarim siiresince, maddi desteginden dolay1 TUBITAK BIDEB’e de

tesekkiirlerimi sunarim.



1. GIRIS

J. Eells ve L. Lemaire, 1983 yilinda k-harmonik doniisiimler fikrini
onermiglerdir [1]. G. Y. lJiang ise, 1986 yilinda, 2-harmonik (biharmonik)
doniisiimler icin ikinci gerilim alan1 denklemini elde etmistir [2]. B. Y. Chen, Oklid
uzaymin bir biharmonik M c E" altmanifoldunu, ortalama egrilik vektor alam H
nin Laplas’t AH olmak tzere, AH =0 kosulunun saglanmasi olarak tanimlamigtir
[3]. Oklid uzaymnin 6zellikleri ve Jiang’in sonuglar1 birlikte diisiiniildiigiinde, iki

tanimin Oklid uzayinda ortiistiigii goriilmektedir.

J. A. Oubifa, 1985 yilinda, hemen hemen degme metrik yapiy1 kullanarak
trans-Sasakian manifoldlar1 tamimlamistir [4]. Bu manifoldlar, hem Sasakian, hem

Kenmotsu, hem de kosimplektik manifoldlardan daha genel bir yapiya sahiptir.

P. Alegre, D. Blair ve A. Carriazo, 2004 yilinda, genellestirilmis Sasakian
uzay formlar1 tamitmuglardir [5]. Bu uzay formlar, Sasakian uzay formlarin Riemann
egrilik tensoriinden yola c¢ikilarak genellenmistir. Bu c¢alismalarinda, cesitli
geometrik yontemler kullanarak (katli carpimlar ve konformal doniisiimler gibi)
genellestirilmis Sasakian uzay form oOrnekleri de tiiretmislerdir. P. Alegre ve
A. Carriazo, 2008 yilinda, [6] nolu kaynakta, trans-Sasakian genellestirilmis
Sasakian uzay formlar1 incelemislerdir. Bu ¢aligmalarinin ikinci kisminda,

a-Sasakian ve f-Kenmotsu genellestirilmis Sasakian uzay formlari ele almiglardir.
a-Sasakian durumda « y1 sabit ve S-Kenmotsu durumda &£(B)+p°=f,—f,

esitligini bulmuslardir.

J. T. Cho, J. Inoguchi ve J. E. Lee, 2006 yilinda, Sasakian manifoldlarda
Legendre egrilerinin daha genel bir hali olan slant egrileri tanimlamislardir [7].
3-boyutlu bir Sasakian uzay formda geodezik olmayan bir egrinin slant egri

olmasinin (r+1) ve x oraninin sabit olmasina denkligini ispatlamiglardir. Bu

caligmalarinda, bir slant helis ve helis olmayan bir slant egri 6rnegi de vermislerdir.



D. Fetcu, 2008 yilinda, Sasakian uzay formlarda biharmonik Legendre
egrileri ele almistir [8]. 7 boyutlu bir 3-Sasakian manifoldda boyle bir egrinin var
olmadigini ispatlamigtir. Ayrica, yine aynmi ¢alismasinda, 7-boyutlu kire (zerinde
bazi biharmonik Legendre egrileri i¢in parametrik denklemler elde etmistir. [9] nolu
kaynakta ise, C. Oniciuc ile yaptig1 ortak ¢alismalarinda, Sasakian uzay formlarda

biharmonik altmanifoldlar ¢alismislardir. Bu calismanin ilk kisminda, biharmonik

Legendre egrileri ele almislardir. Boyle bir Legendre egrisi igin 7, ikinci gerilim
alanini, E,E, E;,E, ve (C—1)@T nin bir lineer birlesimi olarak elde etmislerdir.
Burada, E,E,,E;, E,, egrinin Frenet ¢atisini olusturan vektor alanlaridir. Katsayilar
ise egrinin egrilik fonksiyonlarini ve tlrevlerini igermektedir. Fetcu ve Oniciuc,
buradaki son terime, yani (C—1)@T terimine gére dort durum incelemislerdir. Bu

durumlar sunlardir:

(1) c =1 olmas,
(2)c#1 ve oT LE, olmasi,
(3) c#1 ve ¢T || E, olmasi,

(4) c=1ve ¢T espan{E,,E;,E,} olmasi.

Bu yontem bizim ¢alismalarimizda yol gosterici olmustur ve rolii biiyiiktiir. Tezin

ticiincii, dordiincii ve besinci bolimlerinde benzer yol kullanilmistir.

Yukaridaki ¢aligmalardan yola ¢ikilarak bu tezin dglnci boliminde,
genellestirilmis Sasakian uzay formlarda biharmonik Legendre egrileri incelenmis ve
sonuclar Sasakian, Kenmotsu ve kosimplektik olma durumlarina uygulanmustir.
Uciincii bélimde dort durum yerine dokuz durum elde edilme sebebi, ikinci gerilim
alan1 esitliginde, karakteristik vektorii iceren terimin genellestirilmis Sasakian

manifoldlar i¢in yok olmamasi; yani, kisaca & yi iceren terimin daha fazla durum

incelemesi gerektirmesidir. Dordunct bélimde, Sasakian uzay formlarin bir baska
genellemesi olan S-uzay formlarda slant egriler ele alinmistir. Besinci boliimde,
Sasakian uzay formlarin f-biharmonik Legendre egrileri Uzerinde durulmustur. En
son bolim ise, trans-Sasakian manifoldlarin slant egrilerine ayrilmistir. Bulunan

sonuclar, 6rneklerle desteklenmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bolimde, daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan temel tanim ve

teoremler verilecektir.

2.1  Riemann Manifoldlar ve Levi-Civita Koneksiyonu

Bu kisimda, Riemann Manifoldu ve Levi-Civita Koneksiyonu tanimlarini

verecegiz. Ilk olarak metrik tensor tanimu ile baslayalim:

Tammm 2.1.1: M bir diferensiyellenebilir manifold ve manifold Gzerindeki

diferensiyellenebilir vektor alanlar1 kiimesi y(M) olsun. Bu durumda
9:x(M)x (M) —»C*(M,R)
ile taniml1 g bilineer formu simetrik ve pozitif tanimli ise, yani VX,Y € (M) icin
@ 9(X,Y)=g(Y,X),
() g(X,X)>0 ve VX € (M) icgin g(X,X)=0< X =0

sartlar1 saglaniyorsa g bilineer formuna Riemann metrigi veya metrik tensor adi

verilir. Bu durumda (M, g) ikilisine Riemann manifoldu denir [10].

Tanim 2.1.1 den goriildiigii gibi metrik tensor, her noktaya bir i¢ carpim

esleyen bir dontistimdiir.

Tammm 2.1.2: M bir diferensiyellenebilir manifold olsun. Bu durumda

VX,Y,Z € (M) ve ¥f eC*(M,R) icin

VixM)xx(M)— x(M)



dontisimii
1 v,,Z=V,Z2+V,Z,
) VvV,(Y+Z)=V,Y+V,Z,
(B) VLY =1V,Y,
(4) V, (fY)=X[f]Y +1V,Y,

sartlarin1 sagliyorsa, V ya afin koneksiyon denir. (M, g) bir Riemann manifoldu

olsun. M (zerindeki bir V afin koneksiyonu, VX,Y,Z € y(M) icin
(1) [X,Y]=V,Y-V,X,
(2 Xg(Y,Z2)=9(V,Y.Z2)+9(Y.V,Z)

ozelliklerini sagliyorsa V ya Levi-Civita (Riemann) koneksiyonu denir [11].

Teorem 2.1.3: Bir (M, g) Riemann manifoldu {izerinde bir ve yalniz bir tane

Levi-Civita koneksiyonu vardir. Bu Levi-Civita koneksiyonu

29(V,Y,Z)=Xag(Y,Z)+Yg(X,Z)-Zg(X,Y)

(2.1)
+9([X.Y].2)+g([Z.X].Y)+g(X,[Z.Y])
esitligi ile bellidir. Bu esitlige Koszul formult denir [12].

Tanmm 2.1.4: (M,g) Riemann manifoldu ve V M deki Levi-Civita

koneksiyonu olsun. VY,Z € y(M) igin
g(VyX,Z2)+9(Y,V,X)=0

olacak sekilde bir X € y(M) vektor alani varsa, bu vektor alanina Killing vektor

alani denir [13].



Tamm 2.1.5: (M,g) Riemann manifolduy, V.~ M de Levi-Civita

koneksiyonu olmak uizere, VX,Y € (M) igin
T(X,Y)=V,Y -V, X ~[X,Y]

ile tammh T:y(M)x y(M)— y(M) dontisiimiine torsion tensorii denir [11].

vX,Y,Ze y(M) igin

R(X,Y)Z=V,V,Z-V,V,Z-V, .Z

[x.v]

ile tanimli R: y(M)x y(M)x y(M) = (M) doniisiimiine Riemann egrilik tensorii

ad1 verilir [11]. g(X, X)g(Y,Y)—g(X,Y)* =0 olmak (izere,

_ R(X,Y,Y,X)
g(X,X)g(Y,Y)—g(X,Y)2

K(X,Y)

{X ,Y} tarafindan gerilen diizlemin kesitsel egriligi olarak adlandirilir [11]. Eger M

manifoldunun kesitsel egriligi sabit ise, M ye reel uzay form denir ve M(c) ile

gosterilir [13].

Tamim 2.1.6: M n -boyutlu bir diferensiyellenebilir manifold olsun. Her
peM noktast i¢in T M nin r -boyutlu altuzayi D, (r<n) ve D, nin bir
kolleksiyonu D={Dp} olmak Gzere, p noktasini igeren bir V. < M agik altkiimesi

uzerinde C” sinifindan lineer bagimsiz {Xl,XZ,...,Xr} vektor alanlar1 her qeV

noktasinda hala D, nin bir bazi oluyorsa, D ye M Uzerinde r-boyutlu dagilim ve

X, X,,..., X_t kiimesine D icin bir lokal baz denir [14].
1 2 r

Tanim 2.1.7: (M,g) bir Riemann manifold olsun. M (zerindeki

diferensiyellenebilir bir f fonksiyonu icin
Af =div(grad f)

ile tanimli A doniistimiine Laplas operat6ri denir [10].



2.2  Hemen Hemen Degme Metrik Manifoldlar

Bu kisimda hemen hemen degme metrik manifold ve Sasakian yap1 tanimlari

verilecektir.

Tanmmm 2.2.1: M (2n+1)-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. M

uzerindeki her X,Y,Z vektor alani icin

P’ =—1+n®¢&, n()=1, ¢E=0, nop=0
gd(eX,0Y)=g(X,Y)-n(X)n(Y), n(X)=9(X,$)

esitliklerini saglayacak sekilde ¢ (1,1)-tipinde tensor alam, & vektor alani, 7
1-formu ve g Riemann metrigi varsa; (¢,&,7n7,9) dortlisiine hemen hemen degme
metrik yapi, (M,p,&,n,Q9) beslisine de hemen hemen degme metrik manifold denir.
Eger dn7=® kosulu da saglamiyorsa, (M,p,&,1,9) ye degme metrik manifold
denir. Burada, ®(X,Y)=g(X,qY) esitligi ile verilen @ doéniisiimiine, M nin temel
2-formu denir [13].

Tamum 2.2.2: Bir M Riemann manifoldu tzerindeki her X,Y,Z vektor alani

icin
[0, 01(X,Y) = @°[X,Y]+[0X, oY 1-0[@X ,Y]-¢[ X, Y]

ile tanimlanan [@,@] doniisimiine @ nin Nijenhuis torsion tensori denir. Eger,

(¢,&,m,9) hemen hemen degme metrik yapisi igin

[p,p]+2dn®& =0

esitligi saglaniyorsa, bu yapiya normaldir denir. Normal degme metrik manifoldlara

Sasakian manifold denir [13].



Teorem 2.2.3: Bir hemen hemen degme metrik manifoldun Sasakian olmasi

icin gerek ve yeter sart

(Vx@)Y =9(X,Y)g-n(Y)X

olmasidir [13].

2.3  Frenet Egrileri

Tanmm 2.3.1: (M,g) m-boyutlu bir Riemann manifoldu ve y:1 > M

birim hizl bir egri olsun. Eger y egrisi lizerinde

E = /=T,

V.T = kE,,

V.E, = -xE +xFE;, (2.2)
VT Er = - Kr—lEr—l

olacak sekilde E ,E,,...,E, ortonormal vektdr alanlar1 varsa, y egrisine oskulator
mertebesi r olan bir Frenet egrisi (L<r<m) denir. Buradaki «,...,x, , pozitif

fonksiyonlarina y nin egrilik fonksiyonlar: denir [15]. Bu tanima gore, oskiilator

mertebesi r olan bir Frenet egrisi i¢in

T, V.T, V;V.T,..V.V..V, T (2.3)
%/—J

(r-1) tane
vektor alanlar lineer bagimsiz, fakat

T, V.T, V.V.T,..., V.V,.V. T, V.V_.V.T

(r-1) tane r tane

vektor alanlari lineer bagimlidir [15]. (2.3) sistemi, Gram-Schmidt yontemiyle, (2.2)

esitliklerini saglayan {E, E,,...,E } sistemine doniistiiriilir. Bu yontemde, birim
teget vektor alani, ilk Frenet vektor alani olarak alinir. Yani, E, =" =T dir. Daha

sonra,



- k
B =V:VinVeT=> g(V; V..V T,E,)E,
— 1=1 e

k tane k tane

vektor alanlari, 1<k <r -1 igin hesaplanir. Béylece,

m

E., =—< k=1.,r-1

k+1

m

yazildiginda, {El, E, .. Er} Frenet cati alam elde edilmis olur. Egrinin x,...,k, ;

egrilik fonksiyonlari,
x,=9(V;E,,E,,), 4=1..,r-1

esitligiyle bulunur. O halde, (2.2) esitlikleri, matris formunda

V.E] [0 x - 0 07E]
V.E,| |-, 0 . 0 0 |
: 0 0 0 x,
V.E.| [0 O ., 0 |E

seklinde yeniden yazilabilir [15].

Tamm 2.3.2: Oskiilatér mertebesi 1 olan Frenet egrisine geodezik denir.

Oskulator mertebesi 2 olan ve pozitif sabit x, egriligine sahip Frenet egrilerine

cember denir. Oskulator mertebesi r>3 olan bir Frenet egrisi i¢in «,...,k, ;

egrilikleri pozitif sabitler ise bu egri r. mertebeden helis olarak adlandirilir. 3.

mertebeden bir helise, kisaca helis denir [15].

Tanmim 2.3.3: (M, g) bir Riemann manifoldu, y:1 — M Frenet ¢at1 alani
{T =E.E,,..., Er} ve egrilik fonksiyonlart «,...,x, ; olan birim hizli bir Frenet

egrisi olsun. Bu durumda

H=xE,



seklinde tanimlanan H vektor alanina y egrisinin ortalama egrilik vektor alan: denir

[16]. Ortalama egrilik vektor alaninin tanjant demette Laplas’t
AH =-V.V.V.T

seklinde, normal demette Laplas’1 ise
A*H = —ViviviT

seklinde tamimlanir [16]. Burada, V ve V', sirastyla M nin teget ve normal

demetteki Levi-Civita koneksiyonudur.



3. GENELLESTIRILMIS SASAKIAN UZAY FORMLARDA
LEGENDRE EGRILERI UZERINE

D. Blair, A. Carriazo ve P. Alegre, [5] nolu kaynakta, genellestirilmis
Sasakian uzay formlari tanitarak bu uzay formlarin temel 6zelliklerini ele almiglardir.
Ayrica, bu ¢alismalarinda uzaym degme metrik manifold olma durumunu inceleyip
sabit olmayan fonksiyonlara sahip genellestirilmis Sasakian uzay form ornekleri

bulmuslardir.

Diger taraftan, [8] ve [9] nolu kaynaklarda, D. Fetcu ve C. Oniciuc, Sasakian
uzay formlarda biharmonik Legendre egrileri ¢alismiglardir. [8] nolu kaynakta,
D. Fetcu, 7-boyutlu kiire iizerinde baz1 biharmonik Legendre egrileri i¢in parametrik
denklemler elde etmistir. [9] da, C. Oniciuc ile yaptiklar1 ortak ¢alismalarinda ise,
Sasakian uzay formlarin karakteristik vektor alanindan yararlanarak biharmonik

altmanifold Gretmek i¢in bir yontem gelistirmislerdir.

C. Ozgiir ve M. M. Tripathi, [18] de, o -Sasakian manifoldlarin Legendre
egrilerini incelemislerdir. Bu manifoldlarda, bir Legendre egrisinin Chen anlaminda
biharmonik olmas1 i¢in egrilik fonksiyonunun sifir olmasi1 gerektigini
ispatlamiglardir. Bu ¢aligsmalarinda, « -Sasakian manifoldlarda Legendre egrilerinin

AW (k) -tipinden olma kosullarini da elde etmislerdir.

Bu c¢alismalardan esinlenerek, bu bolimde sabit fonksiyonlara sahip
genellestirilmis  Sasakian uzay formlarin biharmonik Legendre egrileri ele

alinacaktir. Bu tip egriler i¢in egrilik karakterizasyonlar elde edilecektir.
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(M,g) ve (N,h) iki Riemann manifoldu ve w:(M,g)—(N,h)

diferensiyellenebilir bir doniisiim olsun. y doniisiimiiniin enerji fonksiyoneli

1
E) =3 ], lavl o,

seklinde tanimlanir. Burada v,, M Uzerinde bir hacim formdur. Eger ¢/ doniisiimii

enerji fonksiyonelinin bir kritik noktasi ise harmonik doniigiim adimi alir [17]. w

doniistimiiniin bienerji fonksiyoneli

1 2
E,) =3[, Irwl o,
ile verilir. Burada

7(y) =izVdy

esitligiyle tamimhidir ve w doniisiimiiniin birinci gerilim alami olarak adlandirilir.

Bienerji fonksiyonelinin Euler-Lagrange denklemi,
7,(w) ==3"(z(y)) = -Az(y) —izR" (dy, z(y))dy =0 31)

biharmonik déniisiim denklemini verir [2]. Burada R ile N manifoldunun Riemann
egrilik tensorii ve J¥ ile w doniisimiiniin Jacobi operatorii gosterilmektedir. Her

harmonik doniisiimiin bir biharmonik doniisiim oldugu agiktir. Harmonik olmayan

biharmonik doniisiimlere has biharmonik doniisiim diyecegiz.

Bir baska sekilde, [3] nolu kaynakta, B. Y. Chen, Oklid uzaymm bir
biharmonik M c E" altmanifoldunu, ortalama egrilik vektér alan1 H nin Laplas’t
AH olmak (zere, AH =0 kosulunun saglanmasi olarak tanimlamistir. M

m-boyutlu bir Riemann manifoldu, N(c) de n-boyutlu sabit ¢ kesitsel egrilikli bir

Riemann uzay formu ve w : M — N(c) bir izometrik immersiyon olsun. O zaman
7(y)=mH

ve
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7,(y) = -mAH +cm?H

dir. Bdylece w nin biharmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sart
AH =cmH

olmasidir. Yukaridaki esitlikte C=0 yazilirsa Chen’in tanimini tekrar elde etmis

oluruz.

3.1 Genellestirilmis Sasakian Uzay Formlar

[4] nolu kaynakta, J. A. Oubifia trans-Sasakian manifoldlar! tanitmistir.  Bir
(M,9,&,1n,9) hemen hemen degme metrik manifoldu tizerindeki her X,Y vektor

alan1 i¢in
(V@)Y =alg(X.Y)E—n(Y)X]+ Sl9(pX,Y)S—n(Y)pX] (3.2)

olacak sekilde, M (zerinde « ve [ fonksiyonlar1 varsa, (M,,&,n,Q)

manifolduna bir trans-Sasakian manifold denir. (3.2) esitligi kullanilarak
Vyé = —apX + BIX —n(X)¢] (3.3)

oldugu kolayca gosterilebilir. (3.3) esitligi geregi, eger =0 ise M ye «-Sasakian
manifold; benzer sekilde a=0 ise f-Kenmotsu manifold denir. Sasakian
manifoldlar « =1 olmak lzere « -Sasakian manifoldlara, Kenmotsu manifoldlar da

=1 olmak Uzere S -Kenmotsu manifoldlara birer ornektir. Bir bagka trans-
Sasakian manifold c¢esidi ise a=/=0 alindiginda elde edilen kosimplektik

manifoldlardir. (3.3) esitligi geregi, bir kosimplektik manifold igin
V,E=0
dir. Bagka bir deyisle, & vektor alani bir kosimplektik manifold i¢in Killing vektor

alanmdir [19]. Trans-Sasakian manifoldlar i¢in asagidaki dnerme gegerlidir:
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Onerme 3.1.1: Boyutu 5 veya daha fazla olan bir trans-Sasakian manifold ya

a —Sasakian, ya f—Kenmotsu, ya da kosimplektik manifolddur [20].

(M,p,¢,m,9) bir hemen hemen degme metrik manifold olsun. M

manifoldunun bir p € M noktasindaki ¢-kesiti, & ye dik bir birim X = vektorl ve

@X, tarafindan gerilen 7 c T M kesitidir. 7 nin ¢ —kesitsel egriligi,
K(X ApX)=R(X,pX,pX, X)

ile tanimlanir. ¢ -kesitsel egriligi sabit olan bir Sasakian manifolda Sasakian uzay
form; benzer sekilde ¢ -kesitsel egriligi sabit olan bir Kenmotsu manifolda
Kenmotsu uzay form; ¢-kesitsel egriligi sabit olan bir kosimplektik manifolda ise

kosimplektik uzay form denir [13].

Bir (M,¢,&,17,9) hemen hemen degme metrik manifoldu verildiginde, M

uzerinde her X,Y,Z vektor alani igin

R(X,Y)Z = f,{g(Y,Z)X —g(X,Z)Y}
+5,{9(X,0Z)pY —g(Y,9Z)pX +29(X,¢Y)pZ} (3.4)
+ T, {n(XI(Z)Y —n(Y)n(Z)X +9(X,Z)n(Y)s-g(Y,Z)n(X)E}

olacak sekilde f, f, vef, fonksiyonlar1 varsa, M manifolduna genellestirilmis

Sasakian uzay form denir [5]. Burada R ile M nin egrilik tensor alani

gosterilmektedir. Eger M bir Sasakian uzay form ise f; :C+43, f, =1, :CT_l;
Kenmotsu uzay form ise f, :C—_?’, f, = f, _cotl ve kosimplektik uzay form ise
4 4

f,=f,=f,=— dir. Sonraki kisimlarda kullanilacak olan 6nerme ve teoremler

¢
4

asagida verilmistir:

Onerme 3.1.2: M(f,f,, f,) bir « -Sasakian genellestirilmis Sasakian uzay

form olsun. Bu durumda « , ¢ nin dogrultusundan bagimsizdir ve

f—f,=a?
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esitligi gecerlidir. EK olarak, M baglantili ise, bu durumda « Dbir sabittir [6].

Teorem 3.1.3: M(f,f,, f;) baglantii bir «-Sasakian genellestirilmis
Sasakian manifold ve M manifoldunun boyutu en az 5 olsun. Bu durumda f,, f,
ve f, fonksiyonlar sabittir ve aralarindaki iliski asagidaki sekildedir [6]:

i) Eger ¢ =0 ise, bu durumda f =f,=1f, dr ve M sabit ¢ -kesitsel
egrilikli bir kosimplektik manifolddur.

i) Eger « =0 ise, bu durumda f, —a” = f, = f, dir.

Onerme 3.1.4: M(f,, f,, f,) bir B -Kenmotsu genellestirilmis Sasakian uzay
form olsun. Bu durumda f, sadece & nin dogrultusuna baghdir ve f,, f,

fonksiyonlar1
f,—f,+£(B8)+p°=0

esitligini saglar [6].

Teorem 3.1.5: M(f,, f,, f,) bir B -Kenmotsu genellestirilmis Sasakian uzay
form ve M manifoldunun boyutu 5 veya daha buytk olsun. Bu durumda, f,, f, ve

f, sadece ¢ nin dogrultusuna baghdir ve agsagidaki denklemler gegerlidir [5]:
f( f1)+2,6’1‘3 =0,
f( f2)+2,Bf2 =0.

Teorem 3.1.6: M 3-boyutlu bir (a, /) trans-Sasakian manifold, o ve S

sadece & nin dogrultusuna baglh olsun. Bu durumda M bir genellestirilmis Sasakian

uzay formdur ve
f,=3r-2(a’-¢(8)-4%). 1, =0, f,=3c-3(a’ - £(B8)- 5)

esitlikleri saglanir. Burada  ile M nin skaler egriligi gosterilmektedir [6].
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(M,9,&,1,9) bir hemen hemen degme metrik manifold olmak tizere M nin

degme dagilimi
{X ey(M): n(X)= 0}

olarak tanimlanir. Degme dagiliminin integral egrilerine Legendre egrisi denir [13].

3.2 Genellestirilmis Sasakian Uzay Formlarinda Legendre Egrileri ve

Biharmonik Olma Kosullari

Simdi, (MZ"”, f, f,, f3) bir genellestirilmis Sasakian uzay form ve

y: I — M oskilator mertebesi r olan bir Legendre egrisi olsun. (2.2) ve (3.4)

esitlikleri kullanilarak

V.V.T = —x/E, + k|E, + KK, E,,

V.V.V.T = -3xxkE + (Kl”— K - K‘lKZZ) E,

+(2xK, + KK ) E; + Ky, i,
R(T,V:T)T = —i f,E, -3k, £,9(0T, E,)oT + fixm(E,)S

elde edilir. Boylece, (3.1) esitliginden

7,(y) = ViV;:V;T-R(T,V,T)T
= -3xxE
+(K‘1"—K‘13 — KK+ K fl) E, (3.5)

+ 21k, + KKk, E; + K, K,E,
+3,1,9(0T E,)oT — fixin(E,)S

olarak hesaplanir. Burada {T =E,E,,..., Er} , ¥ egrisinin Frenet ¢at1 alanidir.
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m= min{r,4} olsun. (3.5) esitligi geregi, ¥ egrisinin has biharmonik
olmasi icin gerek ve yeter sart

(1) f,=0 veya ¢T LE, veya ¢T espan{E,,...,E,} olmas:; ve

(2) f,=0veya E, L & veya £ espan{E,,...,E,} olmasi; ve

(3) 9(r,(»),E)=0, Vi=1,..,m olmasidir.

Buradan, asagidaki ana teoremi verebiliriz:

Teorem 3.2.1: (M*™ 0,&,1,9) bir genellestirilmis Sasakian uzay form,
y .1 — M oskulator mertebesi r olan bir Legendre egrisi ve m = min{r,4} olsun.
Bu durumda, y egrisinin has biharmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sart [21]

(1) f,=0 veya ¢T LE, veya ¢T espan{E,,...,E,} olmas:; ve

(2) f,=0veya & L E, veya £ espan{E,,..,E,} olmasi; ve

(3) x,, = 0 yazilarak asagidaki denklemlerin ilk m tanesinin saglanmasidir:

K, = sabit >0,
ki +x; = f,+3f,[g(eT, Ez)]2 —f, [U(Ez)]z,
i, +31,0(0T, E,)9(0T, E;) — f.m(E,)n(E,) =0,

Kk, +3f,0(9T,E,)9(eT,E,) - f,n(E,)n(E,) =0.

Simdi, Teorem 3.2.1 i durumlara gore inceleyecegiz.

Durum1. f,=f; =0 olmas.

Eger f,=1f,=0 ise, bu durumda M?" sabit egrilikli bir Riemann

manifolddur. Bu uzaylardaki biharmonik Legendre egrileri [7] nolu kaynakta

calisilmistir. Su sonug verilmistir:
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Teorem 3.2.2: (M*™,0,&,17,9) bir genellestirilmis Sasakian uzay form,
7.1 = M oskulator mertebesi r olan bir Legendre egrisi ve f, = f, =0 olsun.
Bu durumda, y egrisinin has biharmonik olmasi igin gerek ve yeter sart f, >0 bir

sabit olmak Uzere ¥ nin

(1) x = \/?1 olan bir Legendre ¢gember olmasi; veya

(2) &7 +xZ = f, olan bir Legendre helis olmasidir.

Eger f, bir pozitif sabit degilse, boyle bir has biharmonik Legendre egrisi yoktur
[7].

Teorem 3.2.2 den gorildiigli iizere, sabit egrilikli Riemann uzayinda

oskilatér mertebesi r >3 olan bir has biharmonik Legendre egrisi elde edilemez.

Durum2. f,=0, f,#0 ve & L E, olmas.

Bu durumda, r(E,) =g(E,,&) =0 dir. Teorem 3.2.1 geregi

K, = sabit > 0,

K+ K7 = 1, (3.6)

! —
K, =0,

K,k =0

esitlikleri elde edilir. Boylece siradaki teoremi ifade edebiliriz:

Teorem 3.2.3: (M*™,0,&,1,9) bir genellestirilmis Sasakian uzay form,
7.1 > M oskulator mertebesi r olan bir Legendre egrisi, f,=0, f,#0 ve
& L E, olsun. Bu durumda, y egrisinin has biharmonik olmasi i¢in gerek ve yeter

sart f, >0 bir sabit olmak lizere y nin

(1) x = \/?1 olan bir Legendre ¢gember olmasi; veya

(2) 7+« = f, olan bir Legendre helis olmasidir.
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Eger f, bir pozitif sabit degilse, boyle bir has biharmonik Legendre egrisi yoktur
[21].

Ispat: Gereklilik: y egrisi has biharmonik olsun. Bu durumda (3.6) esitlikleri
gecerlidir. Bu esitlikler geregi r >3 olamaz. Eger r =2 ise, f, >0 bir sabit olmak
Uzere, y egrisi k;, = \/fT olan bir gcemberdir. Son olarak, r =3 ise, «, sifirdan farkli

bir sabittir. Boylece, f, >0 bir sabit olmak Uzere, y egrisi x7 +x. = f, olan bir

Legendre helistir.

Yeterlilik: y egrisi (1) veya (2) ile verilen egrilerden biri olsun. Buradan,
(3.6) esitliklerinin saglanacagr agiktir. O halde, Teorem 3.2.1 geregi y egrisi has

biharmoniktir. m

Durum3. f,=0, f,#0, éespan{E,,..,E} ve n(E,) #0 olmast.

i) m= min{r,4}:4, yani r>4 olsun. & e span {EZ,E3,E4} oldugundan

ortonormal ac¢ilim geregi
& =cosu,E, +sinu, cosu,E, +sinu, sinu,E, (3.7)

yazabiliriz. Burada, u,:1 -> R, & ve E, arasindaki ag1 fonksiyonu; u,: 1 - R ise

& vektor alanmm span {E3, E4} lizerine dik izdiisiimii ile E,; arasindaki ag1

fonksiyonudur. O halde, (3.7) esitliginden
n(E,) = cosu,,
n(E,) =sinu, cosu,, (3.8)
n(E,) =sinu, sinu,

dir.

ii) r=3 olsun. Bu durumda E, bulunmadigindan, ¢ e span {E, E;} tir.

Ortonormal agilim geregi
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&=cosy,E, +sinu,E, (3.9)

dir. Burada, u,: 1 > R, & ve E, arasindaki ac1 fonksiyonudur. (3.9) esitligini, (3.8)

esitliginde u, =0 alarak da elde edebiliriz.

iii) Son olarak, r =2 olsun. Bu durumda, &espan {E,}, yani &|E, dir.

Boylece
&=1=E, (3.10)

yazabiliriz. (3.10) esitligi, (3.7) esitliginde u, =0,7 ve u,=0 almarak da
bulunabilir.

Teorem 3.2.1 ile (3.7), (3.9) ve (3.10) esitliklerini kullanarak asagidaki

teoremi ifade edebiliriz:

Teorem 3.2.4: (M*™,0,&,1n,9) bir genellestirilmis Sasakian uzay form,
71— M oskilator mertebesi r olan bir Legendre egrisi, f,=0, f, =0,
n(E,)#0 Vefespan{Ez,..., Em} olsun. Eger r >4 ise, y egrisinin has biharmonik
olmasi icin gerek ve yeter sart

K, = sabit > 0,
Kkl +x5 = f,— f,cosuy,

Kk, — f,cosu, sinu, cosu, =0,
Kk, — f, cosu, sinu, sinu, =0

olmasidir. Eger r=3 ise, U, =0 alinarak yukaridaki denklemlerin ilk igii

saglanmalidir. Eger r=2 ise, u, =0,z alinarak yukaridaki denklemlerin ilk ikisi

saglanmalidir [21].
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(M 0, &,17,9) bir trans-Sasakian genellestirilmis Sasakian uzay formu ve
y I — M oskulatér mertebesi r olan bir Legendre egrisi olsun. y Legendre egrisi

oldugundan 7(T) =0 dir. (3.3) esitligi geregi
V. & =—apl + [T (3.11)
yazilabilir. (3.11) esitliginden
g(V;&T)=4 (3.12)

elde edilir. n(T) =0 ifadesi tirevlenerek (2.2) ve (3.12) esitlikleri kullanilirsa

xkn(E,)) =-p (3.13)
bulunur.

Sonug 3.2.5: (M*", 0,&,1,9) bir trans-Sasakian genellestirilmis Sasakian
uzay form, y:1 — M oskulator mertebesi r olan bir Legendre egrisi, f, =sabit,
f,=0, f, ve B sifirdan farkl sabitler, o =sabit, n(E,)#0, & espan {Ez,..., Em}
olsun. Bu durumda, y egrisinin has biharmonik olmasi igin gerek ve yeter sart ¥ nin
K, =+8>0, k,=ta=,f—f,—pB* egriliklerine sahip bir Legendre helis
olmasidir. Burada, ¢||E,, T ||E;, boyM =3 ve f —f,— g% bir pozitif sabit

olmak zorundadir [21].

Ispat: M bir trans-Sasakian genellestirilmis Sasakian manifold oldugundan,
(3.3) ve (2.2) esitliklerini kullanarak

Vn(E) =xn(E)+B=0, (3.14)
V.n(E,) = K,n(E;) —ag(eT, E,), (3.15)
V.n(E,) = —x,n(E,) +x;n(E,) —ag(eT, Ey),

V.n(E,) = —xn(E,) + x,n(Es) —ag(eT, E,)

yazabiliriz.
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Gereklilik: y egrisi has biharmonik olsun.
(1) Eger r =2 ise, Teorem 3.2.1 den,

K, = sabit >0,

Klz = fl_ f3 [77(Ez)]2

ve &espan{E,}, yani &| E, dir. Boylece 7(E,) = 1 elde ederiz. O halde, y egrisi
Kk, =/ f,—f; olan bir cemberdir. Burada, f,—f, >0 bir sabittir. £ ==£E, ifadesini

tirevlersek, « =0 ve x;, =xf buluruz. ¢ =0 oldugundan, M bir £ -Kenmotsu

genellestirilmis Sasakian uzay formdur. Onerme 3.1.4 geregi
f-f,+8°=0

dir. Bu, f,—f; >0 olmasiyla celisir.

(2) Eger r =3 ise, Teorem 3.2.1 geregi

K, = sabit >0, (3.16)
w2+l =T - G[nE)N], (3.17)
K, — fa1(E)n(E;) =0 (3.18)

ve & espan{Ez, E3} yazilabilir. (3.17) esitliginin tiirevinde (3.15) ve (3.18) ifadeleri

yerine yazilirsa
2i,m(E;) = ag(eT, E,) (3.19)

elde edilir. S sifirdan farkli bir sabit oldugundan, (3.14) geregi 7(E,) sabittir. O
halde, (3.15) esitliginden

K1(E;) = ag(eT,E,) (3.20)

21



dir. (3.19) ve (3.20) birlikte diisiiniildiigiinde, 77(E;) =0 bulunur. Boylece & || E, dir.

Sonug olarak, (3.14), (3.16), (3.17) ve (3.18) esitliklerinden, x, =+5>0,

Ji—f,=p°, &||E, ve @T | E, bulunur. Burada f,— f,— /° bir pozitif
sabittir. & #0 oldugundan, Onerme 3.1.1 geregi, boyM =3 tir.

K, =ta

(3) Eger r>4 ise, bu durumda boyM >5 tir. £ sifirdan farkli bir sabit
oldugundan, Onerme 3.1.1 geregi, @ =0 dir. Boylece M bir A -Kenmotsu
genellestirilmis Sasakian uzay form, /3 sifirdan farkl bir sabit ve boyM >5 elde

ettik. O halde Teorem 3.1.5 yardimiyla f, =0 celiskisine ulasiriz.

Yeterlilik: y egrisi, Teoremde ifade edilen kosullar1 saglayacak sekilde bir
Legendre helis olsun. Teorem 3.2.1 deki esitliklerin ilk tli¢ilinlin saglandig1 agiktir.

Yani, y egrisi has biharmoniktir.

Durum4. f, =0, f,=0 ve ¢T LE, olmast.

Bu durumda, g(¢T,E,) =0 dir. Teorem 3.2.1 yardimiyla asagidaki teoremi

elde ederiz:

Teorem 3.2.6: (MZ””,(p,f,n,g) bir genellestirilmis Sasakian uzay form,

y:1 — M oskilator mertebesi r olan bir Legendre egrisi, f, #0, f,=0 ve
T L E, olsun. Bu durumda, y egrisinin has biharmonik olmasi i¢in gerek ve yeter

sart f, >0 bir sabit olmak lizere y nin

1) « = \/Tl olan bir Legendre ¢ember olmasi; veya

(2) &7 +xZ = f, olan bir Legendre helis olmasidir.

Eger f, bir pozitif sabit degilse, boyle bir has biharmonik Legendre egrisi yoktur
[21].

Ispat: Teoremin ispat1, Teorem 3.2.3 iin ispatina benzer sekildedir. m
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Durum5. f,#0, f, =0, ¢T espan{E,,E;,E,} ve g(¢T,E,) #0 olmasi.
i) m=min{r,4} =4, yani r>4 olsun. ¢T espan{E, E;,E,} oldugundan
@T =cosm,E, +sin o, cos w,E, +sin o, sin w,E, (3.21)

yazabiliriz. Burada, @, : 1 >R ¢T ve E, arasindaki a¢1 fonksiyonu; @, :1 - R ise

@l nin {E3, E4} tizerine dik izdiisimi ile E; arasindaki ac1 fonksiyonudur. (3.21)

esitliginden
9(¢T E,) = cos @,
g(¢T,E;) =sin@, cosw,, (3.22)
g(eT,E,) =sinw, sin e,
dir.

ii) r=3 olsun. Bu durumda, E, bulunmadigindan, ¢T e span{E, E;} tir.

Bdylece
T =cosm,E, +sinm,E, (3.23)

elde ederiz. Burada, @, :1 >R, ¢T ve E, arasindaki a¢1 fonksiyonudur. (3.23)

esitligi, (3.21) esitliginde @, =0 yazilarak da bulunabilir.

i) Son olarak, r =2 olsun. O halde, ¢T espan{E,} oldugundan ¢T ||E,,

yani
ol =+E, (3.24)

dir. (3.24) esitligini, (3.21) de o, = 0,7 ve @, =0 alarak da hesaplayabiliriz.

Boylece, (3.21), (3.23) ve (3.24) esitlikleri yardimiyla asagidaki teoremi elde

ederiz:
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Teorem 3.2.7: (M*,0,&,1,9) bir genellestirilmis Sasakian uzay form,
71— M oskilator mertebesi r olan bir Legendre egrisi, f,=#0, f,=0,
ol espan{Ez, E,, E4} ve g(pT,E,)#0 olsun. Eger r>4 ise, y egrisinin has
biharmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sart

K, = sabit > 0,
k! +x; = f,+3f,cos’w,

K, +3f, cosw, sin w, cos m, =0,
K,k, +3f,cosw sinw, sinw, =0

olmasidir. Eger r=3 ise, @, =0 almarak yukaridaki denklemlerin ilk iigii
saglanmalidir. Eger r=2 ise, @, =0, 7 alinarak yukaridaki denklemlerin ilk ikisi

saglanmalidir [21].

Sonug 3.2.8: (M*™ ¢, & 17,9) baglantili bir trans-Sasakian genellestirilmis
Sasakian uzay form, y:1 — M oskilator mertebesi r olan bir Legendre egrisi,
f, =sabit, f, sifirdan farkli bir sabit, f, =0, @T espan{Ez,..., Em}, g(eT,E,)#0,
«a Ve f sabit olsun. Bu durumda, y egrisinin has biharmonik olmasi igin gerek ve
yeter sart >4 ve

K, = L~ savit >0,
n(E,)

Kzzx/g>0,

- -39(eT, Ez)g(¢Tv E4) >0

K )
’ Js

_ —BY(¢E, E)

K, = >0, (egerr>5ise)
) n(E,)9(eT,E,)

olmasidir. Burada,
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5= f,+36,[g(T E,)] -[n(ﬂEz)]z >0

bir sabit, g(¢T,E;)=0, =0, g(eT,E,)#0 ve g(eT,E,)=0 sabitler, =0 ve
n(E,) #0 dir [21].

Ispat: M Dir trans-Sasakian manifold oldugundan

V.ol = aé +k¢E,, (3.25)
V(0T Ey) = an(E,) + x,9(¢T, E,), (3.26)
V:9(eT, E;) = an(E;) + 5,9(9E,, E;)
(3.27)
—5,9(¢T, E;) +1,9(9T, E,),
V:9(eT,E,)) = an(E,) + 5,9(pE,, E,) - x30(¢T, E;)
esitlikleri kolayca hesaplanabilir.
Gereklilik: ¥ egrisi has biharmonik olsun.
(1) Eger r =2 ise, Teorem 3.2.1 den
K, = sabit >0, (3.28)
K= f,+31,[9(eT . E,)] (3.29)

ve ol espan{Ez}, yani ¢T || E, yazabiliriz. ¢T = *E, ifadesinin turevinde Frenet

denklemleri ve (3.25) esitligi kullanilirsa
aé +kpE, =FKT

elde edilir. O halde =0 bulunur. Ayrica, (3.14) esitliginden £ =0 buluruz.

Boylece M kosimplektik oldugundan, f, = f, tiir. Bu bir celiskidir.
(2) Eger r =3 ise, Teorem 3.2.1 geregi

K, = sabit > 0, (3.30)
ki +x; = f,+3f,[9(pT, Ez)]2 , (3.31)
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i, +31,0(0T, E,)g(pT, E;) =0 (3.32)

ve ¢T espan{E,, E,} tur. (3.31) ifadesinin tiirevini alip (3.26) ve (3.32) esitliklerini

kullanirsak

—2i5,0(¢T, ;) = an(E,) (3.33)
buluruz. ¢T espan{E,,E;} oldugundan
ol =9(eT,E,)E, +9(eT, E;)E, (3.34)

dir. Kolayca g(¢E,,E;) =0 buluruz. Simdi, (3.34) esitligini tiirevleyip, (2.2), (3.25),
(3.26) ve (3.27) esitliklerini kullanirsak

aé+x0E, =-xg(eT,E)T +an(E,)E, +an(E;)E, (3.35)

elde ederiz. o =0 varsayalim. (3.33) esitligi geregi g(¢T,E;)=0, yani ¢T =+E,
dir. O halde (3.27) esitliginden x, = 0 bulunur. Bu bir ¢eligkidir. Yani & #0 dir. Bu
durumda (3.35) esitligi & ile carpilirsa [1(E,)]" +[n(E,)]" =1 elde edilir. Bu da
&espan {E, E;} demektir. Yine (3.35) esitliginden ¢T =+E, buluruz. O halde
&==xE, tir. (3.14) esitligi geregi =0 buluruz. Sonugta, M baglantili bir
a-Sasakian genellestirilmis Sasakian uzay formdur. boyM >5 ise, Teorem 3.1.3
den f, = f, celiskisine ulasiriz. Eger boyM =3 ise, Teorem 3.1.6 geregi f, =0

celiskisi cikar.

(3) r >4 olsun. Bu durumda, Teorem 3.2.1 den

K, = sabit >0, (3.36)

k2 +x2=1,+3%,[9(eT,E)] . (3.37)

i, +31,9(0T, E,) (0T, E;) =0, (3.38)
K,ic, +3,9(¢T,E,)g(¢T,E,) =0 (3.39)

ve ¢T espan{E,,E;,E,} dir. (3.37) ifadesini tirevlersek, (3.26) ve (3.38) yardimiyla
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—215,9(9T, E;) = an(E,) (3.40)

yazabiliriz. g(¢T,E;)#0 oldugunu varsayalim. Bu durumda « = 0ve 7(E,) #0 dir.

boyM >5 oldugunundan S =0 elde ederiz. Bu, n(E,) # 0 olmasiyla ¢elisir. O halde
varsayimimiz yanhstir. g(@T,E;) =0 dir. Yani, ¢T € span {Ez, E4} tir.  (3.40)
esitliginden « =0 buluruz. (3.26) geregi, g(¢T,E,)=0 bir sabittir.

ol espan{Ez,Es,E4} oldugundan g(¢T,E,) de sifirdan farkli bir sabittir. (3.14),

(3.36), (3.37), (3.38) ve (3.39) esitliklerini kullanarak Teoremdeki esitlikleri elde
ederiz. Eger r>5 ise, g(eT,E;)=0 ifadesinin turevini ve (3.25) esitligini

kullanarak

o = -B9(pE,, E;)
Y n(E)g(eT,E,)

buluruz.

Yeterlilik: y egrisi, Teoremde verilen esitlikleri saglayan bir Legendre egrisi
olsun. Teorem 3.2.1 in saglandig1, yani, 7,(y) =0 oldugu kolayca gosterilebilir. O

halde y has biharmoniktir. m

Durum6. f, 20, f,#0, T LE, ve { L E, olmas1.

Bu durumda, g(¢T,E,)=0 ve 7(E,)=0 dir. Teorem 3.2.1 kullanilarak,

asagidaki teorem ifade edilebilir:

Teorem 3.2.9: (M*",¢p,&,717,9) bir genellestirilmis Sasakian uzay form,

7.1 > M oskulatér mertebesi r olan bir Legendre egrisi, f, #0, f,#0,
ol LE, ve & L E, olsun. y egrisinin has biharmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sart

f, >0 bir sabit olmak Gizere y nin
(1) x = \/Tl olan bir Legendre ¢ember olmasi; veya

(2) 7+« = f, olan bir Legendre helis olmasidir.
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Eger f, bir pozitif sabit degilse, boyle bir has biharmonik Legendre egrisi yoktur
[21].

Ispat: Teoremin ispat1, Teorem 3.2.3 {in ispat1 gibi yapilir. m

Durum 7. f,#0, f,#0, ¢T LE, &espan{E,..E,} ve n(E,)=0

olmasi.

Bu durumda, g(eT,E,)=0 dir. Teorem 3.2.1 ile birlikte (3.7) ve (3.8)

esitliklerini kullanarak asagidaki teoremi verebiliriz:

Teorem 3.2.10: (M*",¢p,&,17,9) bir genellestirilmis Sasakian uzay form,

71— M oskilator mertebesi r olan bir Legendre egrisi, f, #0, f,=0,

T LE,, §espan{E2,...,Em} ve 77(E,)#0olsun. Eger r>4 ise, y egrisinin has

biharmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sart

K, = sabit > 0,

2 2 _
K +k, = f,— f,cosu,, (3.41)
K, — f, cosu, sinu, cosu, =0, '

K,k, — fycosu, sinu; sinu, =0

olmasidir. Eger r=3 ise, U, =0 alinarak yukaridaki denklemlerin ilk igii

saglanmalidir. Eger r=2 ise, U, = 0,7 alinarak yukaridaki denklemlerin ilk ikisi

saglanmalidir [21].

Sonug 3.2.11: (M*"™,¢,&,1,9) bir trans-Sasakian genellestirilmis Sasakian
uzay form, y:1 - M oskulator mertebesi r olan bir Legendre egrisi, f, =sabit,
f, ve f, sifirdan farkli sabitler, o ve [ sabit, T LE,, &e span {Ez,...,Em} ,

n(E,) #0 olsun. Bu durumda, y egrisinin has biharmonik olmasi i¢in gerek ve yeter

sart ¥ nin

__=p

K, = = sabit > 0,
n(E,)
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K, = Js >0,
— f3’7(Ez)77(E4) - Sabit > 0

K, —
’ Js

esitliklerini saglayan 4. mertebeden bir helis olmasidir. Burada

o=1f -1 [U(Ez)]z _[770’85—)]2

bir pozitif sabit, 7(E,) =0 ve o =0 dur.

Ispat: Sonug 3.2.5 in ispatina benzer sekildedir. m

Durum 8. f,#0, f,#0, ¢T espan{E,,...E,}, g(¢T,E,)#0 ve & LE,

olmasi.

Bu durumda 7(E,) =0 dir. Ayrica, (3.21) ve (3.22) esitlikleri gegerlidir.

Boylece asagidaki teoremi elde ederiz:

Teorem 3.2.12: (M*" 0, &,17,9) bir genellestirilmis Sasakian uzay form,
71— M oskilator mertebesi r olan bir Legendre egrisi, f, #0, f,=0,
ol espan{Ez,..., Em} , 9(T,E,)#0 ve& L E,olsun. Eger r >4 ise, y egrisinin has

biharmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sart

K, = sabit > 0,

2 2 _
K +k, = T, +3f,cos’w, (3.42)
K, +3f,cosw, sinw, cosw, =0, '

K,k; +3f,cosm sinw sinw, =0

olmasidir. Eger r=3 ise, @, =0 almarak yukaridaki denklemlerin ilk iigii

saglanmalidir. Eger r=2 ise, o, =0,z alinarak yukaridaki denklemlerin ilk ikisi

saglanmalidir [21].
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Sonug 3.2.13: (M*™ 0, &,n,9) bir trans-Sasakian genellestirilmis Sasakian

uzay form, y:1 — M oskulator mertebesi r olan bir Legendre egrisi, f, = sabit,
f, ve f, sifirdan farkli sabitler, o ve [ sabit, @I espan{Ez,...,Em},

g(eT,E,)#0 ve & L E,olsun. Bu durumda, y egrisinin has biharmonik olmasi igin

gerek ve yeter sart ¥ nin asagidakilerden biri olmasidir [21]:

(1) a=p=0, @T|E, ve f +3f, bir pozitif sabit olmak Uzere
K, = m egriligine sahip bir gember; veya

(2) a#0 sabit, f +3f,—a®>0 sabit, =0, ¢T||E, ve &| E, olmak
lizere x, =+ f,+3f,—a®, x, = a > 0 egriliklerine sahip bir helis; veya

(3) 9(eT,E;)=0, 9g(pT,E,)#0 ve g(pT,E,)#0 sabit, §>0 ve
f,+3f,[a(eT, Ez)]2 — 5% >0 birer sabit olmak zere

=5>0,

K, = f,+31,[g(gT E,)] -6° >0,
LT ENWTE)
\/f+3f [9(eT,E,)] -

K4:M>O, (eger r >3 ise)

9(eT,E,)

esitliklerini saglayan oskiilator mertebesi r >4 olan bir Frenet egrisi.

Ispat: Sonug 3.2.8 in ispatina benzer sekilde ispatlanir. m

Durum 9. f,#0,  f,#0, ¢Tespan{E,...E,},  g(¢T,E,)=0,

§espan{E2,...,Em} ve n(E,) # 0 olmast.

Bu durumda, Teorem 3.2.1 ile (3.7), (3.8), (3.21) ve (3.22) esitlikleri

yardimuiyla siradaki teorem verebiliriz:
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Teorem 3.2.14: (M*"™,0,&,17,9) bir genellestirilmis Sasakian uzay form,
7.1 > M oskulatér mertebesi r olan bir Legendre egrisi, f, #0, f,#0,
oT espan{Ez,...,Em}, g(eT,E,)#0, fespan{Ez,...,Em} ve n(E,) #0 olsun. Eger

r>4 ise, y egrisinin has biharmonik olmasi igin gerek ve yeter sart

K, = sabit > 0,
x} +x; = f,+3f,cos’w, — f,cos,,
K, +3f, cos, sinw, cosw, — f, cosu, sinu, cosu, =0,
Kk, + 3, cos e, sin @, sin w, — f, cosu, sinu, sinu, =0

olmasidir. Eger r=3 ise, @, =0 almarak yukaridaki denklemlerin ilk iigii

saglanmalidir. Eger r=2 ise, @, =0,z alinarak yukaridaki denklemlerin ilk ikisi

saglanmalidir [21].

Sonug 3.2.15: (M*"™,¢,&,1,9) bir trans-Sasakian genellestirilmis Sasakian

uzay form, y:l —> M oskulator mertebesi r>4 olan bir Legendre egrisi,
f, =sabit, f, ve f, sifirdan farkli sabitler, T espan{Ez,E3,E4}, g(eT,E,)#0,

¢espan{E,,E,,E,} ve n(E,)=0 olsun. O halde, y egrisinin has biharmonik

olmasi icin gerek ve yeter sart

(1) A#0 ve u#0 olmak lzere
K‘1: _'B
n(E,)
A
Ky =2 =5 =~ [uds >0,
2p

— 2/‘{ f.n(E,)n(E,)-3f,9(pT, E,)g(eT, E4)} >

3 A

=sabit > 0,

0

olmast; veya

(2) & bir pozitif sabit, 4 = ¢ =0 olmak lzere
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__=p

K = =sabit >0,
U(Ez)
K, =6 >0,
K = f377(E2)77(E4) _3fzg((ﬂT' Ez)Q(?’Ta E4) >0
3
NG
olmasidir. Burada
A=(3 fz + f3)ag(¢)T, Ez)n(Ez)v (3.43)
u = fn(E)n(E;)—-31,9(0T,E,)g (T, Ey) (3.44)
ve
_ 2 2 S
o= f1+3f2[g(§0T’E2)] - fs[U(Ez)] T (3.45)
[U(Ez)]
dir [21].
Ispat: Gereklilik: Teorem 3.2.1 den
K, = sabit > 0,
k2 + 2= 1,4+35,[9(0T,E)] - f,[n(E)], (3.46)
i, +31,9(0T, E,) 9 (T, Es) - fm(E,)n(E,) =0, (3.47)
Kok, +31,9(0T, E,) (0T, E,) - fin(E,)n(E,) =0 (3.48)

yazabiliriz. n(T)=0 ifadesini tlrevler ve (2.2) esitliklerini kullanirsak

x71(E,) = =4, yani

_-p
n(E,)

K

buluruz. (3.46) esitliginin tiirevini alirsak

K, = 31,9(pT , E,)V.9(eT, E,) - f,n7(E,)V n(E,) (3.49)
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elde ederiz. M bir trans-Sasakian manifold oldugundan, (3.15), (3.26) ve (3.47)
esitliklerini (3.49) da yerine yazarsak

2K, =A (3.50)
yazabiliriz. Burada 4 ve u, sirasiyla (3.43) ve (3.44) esitliklerindeki gibidir.

Eger 10 ve p#0 ise, (3.50) esitligi geregi «, = zi;eo bulunur. x; ise
7,
(3.48) esitliginden hesaplanir.

Eger 1 =0 ise, (3.50) geregi A =0 dir. Ayrica, (3.47) den k, bir sabittir.

Boylece, (3.46) esitligini kullanarak KZZx/g yazabiliriz. Burada o, (3.45)

esitligindeki gibidir. (3.48) esitliginden de x; U elde ederiz.

Yeterlilik: y egrisi Teoremde verilen (1) veya (2) kosullarin1 sagliyor olsun.
O halde, Teorem 3.2.1 deki esitliklerin saglandig1 gosterilebilir. Yani y egrisi has

biharmoniktir. m

3.3 Durumlarin Bazi1 Uzay Formlara Uygulanmasi

(M?™,0,&,m,9) bir Sasakian uzay form olsun. Boylece a =1, f=0,

flz%?’, f,= fgch_l dir. Bu durumda (3.13) esitligi, x7(E,)=0 haline

doniisiir. Yani 77(E,) =0 dir. O halde, tiim olasi durumlar; Durum 1, Durum 6 ve

Durum 8 dir.

Durum 1 ve Durum 6 i¢in, agsagidaki teoremi ifade edebiliriz:

Teorem 3.3.1: (M*,p,&,17,9) bir Sasakian uzay form, y:1 =M bir
Legendre egrisi, c=1 veya ¢l LE, olsun. Bu durumda, y egrisinin has
biharmonik olmasi igin gerek ve yeter sart ¢ > -3 olmak lizere ¥ nin

(1) «, = %\/ c+3 egriligine sahip bir gember; veya
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(2) 7 +x; = % esitligini saglayan bir helis olmasidir.

Eger ¢ <-3 ise, boyle bir has biharmonik Legendre egrisi yoktur [9].

Ornek 3.3.2: S’(1) c E® Sasakian uzay formunu ele alalm. E® = (R8,< : >)

uzayindaki denklemi

1

7/(8):\/5

1

NG

1

sin(v/2s)e, + 7% e,

Cos(\/zs)el +

olan y:1 > S’(1) egrisi, {ei,Jej} birbirine dik sabit birim vektorler olmak Uzere

k, = C =1 egriligine sahip bir has biharmonik Legendre ¢emberdir. Burada,

0 |
J:{ 5},§=—JX, n(Y)=9(Y.%),

-1,
oY =Y —n(Y)x, xeS'@M), Y e £(S' )
ve g, E® den indirgenen metrik tensordiir [9].

Durum 8 i¢in agsagidaki teoremi verebiliriz:

Teorem 3.3.3: (M*™",0,&,1,9) bir Sasakian uzay form, y:1 =M bir
Legendre egrisi, c =1, ¢T espan{E,,...E,}, g(¢T,E,) #0 olsun. Bu durumda, y

egrisinin has biharmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sart ¥ nin

(1) c>1, T ||E, ve & E; olmak lzere x; =vC-1 ve x, =1 egriliklerine
sahip bir helis; veya
(2) 9(pT,E;)=0, g(eT,E,)=0 ve g(eT,E,)=0 birer sabit, §>0 ve

c+3+3(c—1)[g(eT, EZ)]2 —45% >0 birer sabit olmak uizere

K =0,

X, :%\/C+3+3(C—1)[g(goT, E,)[f 457,
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o - DO ENIGTE) o
2\Jc+3+3(c-1)[g(eT, E,) —45°

= 59((PE2’ Es)
4
g(eT,E,)

esitliklerini saglayan, oskiilator mertebesi I >4 olan bir Frenet egrisi olmasidir [9].

>0 (eger r > 5 ise)

Ispat: Sonug 3.2.13 te @ =1, =0, fl:(:%‘rg, f, =1, :CT_l yazilirsa,

ispat agiktir. m

Uyart: k, sabit olmak zorunda degildir. Bu sebeple, boyM >5 olan Sasakian

uzay formlarda helis olmayan has biharmonik egriler de vardir.

Simdi, (M*"*,¢,&,1,9) bir Kenmotsu uzay form olsun. O halde « =0,

p=1, fl:%, f,= fgchJrl tir. Bu durumda, Teorem 3.1.5 ve 3.1.6

1 . .
yardimiyla, f, :%:0 bulunur. Yani ¢=-1 dir. Bu durumda sadece Durum 1

gecerlidir.

Teorem 3.3.4: Bir Kenmotsu uzay formda has biharmonik Legendre egrisi
yoktur [21].

Ispat: (M*"™,0,&,1,9) bir Kenmotsu uzay form olsun. ¢ = -1 oldugundan,
f, :%: —1<0 bulunur. Teorem 3.2.2 geregi, M de has biharmonik Legendre

egrisi yoktur. m

(M>* 0,&,1,9) bir kosimplektik uzay form olsun. Bu durumda a = =0,
f,= f,=1, :% tir. (3.13) esitliginden £ L E, bulunur. O halde, kosimplektik
uzay form icin tim olas1 durumlar; Durum 1, Durum 6 ve Durum 8 dir. Durum 1 i¢in

f,=f,=f,=—=0 oldugundan, f, >0 olmasiyla geligir. Durum 6 igin asagidaki

MNlO

teoremi verebiliriz:
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Teorem 3.3.5: (M*"™,p,&,1,9) bir kosimplektik uzay form,, ¥ :1 — M bir

Legendre egrisi, c=0 ve T LE, olsun. Bu durumda, y egrisinin has biharmonik

olmasi i¢in gerek ve yeter sart ¢ >0 olmak Uzere y nin x, = 7(: egriligine sahip bir
C e . . .
cember veya &} + k. = 2 esitligini saglayan bir helis olmasidir [21].

Durum 8 i¢in agagidaki teorem elde edilir:

Teorem 3.3.6: (M*",p,&,1,9) bir kosimplektik uzay form, , y:1 — M bir
Legendre egrisi, c =0, ¢T espan{E,,E;,E,} ve g(¢T,E,)#0 olsun. Bu durumda,

y egrisinin has biharmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sart  egrisinin

(1) c>0 ve ¢T | E, olmak uzere, Iq:\/g egriligine sahip bir ¢ember

olmasi; veya

(2) 9(pT,E;)=0, g(eT,E,)=0 ve g(eT,E,)=0 birer sabit, §>0 ve

c+3c[g(eT, E2)]2 —45% >0 birer sabit olmak lizere

K, =0>0,

K, :%\/c+3c[g(¢T, E,)]" -46° >0,

- -3cg(eT,E,)g(eT,E,) >0
3 ]
2\Jc+3c[g (4T, E,)[ - 45

K, = 999k, E) (eger r > 5 ise)

g9(eT,E,)

esitliklerini saglayan r >4 olan bir Frenet egrisi olmasidir [21].

Ispat: Sonug 3.2.13 te a=4=0, f = f,=f, =— yazlirsa ispat kolayca

<
4

tamamlanir. |
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Ornek 3.3.7: (N,J,G) bir Kahler manifoldu olsun. M =N xR ¢arpim
manifoldu Gzerinde

X =JIX, X € y(N), go(aijzo,
S

5:2, n=ds, g=ds®ds+G
0s

esitlikleri ile (gp, &én, g) hemen hemen degme metrik yapisi tanimlanabilir. Bdylece
(M,p,&,1,9) bir kosimplektik manifolddur [22]. Eger (N,J,G) manifoldunun
holomorfik kesitsel egriligi sabit bir 4 reel sayisina esitse, (M, ¢,&,77,9) manifoldu
da sabit c = u ¢@-kesitsel egriligine sahiptir [23]. (N,G) ve (M, g) manifoldlarinin
Levi-Civita koneksiyonlar1 swasiyla V ve V ile gosterilsin. Bu durumda
v,Y =VxY dir [23]. N manifoldunda yatan her egri, M nin bir Legendre egrisidir.
Ayrica, V,Y =VxY oldugundan N nin biharmonik egrileri, M kosimplektik uzay
formunun da biharmonik egrileridir. N =CP" secelim. O halde, (M,¢,&,7,9)
manifoldu ¢ =4 ¢-kesitsel egriligine sahip bir kosimplektik uzay formdur. CP" nin

biharmonik egrileri, [24] nolu kaynakta ¢alisilmistir. Bu kaynagin besinci boliimiinde

verilen egri ornekleri, (M,¢,&,7,9) kosimplektik uzay formunda biharmonik

Legendre egrileridir.
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4. S-UZAY FORMLARDA SLANT EGRILER

Bu bolimde S-uzay formlar tanitilacak ve S-uzay formlarda slant egrilerin

biharmonik olma kosullar1 incelenecektir.

4.1  S-Uzay Formlar

(M?™ 0, & n”,9), (2m+s)-boyutlu canli metrik manifold [12] ve
Uzerindeki bir catili metrik yapr (¢,&,,n%,9), 0!6{1,...,8} sOyle tanimlanir: ¢,
ranki 2m olan bir @ -yap: tamimlayan (1,1)-tensor alani; &, ..., &, birer vektdr alan;

771,...,77S birer 1-form ve g, M iizerinde bir Riemannian metrigi olmak tizere her

X,Y € x(M) ve a,fe{l,..,s} igin

P =Y 8, 1°E) =5, 9(6)=0, nep=0, @)
9(PX. ) = 90XY) = (X7 (V) @2
dr (V)= g00aY) = ~dn" (V. X), 700 =9(X.8)  (@43)

esitlikleri saglaniyorsa (M*™° @, & ,n”,g) Ye ¢anli @ -manifold [25] veya hemen
hemen r -kontakt metrik manifold [26] denir. Eger ¢ nin Nijenhuis tensori her
ae{l,...,s} icin  -2dn* ®¢&, ye esitse, o zaman (@,&,,7%,9) Ye S-yapt ve
(M?™* p,& ,n%,9) ye S-manifold denir [27]. Eger S =1 ise, catili metrik yap1 bir

hemen hemen kontakt metrik yapiya doniisiir ve bir S-yap1 ise Sasakian yapi olur. Bir

S-yapi1 asagidaki esitlikleri saglar [27]:

(V20)Y = XX, oN)e, +1° ()X . @4
Vé =—-p, ae {1,...,8}. (4.5)
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M sabit @ -kesitsel egrilikli bir S-manifold olmak Uzere, M nin Riemann

egrilik tensort, her X,Y,Z € y(M) igin

R(X,Y)Z = {n“ (X’ @)Y —n* (V)" (2)¢* X
a.p

~9(0X,0Z)n" (Y)E, + (oY, 0Z)n" (X)&, }

(4.6)
cr98 {~9(pY,02)0" X +9(pX,0Z)p™ |

+

+%S{g(x,(p2)(pY —9(Y,9Z)pX +29(X, Y )pZ}

bicimindedir. Bdyle bir S-manifolda S-uzay form denir ve M(c) ile gosterilir. s=1

oldugunda, bir S-uzay form Sasakian uzay forma doniisiir [13].

Eger her X teget vektoru icin 7“(X)=0, «a=1..s oluyorsa,
S-manifoldun  altmanifolduna  integral  altmanifold denir [28]. Bir

(M?™* 0, & 7%, g) S-uzay formunun 1-boyutlu integral altmanifolduna M nin bir
s-Legendre egrisi adi verilir. Baska bir deyisle, T Lspan{&,¢,,....&} oluyorsa
y: 1 —> M egrisine M nin bir s-Legendre egrisi denir [29]. Burada T, y nin teget
vektor alanidir. Daha genel olarak, her o =1,...,s i¢in 7“(T) = cos@ olacak sekilde
sabit bir @ acis1 varsa, y egrisi slant egri olarak adlandirilir. Buradaki € agisina, y
egrisinin degme agist denir. Her s-Legendre egrisi, degme agisi % olan bir slant egri

olarak diisiintilebilir.

S-manifoldlarda slant egriler i¢in ilk olarak asagidaki 6nermeyi verebiliriz:
Onerme 4.1.1: M =(M?*™°,¢,& ,n%,g) bir S-manifold olsun. M deki
geodezik olmayan bir slant egrinin degme agist 9 ise,

_—1<c056’<i
Js Js

dir.

Ispat: y:1 5> M =(M?>"",¢p,& ,7°,9) geodezik olmayan birim hizli bir

slant egri ve y nin degme agis1 @ olsun. O halde, (4.2) esitliginden
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9T ¢T) = 9T, 1) =Y [ (M) ]

=1-5sc0s’ @

(4.7)

elde edilir. y geodezik olmadigindan, @T # 0 dir. Bu durumda,
9(eT,pT)=1-scos*6 >0

bulunur. Boylece istenilen sonug elde edilir. m

[8] ve [9] nolu kaynaklarda, D. Fetcu ve C. Oniciuc, Sasakian uzay formlarda
biharmonik Legendre egrileri ¢alismistir. Onlarin c¢aligmasinin bir genellemesi
olarak, biz de S-uzay formlarda biharmonik s-Legendre egrilerini [29] nolu kaynakta
incelemistik. Bu boliimde ise, S-uzay formlarda slant egrilerin biharmonik olma

kosullarini elde edecegiz.

4.2  S-Uzay Formlarda Biharmonik Slant Egriler

(M2™ 0,& ,n%,g) bir S-uzay form ve y:1 — M oskilatdor mertebesi r

olan bir slant egrisi olsun. Her o € {1, S} icin
n“(T)=cosd (4.8)
ifadesini trevlersek,
n“(E,) =0, ae{l,..,s} (4.9)

elde ederiz. Boylece (2.2), (4.1), (4.2), (4.3), (4.6), (4.7), (4.8) ve (4.9) esitliklerini
kullanarak

V,.V.T = —«E, + x]E, + ki, E,,

V.V.V.T = -3kkE + (/(1"— K — K K7 ) E,

! !
+(2K1K, + KKy ) Ey + ki, i, B,
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c

R(T,V,T)T =—x, [szcosze + 238 (1- scosze)} E, -3k, (c ; s) g(eT,E,)eT

buluruz. O halde

n,(r)= V,V;V.T-R(T,V,T)T
= -3kKE

c

+ (K’l"— K, — KK + K, [SZ cos® 6+ %;135 (1-scos’ Q)D E, (4.10)
+ 21k, + K,K,) E; + KK,k

(C;S) 9(eT,E,)eT

+ 3K,
dir.

k= min{r,4} olsun. (4.10) esitliginden, y egrisinin has biharmonik olmasi

icin gerek ve yeter sart x; >0 ve
(1) c=s veya ¢T LE, veya ¢T espan{E,,...,E,} olmasi; ve
(2) Her A =1,...,k icin g(z,(»),E,) =0 olmasidur.

Bdylece su ana teoremi verebiliriz.

Teorem 4.2.1: (M*™*,0,& ,n*,g) bir S-uzay form, y:1 —M oskilator
mertebesi r olan bir slant egri, & €{1,...,s} ve k =min{r,4} olsun. Bu durumda,

y egrisinin has biharmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sart
(1) c=s veya ¢T LE, veya ¢T € Span{Ez,..., Ek} olmasi; ve
(2) x, =0 yazilarak asagidaki esitliklerin ilk k tanesinin saglanmasidir:

K, = sabit >0,
k7 + K7 = s cos’ 6?+C+f435(l—scos2 9)+@[g(qﬁ, Ez)]2 :

, 3(c-59)
4

K, +

9(eT,E,))g(eT,E;) =0,
3(c-59)
4

KoKy + 9(eT,E,)9(eT,E,) =0.
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Simdi, Teorem 4.2.1 i daha agik bir sekilde, dort farkli durumda inceleyecegiz.

Durum 1. ¢ =s olmasi.

Bu durumda, y egrisinin has biharmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sart

K, = sabit >0,
2 2
K t+kKk, =S8,

411
K, = sabit, (4-11)

Kk, =0

olmasidir. Bu esitlikleri kullanarak asagidaki teoremi elde ederiz:

Teorem 4.2.2: (M*™*,9,&,,7,9), a €{l,...,s} bir S-uzay form, y:1 > M
oskilator mertebesi r olan geodezik olmayan bir slant egri ve c=s olsun. y
egrisinin has biharmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sart x, = Js egriligine sahip bir
cember veya &7+« = s esitligini saglayan bir helis olmasidir. Ozel olarak, eger y

bir s-Legendre egrisi ise 2m+s > 3 tir.

Ispat: Gereklilik: y:1 — M egrisi has biharmonik olsun. O halde, (4.11)
esitliklerinden, x, =0 veya x, =0 dir. Eger «, =0 ise, x =s =sabit oldugundan
y egrisi k; =+/s olan bir gemberdir. Eger x, =0 ise, bu durumda x; =0 dir ve »

egrisi k7 +x. =s esitligini saglayan bir helistir.

Yeterlilik: y egrisi, teoremde verilen egrilerden biri olsun. O halde, (4.11)

esitlikleri saglandigindan, y has biharmonik egridir.

Eger 2m+s =3 ise, m=s=1 olacagindan M bir 3-boyutlu Sasakian uzay

form olur. 3-boyutlu Sasakian manifoldlardaki bir Legendre egrisinin torsiyonu 1

oldugundan [30], x; >0 ve x, =1 yazabiliriz. Bu, & +x7 =s =1 olmasiyla gelisir.

O halde, y nin s-Legendre olmasi durumunda (2m+s) >3 tir. m
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Ozel olarak, Teorem 4.2.2 de 0:% secilirse, s-Legendre egrileri igin, [29]

nolu kaynaktaki Teorem 3.2 elde edilir.

Durum 2. C#S ve ¢l L E, olmasu.

Bu durumda, g(¢T,E,) =0 dir. Teorem 4.2.1 den

K, = sabit > 0,

c+3s

K} + K7 =5’ cos’0 + (1-scos’6),

(4.12)
K, = sabit,

Kk, =0

yazabiliriz. Oncelikle asagidaki onermeyi verelim:

Onerme 4.2.3: (M*™,p,& ,n”,g) bir S-uzay form, y:1 - M oskilator
mertebesi 3 olan bir slant egri, ae{l,..,s} ve ¢T LE, olsun. O halde
{T = El,EZ,E3,(pT,VT¢)T,§l,...,§S} kiimesi y egrisinin her noktasinda lineer

bagimsizdir. Bu sebeple m>3 tur.

Ispat: ¥ egrisi oskiilator mertebesi 3 olan bir Frenet egrisi oldugundan

E, = /=T,
V.E = kE,, (4.13)
V.E, = -xE +xFE;, '
V.:E, = -k,E,

yazabiliriz. S, ={T =E,,E, E,, ¢T,V;T,¢,...&} sistemi sifirdan farkli vektor
alanlarindan olusur. (4.1), (4.2), (4.3), (4.4), (4.7) ve (4.8) esitliklerinden

Vi@l =—scosdT + > &, +x,0E, (4.14)

a=1

buluruz. (4.9), (4.13) ve (4.14) esitlikleri geregi
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E,LT,E, LE, E, LgT,

E, LV.gT, E, L

a!

aell,.,s}

dir. Bu nedenle, S, sisteminin lineer bagimsiz olmasi igin gerek ve yeter sart
S, ={T,E;,¢T, V10T ,¢&,....&} sisteminin lineer bagimsiz olmasidir. Hipotezden
E, Lol dir. O halde g(¢T,E,)=0 ifadesini turevlersek, g(¢T,E;)=0 buluruz.
Ayrica, (4.7) esitliginin tiirevinden, ¢T LV T dir. (4.1) ve (4.3) esitlikleri geregi,
ol LT ve ol L&, a=1,..,s cikar. BOylece S, sisteminin lineer bagimsiz olmasi
icin gerek ve yeter sart S, :{T,Es,VTgoT,fl,...,gs} sisteminin lineer bagimsiz
olmasidir. (4.13) denklemlerinden T L E, oldugu aciktir. (4.14) esitligini T ile

carparsak, T LV ¢T elde ederiz. T e span{¢,...,&} oldugunu varsayalim. O halde

T =cos HZS: g,
a=1

yazilabilir. Bu ifadenin tlirevini alirsak
K, E, =—scosOpT

bulunur. Bu bir ¢eliskidir. Ciinkii hipotezden T L E, dir. Bu durumda, varsayim
yanlistir. Yani T ¢ span{¢,,...,&} dir. O halde S, sisteminin lineer bagimsiz olmasi,
S, ={E,,V;¢T,&,...&} sisteminin lineer bagimsiz olmasina denktir. Eger

9(@T,E;) =0 ifadesini tirevlersek, E, LV ¢T elde ederiz. E,espan{¢,...&}

oldugunu varsayalim. O halde
E3 = Zna (E3)§a
a=1

yazabiliriz. Bu ifadeyi tlirevlersek

S

—,E, = > (Ve [ () | &, —n" (E)gT |

a=1
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buluruz. Bu son esitligi E, ile carparsak, x, =0 celigkisi ¢ikar. Bu durumda
varsayim yanlistir. Yani E, ¢span{&,...&} dir. Boylece S, kiimesinin lineer
bagimsiz olmas: igin gerek ve yeter sart S, :{VT¢T,§1,...,§S} kilimesinin lineer
bagimsiz olmasidir. k; #0 ve her o €{l1,...,s} icin @E, L&, oldugundan, (4.14)
esitligi geregi, V,¢T ¢span{¢,,... &} dir. Boylece S, lineer bagimsizdir. Sonug
olarak, {T =E,E, E;,¢T, V10T ,&,....&}  lineer  bagmsiz  oldugundan,

boyM =2m+s>s+5 olur. Yani m>3 tir. m
Artik siradaki teoremi ifade edebiliriz:

Teorem 4.24: (M*™*,¢9,&,n%,9) , ae{l,..s} bir Suzay form,

y:I =M bir slant egri, C#S ve @I LE, olsun. y egrisinin has biharmonik

olmasi icin gerek ve yeter sart

(1) m>2, y nin x;, = %\/C +3s—(c—5)scos’@ egriligine sahip bir cember

olmasi, ¢ >-3s+(c—s)scos’d ve {T = E,,E,,¢T,V 0T ,¢&,....&} kimesinin lineer

bagimsiz olmasi; veya

1
(2) m>3, y nn & +x; :Z[C+3S—(C—S)SC0529] esitligini saglayan bir
helis  olmasi, c>-3s+(c—s)scos’d ve {T=E,E,E,¢T, V.ol &,... )

kiimesinin lineer bagimsiz olmasidir.

Ispat: Onerme 4.2.3 ve (4.12) esitlikleri birlikte diisiiniildiigiinde ispat

kolayca tamamlanir. ®

Ozel olarak, degme agisini % alarak, s-Legendre egrileri i¢in asagidaki
sonucu verebiliriz:

Sonug 4.25: (M®™* ¢, & 1%, g) bir S-uzay form, y:1—>M oskilator
mertebesi r olan bir s-Legendre egrisi, o €{1,...,s}, C#$ ve ¢T LE, olsun. Bu

durumda, y egrisinin has biharmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sart [29]
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(1) m>2 ve ¢ >-3s olmak Uzere, y nin x; :% c+3s egriligine sahip bir

cember ve {T = E,,E,,¢T, V19T ,&,....&} kiimesinin lineer bagimsiz olmasi; veya

N Cc+3s
(2) m>3 ve ¢ >-3s olmak Uzere, y nin & + &, =

esitligini saglayan
bir helis ve {T = E,,E,, E;,¢T,V;¢T,&,...,&,} kiimesinin lineer bagimsiz olmasidir,

Eger ¢ <-3s ise, y egrisinin biharmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sart bir

geodezik olmasidir.

Durum 3. C#S ve ¢T || E, olmas.

Bu durumda,

@T = +1-sc0s’0E,, g(¢T,E,) = ++/1-scos’a,

9(¢T,E;) =0, 9g(eT,E,)=0
dir. Teorem 4.2.1 deki esitlikler
Kk, = sabit >0,

K} + K5 = Cc—scos’d(c—s),

4.15
K, = sabit, (4.15)

Kk, =0
haline doniisiir. ¢T =~/1—scos’@E, secebiliriz. Her iki tarafa ¢ uygulanirsa

V1-5c0s’0pE, = T =T + > n“(T)&, =T +c0s6 Y &,
a=1 a=1

bulunur. T =+/1-scos’0E, ifadesinin tiirevi almir ve Frenet denklemleri

kullanilirsa
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> -1 cosé °
V.ol =-=scosdl + > & +k, T+ fa}
! ; 1{\/1—300526? J1-scos?d =

=V1-scos’d(-x,T +x,E,)

yazilabilir. Boylece

[1+%0392J(—s cos gT +Z§aj = x,\/1- scos’0E, (4.16)
1-scos“d

a=1

sonucuna ulagilir.

Ozel olarak, [29] nolu kaynaktan, ¢T || E, &zelligine sahip bir s-Legendre

egrisi i¢in,

K, = ié:a :JE,
E, = 24
n“(E;) = i,ae{l,. ,S}
S

dir.
Simdi asagidaki teoremi ifade edebiliriz:

Teorem 4.26: (M*™*,p,&,n%,09), aefl,..s} bir S-uzay form,

711 — M geodezik olmayan bir slant egri, C#S ve T || E, olsun. Bu durumda y

egrisinin has biharmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sart

(1) ¢>s olmak lzere, y egrisinin Frenet ¢ati alani

olan, ks, =~c-sve k, = /s egriliklerine sahip bir s-Legendre helis; veya

(2) cos@ <0, c—scos’d(c—s)>0 olmak lizere, y egrisinin Frenet ¢at1 alani
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\J1-scos’6

olan,

—J/1-scos’0 >
Kk, =———=,/c—scos“d(c—S
==y (c-s)

esitligini saglayan s-Legendre olmayan bir slant cember; veya

(3) c—scos’@(c—s) >0 olmak lizere, y egrisinin Frenet ¢at1 alam

T, dl ’ 1 { s B m_j
{ J1-scos?d \/E\/SCOSZH—cos(ze) ;fa scos

ve

K} + K. = C—5C0S°0(C—S)
esitligini saglayan s-Legendre olmayan bir slant helis olmasidir.
Ispat: (4.15) ve (4.16) esitlikleri birlikte diisiiniilerek ispat tamamlanir. m

s-Legendre egrileri i¢in, Teorem 4.2.6 dan asagidaki sonucu ifade edebiliriz:

Sonug 4.2.7: (M*™* ¢, & 1%, g) bir S-uzay form, y:1—M oskilator
mertebesi r olan bir s-Legendre egrisi,  €{1,...,s}, C#S ve ¢T ||E, olsun. Bu

durumda, y nin Frenet ¢at1 alani

dir. y egrisinin has biharmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sart C>S olmak tzere,

K, =4C—S Ve k. =\/g egriliklerine sahip bir helis olmasidir. Eger C<S ise,
1 2 g p g Y

egrisinin biharmonik olmasi ile geodezik olmasi denktir [29].
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Durum4. C#5S, T }fE, ve g(¢T,E,) #0 olmast.

(M?™* 0,& n”,g) bir S-uzay form, ae{l,..,s}, y:1 > M oskilator

mertebesi 4<r<2m+s olan bir slant egri ve m>2 olsun. Bu durumda,

¢T espan{E,,E,,E,} yazabiliriz. ¢T ve E, arasindaki ag1 fonksiyonunu s(t) ile

gosterelim. Yani

9(¢T,E,) = v1—sc0s°d cos u(t)

olsun. (4.17) esitligini y boyunca tirevlersek

—J1—sc0s*@ ' (t) sin u(t)

V. 9(eT,E,) =9(Vi0T,E,)+9(eT,V,E,)
g(-scosdT + Y &, +x0E,, E,)
a=1

+09(eT,—x T +x,E,)
x,0(pT, E;)

buluruz. Ortonormal agilim geregi
ol =9(eT,E,)E, +9(¢T,E;)E; +9(eT,E,)E,
yazabiliriz. Teorem 4.2.1 den

K, = sabit > 0,
K+ K. = 52c0329+c%‘?$(1—500320) +@[g((ﬂ, EZ)]2 ,

,  3(c—5)
4

K, +

9(eT,E,)9(eT, E;) =0,

Ky, + 3(c=s)

9(eT,E,)g(eT,E,)=0

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

esitlikleri gegerlidir. (4.20) deki t¢lincl denklemi 2k, ile carpar ve (4.18) esitligini

kullanirsak

21,k +/1-scos’ 3(04_ s) (=24 cos usin i) =0,
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veya denk olarak @, bir sabit olmak tzere

K. = —/1-sc0s’0 @coszﬂ+a)o (4.21)

elde ederiz. (4.21) esitligini (4.20) deki ikinci esitlikte yerine yazarsak

K} = s°c0s’0 + ¢ 235 (1-scos®d) + #(1— sc0s’@ ++/1—scos’6 ) cos’u + @,

buluruz. Boylece u bir sabittir. (4.18) ve (4.21) esitliklerinden, g(¢T,E;)=0 ve

Kk, = sabit >0 dir. Ayrica,

loT|| = v1-scos®0
oldugundan,

9(¢T, E,) =/1-scos’6'sin

cikar. oT JE, ve g(oT,E,) =0 hipotezinden

Vs 3z
0,270)\{ =, n,—
e (0,2r) {2 Vs 2}

dir. Boylece asagidaki teoremi iade edebiliriz:

Teorem 4.2.8: (M*™°,9,& ,7%,9), @ €{1,...,s} bir S-uzay form, y:1 -> M
bir slant egri, r>4, m>2, c#s , oI JfE, ve g(¢T,E,) #0 olsun. Bu durumda, y

egrisinin has biharmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sart
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Kk, =sabit >0, 1€{1,2,3},

c+3s (1-scos’6)

K} + K, =5°C0S°6 +

+@(1— 5¢05%6)cos L,

KKy = 3(58_ J (1-scos’d)sin 2

olmasidir. Burada € (0,27) \{%72’37”} bir sabit, 3(s—c)sin2u>0,

@T =~/1-5sc0s° cos uE, ++/1—scos’d sin uE,

ve
4s%c0s°@ + (¢ + 3s)(1—sc0s’d) + 3(c — s)(1—scos’H)cos’u > 0
dir.
Bir s-Legendre egrisi i¢in degme agis1 0 = % oldugundan, asagidaki sonucu
elde ederiz:

Sonug 4.2.9: (M®™* ¢, & 1%, g) bir S-uzay form, y:1—>M oskilator
mertebesi r olan bir s-Legendre egrisi, a €{l,..,s}, r>4, m>2, C#S ve

g(eT,E,)#0,1,-1 olsun. Bu durumda, y egrisinin has biharmonik olmasi igin

gerek ve yeter sart

k, = sabit>0, 1e{1,2,3},

K +K, = %[c+3s+3(c—s)coszy]
_3(s—c)sin2u
T T

olmasidir. Burada, ¢>-3s, ¢@T =cosuE,+sinuE,, ue (0,272’)\{%,72’,37”} bir

sabit, ¢+3s+3(c—s)cos’u >0 ve 3(s—c)sin2u >0 dir [29].
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43  R**5(—3s) Uzerinde Slant Egriler

Bu kisimda, [31] nolu kaynakta verilen, R*"**(=3s) S-uzay formu tizerindeki

slant egriler incelenecektir. Oncelikle, R*"**(-3s) uzaymi tanitalim [31]:

M =R** uzayi, {Xysees X0y Yireons s Ziseoy 2} koOOTdinat  fonksiyonlari ile
verilsin. Bu uzay Uzerinde

X = xiiwiﬂ Zzaieg(M)
Y OX oy, 0z

1= i i a=1 o

olmak Uzere,

n“ :%[dza —Zn: yidxij, (@=1..5),
i=1

i i=1 i i=1

n

g :ZS:U“ ®n” +%Z(dxi ®dx; +dy, ®dy,)
a=1

i=1

olarak tanimlansin. Boylece, (R*"**,¢,& ,n%,g) bir S-uzay formdur ve ¢ =-3s sabit

¢ -kesitsel egriligine sahiptir. Bu uzay, kisaca R*"*°(-3s) ile gosterilir [31].

R*"**(-3s) Uzerinde, o €{1,...,s} veie{l..,n} olmak tizere

0 0 . 0 0
Xi=2—, X i =X, =2(—+ iEL_’ . = 2—
' oy, ¢ (axi y —~ aza) J 0z

a

vektor alanlar1 bir g-ortonormal baz olusturur. Bu baza gére Levi-Civita koneksiyonu
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Vi X =Vy

n+i

Xn+j :0’ inxmj :5”2—16“’

Vy ixj :_é‘ijz(ga’ VXi(UZa :vgaxi ==X
a=1

n+

Vi 6 = Ve, Xoi = X
seklinde hesaplanir [31].

71 > R*"*(=3s) egrisi, degme agis1 & olan birim hizl bir slant egri olsun.

y egrisini, t yay parametresi olmak lizere

() = (720, s 70 O, Zaea (01 720 (0, Vs (01 V20 (1))

seklinde gosterelim. Bu durumda, y egrisinin teget vektor alani

—'—’i++’i+’£++’i+'i++'_
Ve 716X1 7naxn 7n+1ay1 72n6yn 7/2n+1azl 72n+sazs

seklindedir. {X,,..., X, X o Xons &veenn & | bazi cinsinden

n’ n+lret

!
+ot 7 X,

n+l

1 ! ! !
T :E[}/n+lxl+"'+7/2nxn +7 X

+(7/£n+l_7/1,7/n+l_"'_7/r:72n)§1+"'
+(7/£n+s _7/1’7/n+1_"'_7/r:7/2n)§s:|

yazabiliriz. y egrisi bir slant egri oldugundan, her ¢ =1,...,S igin

o 1 / ! !
n (T) :E(yzn+a _717/n+l_"'_7/n72n) =C0sd
dir. Boylece,
Yania == Yones = WV Tovet Valon +2€0S6

elde ederiz. Ayrica, y egrisi birim hizli oldugundan

(7)) ot () = 4(1—30032 9)
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dir. Simdi, asagidaki 6rnekleri verebiliriz:
Ornek 4.3.1: n=1 ve s=2 olsun. Bu durumda, y:1—R*(-6),
- V4 - L -
y(t) = (\/Et,O,t,t) egrisinin 6 =§ degme acisina sahip bir slant gember oldugunu

gosterelim. {X,, X,,&,&,} bazina gore, y egrisinin teget vektor alani
T :E[\/Exz +§1+§2}
2
dir. O halde,
) =)= =cos[ 2
n n 5 3

elde ederiz. Yani, y bir slant egridir. Simdi, y egrisinin bir ¢ember oldugunu

gosterelim. Levi-Civita koneksiyonu yardimiyla

V,T =+2X,
buluruz. Yani, «; =2 ve E, = X, dir. Boylece,

5

2
V:E, =-X, _7(§1+§Z)Z_K1T
elde ederiz. Sonug olarak, y(t):(\/zt,o,t,t) egrisi, K'l=\/§ egriligine ve 9:%

degme agisina sahip bir slant gemberdir.

Ornek 4.3.2: cosee(—uﬁ,l/ﬁ) olacak sekilde sabit bir a¢1, u:l — R

diferensiyellenebilir bir fonksiyon, t; €1, c,, c,, ¢, ve c, keyfi sabitler,

t t
7,(t) =, +24/—cos Zejcosu( p)dp, y,(t) =c, +2v—cos 29J.sin u(p)dp,
t f

t q
75(t) =7,(t)+¢c, =c, +2+/—cos 29_|.cosu(q)(c2 + 2+/—C0s 26’J'sin u( p)ddeq
t t

+2cos6t
olmak Uzere, y:1 > R*(-6), r(t) :(71(t),72(t),73(t),;/4(t)) egrisi, degme acist 6

olan bir slant egridir.
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5. SASAKIAN UZAY FORMLARDA f-BIHARMONIK
LEGENDRE EGRILERININ BiR KARAKTERIZASYONU

(M,g) ve (N,h) iki Riemann manifoldu, :(M,g)— (N,h) bir

diferensiyellenebilir doniisiim olsun. ¥ nin f -bienerji fonksiyoneli

£ ) =3[, Tl

ile verilir. Eger v, bu f -bienerji fonksiyonelinin bir kritik noktas1 ise y ye
f-biharmonik donusziim denir [32]. f-bienerji fonksiyonelinin Euler-Lagrange

denklemi,
7, () = fr,(w)+(Af )z (w)+ 2Vt (w) =0 (5.1)

f -biharmonik donusiim denklemini  verir  [32]. Her harmonik  doniisiim
biharmoniktir. Benzer sekilde her biharmonik doniisiim f-biharmoniktir.
Biharmonik olmayan f-biharmonik doéniisiimlere has f-biharmonik doniisiimler

denir [33].

f -biharmonik déniisiimler [32] nolu kaynakta tanitilmistir. Ye-Lin Ou [33]
nolu kaynakta reel uzay formlarda f-biharmonik egriler calismistir. D. Fetcu ve C.

Oniciuc ise [8] ve [9] nolu kaynaklarda Sasakian uzay formlarda biharmonik
Legendre egriler calismiglardir. Bu galismalardan esinlenerek, bu bolimde, Sasakian

uzay formlarda f -biharmonik Legendre egrileri ele alacagiz. Bu tip egrilerin egrilik

fonksiyonlari i¢in denklemler elde edecegiz.
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5.1  Sasakian Uzay Formlar

(M?™ 0,&n,9) degme metrik manifold olsun. Eger ¢ nin Nijenhuis
tensori —2dn ® & ye esitse, (M, p,&,1m,9) ye Sasakian manifold denir [27]. Bir

Sasakian manifold i¢in
(Vi)Y = 9(X,Y)s—n(Y)X, (5.2)
V& =—pX (5.3)

esitlikleri ¢ok iyi bilinmektedir [13].

Bir Sasakian uzay formun egrilik tensorii, (3.4) esitligi geregi

R(X,Y)Z :%S{g(v,Z)x —g(X,Z)Y}

+CT_1{9(X,<0Z)¢>Y—9(Y,¢Z)¢X +29(X,0Y)opZ (5.4)
+n(X)Z)Y =n(YV)n(Z)X +g(X,Z)n(Y)E-a(Y,Z)n(X)E}

dir [13].

5.2  Sasakian Uzay Formlarda f-Biharmonik Legendre Egrileri
y:(a,b) > (M, g) birim hizl bir egri olsun. (5.1) esitligi geregi,
f(V.V.V.T-R(T,V,T)T)+2f'V.V.T+f"V.T =0 (5.5)

olacak sekilde bir f :(a,b) — (0,00) fonksiyonu varsa, y egrisi f- biharmoniktir

[33].

M =(M*™ 0 ,&n,9) bir Sasakian uzay form ve y:1 —>M oskiilator

mertebesi r olan bir Legendre egrisi olsun. O halde

n()=0 (5.6)

56



ifadesi turevlenerek, Frenet denklemleri kullanilirsa
n(E,) =0 (5.7)
elde edilir. (5.4) esitligi ve Frenet denklemleri yardimiyla

V.V.T = —«E, + x]E, + k,x,E,,

V.V.V.T = -3xxE + (Kl"—/cf —KlKZZ) E,

! !/
+(2uK, + Ky ) By + ki, iG

(c+3) (c-1)

4

R(T,V,T)T =-x, E, -3k, g(eT,E,)eT,

bulunur [9]. (5.5) esitliginde soldaki ifadeyi f.z, ile gosterelim. Boylece

ViV VT =R(T,V,T)T + 2fTvTvTT +fTVTT

D
11

(—SKlKl' — 2} fT] E,

+£K‘1"—K'l3 —K'll('zz +K1@+2K£f7+lfl ff jEz (5.8)

!

+ 2Kk, + K K, + 2K,K, T) E, + xx,K;E,

(c-1)

+ 3k, 2

g(eT,E,)eT

elde ederiz.

k =min{r,4} olsun. (5.8) esitliginden, y nin has f-biharmonik olmas: igin

gerek ve yeter sart 7, = 0 olmasi; yani,
(1) c=1veya ¢T LE, veya ¢T espan{E,,....E,} olmasi; ve
(2) Her i=1,...,k icin, g(z,;,E;) =0 olmasidur.

Buna gore, asagidaki teoremi verebiliriz:
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Teorem 5.2.1: M =(M?*™ p,& n,9) bir Sasakian uzay form, y:1 > M
oskiilatér mertebesi r olan geodezik olmayan bir Legendre egrisi ve k = min{r,4}

olsun. Bu durumda, y egrisinin f-biharmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sart
(1) c=1veya ol LE, veya ¢T € Span{EZ,..., Ek} olmasi; ve

(2) x, =0 yazilarak asagidaki denklemlerin ilk k tanesinin saglanmasidir:

!

3K1'+2KIT:0,
K12+K22=—C+3+3(C4_1)[g(goT,E2)]2+ﬁ+f_+ ﬁf_,
K, K f
K
3(c-1
€1 44T, E,)g(4T E,) =0

KK +

Teorem 5.2.1 den, «; =sabit oldugunda f-biharmonik egrinin biharmonik

oldugu aciktir. Sasakian uzay formlarda biharmonik Legendre egrileri Fetcu ve

Oniciuc tarafindan [9] nolu kaynakta calisilmistir. Bu sebeple, bu c¢alismada

K, #sabit olan f-biharmonik egriler ele almacaktir.

Simdi, Teorem 5.2.1 1 dort farkli durum igin inceleyecegiz.

Durum 1. ¢ =1 olmasi.

Bu durumda, ¥ egrisinin f-biharmonik olmasi igin gerek ve yeter sart

!

3K, + 21clT =0,

K‘12+K22:1+ﬁ+f +2ﬁf—,
K f K, f (5.9)

f' K,
Ky + 2Kk, —+ 2k, —~ =0,
f K,

K,k =0

olmasidir. Boylece su teoremi verebiliriz:
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Teorem 5.2.2: M =(M?*™ p,& n,9) bir Sasakian uzay form, y:1 > M
oskulator mertebesi r olan bir Legendre egrisi, ¢ =1 vem >1 olsun. y egrisinin has

f -biharmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sart

(1) ¥ mn oskiilatér mertebesi r =2, f =cx¥?, ¢, >0, ¢, <-2 ve c, keyfi

sabitler, t yay parametresi ve

A —e) <k <5 (T -4 -c) (5.10)

olmak tizere x; in

tilarctan 2+ Gy +c¢,=0 (5.11)
2 4

21/—/(12 -Gk —1
denklemini saglamasi; veya
. ) ~ K.
(2) y nin oskiilatér mertebesi r=3, f =cx>*, -2=c¢,, ¢,>0, ¢, >0,
1

C, <—24/(1+c2) ve c, keyfi sabitler, t yay parametresi ve

2(1_::-_(:2) (=5 —4(1+¢;) —¢;) <x;y (1) < %(w/c\i —4(1+c?)-c,)  (5.12)

(1+c?)

olmak tizere x; in

t+ 1arctan 2+ Gk +c, =0 (5.13)
2 2\/—(l+ o)k} —Cyic, —1

denklemini saglamasidir.

Ispat: Gereklilik: y egrisi has f-biharmonik olsun. (5.9) esitliklerinden

ilkini kullanirsak, keyfi bir ¢, > 0 sabiti icin f = c,x;¥* yazabiliriz. Boylece
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v g v o 510

K 2 K

buluruz.

Eger x, =0 ise, y nin oskiilatdr mertebesi r = 2 dir ve (5.9) esitliklerinin ilk

ikisi saglanmalidir. Boylece ikinci esitlikte (5.14) U yerine yazarsak
3(x))* - 2K,x] = 47 (7 1) (5.15)

diferensiyel denklemini elde ederiz. t yay parametresini gostermek Uzere «; = x;(t)

olsun. (5.15) diferensiyel denklemini c¢ozersek (5.11) esitligini elde ederiz. (5.11)

denkleminin iyi tanimli olmasi igin —x7 —C;k; —1> 0 olmalidir. x; >0 oldugundan

C; < -2 ve (5.10) esitsizligine ulasiriz.

Eger x, =sabit =0 ise, (5.9) in birinci ve tgiincii esitliklerinden f bir sabit
cikar. Bu sebeple, y egrisi has f-biharmonik olamaz. x, #sabit olsun. (5.9) deki

dordiincii esitlikten x, =0 buluruz. BOylece y nin oskiilator mertebesi r =3 tr.

5.9) deki tiglincii esitlikten ¢, > 0 bir keyfi sabir olmak Gzere, X2 = ¢, elde ederiz.
2 2
K

Bu esitlikleri, (5.9) deki ikinci denklemde yerine yazarsak

3(x))? - 2xk) = dxl[(L+CF)xf —1] (5.16)

diferensiyel denklemini buluruz. ¢, <-2,/(1+c?) olmak iizere, (5.16) denkleminin
genel ¢6zumu (5.13) dir. Paydada yer alan karekok igindeki ifadenin pozitif olmasi
gerektiginden, (5.12) esitsizligi de saglanmalidir.

Yeterlilik: y egrisi (1) veya (2) ile verilen kosullar1 sagliyor olsun. O halde

(5.9) esitliklerinin saglanacagi agiktir. m

Uyari: Eger m=1 ise, M 3-boyutlu bir Sasakian uzay form olacagindan

K, =1 sabit olur [30]. Bu da f nin sabit olmasini gerektirdiginden, y egrisi has

f -biharmonik olamaz. O halde m >1 olmalidur.
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Durum 2. c#1 ve ¢T L E, olmasi.

Bu durumda g(¢T,E,) =0 dir. Teorem 5.2.1 den

!

3K, + 2KlfT =0,

K12+/<22:C—+3+ﬁ+f—+2ﬁf—,
4 Kk f K, f (5.17)
K;+2K2f—+2/c2ﬁ:0,
f K,
Kk, =0

esitliklerini yazabiliriz. ilk olarak, [9] nolu kaynaktan, asagidaki Onermeye

ithtiyacimiz vardir:

Onerme 5.2.3: M =(M*™ ¢,&,17,9) bir Sasakian uzay form, y:1 - M

oskiilator mertebesi 3 olan bir Legendre egrisi ve ¢T LE, olsun. O halde,

{T =E,,E,,E;,¢T,V;¢T,&} kimesi y min her noktasinda lineer bagimsizdir [9].
Simdi asagidaki teoremi ifade edebiliriz:

Teorem 5.2.4: (M,¢p,&,7n,9) bir Sasakian uzay form, .1 — M oskilator
mertebesi r olan bir Legendre egrisi, c#1 ve ¢l L E, olsun. y egrisinin has

f -biharmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sart

(1) r=2, f=cx ™, m22, {T=E,E, ¢T, V0T, & kimesinin lineer

bagimsiz olmasi ve

(a) Eger ¢>-3 ise, «; in

1 c+3+2c
t+———arctan 3%

+c, =0
c+3 \/C+3\/—4K12 —4c,k,—Cc—-3 )
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denklemini saglamasi,

(b) Eger c=-3 ise, «; in

t+ —Ky (K +C5) tc, =0
Cok;
denklemini saglamasi,
(C)Eger c<-3 ise, x; in
N T C+3+ 2, —/—C —34/—4x? —4cy, —c -3 e =0
"3 (c+3)x; “

denklemini saglamasi; veya
(2)r=3,f =cx;*, m23,{T =E,,E,,E;,¢T,V;¢T,&} kiimesinin lineer

o K :
bagimsiz olmasi, —= = ¢, =sabit >0 ve
Ky

(a) Eger c>-3ise, k; in

C+3+2C,k,
arctan

x/ Jo+3-4(1+c?)x? —4cx, —c -3

+c,=0

denklemini saglamasi,

(b) Eger c=-3 ise, x, in

. \/—Kl[(l+CZZ)K1+C3} e, =0
Coky

denklemini saglamasi,

(C) Eger <=3, x, in
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R S c+3+203z<1—\/—0—3\/—4(1+c§)ch—4c3zc1—c—3 .\

- J-c-3 (c+3)x,

c,=0

denklemini saglamasidir. Burada ¢, >0, ¢, >0, ¢, ve ¢, uygun keyfi sabitler, t yay

parametresi ve x; uygun aralikta tanimlidur.

Ispat: Teoremin ispat1, Teorem 5.2.2 nin ispatina benzer sekilde yapilir. m

Durum 3. c#1 ve ¢T || E, olmast.

Bu durumda, ¢T =+E,, 9(¢T,E,)=%1, 9(eT,E;)=09(£E,,E;)=0 wve

g(¢T,E,) =9(£E,,E,) =0 dir. Teorem 5.2.1 geregi

!

3K, + 2K1fT =0,

K” 14 K, f’
K4k, =CH—L+—+2-L—
K f K f (5.18)
f' K,
Ky + 2Kk, —+ 2k, —~ =0,
f K,
Kk, =0

esitlikleri gegerlidir. T =+E, ifadesinin tiirevini alir ve Frenet denklemlerini
kullanirsak, kolayca x, =1 elde ederiz. Bdylece, (5.18) deki birinci ve tglincu

esitliklerden f sabit ¢ikar. Buradan, asagidaki teoremi ifade edebiliriz:

Teorem 5.2.5: (M,9,&,17,9) Sasakian uzay formunda c=1 ve ¢oT | E,

olacak sekilde has f-biharmonik Legendre egrisi yoktur.

Durum4. c#1 ve g(¢T,E,)#0,1,-1 olmasi.

(M*™ 0, &,1,9) bir Sasakian uzay form, y:1 — M oskiilator mertebesi

4<r<2m+1 olan bir Legendre egrisi ve m=>2 olsun. Bu durumda
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¢l espan{E, E; E,} tur. 6(t) ile ¢T ve E, arasindaki ag1 fonksiyonunu

gosterelim; yani, g(¢T,E,) =cosd(t) olsun. Bu ifadeyi y boyunca tlirevlersek

—0'(t)sin O(t)

V. 9(eT,E,) =9(V,0T,E,))+9(eT,V,E,)
9(& + x50, E,))+9(eT, T +x,E,) (5.19)

x,9(pT, E;)

elde ederiz. Ortonormal acilim geregi

oT =9(eT,E,)E, +9(¢T,E;)E; +9(eT,E,)E,

oldugundan, Teorem 5.2.1 deki esitlikler

3k, + 2k, fT =0, (5.20)
K. + K, S 43.3€0) g i ] +2ﬁf—, (5.21)
Kk f K, f
i +2C7Y o5 0g (4T, E,) + 20, 1+ 20, K = 0, (5.22)
4 f K
KK, + 3(C4_1) cosdg(4T,E,) =0 (5.23)

sekline dontisiir. Eger (5.14) esitliklerini (5.21) ve (5.22) de yerine yazarsak, sirasiyla

" ’ 2
K2 4 i :%3+¥cosze—;—l+%[ﬁj (5.24)
K Ky
ve
K —Sg 4 3(C4_1) cos@g(@T,E;)=0 (5.25)
K

elde ederiz. (5.25) esitligini 2x, ile carpar ve (5.19) i kullanirsak
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21,1} — 2%@2 +¥(—29' cos@sin6) = 0 (5.26)

1

buluruz. t yay parametresi olmak Uzere, o(t)=x>(t) diyelim. Boylece (5.26)

denklemi

u’—zﬁu:—@(—zacosesin 0) (5.27)

K

haline gelir. Bu lineer bir adi diferansiyel denklemdir. (5.27) y1 ¢6zersek su sonuglari

elde ederiz:

(1) Eger @ bir sabit ise, 0 zaman ¢, >0 bir keyfi sabit olmak Uizere

L (5.28)

K

dir. (5.19) den g(pT,E;)=0 buluruz. |[¢T|=1 ve ¢T =cosOE,+g(¢T,E,)E,

oldugundan, g(¢T,E,) =+£sin@ dir. (5.21) ve (5.28) esitliklerinden

_ C+3+3(c—1)cos’d

() ~ 20 = A [(1+ )] ]
dir.
(2) Eger 0 = 0(t) sabit olmayan bir fonksiyonsa, 0 zaman
2 '
(1) = _3(c 1)_[(:08 ;9/(1 dt
2 K,

olmak Uzere, (5.27) denkleminin ¢6zimi

K2 = —¥00329+ﬂ(t).7<f (5.29)

dir. Eger (5.29) i (5.24) de yerine yazarsak,

65



2 " ' 2
[+ A(t)] 42 = c+3+6(c-1)cos’d +§ K,
4 2k, 4

K

esitligine ulasiriz.
Sonug olarak, asagidaki teoremi verebiliriz:

Teorem 5.2.6: (M,p,&,n,9) bir Sasakian uzay form, y: 1 — M oskilator
mertebesi 4<r<2m+1 olan bir Legendre egrisi, mM2>2, c#1,

g(eT,E,) =cosd(t) #0,1,-1 olsun. Bu durumda y nmin has f -biharmonik olmasi

igin gerek ve yeter sart f =c ;> ve

(1) eger O sabitse,

_ C+3+3(c-1)cos’d

3(x))’ - 2K,k = Ax[(1+C2) k! 7

1,

e = i3(c—1)sin 20
273 8

olmasi; veya

(2) eger @ sabit olmayan bir fonksiyonsa,

k2= 3(C4_ Y cos0+ ().,

_ C+3+6(c—1)cos’d

3(x))’ - 2x,x) = Kl [(1+ A(1)) K] 7

1,

_ +3(c—1)sin 20sinw

273 - 8

olmasidir. Burada, ¢, ve ¢, pozitif sabitler, w=w(t), ¢T nin span{E; E,} Uzerine

dik izdiistimii ile E, arasindaki ac1 fonksiyonu olmak tizere
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@T =CcosPE, +sinfcoswWE, +singsinwE,

dir. w ile @ arasindaki iliski cosw = —

A(t) = _3(c- l)Jcos Ok, dt

ile verilir.
Teorem 5.2.6 nin dogrudan bir sonucu su sekilde elde edilir:

Sonug 5.2.7: (M,@,&,n,9) bir Sasakian uzay form, y:1 — M oskilator

mertebesi 4 <r <2m+1 olan bir Legendre egrisi, m>2, c#1, g(¢T,E,)=cosé ve

06(0,27[)\{%,7[,37”} bir sabit olsun. Bu durumda, y nm has f -biharmonik

olmast i¢in gerek ve yeter sart f =cx;>?,

—2 =c¢, =sabit >0,
K
3(c-1)sin 26
iy = E J
8
K, =+ n(Es) +9(9E, Bo)xy (egerr > 4 ise); ve

sin@

(1) eger a>0 ise, x; in

2a+Cyk;
——=arctan

\/_ 2\/_\/(1+c)/< —Cyk; —a

+c,=0

denklemini saglamasi,

(2) eger a=0 ise, x; In
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o \/—Kl[(l-i-cg)l(l-f-cs} e, =0
3k

denklemini saglamasi,

(3)eger a<O0 ise, x; in

1 [2atex 2V—ay—(1+ ) —cy, —a ve =0
2\J-a 2ak

denklemini saglamasidir.

Burada, a=|c+3+3(c-1)cos’d |/ 4, T =cosOE, +sin6E,, ¢, >0, ¢, >0, C, ve

c, uygun keyfi sabitler, t yay parametresi ve «;(t) uygun aralikta tanimhidur.

5.3  f-Biharmonik Egri Ornekleri

Simdi, Teorem 5.2.4 i¢in 6rnek elde edecegimiz R*"(-3) Sasakian uzay

formunu tanitacagiz [13]. Bu uzay form, dordincii boliimde verilen R*"**(-3s)

S-uzay formunun s =1 igin 6zel bir halidir.

M =R*™ olsun. M manifoldu iizerinde, standart koordinat fonksiyonlari

(xi,...,xm,yl,...,ym,z) olmak Uzere, n:%(dz—Zyidxi) degme kontakt yapist,

i=1

&= 2§karakteristik vektor alan1 ve
z

0 i
p=|-6 0
0 vy, O

seklinde tanimlanan (1,1)-tipinden ¢ tensor alani verilsin. M Uizerinde
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9 =0 @+ 2@+ (@) ]

Riemann metrigini diisiinelim. Boylece (M,¢,&,7,9) bir Sasakian uzay formdur ve
¢ = -3 sabit ¢-kesitsel egriligine sahiptir. Bu Sasakian uzay form kisaca R*™"(-3)
ile gosterilir. R*™(-3) te, i {1,....m} olmak tizere

o Kl o

0
Xi=2-— Xo =X =2(_—+y,—), £=2—
| oy, " v (5Xi y@Z) c 0z

vektor alanlar1 bir g-ortonormal baz olusturur. Bu baza gore Levi-Civita

koneksiyonu

inxi :me 'Xm+j =0, inXm+J :é‘ijé:’

+1

me+ixj :_5ij§’ infzvgxi =-X
vX -é::vgxmﬂ = Xi

m+i?

seklinde hesaplanir [13].

Simdi, R’(-3) uzaymnda has f-biharmonik Legendre egri ornekleri elde

edecegiz:

R’(=3) te birim hizl bir egri y = (y,,...,7,) olsun. ¥ nin teget vektor alam

1 ! ! ! ! ! ! ! ! ! !
T 25[74X1+75X2 + 76Ky + Ky + 72 XK+ 13 X+ (7 = 11V = V2V _7376)§]
seklinde yazilabilir. Bu durumda, y egrisinin birim hizli bir Legendre egrisi olmasi

icin gerek ve yeter sart 7(T) =0 ve g(T,T) =1 olmasi; yani,

Vi =WVt Vst VsYe

ve

(71')2 +...+(}/é)2 =4

olmasidir.
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Bir Legendre egrisi i¢in Levi-Civita koneksiyonunu kullanarak
—_ 1 14 " n [/ 14 "
V. T _5(74X1+75X2 +yeXs + X, +72X5+73X6)
ve ayrica ¢ tensor alaninin tanimindan
—_ l ’ ! ! ! ! !
@l = E(_lel =72 XKy = V3 Ky + 7 Xy + 75 Xs + 7 X¢)

elde ederiz. Bu son iki esitlik kullanildiginda ¢T L E, olmasi icin gerek ve yeter

sart

ViVa T VoVs T VeVe = VVi T VaVe T VVe

olmasidir.

Sonug olarak, agsagidaki iki 6rnegi verebiliriz:

Ornek 5.3.1: R"(-3) Sasakian uzay formunda
¥(t) = (2arcsinh(t), v1+t?,/3v1+1%,0,0,0,1)

egrisini ele alalim. Yukandaki esitlikler ve Teorem 5.2.4 yardimiyla, y egrisinin

oskulator mertebesi r=2 olan f-biharmonik bir Legendre egrisi oldugu

gosterilebilir. y egrisi igin ME f =c,(1+t?)** olarak hesaplanir. Burada
+

¢, >0 bir keyfi sabittir. c;=-1 ve ¢, =0 alarak Teorem 5.2.4 deki kosullar

saglanir.

Ornek 5.3.2: R’(-3) Sasakian uzay formunda

y(t)::(eg,az,a%,\/éf,2arcsinh(:%§),\/§x/2—+t2,aﬂ)

egrisini diisiinelim. Burada a, e R, A =1,...,4 tiir. Bu durumda
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T:£X1+ 1 X, + \/Et X,
2 V2412 22 +t2
E, = t x2+ix3,
\J2+t? \2+t2
c - V2 1 Va2t

X - X2_ 2X3;
2 t

e

K:L:Kzzm, r=3

olarak hesaplariz. O halde Teorem 524 te ¢, >0, c,=1, ¢c;=-1 ve ¢, =0

alindiginda f =c (2+t*)** olmak Uzere y egrisi f -biharmonik bir Legendre

egridir.
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6. TRANS-SASAKIAN MANIFOLDLARDA SLANT EGRILER

J. E. Lee, Y. J. Suh ve H. Lee, [34] nolu kaynakta teget ve normal demetlerde

C-paralel ve C-proper egri kavramlarimi tanittilar. (M, ¢,&,77,9) bir hemen hemen
degme Riemann metrik manifold, y:1 — M birim hizli bir egri olsun. y egrisine;
eger V. H =A& ise C-paralel, AH = A& ise C-proper, ViH = A& ise normal
demette C-paralel, A*H = A& ise normal demette C-proper egri denir. Burada T ¥
egrisinin teget vektor alani, H ortalama egrilik vektor alani, A Laplas doniisiimii, 1
sifirdan farkli diferensiyellenebilir bir fonksiyon, V*© ve A"' sirasiyla normal
koneksiyon ve normal demette Laplas’tir [34]. M  bir Riemann manifoldu olmak
tizere, bir M M altmanifoldu icin AH = AH oluyorsa, M ye has ortalama

egrilik vektor alamina sahip altmanifold [35]; eger A"H = AH oluyor ise, normal

demette has ortalama egrilik vektor alanina sahip altmanifold [16] denir.

M bir hemen hemen degme metrik manifold ve 1 — M birim hizli bir

Frenet egrisi olsun. Yay parametresi S ile gésterilmek Gzere,
cos[a(s)] = g(T(s). <)

esitligi ile tanimh a(S) fonksiyonuna degme agist denir. Eger degme agis1 sabitse, y

egrisine slant egri denir [7].

Srivastava, [36] nolu kaynakta, trans-Sasakian 3-manifoldlarda Legendre
egrileri ¢alisti. [37] nolu kaynakta ise, Inoguchi ve Lee, normal hemen hemen
degme 3-manifoldlarda Legendre egrileri aragtirmislardir. Yine ayni yazarlar, [38] de
normal hemen hemen degme metrik 3-manifoldlarda slant egriler iizerinde durdular.
[34] nolu kaynakta, J. E. Lee, Y. J. Suh ve H. Lee, Sasakian 3-manifoldlarda slant
egrileri inceleyerek, teget ve normal demetlerde C-paralel ve C-proper egrilerin

karakterizasyonunu belirlediler. Bu bélimdeki amacimiz, [34] nolu kaynaktaki
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sonuclart genelleyerek, bir trans-Sasakian manifolddaki slant egrilerin C-paralel ve

C-proper olma kosullarini elde etmektir.

Bu bolimde, “ (a,f)-trans-Sasakian manifold ” ifadesi kullanildiginda,

manifoldun boyutunun 3 ve a #0, f #0 oldugu kastedilmektedir.

(M, g) bir Riemann manifold ve y:1 —> M oskilatér mertebesi r olan bir

Frenet egrisi olsun. Frenet formiilleri yardimiyla, kolayca

V.V.T = —«[E, +x|E, + K, E,,

V.V.V.T = -3xxk]E + (Kl”— K — /cllczz) E,

IyvglyglT — " 2 ’ ’
ViViViT = (1(1 — KK ) E, +(2xiK, + kK5 ) Ey + K,k

! !
+(2xk, + KK, ) By + ki, iGE,,

ViV;T = kE, + K.k, E,,

esitlikleri hesaplanir. Boylelikle

AH

A*H

— 2 ’
V:H =-xE +xE, +xx,E;,

= —V,V,V,T
= 3kKE + (Kf + KK — Kl") E,

— (27K, + Ky165) By — i,k E
ViH =«E, + x,x,E,,
- Lyl
= —V;ViViT

— 2 " ' '
= (K‘ll('z —~ /cl) E, —(2x/k, + ki, ) E,

- K K,K,E,

(6.1)

(6.2)

(6.3)

(6.4)

elde ederiz [16]. (6.1), (6.2), (6.3) ve (6.4) esitliklerini kullanarak, asagidaki

onermeyi verebiliriz:
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Onerme 6.1: (M,¢,&,17,9) bir trans-Sasakian manifold ve y:1 —>M

geodezik olmayan bir Frenet egrisi olsun. Bu durumda, y egrisinin

(i) C-paralel ortalama egrilik vektor alanina sahip olmasi igin gerek ve yeter

sart
B, + KB, + KK, By = AE (6.5)
olmasi,
(ii) C-proper ortalama egrilik vektor alanina sahip olmasi igin gerek ve yeter
sart
3K,k E, + (Kf’ + KK — Kl") E, - 2xx, + kK, E; — kyK,i,E, = AE (6.6)
olmasi,

(iii) normal demette C-paralel ortalama egrilik vektor alanina sahip olmasi

i¢in gerek ve yeter sart
K E, +Kx,E; = A& (6.7)
olmasi,

(iv) normal demette C-proper ortalama egrilik vektor alanina sahip olmasi

icin gerek ve yeter sart
(K1K22 - Kl”) E, —(2xix, + kK3 ) Ey — ki, iE, = AL (6.8)

olmasidir. Burada A:1 — R, y egrisi boyunca sifirdan farkli diferensiyellenebilir

bir fonksiyondur [39].

Simdi, (M,¢,&,n,9) bir trans-Sasakian manifold, y:1 —> M oskilator
mertebesi r olan, geodezik olmayan bir slant egri ve y nin degme agis1 ¢, olsun.

(3.2), (3.3) ve (2.2) esitlikleri yardimiyla
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n(T) =cosq, (6.9)

xKn(E,) = —ﬂsinzao, (6.10)
V. &= —agT + BT —cos a,&l, (6.11)
V. oT = al&-cosa,T]- fcosaeTl +x,¢E, (6.12)

olarak hesaplariz. Ilk olarak, su teoremi verebiliriz:

Teorem 6.2: (M,p,&,n,9) bir trans-Sasakian manifold, y:1 > M

oskulator mertebesi r olan, geodezik olmayan bir slant egri ve ¥ nin degme agisi
a, olsun. Eger y egrisi normal demette C-paralel veya normal demette C-proper

ortalama egrilik vektor alanina sahipse, o zaman ¥ bir Legendre egrisidir [39].

Ispat: (6.7) ve (6.8) esitlikleri & ile garpilir ve (6.9) esitligi kullanilirsa ispat

biter. m

6.1  C-paralel Slant Egriler

C-paralel ortalama egrilik vektor alanina sahip slant egrileri oskiilator

mertebesine gore lic durumda inceleyelecegiz.

Durum 1. r =2 olmasi.
Bu durum igin asagidaki teorem ve sonucu ifade edebiliriz:

Teorem 6.1.1: (M,,&,1,9) bir trans-Sasakian manifold, y:1 > M
oskulator mertebesi 2 olan bir slant egri ve y nin degme agis1 ¢, olsun. O halde, ¥

egrisinin C-paralel ortalama egrilik vektor alanina sahip olmasi i¢in gerek ve yeter
sart ¢ keyfi bir sabit ve s yay parametresi olmak Uzere
_ Fcota,

K = %0, (6.13)
C-S
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_ —Cotg,cCsCca,
(c—s)*

esitliklerinin saglanmasidir. Bu durumda, y boyunca

_Cota,cCsCa,
()

B

(6.14)

olmak lizere, M bir (a, f8) trans-Sasakian veya /5 -Kenmotsu manifold olur [39].

Ispat: Gereklilik: y egrisi C-paralel ortalama egrilik vektor alanma sahip

olsun. (6.5) esitliginden

—k7E, +KkE, = A&

(6.15)

yazabiliriz. Eger «, :% ise, x, =0 celiskisini elde ederiz. O halde «, 7&% dir.

F#0 olsun. Boylece, M bir (a,f) trans-Sasakian veya £ -Kenmotsu

manifolddur. 7(E,) = £sin ¢, oldugundan, (6.10) esitligi geregi

K =Fpsing,

dir. (6.9), (6.10) ve (6.15) i kullanarak,

ve
K =Kk pfsing,tana,
elde ederiz. (6.16) ifadesinin tlrevi ile (6.18) esitligini birlikte diistiniirsek

— 22
B = psing,tan o,

76

(6.16)

(6.17)

(6.18)
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diferensiyel denklemine ulasiriz. (6.19) denkleminin genel ¢coziimii, ¢ keyfi bir sabit

olmak Uzere,

_ Cota, CsCa,
c-S

B (6.20)

dir. (6.20) esitligini (6.16) ve (6.17) de yerine yazarsak, sirasiyla (6.13) ve (6.14)
esitliklerini elde ederiz.

£ =0 olsun. O halde n(E,)=0 dir. (6.15) esitligini E, ile garparsak,
K, = sabit buluruz. O halde

2 —
-k E = A&
dir. Boylece & = £E, olacagindan,
V& =—-apl =0==kE, (6.21)

yazabiliriz. ¥ geodezik olmadigindan, (6.21) bir ¢eliskidir.

Yeterlilik: y teoremdeki esitlikleri saglayacak sekilde bir slant egri olsun.

(6.5) esitliginin saglandigi kolayca gosterilebilir. m
Teorem 6.1.1 in ispatindan, agsagidaki sonucu verebiliriz:

Sonu¢ 6.1.2: Bir «-Sasakian veya kosimplektik manifoldda, C-paralel

ortalama egrilik vektor alanina sahip ve oskiilator mertebesi 2 olan bir slant egri

yoktur [39].
Normal demette, asagidaki teoremi ifade edebiliriz:

Teorem 6.1.3: (M,9,&,17,9) bir trans-Sasakian manifold, y:1 > M
oskiilator mertebesi 2 olan bir slant egri ve y nin degme agis1 &, olsun. O halde, y

egrisinin normal demette C-paralel ortalama egrilik vektor alanina sahip olmasi igin

gerek ve yeter sart ¥ nin

K, =FfB, E=+E, A=1p (6.22)
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esitliklerini saglayan bir Legendre egrisi olmasidir. Bu durumda, S # sabit ve y

egrisi boyunca « =0 dir [39].

Ispat: Gereklilik: ¥ normal demette C-paralel ortalama egrilik vektor alanina

sahip olsun. (6.7) esitligi ve Teorem 6.2 den

KE, = A& (6.23)
yazabiliriz. Boylece
A=tk (6.24)
ve
£=+E, (6.25)

elde ederiz. (6.25) ifadesini tirevlersek

-apE + BE =FxE (6.26)

esitligine ulasiriz. (6.26) esitligini E, ile carparsak, x, =Ff ve y egrisi boyunca

a =0 elde ederiz. A sifirdan farkli oldugundan, (6.24) geregi S # sabit bulunur.

Yeterlilik: y egrisi (6.22) esitliklerini saglayan bir Legendre egrisi, £ # sabit

ve y egrisi boyunca a =0 olsun. (6.7) esitliginin saglandigi kolayca gosterilebilir. m

Durum 2. r =3 olmasi.

Oskiilator mertebesi 3 olan slant egriler i¢in asagidaki teoremi ifade
edebiliriz:
Teorem 6.1.4: (M,p,&,1n,9) bir trans-Sasakian manifold, y:1 > M

oskiilatdr mertebesi 3 olan bir slant egri ve y nin degme agis1 ¢, olsun. O halde, ¥

egrisinin C-paralel ortalama egrilik vektor alanina sahip olmasi i¢in gerek ve yeter

sart ¥ nin asagidakilerden birini saglamasidir [39]:
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1)

sina, tan aojﬂ(s)ds

K, =Ce (6.27)

K, = |tan a, |k - B%sin’ay, (6.28)

. 2
& =cosgE, — Psin o E, - K, 0052 E, (6.29)
K K
ve
A=— (6.30)
oS,

dir. Burada 7 > B%sin’e, , @, ;t%, c bir keyfi sabit, s yay parametresidir. Bu
durumda, M bir («, f) trans-Sasakian veya £ -Kenmotsu manifold olur.

(2) y bir helis,

ve
& =cosa,E, +sing,E,
tlr. Bu durumda a #0 ve y egrisi boyunca £ =0 dir.

Ispat: Gereklilik: y C-paralel ortalama egrilik vektdr alanina sahip olsun.

(6.5) esitliginden
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kB, + KB, + ki, E, = A& (6.31)
yazabiliriz. Eger a, = 5 ise, x, =0 celiskisine ulasiriz. Bu yiizden, o # 5 dir.

LS #0 olsun. Boylece M bir («,f) trans-Sasakian veya [ -Kenmotsu

manifolddur. (6.31) esitligi geregi, & € Span{El, E,, E3} oldugundan

& = cosayE, +sin g, (cos¥E, +sin OE,) (6.32)
seklinde yazabiliriz. Burada 6, & nin span{E, E,} iizerine dik izdiisimii ile E,
arasindaki a¢1 fonksiyonudur. (6.31) ve (6.32) den

COS@ZM, sinQ:LOtao (6.33)

Ky K

olur. Boylece (6.29) elde edilir. Ayrica (6.31) den, (6.30) esitligini dogrudan
bulabiliriz. An(E,) = k] oldugundan,

K =Kk fsing,tana, (6.34)
denklemini elde ederiz. Bu da (6.27) esitligini verir. (6.33) ten ise (6.28) i hesaplariz.

Simdi, « #0 ve y boyunca f =0 olsun. O zaman 7(E,) =0 oldugundan,

(6.31) ve (6.32) geregi, &, >0 bir sabit, & :% ve

—x E, + k5B, = A(Cos,E, +sin o, E;) (6.35)
cikar. (6.35) esitliginden x, =-x;tanq, buluruz. Bdylece «x, de bir sabit
oldugundan y egrisi bir helistir.

Son olarak da, egri boyunca o = =0 olsun. Bu durumda, (6.31) ve (6.32)

esitliklerinden

k. E, + ki, Ey = AL, (6.36)
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& =cosa,E, +sing,E, (6.37)

yazabiliriz. (6.37) yi tlrevlersek

%2 = cote, (6.38)
Kl
ve (6.37) esitliginden
%= tana (6.39)
0
Kl

elde ederiz. (6.38) ve (6.39) geregi, cota, = —tan ¢, ¢ikar. Bu bir geligkidir.
Yeterlilik: y egrisi (1) veya (2) deki kosullar1 saglasin. (6.31) esitliginin
dogrulandigi gosterilebilir. m
Teorem 6.1.4 i kullanarak asagidaki sonucu verebiliriz:

Sonug¢ 6.1.5: Bir kosimplektik manifoldda oskulatér mertebesi 3 olan

C-paralel ortalama egrilik vektor alanina sahip bir slant egri yoktur [39].
Normal demette, agagidaki teoremi elde ederiz:

Teorem 6.1.6: (M,p,&,1,9) bir trans-Sasakian manifold, y:1 > M
oskiilator mertebesi 3 olan bir slant egri ve y nin degme acis1 &, olsun. O halde, y

egrisinin normal demette C-paralel ortalama egrilik vektor alanina sahip olmasi igin

gerek ve yeter sart ¥ nin asagidakilerden birini saglamasidir [39]:

(1) 7 nin bir Legendre egrisi,
K, # sabit,

- K{ Klz _132

2
K
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3 (6.40)

ve

olmasidir. Bu durumda, M bir (a, ) trans-Sasakian veya /3 -Kenmotsu manifold

olur.

(2) y nimn bir Legendre egrisi,
E=E;k,=a>0,1=kk,

olmasidir. Bu durumda, M bir « -Sasakian veya («, /) trans-Sasakian manifold

olur.

Ispat: Gereklilik: y C-paralel ortalama egrilik vektor alanma sahip olsun.

(6.7) den

K E, +Kx,E, = A& (6.41)
yazabiliriz. Ayrica
n(E) =0,
k1 (E,) = (6.42)

dir. Oncelikle B#0 olsun. O zaman, M bir (a,p) trans-Sasakian veya

£ -Kenmotsu manifolddur. (6.41) ve (6.42) den

buluruz. Buradan, x; # sabittir. Ayrica
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n(E,) = —ﬂffz
K

1

yazabiliriz. (6.42) ve (6.43) esitliklerinden

—_ _ﬂ EZ_ﬂK;Z E3

Ky K
elde ederiz. & birim vektor alan1 oldugundan

_ KK =S

2
K

buluruz.

(6.43)

(6.44)

(6.45)

Son olarak, egri boyunca £ =0 olsun. O halde, (6.42) den n(E,) =0 elde

ederiz. (6.41) esitligini de kullanirsak, x, = sabit,

£=E;, ve A=Kk, buluruz.

&=E, ifadesinin turevini alarak x, =« buluruz. x, =a >0 oldugundan, M

kosimplektik olamaz.

Yeterlilik: y egrisi (1) veya (2) ile verilen kosullar1 sagliyor olsun. Bu

durumda (6.41) esitligi saglanir. m

Durum 3. r >4 olmasi.

Oskulator mertebesi r >4 olan slant egriler i¢in asagidaki teorem gegerlidir:

Teorem 6.1.7: (M,,&,n,9) bir trans-Sasakian manifold, boyM >5,

7.1 = M oskiulator mertebesi r>4 olan bir slant egri ve y nin degme acis1 «,

olsun. y egrisinin C-paralel ortalama egrilik vektor alanina sahip olmasi i¢in gerek

ve yeter sart
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K, = sabit,

K, = —k, tan o, = sabit,

K= _ag(¢E1’ EA) — az _ 4"(‘12 = sabit
: sina, sin“(2,) ’

& =cosa,E, +sing,E;,
¢E, e span{E,,E,}, g(¢E, E,)#0

ve

2

—K. .

A= L =gabit
cos ¢,

esitliklerinin saglanmasidir. Bu durumda, M bir « -Sasakian manifolddur [39].

Ispat: Gereklilik: y egrisi, C-paralel ortalama egrilik vektor alanina sahip

olsun. (6.5) esitliginden
k. E, + KB, + ki, E, = A& (6.46)

dir. Ayrica, Onerme 3.1.1 gegerli oldugundan; M manifoldu, ya « —Sasakian, ya

S —Kenmotsu, ya da kosimplektik manifolddur.

Once, M nin o —Sasakian olma durumunu inceleyelim. Boylece
V.é=—-apE, (6.48)

esitlikleri gegerlidir. (6.46) ve (6.47) esitliklerinden, x, sabit ¢ikar. ¥ egrisinin
Legendre olmas1 geodezik olmamasi ile gelistiginden, o, ;t% dir. O halde, (6.46)
esitliginden
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2

—K. .

A= —2—=gabit,
cos e,

& =cosa,E, +sing,E,
buluruz. (6.50) yi tirevler ve (6.48) i kullanirsak
—-a@E, = (k,c0sa, —k,sina,)E, + x,sing,E,
elde ederiz. Bu da bize

¢E, e span{E,,E,},

- _ag((DEl’ E4)

K, -
sina,

(6.49)

(6.50)

(6.51)

(6.52)

(6.53)

esitliklerini verir. &; >0 oldugundan, g(¢E,,E,)#0 olmaldir. (6.46), (6.49) ve

(6.50) esitliklerini birlikte diisiiniirsek

K, = —k; tan ¢, = sabit

olarak hesaplariz. Boylece (6.51) ve (6.54) esitliklerinden

K
cosa,

K, COSax, — K, Siney, =
ve

K, :
—apE, =—1—E, +k,sing,E,
cosa,

yazabiliriz. g(¢E,, ¢E,) =sin’a, oldugundan, (6.55) esitligi geregi

Axc? .
K= | —+ = sabit
sin“(2a,)
olur.
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Ikinci olarak, M nin B-Kenmotsu olma durumunu inceleyelim. Boylece
k71 (E,) = —Bsin’a, (6.56)
ve
V& = PIT —cosa,é] (6.57)
esitlikleri gegerlidir. & € span{E,, E,, E,} oldugundan
& = cosa,E, +sin, {cos O, +sin UE,} (6.58)

yazabiliriz. Burada, 6 =6(s) ile £ nin span{E,,E,} iizerine dik izdiisimii ile E,
arasindaki ac1 fonksiyonu gosterilmektedir. x, >0 ve sing, # 0 oldugundan; (6.58)

esitligini tlirevler ve (6.57) yi kullanirsak sin@ =0 ¢ikar. Buradan
& =cosa,E, +sing,E, (6.59)

elde ederiz. (6.46) ve (6.59) esitliklerinden, x, =0 buluruz. Bu ise, r >4 olmasiyla

celisir.
Son olarak, M nin kosimplektik olma durumunu inceleyelim. Boylece
n(E,)=0 (6.60)
ve
V. £=0 (6.61)

esitlikleri gegerlidir. (6.46) ve (6.60) geregi, x, = sabit ve

& =cosa,E, +sing,E, (6.62)

yazabiliriz. (6.62) nin turevinde (6.61) esitligini kullanirsak, bu sefer de x, =0

celiskisini elde ederiz.
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Yeterlilik: y egrisi teoremde verilen esitlikleri saglayan bir slant egri olsun.

(6.46) esitligi saglandigindan, y egrisi C-paralel ortalama egrilik vektor alanina

sahiptir. m
Teorem 6.1.7 yi kullanarak asagidaki iki sonucu dogrudan ifade edebiliriz:

Sonug 6.1.8: Teorem 6.1.8 de oskilator mertebesi r =4 alinirsa, 0 zaman ¥

bir helistir [39].

Sonu¢ 6.1.9: p-Kenmotsu veya kosimplektik manifoldlarda oskulator
mertebesi r >4 olan, C-paralel ortalama egrilik vektor alanina sahip slant egri yoktur
[39].

Normal demette, agagidaki teoremi verebiliriz:

Teorem 6.1.10: (M,@,&,n,9) bir trans-Sasakian manifold, boyM >5,
y:1 = M oskilator mertebesi r >4 olan bir slant egri ve y nin degme acis1 ¢,
olsun. ¥ egrisinin normal demette C-paralel ortalama egrilik vektor alanina sahip

olmasi i¢in gerek ve yeter sart ¥ nin bir Legendre egrisi olmast,

K, = sabit,
x, = ag(pE,, E,)), (6.63)
K, = —ag(pE,, E,), (6.64)
K. +K. = a, (6.65)
A= KK,,
E=E,a#0
ve
oF, =22E, -5 E, (6.66)
a a

esitliklerinin saglanmasidir. Bu durumda, M bir « -Sasakian manifolddur [39].

Ispat: Gereklilik: y egrisi normal demette C-paralel ortalama egrilik vektor
alanina sahip olsun. (6.7) esitliginden
K E, + Kx,E; = A& (6.67)
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yazabiliriz. Boylece,
n(E)=0
ve
K (E,) =-pB (6.68)
dir. Oncelikle, =0 olsun. (6.67) ve (6.68) esitliklerini kullanarak
n(E,;) =0,
A= KK,
E=E, (6.69)
elde ederiz. (6.69) ifadesini turevlersek
-apk, = -K,E, + K;E,

buluruz. Bu da bize, a #0 olmak (zere (6.63), (6.64), (6.65) ve (6.66) esitliklerini

Verir.

Simdi, f#0 oldugunu varsayalim. ¢ € span{E,,E,} oldugundan,
& =CcosHE, +sin Ok, (6.70)

yazabiliriz. Burada, =6(s) ¢ ile E, arasindaki ag1 fonksiyonudur. (6.70)

esitliginin tiirevinden

= -ag(pE,, E,)
3 sing

buluruz. Buradan, o #0 dir. boyM >5 oldugu igin, bu bir ¢eliskidir.Varsayimimiz

yanlistir. O halde, £ =0 dir.
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Yeterlilik: y egrisi, Teoremde verilen esitlikleri sagliyor olsun. Bu durumda,

(6.67) esitligini de saglayacagindan ispat biter. m

6.2  C-proper Slant Egriler

C-proper ortalama egrilik vektor alanina sahip slant egrileri, oskiilatOr

mertebesine gore ii¢ farkli durum inceleyecegiz.

Durum 1. r =2 olmasi.
Bu durum igin teget demette, asagidaki teorem gegerlidir:

Teorem 6.2.1: (M,,&,1,9) bir trans-Sasakian manifold, »:1 > M
oskulator mertebesi 2 olan bir slant egri ve y nin degme agis1 ¢, olsun. y egrisinin
C-proper ortalama egrilik vektor alanina sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart y

boyunca o =0, S #0 olmasi ve ¥ nin

(1) x, =Fp =sabit, £E=+E,, 1=-p° esitliklerini saglayan bir Legendre

cember olmasi; veya
)
K, =Fpsina,,
K-k = +3k]K, tan (6.71)
& =cosa,E, tsing,E,
ve

_ 3k
cosa,

A (6.72)

esitliklerini saglayan Legendre olmayan bir slant egri olmasidir [39].
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Ispat: Gereklilik: y egrisi C- proper ortalama egrilik vektor alanina sahip

olsun. (6.6) esitliginden
3i,E, + (K5 — &) E, = A& (6.73)
yazabiliriz. Béylece & e span{E,,E,} oldugundan,
&=cosa,E, tsing, E, (6.74)
elde ederiz. (6.74) esitligini tiirevler ve (6.11) esitligini kullanirsak
—a@E, + Bsin’a,E, F fcosa, sin a,E, = Fx; sin o, E, + x, cos,E,  (6.75)

buluruz. (6.75) esitligini E, ile carparsak, x; = F/45in ¢, sonucuna ulasiriz. Buradan,

S #0 dir. Yine (6.75) esitligi geregi, egri boyunca « =0 ¢ikar. Eger «, =% ise, ¥

egrisi k, =3B =sabit, £=+E,, 1=-4° olan bir Legendre gemberdir. ;t%
olmasi halinde ise, (6.73) ve (6.74) esitlikleri, (6.71) ve (6.72) esitliklerini verir.

Yeterlilik: y egrisi, (1) veya (2) kosullarin1 saglayan bir slant egri olsun.

(6.73) esitligi dogrulanacagindan ispat tamamlanmis olur. ®
Normal demette, asagidaki teorem ifade edilebilir:

Teorem 6.2.2: (M,p,&,1,9) bir trans-Sasakian manifold, y:1 > M
oskulator mertebesi 2 olan bir slant egri ve y nin degme agis1 ¢, olsun. y egrisinin

normal demette C- proper ortalama egrilik vektor alanina sahip olmasi i¢in gerek ve

yeter sart ¥ nin
K, =Fp E=xE,, A= f" (6.76)

kosullarin1 saglayan bir Legendre egrisi olmasidir. Burada, a ve b keyfi sabitler

olmak lizere, B(s) #as+b ve egri boyunca o =0 dir [39].
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Ispat: Gereklilik: y egrisi normal demette C-proper ortalama egrilik vektor

alanina sahip olsun. (6.8) esitligi ve Teorem 6.2 den, y egrisi
-k E, = A&

esitligini saglayan bir Legendre egrisidir. Buradan

A=tK]
ve
£=+E, (6.77)
buluruz. (6.77) esitligini tiirevlersek
-apE, + E =FxE, (6.78)

elde ederiz. Boylece (6.78) den (6.76) esitliklerine ve egri boyunca « =0 olduguna

ulasiriz.

Yeterlilik: y egrisi, (6.76) kosullarin1 saglayan bir Legendre egrisi

oldugunda, (6.8) esitligini sagladigi kolayca gosterilebilir. m

Durum 2. r =3 olmast.
Bu durum i¢in, teget demette asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 6.2.3: (M,,&,17,9) bir trans-Sasakian manifold, y:1 > M
oskulator mertebesi 3 olan bir slant egri ve ¥ nin degme agist ¢, olsun. y egrisinin

C- proper ortalama egrilik vektor alanina sahip olmasi igin gerek ve yeter sart ¥ nin
3K,k = AC0S ), (6.79)

K+ K — k7 = A (E,), (6.80)
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—(2x7K, +i5i; ) = An(E,) (6.81)
ve
n(E,)? +1(E,)* =sin®q, (6.82)

esitliklerini saglamasidir [39].

Ispat: Gereklilik: y egrisi C- proper ortalama egrilik vektdr alanma sahip

olsun. (6.6) esitliginden
3,k E, + ( K+ K KS — Kl”) E, - (2xx, + Kx,)E; = AE (6.83)

dir. Bu ifadeyi swrasiyla E;, E, ve E; ile carparsak, (6.79), (6.80) ve (6.81)

esitliklerini elde ederiz. & birim vektor alani ve & e span{E,, E,,E,} oldugundan
U(Ez)z + 77(E3)2 =sin’ a,
dir.
Yeterlilik: Teoremin tersinin ispati agiktir. H

Normal demette, asagidaki teorem gecerlidir:

Teorem 6.2.4: (M,p,&,1n,9) bir trans-Sasakian manifold, y:1 > M
oskulator mertebesi 3 olan bir slant egri ve ¥ nin degme agist ¢, olsun. y egrisinin

normal demette C- proper ortalama egrilik vektor alanina sahip olmasi i¢in gerek ve

yeter sart ¥ nin asagidaki kosullardan birini saglayan bir Legendre egrisi olmasidir:

1)
K, =Ce” +c.e ™, (6.84)
K, =a,
¢=E, ¢ =E,



ve
A=-2a’(ce” —c,e ™) (6.85)

dir. Burada, ¢, ve C, keyfi sabitler ve M bir « -Sasakian manifolddur.

)

" 2.2

a=fhTRG (6.86)
B
2 p2

g=Lg N8P g (6.87)

K K

ve

i(Kl"— K‘lKZZ) K — B? = 2Kk, + KK} (6.88)

dir. Bu durumda, M bir («, ) trans-Sasakian veya / -Kenmotsu manifolddur [39].

Ispat: Gereklilik: » egrisi normal demette C-proper ortalama egrilik vektor

alanina sahip olsun. Teorem 6.2 den y bir Legendre egrisidir. (6.8) esitliginden
(K1K§ — Kl") E, —(2xix, + kx5 ) E; = A& (6.89)

dir. f=0 olsun. Bu durumda, 7(E,) =0 oldugundan

K, —x) =0, (6.90)
E=E, (6.91)

ve
A=—(2x(K, + K,K3) (6.92)

elde ederiz. (6.91) esitligini tiirevlersek
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K,=a (6.93)
ve
oE, = E, (6.94)

buluruz. o sifirdan farkli bir sabit oldugundan, (6.90) ve (6.93) esitliklerinden,
(6.84) esitligine ulasiriz. Ayrica, (6.84), (6.92) ve (6.93) esitliklerini kullanirsak,
(6.85) i elde ederiz.

£ #0 olsun. (6.10) ve (6.89) esitlikleri, (6.86) y1 verir. £ birim vektor alani
ve ¢ espan{E,,E;} oldugundan, (6.10) esitliginden (6.87) yi hesaplariz. (6.86),
(6.87) ve (6.89) geregi, (6.88) bulunur.

Yeterlilik: y egrisi, teoremde verilen (1) veya (2) kosullarin1 saglyorsa,

(6.89) esitligini de saglanacagindan ispat biter. m

Durum 3. r >4 olmasi.

Teorem 6.2.5: (M,p,&,n,9) bir trans-Sasakian manifold, boyM >5,
7.1 = M oskiulator mertebesi r>4 olan bir slant egri ve y nin degme acis1 «,
olsun. y egrisinin C-proper ortalama egrilik vektor alanina sahip olmasi igin gerek

ve yeter sart
3K,k = AC0S @,
K + Kk, — k) = An(E,),
—(2xK, + K,%5) = An(E,),
—K K,k = An(E,)

ve

94



n(E,)* +1(E)* +1(E,)* =sin’ a,
olmasidir. Burada, A sifirdan farkli diferensiyellenebilir bir fonksiyondur [39].
Ispat: Teorem 6.2.3 iin ispatina benzer sekilde yapilir. m

Son olarak, normal demette asagidaki teoremi verebiliriz:

Teorem 6.2.6: (M,p,&,1n,9) bir trans-Sasakian manifold, boyM >5,
y .1 — M oskilator mertebesi r >4 olan bir slant egri ve y nin degme agis1 ¢,
olsun. y egrisinin normal demette C-proper ortalama egrilik vektor alanina sahip

olmasi i¢in gerek ve yeter sart ¥ nin
Kk —x) =0,
x, = ag(pE,, E,),
K, = —ag(@E, E,),
K +Kx5 = a,

—_ ! !
A ==2KK, — KKy,

E=E,, a#0
ve
¢E1:ﬁE2_ﬁE4
a (24

esitliklerini saglayan bir Legendre egrisi olmasidir. Bu durumda, M bir «-Sasakian
manifolddur [39].

Ispat: Teorem 6.1.11 in ispatina benzer sekildedir. m
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6.3  C-paralel ve C-proper Slant Egri Ornekleri

Bu kisimda, bazi 6zel trans-Sasakian manifoldlar Uzerinde C-paralel ve

C-proper slant egri 6rnekleri verilecektir. Bu o6rnekleri sOyle siralayabiliriz:

Ornek 6.3.1: M ={(x,y,2) e R®| 2> 0} 3-boyutlu Riemann manifoldunu ele

alalim. Burada (X,Y,z) R® deki standart koordinat fonksiyonlaridir. M (izerindeki

metrik tensor
1 2 2 2
g =— (dx* +dy* +dz°)
Z

olarak verilsin. (M) deki

0 0
8, =7—,8,=—-7—

e =7—
OX oy oz

vektor alanlari (M) in bir g -orthonormal catisini olustururlar. {e,,e,,e,} bazi igin

[e.6,]=0, [e.e;]=e, [e,.6;,] =86,
dir. O halde, bu baza gore Levi-Civita koneksiyonu

V.e,=—6, V,e,=0 Ve =g,
V.e,=0, V.,e,=-¢, V e =¢,
v.ee=0, V,e,=0, V,e;=0

olarak hesaplanir. ¢ (1,1)-tensér alanini

@€ =€, pe,=¢, ¢&, =0

seklinde tammlayalm. Her Ze y(M) icin bir 1 -form n(Z)=9(Z,e,) ve
karakteristik vektor alamt & =e, olsun. (M,¢,&,n,9) bir Kenmotsu manifolddur

([40], [41]). Yani, a =0, f =1 seklindeki bir trans-Sasakian manifolddur.
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M deki bir y(s) = (7,(S), 7,(8), 75(s)) egrisinin degme agis1 ¢, olan bir slant
egri olabilmesi icin gerek ve yeter sart ¢ >0 keyfi bir sabit olmak tzere

(71')2 +(7£ )2 =sin’ 0(0(7/3)2,

-S COSaO

73 =Ce
olmasidir.

a,b,mnceR, ¢>0, a*+m’=c® olmak lzere M de y:IcR—>M,
7(S) = (as+b,ms+n,c) egrisini ele alalim. y egrisi boyunca T birim teget vektor

alami

a m
T=—e+—¢
c C

seklindedir. Bu durumda 7(T) =0 oldugundan y bir Legendre egrisidir; yani,
a, =% dir. Levi-Civita koneksiyonu yardimiyla, VT =-¢,, K, =1, E, =—¢, elde

ederiz. Tekrar islem yaparsak V;E, =T buluruz. O halde x, =0 dir. Sonug olarak
y egrisinin oskiilator mertebesi r=2 dir. Teorem 6.2.1 (1) den, y egrisi
K, =p=1 &=-E,, A=-4°=-1olmak iizere teget demette C -proper ortalama

egrilik vektor alanina sahiptir. O halde, Teorem 6.2.1 (1) icin bir 6rnek
7(S) = (3s,4s,5) olarak alinabilir [39].

Ornek 6.3.2: Yukaridaki 6rnekte, €, = Zai, & =e, olarak almip diger
Z

yapilar aymi sekilde tanimlanirsa, o =0, S =-1 seklinde bir trans-Sasakian
manifold elde edilir ([40], [42]). Bu manifoldda, y(s) =(s,0,1) egrisi, K, =4 =1,

E=E,, 1=-p°=1 olmak iizere, Teorem 6.2.1 (1) e bir baska 6rnektir [39].

Sonraki 6rnekleri olusturabilmek i¢in [43] nolu kaynakta verilen asagidaki

trans-Sasakian manifold yapisin1 kullanacagiz:
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N, R? nin baglantili ve agik bir altkiimesi ve (a,b) R nin bir agik aralig
olmak (zere, M =Nx(a,b) manifoldunu ele alalm. (X,y,z) M {zerindeki

koordinat fonksiyonlar1 olsun. Simdi
0,0, N>R, f:M >R, c:M >R,

fonksiyonlarin1 alalim. M Uzerindeki (@,&,7,9) normal almost kontakt metrik

yapist sOyle verilsin:

0 1 -o
p=|-1 0 o |,
0 0 O

fzg, n = dz + o,dx + w,dy,

2 2f
o, +oe 0,0, ,
— 2 2f
g=| oo, w, +oe"  , |
0} , 1

M nin g-orthonormal ¢ati alanlarini asagidaki sekilde secelim:

e'[o o e'[o & 5
H=2 |9 0|l Hu=0 19 4,9 y=e=2,
! Ja[@x wlaz} ’ \/a{éy wzaz} ekl

M manifoldunun

_e? (0w oo, _ 100 o
20\ 0y OX

olacak sekilde bir trans-Sasakian manifold oldugu bilinmektedir.

{H,,H,,H,} bazi i¢in

Jo e e e (0w Ow
Hy, H, | =X2 | —H,| == [H,+H,| == |H, |+ L 2% Iy,
[1 2] o 2 \/; 1 1 \/g 2 s oy ox 3
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o,

o
H H.|= z
[ ! 3] 20

Hl’ [Hz’ Hs]: o

H,

dir [43].

Koszul formiilii yardimiyla, {H,,H,,H,} bazmna gére, M nin Levi-Civita

koneksiyonu

—f
Vo H, =Y H,| S |H,-Zh,,
€ \No 20

seklinde hesaplanir.
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M Uzerindeki bir y(s) = (,(8), 7,(S),75(S)) egrisinin, degme agist ¢, olan bir

slant egri olmasi i¢in gerek ve yeter sart

sin?
) +(r)? = Zoe?t
O

Y, +wyy; + ¥y = €S

olmasidir [43]. Bu yontemi kullanarak diger 6rneklerimizi verebiliriz.

Ornek 6.33: @ =1f=0, ®,=2x ve o=2z segelim. (M,9,&,n,9)

uzerindeki 7(5):(0,%,2) Legendre helisi ele alalim. Bu durumda M (;—12i
z 2z

tipinden bir trans-Sasakian manifolddur; yani,

dir.

[44] nolu kaynakta «; = «, :% oldugu gosterilmistir. Biz de y nin teget ve

normal demette C-proper ortalama egrilik vektor alanina sahip oldugunu

gosterecegiz. Tanimlanan catiy1 ve Levi-Civita koneksiyonunu kullanarak, T = H,,
V. T :_—1H3 elde ederiz. O halde, &=H,=-E, dir. Son olarak,
4

V.E, = _TlT +%Hl buluruz. Yani E; = H, dir. Teorem 6.2.3 ve 6.2.4 yardimiyla, y

egrisi A, = ;—21 olmak Uzere teget demette ve A, = g—i olmak Gzere normal demette
C-proper ortalama egrilik vektor alanina sahiptir [39]. Ayrica, [43] nolu kaynakta, ¥
egrisinin A, =% olmak (zere (teget demette) proper ortalama egrilik vektor alanina

sahip oldugu gosterilmistir.
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Ornek 6.34: @ =1=0, ®,=-y ve o=z secelim. O halde =0 ve
ﬁzzi dir. Bu durumda M bir pg-Kenmotsu manifolddur. M deki bir
z

7(S) = (7,(8),7,(S), 75(S)) egrisinin slant egri olmasi i¢in gerek ve yeter sart

, o Sina
(71)2+(7/2)2 = <,

73

! —_
~V,V3+ 75 = COS

olmasidir. M iizerindeki y(s) = (0,2%*+/s,/2s) egrisini ele alalim. «, :% buluruz,

yani, y bir Legendre egrisidir. ¥ egrisinin oskiilatér mertebesini =2 dir. Teorem

2 7z

6.1.3 yardimyla, x, = f=—, {=—-E, ve 1 =—p"=— olmak Uzere y egrisi
' 4 ? 4
s s

2

normal demette C-parallel ortalama egrilik vektor alanina sahiptir.Ayrica, Teorem
2

6.2.2 den, /1=ﬂ”:F olmak uUzere, y egrisi normal demette C-proper ortalama
s

egrilik vektor alanina sahiptir [39].
Ornek 6.35: 0 =f=0, w,=y ve o=z segelim. Bu durumda « =0,
ﬁzzi bulunur ve M bir g-Kenmotsu manifolddur. M Gzerindeki bir
z

7(8) = (7,(S), 7,(S), 75(8)) egrisinin bir slant egri olmasi i¢in gerek ve yeter sart

, o Sina
(7/1)2+(72)2 = <,

73

Ya¥s+ s =C0Sa

olmasidir.
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M deki y(s)z(%?"”“\/BOs,O,%) egrisi Legendre olmayan bir slant

A

egridir. y nmn degme agisi a0=arccos(1£;):arcsin(%) dir. Levi-Civita

koneksiyonu kullanilarak yapilan hesaplamalardan sonra, Teorem 6.2.1 (2)

geregince, ¥ egrisi

:ﬂE _&Ez,ﬂ:ﬂ,ﬂzﬂ

d 15 ' 15 14s 49s°

K

@
7s

olmak Uzere teget demette C-proper ortalama egrilik vektdr alanina sahiptir. x;
egriliginin, Teorem 6.2.1 deki

" 3 ’
K — K, =-3KK tana,

adi diferensiyel denklemini sagladigi kolayca gosterilebilir [39].
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7. SONUC VE ONERILER

3. bolumde, genellestirilmis Sasakian uzay formlarda Legendre egrilerinin
biharmonik olma kosullar1 Teorem 3.2.1 ile verilmistir. Bu teorem, dokuz ayr1 durum
icin incelenmistir. Daha sonra, elde edilen sonuglar, uzay formun Sasakian,

Kenmotsu ve kosimplektik olma durumlarina uygulanmaistir.

4. bolimde, S-uzay formlarin biharmonik slant egrileri ele alinmistir. Teorem
4.2.1 dért farkli durum igin incelenmistir. Ozel olarak, Legendre egrileri icin Sonug

4.2.5, Sonug 4.2.7 ve Sonug 4.2.9 verilmistir.

5. boliimde, Sasakian uzay formlarin f-biharmonik Legendre egrileri dort
durumda incelenmistir. Bu bdliimiin sonunda, Ornek 5.3.1 ve Omek 5.3.2 elde

edilmistir.

Son boélim olan 6. bdlimde, trans-Sasakian manifoldlarin C-paralel ve
C-proper slant egrileri ele alinmistir. Bu egriler, oskiilatér mertebesine gore uger
durumda incelenmistir. Son olarak, Ornek 6.3.1, Ornek 6.3.2, Ornek 6.3.3, Ornek
6.3.4 ve Ornek 6.3.5 verilmistir.

Elde edilen sonuglarin farkli manifoldlar iizerinde karsiliklarinin

incelenebilmesi mimkun gorulmektedir.
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