
T.C. 
BALIKESİR ÜNİVERSİTESİ 

FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ 
MATEMATİK ANABİLİM DALI 

 

 

RİEMANN MANİFOLDLARI ÜZERİNDE SLANT EĞRİLER 

DOKTORA TEZİ 

ŞABAN GÜVENÇ 

BALIKESİR,  MAYIS - 2015 

 
 



T.C. 
BALIKESİR ÜNİVERSİTESİ 

FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ 
MATEMATİK ANABİLİM DALI 

 

 

 

 
RİEMANN MANİFOLDLARI ÜZERİNDE SLANT EĞRİLER 

 

DOKTORA TEZİ 

 

ŞABAN GÜVENÇ 

 

BALIKESİR,  MAYIS - 2015 
 

 
 



KABUL VE ONAY SAYFASI 

Şaban GÜVENÇ tarafından hazırlanan "RİEMANN MANİFOLDLARI 
ÜZERİNDE SLANT EGRİLER" adlı tez çalışmasının savunma sınavı 
15.05.2015 tarihinde yapılmış olup aşağıda verilen jüri tarafından oy birliği Hrr
çokluğu ile Balıkesir Üniversitesi Fen Bilimleri Enstitüsü Matematik Anabilim 
Dalı Doktora Tezi olarak kabul edilmiştir. 

Jüri Üyeleri İmza 

Danışman 

Prof. Dr. Cihan ÖZGÜR 

~--
Üye 
Prof. Dr. Kadri ARSLAN 

Üye 
Prof. Dr. Cengizhan MURATHAN ·····~···· · ···· · ·· · · · · 
Üye 
Doç. Dr. Bengü BAYRAM 

Üye 
Doç. Dr. Özden KORUOGLU 

Jüri üyeleri tarafından kabul edilmiş olan bu tez Balıkesir Üniversitesi Fen 
Bilimleri Enstitüsü Yönetim Kurulunca onanmıştır. 

Fen Bilimleri Enstitüsü Müdürü 

Doç. Dr. Necati ÖZDEMİR 



ÖZET 

RİEMANN MANİFOLDLARI ÜZERİNDE SLANT EĞRİLER 
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MATEMATİK ANABİLİM DALI 

      
(TEZ DANIŞMANI: PROF. DR. CİHAN ÖZGÜR) 

                 
BALIKESİR,  MAYIS - 2015 

 
Bu çalışmada, Riemann manifoldları üzerinde slant eğriler ve bunların özel 

bir durumu olan Legendre eğrileri ele alınmıştır. Genelleştirilmiş Sasakian uzay 
formlarda Legendre eğrilerinin ve S-uzay formlarda slant eğrilerin biharmonik olma 
koşulları verilmiştir. Ayrıca, Sasakian uzay formlarda Legendre eğrilerinin

-biharmonikf  olmaları için gerekli ve yeterli şartlar bulunmuş ve bazı örnekler 
verilmiştir. Son olarak, trans-Sasakian manifoldlarda slant eğrilerinin paralelC- ve 

-properC  olma özellikleri üzerinde durularak, elde edilen sonuçlar beş farklı örnek 
ile desteklenmiştir. 

 
Bu tez altı bölümden oluşmaktadır. 
 
Birinci bölüm giriş bölümüdür. 
 
İkinci bölümde, konuyla ilgili temel tanım ve kavramlar verilmiştir. 
 
Üçüncü bölümde, genelleştirilmiş Sasakian uzay formların Legendre eğrileri 

ele alınmıştır. Bu eğrilerin biharmonik olmaları için elde edilen esas teorem, dokuz 
durum için ayrı ayrı incelenmiştir. Daha sonra, bu durumlar uzay formun Sasakian, 
Kenmotsu veya kosimplektik olma durumlarına uygulanmıştır. 

 
Dördüncü bölümde, S-uzay formların slant eğrilerinin biharmonik olmaları 

için gerekli ve yeterli şartlar dört durumda hesaplanmıştır. 
 
Beşinci bölümde, Sasakian uzay formların f-biharmonik olma koşulları 

incelenerek iki örnek verilmiştir. 
 
Son bölüm olan altıncı bölümde ise, trans-Sasakian manifoldların slant 

eğrileri ele alınarak bu eğrilerin -paralelC ve -properC  olma şartları bulunmuştur. 
Ayrıca, çeşitli uzaylarda beş özel örnek verilmiştir.          

ANAHTAR KELİMELER:  Legendre eğri, slant eğri, trans-Sasakian manifold, 
Sasakian uzay form, S-uzay form, genelleştirilmiş Sasakian uzay form, biharmonik 
eğri, f-biharmonik eğri, C-paralel eğri, C-proper eğri. 
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ABSTRACT 

SLANT CURVES IN RIEMANNIAN MANIFOLDS 
PH.D THESIS 

ŞABAN GÜVENÇ 
BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE 

MATHEMATICS 
 

(SUPERVISOR: PROF. DR. CİHAN ÖZGÜR ) 
 

BALIKESİR,  MAY 2015 
 
In this thesis, we consider slant curves and Legendre curves in Riemannian 

manifolds. We obtain necessary and sufficient conditions for Legendre curves to be 
biharmonic in generalized Sasakian space forms. We also consider biharmonic slant 
curves in S-space forms. Moreover, we investigate f-biharmonic Legendre curves in 
Sasakian space forms and give some examples. Finally, we study C-parallel and 

-properC  slant curves in trans-Sasakian manifolds and give five different examples. 
 
This thesis consists of six chapters. 
 
The first chapter is the introduction. 
 
In the second chapter, we give fundamental definitions and notions to be used 

in the following chapters. 
 
In the third chapter, we consider Legendre curves in generalized Sasakian 

space forms. We study biharmonicity of these curves in nine cases. Then we apply   
these cases to Sasakian, Kenmotsu and cosymplectic space forms. 
 

In the fourth chapter, we analyse biharmonicity of slant curves in S-space 
forms in four cases.  

 
In the fifth chapter, we find necessary and sufficient conditions for Legendre 

curves in Sasakian space forms to be f-biharmonic. We also give two examples. 
 
In the sixth chapter, we consider C-parallel and C-proper slant curves in 

trans-Sasakian manifolds and obtain five examples. 

KEYWORDS: Legendre curve, slant curve, trans-Sasakian manifold, Sasakian 
space form, S-space form, generalized Sasakian space form, biharmonic curve, 

-biharmonic curvef , -parallelC  curve, C-proper curve. 
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ÖNSÖZ 

Bu çalışmada, çeşitli Riemann manifoldları üzerindeki Legendre ve slant 

eğriler ele alınmıştır. Bu eğrilerin, biharmonik, f-biharmonik, C-paralel ve          

C-proper olma koşulları elde edilmiş ve örnekler verilmiştir. 

 

Bu tezi hazırlarken, bana her türlü konuda örnek ve destek olan, yol 

gösteren Danışman Hocam Prof. Dr. Cihan ÖZGÜR’e teşekkürü bir borç bilirim. 

 

Çalışmalarım süresince, maddi desteğinden dolayı TÜBİTAK BİDEB’e de 

teşekkürlerimi sunarım.  
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1. GİRİŞ 

J. Eells ve L. Lemaire, 1983 yılında -harmonikk  dönüşümler fikrini 

önermişlerdir [1]. G. Y. Jiang ise, 1986 yılında, 2-harmonik  (biharmonik) 

dönüşümler için ikinci gerilim alanı denklemini elde etmiştir [2]. B. Y. Chen, Öklid 

uzayının bir biharmonik nM ⊂   altmanifoldunu, ortalama eğrilik vektör alanı H  

nın Laplas’ı H∆  olmak üzere, = 0H∆  koşulunun sağlanması olarak tanımlamıştır  

[3]. Öklid uzayının özellikleri ve Jiang’ın sonuçları birlikte düşünüldüğünde, iki 

tanımın Öklid uzayında örtüştüğü görülmektedir. 

J. A. Oubiña, 1985 yılında, hemen hemen değme metrik yapıyı kullanarak 

trans-Sasakian manifoldları tanımlamıştır [4]. Bu manifoldlar, hem Sasakian, hem 

Kenmotsu, hem de kosimplektik manifoldlardan daha genel bir yapıya sahiptir.  

P. Alegre, D. Blair ve A. Carriazo, 2004 yılında, genelleştirilmiş Sasakian 

uzay formları tanıtmışlardır [5]. Bu uzay formlar, Sasakian uzay formların Riemann 

eğrilik tensöründen yola çıkılarak genellenmiştir. Bu çalışmalarında, çeşitli 

geometrik yöntemler kullanarak (katlı çarpımlar ve konformal dönüşümler gibi) 

genelleştirilmiş Sasakian uzay form örnekleri de türetmişlerdir. P. Alegre ve            

A. Carriazo, 2008 yılında, [6] nolu kaynakta, trans-Sasakian genelleştirilmiş 

Sasakian uzay formları incelemişlerdir. Bu çalışmalarının ikinci kısmında, 

-Sasakiana  ve -Kenmotsuβ  genelleştirilmiş Sasakian uzay formları ele almışlardır. 

-Sasakiana durumda a  yı sabit ve -Kenmotsuβ  durumda 2
3 1( ) f fξ β β+ = −  

eşitliğini bulmuşlardır. 

J. T. Cho, J. Inoguchi ve J. E. Lee, 2006 yılında, Sasakian manifoldlarda 

Legendre eğrilerinin daha genel bir hali olan slant eğrileri tanımlamışlardır [7].        

3-boyutlu bir Sasakian uzay formda geodezik olmayan bir eğrinin slant eğri 

olmasının ( 1)τ ±  ve κ  oranının sabit olmasına denkliğini ispatlamışlardır. Bu 

çalışmalarında, bir slant helis ve helis olmayan bir slant eğri örneği de vermişlerdir.   
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D. Fetcu, 2008 yılında, Sasakian uzay formlarda biharmonik Legendre 

eğrileri ele almıştır [8]. 7 boyutlu bir 3-Sasakian manifoldda böyle bir eğrinin var 

olmadığını ispatlamıştır. Ayrıca, yine aynı çalışmasında, 7-boyutlu küre üzerinde 

bazı biharmonik Legendre eğrileri için parametrik denklemler elde etmiştir. [9] nolu 

kaynakta ise, C. Oniciuc ile yaptığı ortak çalışmalarında, Sasakian uzay formlarda 

biharmonik altmanifoldlar çalışmışlardır. Bu çalışmanın ilk kısmında, biharmonik 

Legendre eğrileri ele almışlardır. Böyle bir Legendre eğrisi için 2τ  ikinci gerilim 

alanını, 1 2 3 4, , ,E E E E  ve ( 1)c Tϕ−  nin bir lineer birleşimi olarak elde etmişlerdir. 

Burada, 1 2 3 4, , , ,E E E E  eğrinin Frenet çatısını oluşturan vektör alanlarıdır. Katsayılar 

ise eğrinin eğrilik fonksiyonlarını ve türevlerini içermektedir. Fetcu ve Oniciuc, 

buradaki son terime, yani ( 1)c Tϕ−  terimine göre dört durum incelemişlerdir. Bu 

durumlar şunlardır:  

(1) 1 olması,c =   

(2) 1c ≠  ve 2T Eϕ ⊥  olması, 

(3) 1c ≠  ve 2T Eϕ   olması, 

(4)  1c ≠  ve { }2 3 4, ,T span E E Eϕ ∈  olması. 

Bu yöntem bizim çalışmalarımızda yol gösterici olmuştur ve rolü büyüktür. Tezin 

üçüncü, dördüncü ve beşinci bölümlerinde benzer yol kullanılmıştır. 

 Yukarıdaki çalışmalardan yola çıkılarak bu tezin üçüncü bölümünde, 

genelleştirilmiş Sasakian uzay formlarda biharmonik Legendre eğrileri incelenmiş ve 

sonuçlar Sasakian, Kenmotsu ve kosimplektik olma durumlarına uygulanmıştır. 

Üçüncü bölümde dört durum yerine dokuz durum elde edilme sebebi, ikinci gerilim 

alanı eşitliğinde, karakteristik vektörü içeren terimin genelleştirilmiş Sasakian 

manifoldlar için yok olmaması; yani, kısaca ξ  yi içeren terimin daha fazla durum 

incelemesi gerektirmesidir. Dördüncü bölümde, Sasakian uzay formların bir başka 

genellemesi olan S-uzay formlarda slant eğriler ele alınmıştır. Beşinci bölümde, 

Sasakian uzay formların f-biharmonik Legendre eğrileri üzerinde durulmuştur. En 

son bölüm ise, trans-Sasakian manifoldların slant eğrilerine ayrılmıştır. Bulunan 

sonuçlar, örneklerle desteklenmiştir.  
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

 

Bu bölümde, daha sonraki bölümlerde kullanılacak olan temel tanım ve 

teoremler verilecektir. 

2.1 Riemann Manifoldları ve Levi-Civita Koneksiyonu 

Bu kısımda, Riemann Manifoldu ve Levi-Civita Koneksiyonu tanımlarını 

vereceğiz. İlk olarak metrik tensör tanımı ile başlayalım:   

Tanım 2.1.1: M  bir diferensiyellenebilir manifold ve manifold üzerindeki 

diferensiyellenebilir vektör alanları kümesi ( )Mχ  olsun. Bu durumda 

 : ( ) ( ) ( , )g M M C Mχ χ ∞× →    

ile tanımlı g  bilineer formu simetrik ve pozitif tanımlı ise, yani , ( )X Y Mχ∀ ∈  için 

(a) ( , ) ( , ),g X Y g Y X=   

(b) ( , ) 0g X X ≥  ve ( )X Mχ∀ ∈  için ( , ) 0 0g X X X= ⇔ =   

şartları sağlanıyorsa g  bilineer formuna Riemann metriği veya metrik tensör adı 

verilir. Bu durumda ( , )M g  ikilisine Riemann manifoldu denir [10]. 

 Tanım 2.1.1 den görüldüğü gibi metrik tensör, her noktaya bir iç çarpım 

eşleyen bir dönüşümdür. 

 Tanım 2.1.2: M  bir diferensiyellenebilir manifold olsun. Bu durumda 

, , ( )X Y Z Mχ∀ ∈  ve ( , )f C M∞∀ ∈   için 

 : ( ) ( ) ( )M M Mχ χ χ∇ × →   
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dönüşümü 

(1) ,X Y X YZ Z Z+∇ = ∇ +∇   

(2) ( ) ,X X XY Z Y Z∇ + = ∇ +∇  

(3) ,fX XY f Y∇ = ∇   

(4) [ ]( ) ,X XfY X f Y f Y∇ = + ∇   

şartlarını sağlıyorsa, ∇  ya afin koneksiyon denir. ( , )M g  bir Riemann manifoldu 

olsun. M  üzerindeki bir ∇  afin koneksiyonu, , , ( )X Y Z Mχ∀ ∈  için 

 (1) [ ], ,X YX Y Y X= ∇ −∇   

 (2) ( , ) ( , ) ( , )X XXg Y Z g Y Z g Y Z= ∇ + ∇   

özelliklerini sağlıyorsa ∇  ya Levi-Civita (Riemann) koneksiyonu denir [11]. 

 Teorem 2.1.3: Bir ( , )M g Riemann manifoldu üzerinde bir ve yalnız bir tane 

Levi-Civita koneksiyonu vardır. Bu Levi-Civita koneksiyonu  

 
[ ]( ) [ ]( ) [ ]( )

2 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

, , , , , ,
Xg Y Z Xg Y Z Yg X Z Zg X Y

g X Y Z g Z X Y g X Z Y

∇ = + −

+ + +
  (2.1) 

eşitliği ile bellidir. Bu eşitliğe  Koszul formülü  denir [12]. 

 Tanım 2.1.4: ( , )M g Riemann manifoldu ve ∇  M deki Levi-Civita 

koneksiyonu olsun. , ( )Y Z Mχ∀ ∈  için 

 ( , ) ( , ) 0Y Zg X Z g Y X∇ + ∇ =   

olacak şekilde bir ( )X Mχ∈  vektör alanı varsa, bu vektör alanına Killing vektör 

alanı denir [13]. 
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 Tanım 2.1.5: ( , )M g Riemann manifoldu, ∇  M  de Levi-Civita 

koneksiyonu olmak üzere, , ( )X Y Mχ∀ ∈  için 

 [ ]( , ) ,X YT X Y Y X X Y= ∇ −∇ −  

ile tanımlı : ( ) ( ) ( )T M M Mχ χ χ× →  dönüşümüne torsion tensörü denir [11]. 

, , ( )X Y Z Mχ∀ ∈   için 

 [ ],( , ) X Y Y X X YR X Y Z Z Z Z= ∇ ∇ −∇ ∇ −∇   

ile tanımlı : ( ) ( ) ( ) ( )R M M M Mχ χ χ χ× × →  dönüşümüne Riemann eğrilik tensörü 

adı verilir [11]. 2( , ) ( , ) ( , ) 0g X X g Y Y g X Y− ≠  olmak üzere, 

 2

( , , , )( , )
( , ) ( , ) ( , )

R X Y Y XK X Y
g X X g Y Y g X Y

=
−

  

{ },X Y  tarafından gerilen düzlemin kesitsel eğriliği olarak adlandırılır [11].  Eğer M  

manifoldunun kesitsel eğriliği sabit ise, M  ye reel uzay form denir ve ( )M c  ile 

gösterilir [13]. 

 Tanım 2.1.6: M  n -boyutlu bir diferensiyellenebilir manifold olsun. Her 

p M∈  noktası için pT M  nin r -boyutlu altuzayı pD  ( )r n≤  ve pD  nin bir 

kolleksiyonu { }pD D=    olmak üzere, p  noktasını içeren bir V M⊆  açık altkümesi 

üzerinde C∞  sınıfından lineer bağımsız { }1 2, ,..., rX X X  vektör alanları her q V∈  

noktasında hala pD  nin bir bazı oluyorsa, D  ye M  üzerinde r -boyutlu dağılım ve 

{ }1 2, ,..., rX X X  kümesine D  için bir lokal baz denir [14]. 

 Tanım 2.1.7: ( , )M g  bir Riemann manifold olsun. M üzerindeki 

diferensiyellenebilir bir f  fonksiyonu için 

 div(grad )f f∆ =   

ile tanımlı ∆  dönüşümüne Laplas operatörü denir [10].   
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2.2 Hemen Hemen Değme Metrik Manifoldlar  

Bu kısımda hemen hemen değme metrik manifold ve Sasakian yapı tanımları 

verilecektir. 

Tanım 2.2.1: M   (2 1)-boyutlun +  bir Riemann manifoldu olsun. M  

üzerindeki her , ,X Y Z   vektör alanı için 

 2 = , ( ) = 1, = 0, = 0Iϕ η ξ η ξ ϕξ η ϕ− + ⊗    

 ( , ) = ( , ) ( ) ( ), ( ) = ( , )g X Y g X Y X Y X g Xϕ ϕ η η η ξ−   

eşitliklerini sağlayacak şekilde ϕ  (1,1)-tipinde tensör alanı,  ξ  vektör alanı, η  

1-formu  ve g   Riemann metriği varsa; ( , , , )gϕ ξ η    dörtlüsüne hemen hemen değme 

metrik yapı,  ( , , , , )M gϕ ξ η  beşlisine de hemen hemen değme metrik manifold denir. 

Eğer =dη Φ  koşulu da sağlanıyorsa, ( , , , , )M gϕ ξ η  ye değme metrik manifold 

denir. Burada, ( , ) = ( , )X Y g X YϕΦ  eşitliği ile verilen Φ  dönüşümüne, M  nin temel 

2-formu denir [13]. 

 Tanım 2.2.2: Bir M  Riemann manifoldu üzerindeki her , ,X Y Z  vektör alanı 

için 

 2[ , ]( , ) = [ , ] [ , ] [ , ] [ , ]X Y X Y X Y X Y X Yϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ+ − −   

ile tanımlanan [ , ]ϕ ϕ  dönüşümüne ϕ   nin Nijenhuis torsion tensörü denir. Eğer, 

( , , , )gϕ ξ η  hemen hemen değme metrik yapısı için 

 [ , ] 2 0dϕ ϕ η ξ+ ⊗ =   

eşitliği sağlanıyorsa, bu yapıya  normaldir  denir. Normal değme metrik manifoldlara 

Sasakian manifold denir [13].  
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Teorem 2.2.3: Bir hemen hemen değme metrik manifoldun Sasakian olması 

için gerek ve yeter şart 

 ( ) = ( , ) ( )X Y g X Y Y Xϕ ξ η∇ −   

olmasıdır [13]. 

2.3 Frenet Eğrileri 

Tanım 2.3.1: ( , )M g  -boyutlum  bir Riemann manifoldu ve : I Mγ →  

birim hızlı bir eğri olsun. Eğer γ  eğrisi üzerinde 

 

1

1 2

2 1 1 2 3

1 1

= = ,
= ,
= ,

...
=

T

T

T r r r

E T
T E
E E E

E E

γ
κ

κ κ

κ − −

′

∇
∇ − +

∇ −

  (2.2) 

olacak şekilde 1 2, ,..., rE E E  ortonormal vektör alanları varsa, γ  eğrisine oskülatör 

mertebesi r olan bir Frenet eğrisi  (1 )r m≤ ≤  denir. Buradaki 1 1,..., rκ κ −  pozitif 

fonksiyonlarına  γ  nın eğrilik fonksiyonları denir [15]. Bu tanıma göre, oskülatör 

mertebesi r  olan bir Frenet eğrisi için 

 
( 1) tane

,  ,  ,..., ...T T T T T T

r

T T T T
−

∇ ∇ ∇ ∇ ∇ ∇
((

  (2.3) 

vektör alanları lineer bağımsız, fakat  

 
( 1) tane  tane

,  ,  ,...,  ... ,  ...T T T T T T T T T

r r

T T T T T
−

∇ ∇ ∇ ∇ ∇ ∇ ∇ ∇ ∇
(( ((

  

vektör alanları lineer bağımlıdır [15]. (2.3) sistemi, Gram-Schmidt yöntemiyle, (2.2) 

eşitliklerini sağlayan  { }1 2, ,..., rE E E  sistemine dönüştürülür. Bu yöntemde, birim 

teğet vektör alanı, ilk Frenet vektör alanı olarak alınır. Yani, 1 = =E Tγ ′  dir. Daha 

sonra,  
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 1
1 tane  tane

... ( ... , )
k

k T T T T T T

k k

E T g T E Eλ λ
λ

+
=

= ∇ ∇ ∇ − ∇ ∇ ∇∑
(( ((

  

vektör alanları, 1 1k r≤ ≤ −  için hesaplanır. Böylece, 

 1
1

1

,  1,..., 1k
k

k

EE k r
E

+
+

+

= = −   

yazıldığında, { }1 2, ,..., rE E E  Frenet çatı alanı elde edilmiş olur. Eğrinin 1 1,..., rκ κ −  

eğrilik fonksiyonları, 

 1( , ),  1,..., 1Tg E E rλ λ λκ λ+= ∇ = −   

eşitliğiyle bulunur. O halde,  (2.2) eşitlikleri, matris formunda 

 

11 1

12 2

1

1

0 0 0
0 0 0

0 0 0
0 0 0

T

T

r

rT rr

E E
E E

E E

κ
κ

κ
κ

−

−

    
    
    
    
    
    
        

∇
−∇

=

−∇





     

 



  

şeklinde yeniden yazılabilir [15]. 

Tanım 2.3.2: Oskülatör mertebesi 1 olan Frenet eğrisine geodezik denir. 

Oskülatör mertebesi 2 olan ve pozitif sabit 1κ  eğriliğine sahip Frenet eğrilerine 

çember denir. Oskülatör mertebesi 3r ≥  olan bir Frenet eğrisi için 1 1,..., rκ κ −  

eğrilikleri  pozitif sabitler ise bu eğri r. mertebeden helis olarak adlandırılır. 3. 

mertebeden bir helise, kısaca helis denir [15]. 

 

Tanım 2.3.3: ( , )M g  bir Riemann manifoldu, : I Mγ →  Frenet çatı alanı 

{ }1 2, ,..., rT E E E=   ve eğrilik fonksiyonları 1 1,..., rκ κ −  olan birim hızlı bir Frenet 

eğrisi olsun. Bu durumda 

 1 2H Eκ=   
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şeklinde tanımlanan H vektör alanına γ  eğrisinin ortalama eğrilik vektör alanı denir 

[16]. Ortalama eğrilik vektör alanının tanjant demette Laplas’ı 

 T T TH T∆ = −∇ ∇ ∇   

şeklinde, normal demette Laplas’ı ise 

 T T TH T⊥ ⊥ ⊥ ⊥∆ = −∇ ∇ ∇   

şeklinde tanımlanır [16]. Burada, ∇  ve ⊥∇ ,  sırasıyla M  nin teğet ve normal 

demetteki Levi-Civita koneksiyonudur.   
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3. GENELLEŞTİRİLMİŞ SASAKİAN UZAY FORMLARDA 

LEGENDRE EĞRİLERİ ÜZERİNE  

  

D. Blair, A. Carriazo ve P. Alegre, [5] nolu kaynakta, genelleştirilmiş 

Sasakian uzay formları tanıtarak bu uzay formların temel özelliklerini ele almışlardır. 

Ayrıca, bu çalışmalarında uzayın değme metrik manifold olma durumunu inceleyip 

sabit olmayan fonksiyonlara sahip genelleştirilmiş Sasakian uzay form örnekleri 

bulmuşlardır. 

Diğer taraftan, [8] ve [9] nolu kaynaklarda, D. Fetcu ve C. Oniciuc, Sasakian 

uzay formlarda biharmonik Legendre eğrileri çalışmışlardır. [8] nolu kaynakta,       

D. Fetcu, 7-boyutlu küre üzerinde bazı biharmonik Legendre eğrileri için parametrik 

denklemler elde etmiştir. [9] da, C. Oniciuc ile yaptıkları ortak çalışmalarında ise, 

Sasakian uzay formların karakteristik vektör alanından yararlanarak biharmonik 

altmanifold üretmek için bir yöntem geliştirmişlerdir.      

C. Özgür ve M. M. Tripathi, [18] de, a -Sasakian manifoldların Legendre 

eğrilerini incelemişlerdir. Bu manifoldlarda, bir Legendre eğrisinin Chen anlamında 

biharmonik olması için eğrilik fonksiyonunun sıfır olması gerektiğini 

ispatlamışlardır. Bu çalışmalarında, a -Sasakian manifoldlarda Legendre eğrilerinin 

( )AW k -tipinden olma koşullarını da elde etmişlerdir.    

Bu çalışmalardan esinlenerek, bu bölümde sabit fonksiyonlara sahip 

genelleştirilmiş Sasakian uzay formların biharmonik Legendre eğrileri ele 

alınacaktır. Bu tip eğriler için eğrilik karakterizasyonları elde edilecektir. 
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( , )M g ve ( , )N h  iki Riemann manifoldu ve : ( , ) ( , )M g N hψ →   

diferensiyellenebilir bir dönüşüm olsun. ψ dönüşümünün enerji fonksiyoneli 

 21( ) =
2 gM

E dψ ψ υ∫   

şeklinde tanımlanır. Burada gυ , M  üzerinde bir hacim formdur. Eğer ψ  dönüşümü 

enerji fonksiyonelinin bir kritik noktası ise harmonik dönüşüm adını alır [17]. ψ  

dönüşümünün bienerji fonksiyoneli  

 2
2

1( ) = ( )
2 gM

E ψ τ ψ υ∫   

ile verilir. Burada 

 ( ) = iz dτ ψ ψ∇   

eşitliğiyle tanımlıdır ve ψ  dönüşümünün birinci gerilim alanı olarak adlandırılır. 

Bienerji fonksiyonelinin  Euler-Lagrange denklemi, 

 2 ( ) = ( ( )) = ( ) ( , ( )) = 0NJ izR d dψτ ψ τ ψ τ ψ ψ τ ψ ψ− −∆ −   (3.1) 

biharmonik dönüşüm denklemini verir [2]. Burada NR  ile N  manifoldunun Riemann 

eğrilik tensörü ve Jψ  ile ψ  dönüşümünün Jacobi operatörü gösterilmektedir. Her 

harmonik dönüşümün bir biharmonik dönüşüm olduğu açıktır. Harmonik olmayan 

biharmonik dönüşümlere has biharmonik dönüşüm diyeceğiz. 

 Bir başka şekilde, [3] nolu kaynakta, B. Y. Chen, Öklid uzayının bir 

biharmonik nM ⊂   altmanifoldunu, ortalama eğrilik vektör alanı H  nın Laplas’ı 

H∆  olmak üzere, = 0H∆  koşulunun sağlanması olarak tanımlamıştır. M              

m-boyutlu bir Riemann manifoldu, ( )N c  de n-boyutlu sabit c kesitsel eğrilikli bir 

Riemann uzay formu ve : ( )M N cψ →  bir izometrik immersiyon olsun. O zaman 

( ) = mHτ ψ  

ve 
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2
2 ( ) = m H cm Hτ ψ − ∆ +  

dir. Böylece ψ  nin biharmonik olması için gerek ve yeter şart  

=H cmH∆  

olmasıdır. Yukarıdaki eşitlikte = 0c  yazılırsa Chen’in tanımını tekrar elde etmiş 

oluruz. 

3.1 Genelleştirilmiş Sasakian Uzay Formlar 

 [4] nolu kaynakta, J. A. Oubiña trans-Sasakian manifoldları tanıtmıştır.   Bir 

( , , , , )M gϕ ξ η  hemen hemen değme metrik manifoldu üzerindeki her ,X Y  vektör 

alanı için  

 ( ) = [ ( , ) ( ) ] [ ( , ) ( ) ]X Y g X Y Y X g X Y Y Xϕ a ξ η β ϕ ξ η ϕ∇ − + −   (3.2) 

olacak şekilde, M  üzerinde a  ve β  fonksiyonları varsa, ( , , , , )M gϕ ξ η  

manifolduna bir trans-Sasakian manifold denir. (3.2) eşitliği kullanılarak 

 = [ ( ) ]X X X Xξ aϕ β η ξ∇ − + −   (3.3) 

olduğu kolayca gösterilebilir. (3.3) eşitliği gereği, eğer = 0β  ise M  ye  -Sasakiana   

manifold; benzer şekilde 0a =  ise -Kenmotsuβ  manifold denir. Sasakian 

manifoldlar 1a =  olmak üzere a -Sasakian manifoldlara,  Kenmotsu manifoldlar da 

1β =  olmak üzere β -Kenmotsu manifoldlara birer örnektir. Bir başka trans-

Sasakian manifold çeşidi ise 0a β= =  alındığında elde edilen kosimplektik 

manifoldlardır. (3.3) eşitliği gereği, bir kosimplektik manifold için 

 = 0Xξ∇   

dır. Başka bir deyişle, ξ  vektör alanı bir kosimplektik manifold için Killing vektör 

alanıdır [19]. Trans-Sasakian manifoldlar için aşağıdaki önerme geçerlidir: 
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Önerme 3.1.1: Boyutu 5 veya daha fazla olan bir trans-Sasakian manifold ya 

Sasakian,a −   ya Kenmotsu,β −  ya da kosimplektik manifolddur [20]. 

( , , , , )M gϕ ξ η  bir hemen hemen değme metrik manifold olsun. M  

manifoldunun bir p M∈  noktasındaki ϕ -kesiti,  pξ  ye dik bir birim pX  vektörü ve 

pXϕ  tarafından gerilen pT Mπ ⊆  kesitidir. π  nin kesitselϕ − eğriliği, 

 ( ) = ( , , , )K X X R X X X Xϕ ϕ ϕ∧   

ile tanımlanır. ϕ -kesitsel eğriliği sabit olan bir Sasakian manifolda Sasakian uzay 

form; benzer şekilde ϕ -kesitsel eğriliği sabit olan bir Kenmotsu manifolda  

Kenmotsu uzay  form;  ϕ -kesitsel eğriliği sabit olan bir kosimplektik manifolda ise 

kosimplektik uzay form denir [13].  

Bir ( , , , , )M gϕ ξ η  hemen hemen değme metrik manifoldu verildiğinde, M  

üzerinde her , ,X Y Z  vektör alanı için 

 
{ }

{ }
{ }

1

2

3

( , ) = ( , ) ( , )
( , ) ( , ) 2 ( , )

( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )

R X Y Z f g Y Z X g X Z Y
f g X Z Y g Y Z X g X Y Z

f X Z Y Y Z X g X Z Y g Y Z X
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

η η η η η ξ η ξ

−
+ − +

+ − + −
  (3.4) 

olacak şekilde  1 2 3,  ve f f f  fonksiyonları varsa, M   manifolduna genelleştirilmiş 

Sasakian uzay form denir [5]. Burada R   ile M  nin eğrilik tensör alanı 

gösterilmektedir. Eğer M   bir Sasakian uzay form ise 1
3= ,

4
cf +  2 3

1= =
4

cf f − ; 

Kenmotsu uzay form ise 1
3= ,

4
cf −  2 3

1= =
4

cf f +  ve kosimplektik uzay form ise 

1 2 3= = =
4
cf f f  dir. Sonraki kısımlarda kullanılacak olan önerme ve teoremler 

aşağıda verilmiştir: 

Önerme  3.1.2:  1 2 3( , , )M f f f  bir a -Sasakian genelleştirilmiş Sasakian uzay 

form olsun. Bu durumda a , ξ  nin doğrultusundan bağımsızdır ve 

 2
1 3 =f f a−   
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eşitliği geçerlidir. Ek olarak, M  bağlantılı ise, bu durumda a  bir sabittir [6]. 

 

Teorem 3.1.3: 1 2 3( , , )M f f f  bağlantılı bir -Sasakiana genelleştirilmiş 

Sasakian manifold ve M  manifoldunun boyutu en az 5 olsun. Bu durumda 1f , 2f  

ve 3f  fonksiyonları sabittir ve aralarındaki ilişki aşağıdaki şekildedir [6]: 

i) Eğer = 0a  ise, bu durumda 1 2 3= =f f f  dır ve M  sabit ϕ -kesitsel 

eğrilikli bir kosimplektik manifolddur. 

ii) Eğer 0a ≠  ise, bu durumda 2
1 2 3= =f f fa−  dir. 

Önerme 3.1.4: 1 2 3( , , )M f f f  bir β -Kenmotsu genelleştirilmiş Sasakian uzay 

form olsun. Bu durumda β , sadece ξ   nin doğrultusuna bağlıdır ve 1f , 3f  

fonksiyonları 

 ( ) 2
1 3 = 0f f ξ β β− + +   

eşitliğini sağlar [6]. 

Teorem 3.1.5: 1 2 3( , , )M f f f  bir β -Kenmotsu genelleştirilmiş Sasakian uzay 

form ve M  manifoldunun boyutu 5 veya daha büyük olsun. Bu durumda, 1f , 2f  ve 

3f  sadece ξ   nin doğrultusuna bağlıdır ve aşağıdaki denklemler geçerlidir [5]: 

 ( )1 32 = 0,f fξ β+   

 ( )2 22 = 0.f fξ β+   

Teorem 3.1.6: M  3 -boyutlu bir ( ),a β  trans-Sasakian manifold, a  ve β  

sadece ξ  nin doğrultusuna bağlı olsun. Bu durumda M  bir genelleştirilmiş Sasakian 

uzay formdur ve  

 ( )( ) ( )( )2 2 2 2
1 2 3= 3 2 ,  0,  = 3 3f f fτ a ξ β β τ a ξ β β− − − = − − −    

eşitlikleri sağlanır. Burada  τ  ile M  nin skaler eğriliği gösterilmektedir [6]. 
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( , , , , )M gϕ ξ η  bir hemen hemen değme metrik manifold olmak üzere M  nin 

değme dağılımı 

 { }( ) :  ( ) = 0X M Xχ η∈   

olarak tanımlanır. Değme dağılımının integral eğrilerine Legendre eğrisi denir [13]. 

3.2 Genelleştirilmiş Sasakian Uzay Formlarında Legendre Eğrileri ve 

Biharmonik Olma Koşulları  

Şimdi, ( )2 1
1 2 3,  ,  ,  nM f f f+  bir genelleştirilmiş Sasakian uzay form ve 

: I Mγ →  oskülatör mertebesi  r   olan bir Legendre eğrisi olsun. (2.2) ve (3.4) 

eşitlikleri kullanılarak 

 2
1 1 1 2 1 2 3= ,T TT E E Eκ κ κ κ′∇ ∇ − + +   

 
( )

( )

3 2
1 1 1 1 1 1 2 2

1 2 1 2 3 1 2 3 4

= 3

2 ,
T T TT E E

E E

κ κ κ κ κ κ

κ κ κ κ κ κ κ

′ ′′∇ ∇ ∇ − + − −

′ ′+ + +
  

 1 1 2 1 2 2 3 1 2( , ) = 3 ( , ) ( )TR T T T f E f g T E T f Eκ κ ϕ ϕ κη ξ∇ − − +   

elde edilir. Böylece, (3.1) eşitliğinden 

 ( )

2

1 1 1

3 2
1 1 1 2 1 1 2

1 2 1 2 3 1 2 3 4

1 2 2 3 1 2

( ) = ( , )
= 3

(2 )
3 ( , ) ( )

T T T TT R T T T
E

f E

E E
f g T E T f E

τ γ
κ κ

κ κ κ κ κ

κ κ κ κ κ κ κ
κ ϕ ϕ κη ξ

∇ ∇ ∇ − ∇
′−

′′+ − − +

′ ′+ + +
+ −

  (3.5) 

olarak hesaplanır. Burada { }1 2, ,..., rT E E E= , γ  eğrisinin Frenet çatı alanıdır.  
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{ }= min ,4m r  olsun. (3.5)  eşitliği gereği, γ   eğrisinin has biharmonik 

olması için gerek ve yeter şart 

(1) 2 = 0f  veya 2T Eϕ ⊥  veya { }2 ,..., mT span E Eϕ ∈  olması; ve 

(2) 3 = 0f  veya 2E ξ⊥  veya { }2 ,..., mspan E Eξ ∈  olması; ve 

(3) 2( ( ), ) = 0ig Eτ γ ,  = 1,...,i m∀  olmasıdır. 

Buradan, aşağıdaki ana teoremi verebiliriz: 

  

Teorem 3.2.1: 2 1( , , , , )nM gϕ ξ η+  bir genelleştirilmiş Sasakian uzay form, 

: I Mγ →  oskülatör mertebesi  r   olan bir Legendre eğrisi ve { }= min ,4m r  olsun. 

Bu durumda, γ  eğrisinin has biharmonik olması için gerek ve yeter şart [21] 

(1) 2 = 0f  veya 2T Eϕ ⊥  veya { }2 ,..., mT span E Eϕ ∈  olması; ve 

(2) 3 = 0f  veya 2Eξ ⊥  veya { }2 ,..., mspan E Eξ ∈  olması; ve 

(3) = 0mκ  yazılarak aşağıdaki denklemlerin ilk m tanesinin sağlanmasıdır: 

 1 = sabit > 0,κ  

 [ ] [ ]2 22 2
1 2 1 2 2 3 2= 3 ( , ) ( ) ,f f g T E f Eκ κ ϕ η+ + −   

 2 2 2 3 3 2 33 ( , ) ( , ) ( ) ( ) = 0,f g T E g T E f E Eκ ϕ ϕ η η′ + −   

 2 3 2 2 4 3 2 43 ( , ) ( , ) ( ) ( ) = 0.f g T E g T E f E Eκ κ ϕ ϕ η η+ −   

Şimdi, Teorem 3.2.1 i durumlara göre inceleyeceğiz. 

 

 Durum 1.  2 3= = 0f f  olması. 

 Eğer 2 3= = 0f f  ise, bu durumda 2 1nM +  sabit eğrilikli bir Riemann  

manifolddur. Bu uzaylardaki biharmonik Legendre eğrileri [7] nolu kaynakta 

çalışılmıştır.  Şu sonuç verilmiştir: 
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 Teorem 3.2.2:  2 1( , , , , )nM gϕ ξ η+  bir genelleştirilmiş Sasakian uzay form, 

: I Mγ →  oskülatör mertebesi  r   olan bir Legendre eğrisi ve 2 3= = 0f f  olsun.  

Bu durumda, γ  eğrisinin has biharmonik olması için gerek ve yeter şart 1 > 0f  bir 

sabit olmak üzere γ  nın 

(1) 1 1= fκ  olan bir Legendre çember olması; veya 

(2) 2 2
1 2 1= fκ κ+  olan bir Legendre helis olmasıdır. 

Eğer 1f   bir pozitif sabit değilse, böyle bir has biharmonik Legendre eğrisi yoktur 

[7]. 

 Teorem 3.2.2 den görüldüğü üzere, sabit eğrilikli Riemann uzayında 

oskülatör mertebesi > 3r  olan bir has biharmonik Legendre eğrisi elde edilemez. 

  

Durum 2. 2 = 0f , 3 0f ≠  ve 2Eξ ⊥  olması. 

 Bu durumda, 2 2( ) ( , ) = 0E g Eη ξ=  dır. Teorem 3.2.1 gereği 

 

1
2 2
1 2 1

2

2 3

= sabit > 0,
= ,

= 0,
= 0

f
κ
κ κ

κ
κ κ

+
′

  (3.6) 

eşitlikleri elde edilir. Böylece sıradaki teoremi ifade edebiliriz: 

 Teorem 3.2.3: 2 1( , , , , )nM gϕ ξ η+  bir genelleştirilmiş Sasakian uzay form, 

: I Mγ →  oskülatör mertebesi  r   olan bir Legendre eğrisi, 2 = 0f , 3 0f ≠  ve 

2Eξ ⊥  olsun. Bu durumda, γ  eğrisinin has biharmonik olması için gerek ve yeter 

şart 1 > 0f  bir sabit olmak üzere γ  nın 

(1) 1 1= fκ  olan bir Legendre çember olması; veya 

(2) 2 2
1 2 1= fκ κ+  olan bir Legendre  helis olmasıdır. 
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Eğer 1f   bir pozitif sabit değilse, böyle bir has biharmonik Legendre eğrisi yoktur 

[21]. 

İspat: Gereklilik: γ  eğrisi has biharmonik olsun. Bu durumda (3.6) eşitlikleri 

geçerlidir. Bu eşitlikler gereği > 3r  olamaz. Eğer  = 2r  ise, 1 > 0f  bir sabit olmak 

üzere, γ  eğrisi  1 1= fκ  olan bir çemberdir. Son olarak, = 3r  ise, 2κ  sıfırdan farklı 

bir sabittir. Böylece, 1 > 0f  bir sabit olmak üzere, γ  eğrisi 2 2
1 2 1= fκ κ+  olan bir 

Legendre  helistir. 

Yeterlilik: γ   eğrisi (1) veya (2)  ile verilen eğrilerden biri olsun. Buradan,  

(3.6) eşitliklerinin sağlanacağı açıktır. O halde, Teorem 3.2.1 gereği γ   eğrisi has 

biharmoniktir.  ■ 

 

Durum 3.  2 = 0f , 3 0f ≠ , ξ ∈span{ }2 ,..., mE E  ve 2( ) 0Eη ≠  olması. 

)i  { }= min , 4 = 4m r , yani 4r ≥  olsun. ξ ∈ span { }2 3 4, ,E E E  olduğundan 

ortonormal açılım gereği 

 1 2 1 2 3 1 2 4= cos sin cos sin sinu E u u E u u Eξ + +   (3.7) 

yazabiliriz. Burada, 1 :u I → , ξ  ve 2E  arasındaki açı fonksiyonu; 2 :u I →  ise 

ξ  vektör alanının span { }3 4,E E  üzerine dik izdüşümü ile 3E arasındaki açı 

fonksiyonudur.  O halde, (3.7) eşitliğinden 

 
2 1

3 1 2

3 1 2

( ) = cos ,
( ) = sin cos ,
( ) = sin sin

E u
E u u
E u u

η
η
η

  (3.8) 

dir.  

 )ii  = 3r  olsun. Bu durumda 4E  bulunmadığından, ξ ∈ span { }2 3,E E  tür. 

Ortonormal açılım gereği 
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 1 2 1 3= cos sinu E u Eξ +   (3.9) 

dir. Burada, 1 :u I → , ξ  ve 2E  arasındaki açı fonksiyonudur. (3.9) eşitliğini, (3.8) 

eşitliğinde 2 = 0u  alarak da elde edebiliriz. 

 )iii  Son olarak, = 2r olsun. Bu durumda, ξ ∈ span { }2E , yani 2Eξ   dir. 

Böylece 

 2= Eξ ±   (3.10) 

yazabiliriz. (3.10) eşitliği, (3.7) eşitliğinde 1 = 0,u π  ve 2 = 0u  alınarak da 

bulunabilir.  

  Teorem 3.2.1 ile (3.7), (3.9) ve (3.10) eşitliklerini kullanarak aşağıdaki 

teoremi ifade edebiliriz: 

 Teorem 3.2.4:  2 1( , , , , )nM gϕ ξ η+  bir genelleştirilmiş Sasakian  uzay form, 

: I Mγ →  oskülatör mertebesi  r   olan bir Legendre eğrisi, 2 = 0,f  3 0,f ≠   

2( ) 0Eη ≠  veξ ∈span{ }2 ,..., mE E  olsun. Eğer 4r ≥  ise, γ  eğrisinin has biharmonik 

olması için gerek ve yeter şart 

 

1
2 2 2
1 2 1 3 1

2 3 1 1 2

2 3 3 1 1 2

= sabit > 0,
= ,cos

cos sin cos = 0,
cos sin sin = 0

f f u
f u u u

f u u u

κ
κ κ

κ
κ κ

+ −
′ −

−

  

olmasıdır. Eğer 3r =  ise, 2 = 0u  alınarak yukarıdaki denklemlerin ilk üçü 

sağlanmalıdır. Eğer 2r =  ise, 1 = 0,u π  alınarak yukarıdaki denklemlerin ilk ikisi 

sağlanmalıdır [21]. 
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2 1( , , , , )nM gϕ ξ η+  bir trans-Sasakian genelleştirilmiş Sasakian uzay formu ve 

: I Mγ →  oskülatör mertebesi  r   olan bir Legendre eğrisi olsun. γ  Legendre eğrisi 

olduğundan ( ) = 0Tη  dır.  (3.3) eşitliği gereği 

 =T T Tξ aϕ β∇ − +   (3.11) 

yazılabilir.  (3.11) eşitliğinden 

 ( , ) =Tg Tξ β∇   (3.12) 

elde edilir. ( ) = 0Tη  ifadesi türevlenerek (2.2) ve (3.12) eşitlikleri kullanılırsa 

 1 2( ) =Eκ η β−   (3.13) 

bulunur.  

 Sonuç 3.2.5:  2 1( , , , , )nM gϕ ξ η+  bir trans-Sasakian genelleştirilmiş Sasakian  

uzay form, : I Mγ →  oskülatör mertebesi  r   olan bir Legendre eğrisi, 1 sabitf = , 

2 = 0f , 3f  ve β  sıfırdan farklı sabitler, sabit,a =  2( ) 0Eη ≠ , ξ ∈span { }2 ,..., mE E   

olsun. Bu durumda, γ  eğrisinin has biharmonik olması için gerek ve yeter şart γ  nın 

1 = > 0,κ β±  2
2 1 3= = f fκ a β± − −  eğriliklerine sahip bir Legendre helis 

olmasıdır. Burada,  2Eξ  , 3T Eϕ  , 3boyM =   ve 2
1 3f f β− −  bir pozitif sabit 

olmak zorundadır [21].  

 İspat: M  bir trans-Sasakian  genelleştirilmiş Sasakian manifold olduğundan, 

(3.3) ve (2.2) eşitliklerini kullanarak 

 1 1 2( ) = ( ) = 0,T E Eη κη β∇ +   (3.14) 

 2 2 3 2( ) = ( ) ( , ),T E E g T Eη κ η a ϕ∇ −   (3.15) 

 3 2 2 3 4 3( ) = ( ) ( ) ( , ),T E E E g T Eη κ η κ η a ϕ∇ − + −   

 4 3 3 4 5 4( ) = ( ) ( ) ( , )T E E E g T Eη κ η κ η a ϕ∇ − + −   

yazabiliriz.  
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 Gereklilik: γ  eğrisi has biharmonik olsun.  

(1) Eğer 2r =  ise, Teorem 3.2.1 den,  

 1 = sabit > 0,κ   

 [ ]22
1 1 3 2= ( )f f Eκ η−   

ve ξ ∈span{ }2E , yani 2Eξ   dir. Böylece 2( ) = 1Eη ±  elde ederiz. O halde, γ  eğrisi  

1 1 3= f fκ −  olan bir çemberdir. Burada, 1 3 > 0f f−  bir sabittir. 2= Eξ ±  ifadesini 

türevlersek, = 0a  ve 1 =κ β±  buluruz. = 0a  olduğundan, M  bir β -Kenmotsu 

genelleştirilmiş Sasakian uzay formdur. Önerme 3.1.4 gereği 

 2
1 3 = 0f f β− +   

dir. Bu, 1 3 > 0f f−  olmasıyla çelişir. 

(2) Eğer = 3r  ise, Teorem 3.2.1 gereği 

 1 = sabit > 0,κ   (3.16) 

 [ ]22 2
1 2 1 3 2= ( ) ,f f Eκ κ η+ −   (3.17) 

 2 3 2 3( ) ( ) = 0f E Eκ η η′ −   (3.18) 

ve ξ ∈span{ }2 3,E E  yazılabilir. (3.17) eşitliğinin türevinde (3.15) ve (3.18) ifadeleri 

yerine yazılırsa 

 2 3 22 ( ) = ( , )E g T Eκ η a ϕ   (3.19) 

elde edilir. β  sıfırdan farklı bir sabit olduğundan, (3.14) gereği 2( )Eη  sabittir. O 

halde, (3.15) eşitliğinden 

 2 3 2( ) = ( , )E g T Eκ η a ϕ   (3.20) 
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dır. (3.19) ve (3.20) birlikte düşünüldüğünde, 3( ) = 0Eη  bulunur. Böylece 2Eξ   dir. 

Sonuç olarak, (3.14), (3.16), (3.17) ve (3.18) eşitliklerinden, 1 = > 0,κ β±

2
2 1 3= = f fκ a β± − − , 2Eξ   ve 3T Eϕ   bulunur. Burada 2

1 3f f β− −  bir pozitif 

sabittir. 0a ≠  olduğundan, Önerme 3.1.1 gereği, 3boyM =  tür. 

(3) Eğer 4r ≥  ise, bu durumda 5boyM ≥  tir. β  sıfırdan farklı bir sabit 

olduğundan,  Önerme 3.1.1 gereği, = 0a  dır. Böylece M  bir β -Kenmotsu 

genelleştirilmiş Sasakian uzay form,  β  sıfırdan farklı bir sabit ve 5boyM ≥  elde 

ettik. O halde Teorem 3.1.5 yardımıyla 3 = 0f  çelişkisine ulaşırız. 

Yeterlilik: γ  eğrisi, Teoremde ifade edilen koşulları sağlayacak şekilde bir 

Legendre helis olsun. Teorem 3.2.1 deki eşitliklerin ilk üçünün sağlandığı açıktır. 

Yani, γ  eğrisi has biharmoniktir. ■ 

 

Durum 4. 2 0,f ≠  3 = 0f  ve 2T Eϕ ⊥  olması. 

Bu durumda, 2( , ) = 0g T Eϕ  dır. Teorem 3.2.1 yardımıyla aşağıdaki teoremi 

elde ederiz: 

Teorem 3.2.6: 2 1( , , , , )nM gϕ ξ η+  bir genelleştirilmiş Sasakian uzay form, 

: I Mγ →  oskülatör mertebesi  r   olan bir Legendre eğrisi, 2 0,f ≠  3 = 0f  ve 

2T Eϕ ⊥  olsun. Bu durumda, γ  eğrisinin has biharmonik olması için gerek ve yeter 

şart 1 > 0f  bir sabit olmak üzere γ  nın 

(1) 1 1= fκ  olan bir Legendre çember olması; veya 

(2) 2 2
1 2 1= fκ κ+  olan bir Legendre  helis olmasıdır. 

Eğer 1f   bir pozitif sabit değilse, böyle bir has biharmonik Legendre eğrisi yoktur 

[21]. 

 İspat: Teoremin ispatı, Teorem 3.2.3 ün ispatına benzer şekildedir. ■ 
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 Durum 5. 2 0,f ≠ 3 = 0f , Tϕ ∈span{ }2 3 4, ,E E E  ve 2( , ) 0g T Eϕ ≠  olması. 

)i  { }= min ,4 = 4m r , yani 4r ≥  olsun. Tϕ ∈span{ }2 3 4, ,E E E  olduğundan 

 1 2 1 2 3 1 2 4= cos sin cos sin sinT E E Eϕ ω ω ω ω ω+ +   (3.21) 

yazabiliriz. Burada, 1 : Iω →  Tϕ  ve 2E  arasındaki açı fonksiyonu; 2 : Iω →  ise 

Tϕ  nin { }3 4,E E  üzerine dik izdüşümü ile 3E  arasındaki açı fonksiyonudur. (3.21) 

eşitliğinden 

 
2 1

3 1 2

4 1 2

( , ) = cos ,
( , ) = sin cos ,
( , ) = sin sin

g T E
g T E
g T E

ϕ ω
ϕ ω ω
ϕ ω ω

  (3.22) 

dir.  

 )ii  = 3r  olsun. Bu durumda, 4E  bulunmadığından, Tϕ ∈ span { }2 3,E E  tür. 

Böylece 

 1 2 1 3= cos sinT E Eϕ ω ω+   (3.23) 

elde ederiz. Burada, 1 : Iω → , Tϕ  ve 2E  arasındaki açı fonksiyonudur. (3.23) 

eşitliği, (3.21) eşitliğinde 2 = 0ω  yazılarak da bulunabilir. 

 )iii  Son olarak, = 2r  olsun. O halde, Tϕ ∈span{ }2E  olduğundan 2T Eϕ  , 

yani 

 2=T Eϕ ±   (3.24) 

dir. (3.24) eşitliğini, (3.21) de 1 = 0,ω π  ve 2 = 0ω  alarak da hesaplayabiliriz.  

Böylece, (3.21), (3.23) ve (3.24) eşitlikleri yardımıyla aşağıdaki teoremi elde 

ederiz: 
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 Teorem 3.2.7: 2 1( , , , , )nM gϕ ξ η+  bir genelleştirilmiş Sasakian uzay form, 

: I Mγ →  oskülatör mertebesi  r   olan bir Legendre eğrisi, 2 0,f ≠ 3 = 0f , 

{ }2 3 4span , ,T E E Eϕ ∈  ve 2( , ) 0g T Eϕ ≠  olsun. Eğer 4r ≥  ise, γ  eğrisinin has 

biharmonik olması için gerek ve yeter şart 

 

1
2 2 2
1 2 1 2 1

2 2 1 1 2

2 3 2 1 1 2

= sabit > 0,
= 3 ,cos

3 cos sin cos = 0,
3 cos sin sin = 0

f f
f

f

κ
κ κ ω

κ ω ω ω
κ κ ω ω ω

+ +
′ +

+

  

olmasıdır. Eğer 3r =  ise, 2 = 0ω  alınarak yukarıdaki denklemlerin ilk üçü 

sağlanmalıdır. Eğer 2r =  ise, 1 = 0,ω π  alınarak yukarıdaki denklemlerin ilk ikisi 

sağlanmalıdır [21]. 

 Sonuç 3.2.8: 2 1( , , , , )nM gϕ ξ η+ bağlantılı bir trans-Sasakian genelleştirilmiş 

Sasakian uzay form, : I Mγ →  oskülatör mertebesi  r   olan bir Legendre eğrisi, 

1 sabit,f = 2f  sıfırdan farklı bir sabit, 3 = 0,f { }2span ,..., ,mT E Eϕ ∈   2( , ) 0g T Eϕ ≠ , 

a  ve β  sabit olsun. Bu durumda, γ  eğrisinin has biharmonik olması için gerek ve 

yeter şart 4r ≥  ve 

 1
2

= = sabit > 0,
( )E
βκ

η
−   

 2 = > 0,κ δ   

 2 4
3

3 ( , ) ( , )= > 0,g T E g T Eϕ ϕκ
δ

−   

 2 5
4

2 4

( , )= > 0,  (eğer 5 ise)
( ) ( , )

g E E r
E g T E
β ϕκ

η ϕ
−

≥   

olmasıdır. Burada,  
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 [ ]
[ ]

2
2

1 2 2 2
2

= 3 ( , ) > 0
( )

f f g T E
E
βδ ϕ

η
+ −   

bir sabit, 3( , ) = 0g T Eϕ , = 0a , 2( , ) 0g T Eϕ ≠  ve 4( , ) 0g T Eϕ ≠  sabitler, 0β ≠  ve 

2( ) 0Eη ≠  dır [21]. 

 İspat: M  bir trans-Sasakian manifold olduğundan 

 1 2= ,T T Eϕ aξ κ ϕ∇ +   (3.25) 

 2 2 2 3( , ) = ( ) ( , ),T g T E E g T Eϕ aη κ ϕ∇ +   (3.26) 

 3 3 1 2 3

2 2 3 4

( , ) = ( ) ( , )
( , ) ( , ),

T g T E E g E E
g T E g T E

ϕ aη κ ϕ
κ ϕ κ ϕ

∇ +
− +

  (3.27) 

 4 4 1 2 4 3 3( , ) = ( ) ( , ) ( , )T g T E E g E E g T Eϕ aη κ ϕ κ ϕ∇ + −   

eşitlikleri kolayca hesaplanabilir. 

 Gereklilik: γ  eğrisi has biharmonik olsun.  

 (1) Eğer = 2r  ise, Teorem 3.2.1 den 

 1 = sabit > 0,κ   (3.28) 

 [ ]22
1 1 2 2= 3 ( , )f f g T Eκ ϕ+   (3.29) 

ve Tϕ ∈span{ }2E , yani 2T Eϕ   yazabiliriz. 2=T Eϕ ±  ifadesinin türevinde Frenet 

denklemleri ve (3.25) eşitliği kullanılırsa 

 1 2 1=E Taξ κ ϕ κ+    

elde edilir. O halde = 0a  bulunur. Ayrıca, (3.14) eşitliğinden = 0β  buluruz. 

Böylece M  kosimplektik olduğundan, 2 3=f f  tür. Bu bir çelişkidir. 

 (2) Eğer = 3r  ise, Teorem 3.2.1 gereği 

 1 = sabit > 0,κ   (3.30) 

 [ ]22 2
1 2 1 2 2= 3 ( , ) ,f f g T Eκ κ ϕ+ +   (3.31) 
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 2 2 2 33 ( , ) ( , ) = 0f g T E g T Eκ ϕ ϕ′ +   (3.32) 

ve Tϕ ∈span{ }2 3,E E  tür. (3.31) ifadesinin türevini alıp  (3.26) ve (3.32) eşitliklerini 

kullanırsak 

 2 3 22 ( , ) = ( )g T E Eκ ϕ aη−   (3.33) 

buluruz. Tϕ ∈span{ }2 3,E E  olduğundan 

 2 2 3 3= ( , ) ( , )T g T E E g T E Eϕ ϕ ϕ+   (3.34) 

dir. Kolayca 2 3( , ) = 0g E Eϕ  buluruz. Şimdi, (3.34) eşitliğini türevleyip, (2.2), (3.25), 

(3.26) ve (3.27) eşitliklerini kullanırsak 

 1 2 1 2 2 2 3 3= ( , ) ( ) ( )E g T E T E E E Eaξ κ ϕ κ ϕ aη aη+ − + +   (3.35) 

elde ederiz. = 0a  varsayalım. (3.33) eşitliği gereği 3( , ) = 0g T Eϕ , yani 2=T Eϕ ±  

dir. O halde (3.27) eşitliğinden 2 = 0κ  bulunur. Bu bir çelişkidir. Yani 0a ≠  dır. Bu 

durumda (3.35) eşitliği ξ  ile çarpılırsa [ ] [ ]2 2
2 3( ) ( ) = 1E Eη η+  elde edilir. Bu da   

ξ ∈ span { }2 3,E E  demektir. Yine (3.35) eşitliğinden 2=T Eϕ ±  buluruz. O halde 

3= Eξ ±  tür. (3.14) eşitliği gereği = 0β  buluruz. Sonuçta, M  bağlantılı bir

-Sasakiana  genelleştirilmiş Sasakian uzay formdur. 5boyM ≥  ise, Teorem 3.1.3 

den 2 3=f f  çelişkisine ulaşırız. Eğer 3boyM =  ise, Teorem 3.1.6 gereği 2 = 0f  

çelişkisi çıkar.  

 (3) 4r ≥  olsun. Bu durumda, Teorem 3.2.1 den 

 1 = sabit > 0,κ   (3.36) 

 [ ]22 2
1 2 1 2 2= 3 ( , ) ,f f g T Eκ κ ϕ+ +   (3.37) 

 2 2 2 33 ( , ) ( , ) = 0,f g T E g T Eκ ϕ ϕ′ +   (3.38) 

 2 3 2 2 43 ( , ) ( , ) = 0f g T E g T Eκ κ ϕ ϕ+   (3.39) 

ve Tϕ ∈span{ }2 3 4, ,E E E  dir. (3.37) ifadesini türevlersek, (3.26) ve (3.38) yardımıyla 
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 2 3 22 ( , ) = ( )g T E Eκ ϕ aη−   (3.40) 

yazabiliriz. 3( , ) 0g T Eϕ ≠  olduğunu varsayalım. Bu durumda 0a ≠ ve 2( ) 0Eη ≠  dır. 

5boyM ≥  olduğunundan = 0β  elde ederiz. Bu, 2( ) 0Eη ≠  olmasıyla çelişir. O halde 

varsayımımız yanlıştır. 3( , ) = 0g T Eϕ  dır. Yani, Tϕ ∈ span { }2 4,E E  tür.  (3.40) 

eşitliğinden = 0a  buluruz. (3.26) gereği, 2( , ) 0g T Eϕ ≠  bir sabittir. 

{ }2 3 4span , ,T E E Eϕ ∈  olduğundan 4( , )g T Eϕ  de sıfırdan farklı bir sabittir. (3.14), 

(3.36), (3.37), (3.38) ve (3.39) eşitliklerini kullanarak Teoremdeki eşitlikleri elde 

ederiz. Eğer 5r ≥  ise, 5( , ) = 0g T Eϕ  ifadesinin türevini ve (3.25) eşitliğini 

kullanarak 

 2 5
4

2 4

( , )=
( ) ( , )

g E E
E g T E
β ϕκ

η ϕ
−   

buluruz. 

 Yeterlilik: γ  eğrisi, Teoremde verilen eşitlikleri sağlayan bir Legendre eğrisi 

olsun. Teorem 3.2.1 in sağlandığı, yani, 2 ( ) 0τ γ =  olduğu kolayca gösterilebilir. O 

halde γ  has biharmoniktir. ■ 

 

 Durum 6. 2 0,f ≠  3 0,f ≠  2T Eϕ ⊥  ve 2Eξ ⊥  olması. 

 Bu durumda, 2( , ) = 0g T Eϕ  ve 2( ) = 0Eη  dır. Teorem 3.2.1 kullanılarak, 

aşağıdaki teorem ifade edilebilir: 

 Teorem 3.2.9:  2 1( , , , , )nM gϕ ξ η+  bir genelleştirilmiş Sasakian uzay form, 

: I Mγ →  oskülatör mertebesi  r   olan bir Legendre eğrisi, 2 0,f ≠  3 0,f ≠  

2T Eϕ ⊥  ve 2Eξ ⊥  olsun. γ  eğrisinin has biharmonik olması için gerek ve yeter şart

1 > 0f  bir sabit olmak üzere γ  nın 

(1) 1 1= fκ  olan bir Legendre çember olması; veya 

(2) 2 2
1 2 1= fκ κ+  olan bir Legendre  helis olmasıdır. 
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Eğer 1f   bir pozitif sabit değilse, böyle bir has biharmonik Legendre eğrisi yoktur 

[21]. 

 İspat: Teoremin ispatı, Teorem 3.2.3 ün ispatı gibi yapılır.  ■ 

 

 Durum 7. 2 0,f ≠  3 0,f ≠  2 ,T Eϕ ⊥  ξ ∈ span { }2 ,..., mE E  ve 2( ) 0Eη ≠  

olması. 

 Bu durumda, 2( , ) = 0g T Eϕ  dir. Teorem 3.2.1 ile birlikte (3.7) ve (3.8) 

eşitliklerini kullanarak aşağıdaki teoremi verebiliriz: 

 Teorem 3.2.10: 2 1( , , , , )nM gϕ ξ η+  bir genelleştirilmiş Sasakian uzay form, 

: I Mγ →  oskülatör mertebesi  r   olan bir Legendre eğrisi, 2 0,f ≠  3 0,f ≠  

2 ,T Eϕ ⊥  ξ ∈ span { }2 ,..., mE E  ve 2( ) 0Eη ≠ olsun. Eğer 4r ≥  ise, γ  eğrisinin has 

biharmonik olması için gerek ve yeter şart 

 

1
2 2 2
1 2 1 3 1

2 3 1 1 2

2 3 3 1 1 2

= sabit > 0,
= ,cos

cos sin cos = 0,
cos sin sin = 0

f f u
f u u u

f u u u

κ
κ κ

κ
κ κ

+ −
′ −

−

  (3.41) 

olmasıdır. Eğer 3r =  ise, 2 = 0u  alınarak yukarıdaki denklemlerin ilk üçü 

sağlanmalıdır. Eğer 2r =  ise, 1 = 0,u π  alınarak yukarıdaki denklemlerin ilk ikisi 

sağlanmalıdır [21]. 

 Sonuç 3.2.11:  2 1( , , , , )nM gϕ ξ η+  bir trans-Sasakian genelleştirilmiş Sasakian 

uzay form, : I Mγ →  oskülatör mertebesi  r   olan bir Legendre eğrisi, 1 = sabit,f  

2f ve 3f  sıfırdan farklı sabitler, a  ve β  sabit, 2T Eϕ ⊥ , ξ ∈ span { }2 ,..., mE E , 

2( ) 0Eη ≠  olsun. Bu durumda, γ  eğrisinin has biharmonik olması için gerek ve yeter 

şart γ  nın 

 1
2

= = sabit > 0,
( )E
βκ

η
−   
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 2 = > 0,κ δ   

 3 2 4
3

( ) ( )= = sabit > 0f E Eη ηκ
δ

  

eşitliklerini sağlayan 4. mertebeden bir helis olmasıdır. Burada  

 [ ]
[ ]

2
2

1 3 2 2
2

= ( )
( )

f f E
E
βδ η

η
− −   

bir pozitif sabit, 3( ) = 0Eη  ve = 0a  dır. 

 İspat: Sonuç 3.2.5 in ispatına benzer şekildedir.  ■ 

 

Durum 8. 2 0,f ≠  3 0,f ≠  Tϕ ∈ span { }2 ,..., mE E , 2( , ) 0g T Eϕ ≠  ve 2Eξ ⊥  

olması. 

Bu durumda 2( ) = 0Eη  dır. Ayrıca, (3.21) ve (3.22) eşitlikleri geçerlidir. 

Böylece aşağıdaki teoremi elde ederiz: 

Teorem 3.2.12: 2 1( , , , , )nM gϕ ξ η+  bir genelleştirilmiş Sasakian uzay form, 

: I Mγ →  oskülatör mertebesi  r   olan bir Legendre eğrisi, 2 0,f ≠  3 0,f ≠  

{ }2span ,..., mT E Eϕ ∈ , 2( , ) 0g T Eϕ ≠  ve 2Eξ ⊥ olsun. Eğer 4r ≥  ise, γ  eğrisinin has 

biharmonik olması için gerek ve yeter şart 

 

1
2 2 2
1 2 1 2 1

2 2 1 1 2

2 3 2 1 1 2

= sabit > 0,
= 3 ,cos

3 cos sin cos = 0,
3 cos sin sin = 0

f f
f

f

κ
κ κ ω

κ ω ω ω
κ κ ω ω ω

+ +
′ +

+

  (3.42) 

olmasıdır. Eğer 3r =  ise, 2 = 0ω  alınarak yukarıdaki denklemlerin ilk üçü 

sağlanmalıdır. Eğer 2r =  ise, 1 = 0,ω π  alınarak yukarıdaki denklemlerin ilk ikisi 

sağlanmalıdır [21]. 
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Sonuç 3.2.13: 2 1( , , , , )nM gϕ ξ η+  bir trans-Sasakian genelleştirilmiş Sasakian 

uzay form, : I Mγ →  oskülatör mertebesi  r   olan bir Legendre eğrisi, 1 = sabit,f  

2f  ve 3f  sıfırdan farklı sabitler, a  ve β  sabit, { }2span ,..., ,mT E Eϕ ∈  

2( , ) 0g T Eϕ ≠  ve 2Eξ ⊥ olsun. Bu durumda, γ  eğrisinin has biharmonik olması için 

gerek ve yeter şart γ  nın aşağıdakilerden biri olmasıdır [21]: 

(1) = = 0a β , 2T Eϕ   ve 1 23f f+  bir pozitif sabit olmak üzere 

1 1 2= 3f fκ +  eğriliğine sahip bir çember; veya 

(2) 0a ≠  sabit, 2
1 23 > 0f f a+ −  sabit, = 0β , 2T Eϕ   ve 3Eξ   olmak 

üzere 2
1 1 2= 3 ,f fκ a+ − 2 = > 0κ a±  eğriliklerine sahip bir helis; veya 

(3) 3( , ) = 0,g T Eϕ  2( , ) 0g T Eϕ ≠  ve 4( , ) 0g T Eϕ ≠  sabit, > 0δ ve 

[ ]2 2
1 2 23 ( , ) > 0f f g T Eϕ δ+ −  birer sabit olmak üzere 

 

[ ]

[ ]

1

2 2
2 1 2 2

2 2 4
3 2 2

1 2 2

2 5
4

4

= > 0,

= 3 ( , ) > 0,

3 ( , ) ( , )= > 0,
3 ( , )

( , )= > 0, ( eğer 5 ise)
( , )

f f g T E

f g T E g T E

f f g T E

g E E r
g T E

κ δ

κ ϕ δ

ϕ ϕκ
ϕ δ

δ ϕκ
ϕ

+ −

−

+ −

≥

  

eşitliklerini sağlayan oskülatör mertebesi 4r ≥  olan bir Frenet eğrisi. 

 İspat: Sonuç 3.2.8 in ispatına benzer şekilde ispatlanır. ■ 

 

 Durum 9. 2 0,f ≠  3 0,f ≠ { }2span ,..., ,mT E Eϕ ∈  2( , ) 0,g T Eϕ ≠  

{ }2span ,..., mE Eξ ∈  ve 2( ) 0Eη ≠  olması. 

 Bu durumda, Teorem 3.2.1 ile (3.7), (3.8), (3.21) ve (3.22) eşitlikleri 

yardımıyla sıradaki teorem verebiliriz: 
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Teorem 3.2.14: 2 1( , , , , )nM gϕ ξ η+  bir genelleştirilmiş Sasakian uzay form, 

: I Mγ →  oskülatör mertebesi  r   olan bir Legendre eğrisi, 2 0,f ≠  3 0,f ≠

{ }2span ,..., mT E Eϕ ∈ , 2( , ) 0,g T Eϕ ≠  { }2span ,..., mE Eξ ∈  ve 2( ) 0Eη ≠  olsun. Eğer 

4r ≥  ise, γ  eğrisinin has biharmonik olması için gerek ve yeter şart 

 

1
2 2 2 2
1 2 1 2 1 3 1

2 2 1 1 2 3 1 1 2

2 3 2 1 1 2 3 1 1 2

= sabit > 0,
= 3 ,cos cos

3 cos sin cos cos sin cos = 0,
3 cos sin sin cos sin sin = 0

f f f u
f f u u u

f f u u u

κ

κ κ ω
κ ω ω ω
κ κ ω ω ω

+ + −
′ + −

+ −

  

olmasıdır. Eğer 3r =  ise, 2 = 0ω  alınarak yukarıdaki denklemlerin ilk üçü 

sağlanmalıdır. Eğer 2r =  ise, 1 = 0,ω π  alınarak yukarıdaki denklemlerin ilk ikisi 

sağlanmalıdır [21]. 

 Sonuç 3.2.15:  2 1( , , , , )nM gϕ ξ η+  bir trans-Sasakian genelleştirilmiş Sasakian 

uzay form, : I Mγ →  oskülatör mertebesi  4r ≥   olan bir Legendre eğrisi, 

1 = sabit,f 2f  ve 3f  sıfırdan farklı sabitler, { }2 3 4span , , ,T E E Eϕ ∈  2( , ) 0,g T Eϕ ≠  

{ }2 3 4span , ,E E Eξ ∈  ve 2( ) 0Eη ≠  olsun. O halde, γ  eğrisinin has biharmonik 

olması için gerek ve yeter şart  

 (1) 0λ ≠  ve 0µ ≠  olmak üzere 

 

{ }

1
2

2

3 2 4 2 2 4
3

= = sabit > 0,
( )

= = = > 0,
2

2 ( ) ( ) 3 ( , ) ( , )
= > 0

E

ds

f E E f g T E g T E

βκ
η
λκ δ µ
µ

µ η η ϕ ϕ
κ

λ

−

−

−

∫   

olması; veya 

 (2) δ  bir pozitif sabit, = = 0λ µ  olmak üzere 
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1
2

2

3 2 4 2 2 4
3

= = sabit > 0,
( )

= > 0,
( ) ( ) 3 ( , ) ( , )= > 0

E

f E E f g T E g T E

βκ
η

κ δ
η η ϕ ϕκ

δ

−

−
  

olmasıdır. Burada 

 2 3 2 2= (3 ) ( , ) ( ),f f g T E Eλ a ϕ η+   (3.43) 

 3 2 3 2 2 3= ( ) ( ) 3 ( , ) ( , )f E E f g T E g T Eµ η η ϕ ϕ−   (3.44)  

ve 

 [ ] [ ]
[ ]

2
2 2

1 2 2 3 2 2
2

= 3 ( , ) ( )
( )

f f g T E f E
E
βδ ϕ η

η
+ − −   (3.45) 

dir [21]. 

 İspat: Gereklilik: Teorem 3.2.1 den 

 1 = sabit > 0,κ   

 [ ] [ ]2 22 2
1 2 1 2 2 3 2= 3 ( , ) ( ) ,f f g T E f Eκ κ ϕ η+ + −   (3.46) 

 2 2 2 3 3 2 33 ( , ) ( , ) ( ) ( ) = 0,f g T E g T E f E Eκ ϕ ϕ η η′ + −   (3.47) 

 2 3 2 2 4 3 2 43 ( , ) ( , ) ( ) ( ) = 0f g T E g T E f E Eκ κ ϕ ϕ η η+ −   (3.48) 

yazabiliriz. ( ) = 0Tη  ifadesini türevler ve (2.2) eşitliklerini kullanırsak 

1 2( ) = ,Eκ η β−  yani 

 1
2

=
( )E
βκ

η
−   

buluruz. (3.46) eşitliğinin türevini alırsak 

 2 2 2 2 2 3 2 2= 3 ( , ) ( , ) ( ) ( )T Tf g T E g T E f E Eκ κ ϕ ϕ η η′ ∇ − ∇   (3.49) 
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elde ederiz.  M  bir trans-Sasakian manifold olduğundan, (3.15), (3.26) ve (3.47) 

eşitliklerini (3.49) da yerine yazarsak 

 22 =κ µ λ   (3.50) 

yazabiliriz. Burada λ   ve ,µ  sırasıyla (3.43) ve (3.44) eşitliklerindeki gibidir.   

 Eğer 0λ ≠  ve 0µ ≠  ise, (3.50)  eşitliği gereği 2 = 0
2
λκ
µ
≠  bulunur. 3κ  ise 

(3.48) eşitliğinden hesaplanır. 

 Eğer = 0µ  ise, (3.50) gereği 0λ =  dır. Ayrıca, (3.47)  den  2κ  bir sabittir. 

Böylece, (3.46) eşitliğini kullanarak 2 =κ δ  yazabiliriz. Burada ,δ  (3.45) 

eşitliğindeki gibidir. (3.48) eşitliğinden de 3κ  ü elde ederiz.  

 Yeterlilik: γ  eğrisi Teoremde verilen (1) veya (2) koşullarını sağlıyor olsun. 

O halde,  Teorem 3.2.1 deki eşitliklerin sağlandığı gösterilebilir. Yani γ  eğrisi has 

biharmoniktir. ■ 

3.3 Durumların Bazı Uzay Formlara  Uygulanması 

2 1( , , , , )nM gϕ ξ η+  bir Sasakian  uzay form  olsun.  Böylece = 1a , = 0β , 

1
3=

4
cf + , 2 3

1= =
4

cf f −  dir. Bu durumda (3.13) eşitliği, 1 2( ) = 0Eκ η  haline 

dönüşür. Yani 2( ) = 0Eη  dır. O halde, tüm olası durumlar; Durum 1, Durum 6 ve 

Durum 8 dir.  

Durum 1 ve Durum 6 için, aşağıdaki teoremi ifade edebiliriz: 

Teorem 3.3.1:  2 1( , , , , )nM gϕ ξ η+  bir Sasakian  uzay form, : I Mγ →  bir 

Legendre eğrisi, = 1c  veya 2T Eϕ ⊥  olsun.  Bu durumda, γ  eğrisinin has 

biharmonik olması için gerek ve yeter şart > 3c −  olmak üzere γ  nın 

(1) 1
1= 3
2

cκ +  eğriliğine sahip bir çember; veya 
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(2) 2 2
1 2

3=
4

cκ κ +
+  eşitliğini sağlayan bir helis olmasıdır. 

Eğer 3c ≤ −  ise, böyle bir has biharmonik Legendre eğrisi yoktur [9]. 

 Örnek 3.3.2: 7 8(1) ⊂   Sasakian uzay formunu ele alalım.  ( )8 8 , ,  =   

uzayındaki denklemi  

 1 2 3
1 1 1( ) cos( 2 ) sin( 2 )
2 2 2

s s e s e eγ = + +   

olan 7: (1)Iγ →�   eğrisi, { },i je Je  birbirine dik sabit birim vektörler olmak üzere 

1 1cκ = =  eğriliğine sahip bir has biharmonik Legendre çemberdir. Burada,  

 

( )

4

4

7 7

0
, , ( ) ( , ),

0

( ) , (1), (1)

I
J Jx Y g Y

I

Y JY Y x x Y

ξ η ξ

ϕ η χ

 
= = − = − 

= − ∈ ∈

   

   
  

ve g, 8  den indirgenen metrik tensördür [9].  

 Durum 8 için aşağıdaki teoremi verebiliriz: 

 Teorem 3.3.3: 2 1( , , , , )nM gϕ ξ η+  bir Sasakian  uzay form, : I Mγ →  bir 

Legendre eğrisi, 1c ≠ , Tϕ ∈span{ }2 ,..., mE E , 2( , ) 0g T Eϕ ≠  olsun. Bu durumda, γ  

eğrisinin has biharmonik olması için gerek ve yeter şart γ  nın 

 (1) > 1c , 2T Eϕ   ve 3Eξ   olmak üzere 1 = 1cκ −  ve 2 = 1κ  eğriliklerine 

sahip bir helis; veya 

 (2) 3( , ) = 0g T Eϕ , 2( , ) 0g T Eϕ ≠  ve 4( , ) 0g T Eϕ ≠  birer sabit, > 0δ  ve 

[ ]2 2
23 3( 1) ( , ) 4 > 0c c g T Eϕ δ+ + − −  birer sabit  olmak üzere   

 1 = ,κ δ   

 [ ]2 2
2 2

1= 3 3( 1) ( , ) 4 ,
2

c c g T Eκ ϕ δ+ + − −   
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[ ]

2 4
3 2 2

2

3( 1) ( , ) ( , )= > 0,
2 3 3( 1) ( , ) 4

c g T E g T E

c c g T E

ϕ ϕκ
ϕ δ

− −

+ + − −
  

 2 5
4

4

( , )= > 0 (eğer 5 ise)
( , )

g E E r
g T E

δ ϕκ
ϕ

≥  

eşitliklerini sağlayan, oskülatör mertebesi 4r ≥  olan bir Frenet eğrisi olmasıdır [9].  

 İspat:  Sonuç 3.2.13 te = 1a , = 0β , 1
3=

4
cf + , 2 3

1= =
4

cf f −  yazılırsa, 

ispat açıktır. ■ 

 Uyarı: 4κ  sabit olmak zorunda değildir. Bu sebeple, 5boyM ≥  olan Sasakian 

uzay formlarda helis olmayan has biharmonik eğriler de vardır. 

 Şimdi, 2 1( , , , , )nM gϕ ξ η+  bir Kenmotsu uzay form olsun. O halde = 0a , 

= 1β , 1
3=

4
cf − , 2 3

1= =
4

cf f +  tür. Bu durumda, Teorem  3.1.5 ve 3.1.6 

yardımıyla, 2
1= = 0

4
cf +  bulunur. Yani = 1c −  dir. Bu durumda sadece Durum 1 

geçerlidir.  

 Teorem 3.3.4: Bir Kenmotsu uzay formda has biharmonik Legendre eğrisi 

yoktur [21]. 

 İspat: 2 1( , , , , )nM gϕ ξ η+  bir Kenmotsu uzay form olsun. = 1c −  olduğundan, 

1
3= = 1 < 0

4
cf −

−  bulunur. Teorem 3.2.2 gereği, M  de has biharmonik Legendre 

eğrisi yoktur. ■ 

2 1( , , , , )nM gϕ ξ η+  bir kosimplektik uzay form olsun. Bu durumda = = 0a β , 

1 =f  2 3= =
4
cf f  tür. (3.13) eşitliğinden 2Eξ ⊥  bulunur. O halde,  kosimplektik 

uzay form için tüm olası durumlar; Durum 1, Durum 6 ve Durum 8 dir. Durum 1 için 

1 2 3= = = = 0
4
cf f f  olduğundan, 1 > 0f  olmasıyla çelişir. Durum 6 için aşağıdaki 

teoremi verebiliriz: 
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 Teorem 3.3.5: 2 1( , , , , )nM gϕ ξ η+  bir kosimplektik uzay form, , : I Mγ →  bir 

Legendre eğrisi, 0c ≠  ve 2T Eϕ ⊥  olsun. Bu durumda, γ  eğrisinin has biharmonik 

olması için gerek ve yeter şart > 0c  olmak üzere γ  nın 1 =
2
cκ  eğriliğine sahip bir 

çember veya 2 2
1 2 =

4
cκ κ+  eşitliğini sağlayan bir helis olmasıdır [21]. 

 Durum 8 için aşağıdaki teorem elde edilir: 

 Teorem 3.3.6: 2 1( , , , , )nM gϕ ξ η+  bir kosimplektik uzay form, , : I Mγ →  bir 

Legendre eğrisi, 0c ≠ , Tϕ ∈span{ }2 3 4, ,E E E  ve 2( , ) 0g T Eϕ ≠  olsun. Bu durumda, 

γ  eğrisinin has biharmonik olması için gerek ve yeter şart γ  eğrisinin  

 (1) > 0c  ve 2T Eϕ   olmak üzere, 1 = cκ  eğriliğine sahip bir çember 

olması; veya 

 (2) 3( , ) = 0g T Eϕ , 2( , ) 0g T Eϕ ≠  ve 4( , ) 0g T Eϕ ≠  birer sabit, > 0δ  ve 

[ ]2 2
23 ( , ) 4 > 0c c g T Eϕ δ+ −  birer sabit olmak üzere  

 1 = > 0,κ δ   

 [ ]2 2
2 2

1= 3 ( , ) 4 > 0,
2

c c g T Eκ ϕ δ+ −    

 
[ ]

2 4
3 2 2

2

3 ( , ) ( , )= > 0,
2 3 ( , ) 4

cg T E g T E

c c g T E

ϕ ϕκ
ϕ δ

−

+ −
  

 2 5
4

4

( , )= (eğer 5 ise)
( , )

g E E r
g T E

δ ϕκ
ϕ

≥   

eşitliklerini sağlayan 4r ≥  olan bir Frenet eğrisi olmasıdır [21]. 

 İspat: Sonuç 3.2.13 te = = 0a β , 1 =f  2 3= =
4
cf f  yazılırsa ispat kolayca 

tamamlanır. ■ 
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Örnek 3.3.7: ( , , )N J G bir Kähler manifoldu olsun. M N= ×  çarpım 

manifoldu üzerinde 

 
,  ( ),  0,

,  ,  

X JX X N
s

ds g ds ds G
s

ϕ χ ϕ

ξ η

∂ = ∈ = ∂ 
∂

= = = ⊗ +
∂

  

eşitlikleri ile ( ), , , gϕ ξ η  hemen hemen değme metrik yapısı tanımlanabilir. Böylece 

( ), , , ,M gϕ ξ η  bir kosimplektik manifolddur [22]. Eğer ( , , )N J G  manifoldunun 

holomorfik kesitsel eğriliği sabit bir µ  reel sayısına eşitse, ( ), , , ,M gϕ ξ η  manifoldu 

da sabit c µ=  -kesitselϕ  eğriliğine sahiptir [23]. ( , )N G  ve ( , )M g  manifoldlarının 

Levi-Civita koneksiyonları sırasıyla ∇  ve ∇  ile gösterilsin. Bu durumda 

XXY Y∇ =∇  dir [23].  N manifoldunda yatan her eğri, M  nin bir Legendre eğrisidir. 

Ayrıca, XXY Y∇ =∇  olduğundan N nin biharmonik eğrileri, M  kosimplektik uzay 

formunun da biharmonik eğrileridir. nN P=   seçelim. O halde, ( ), , , ,M gϕ ξ η  

manifoldu 4c =  -kesitselϕ  eğriliğine sahip bir kosimplektik uzay formdur. nP  nin 

biharmonik eğrileri, [24] nolu kaynakta çalışılmıştır. Bu kaynağın beşinci bölümünde 

verilen eğri örnekleri, ( ), , , ,M gϕ ξ η  kosimplektik uzay formunda biharmonik 

Legendre eğrileridir. 
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4. S-UZAY FORMLARDA SLANT EĞRİLER 

Bu bölümde S-uzay formlar tanıtılacak ve S-uzay formlarda slant eğrilerin 

biharmonik olma koşulları incelenecektir. 

4.1 S-Uzay Formlar 

2( , , , , ),m sM ga
aϕ ξ η+  (2 )-boyutlum s+  çatılı metrik manifold [12] ve 

üzerindeki bir çatılı metrik yapı ( , , , )ga
aϕ ξ η , { }1,..., sa ∈ şöyle tanımlanır: ,ϕ  

rankı 2m  olan bir ϕ -yapı tanımlayan (1,1)-tensor alanı; 1,..., sξ ξ  birer vektör alanı; 

1,..., sη η  birer 1-form ve g , M  üzerinde bir Riemannian metriği olmak üzere her 

, ( )X Y Mχ∈  ve { }, 1,..., sa β ∈  için 

 ( )2

=1
= , ( ) = , = 0, = 0,

s

I a a a a
a β β a

a

ϕ η ξ η ξ δ ϕ ξ η ϕ− + ⊗∑    (4.1) 

 
=1

( , ) = ( , ) ( ) ( ),
s

g X Y g X Y X Ya a

a

ϕ ϕ η η−∑   (4.2) 

 ( , ) = ( , ) = ( , ), ( ) = ( , )d X Y g X Y d Y X X g Xa a a
aη ϕ η η ξ−   (4.3) 

eşitlikleri sağlanıyorsa 2( , , , , )m sM ga
aϕ ξ η+  ye çatılı ϕ -manifold  [25] veya hemen 

hemen r -kontakt metrik manifold [26] denir. Eğer ϕ  nin Nijenhuis tensörü her 

{ }1,..., sa ∈  için  2d a
aη ξ− ⊗   ye eşitse, o zaman ( , , , )ga

aϕ ξ η  ye S-yapı ve 

2( , , , , )m sM ga
aϕ ξ η+   ye S-manifold denir [27]. Eğer = 1s  ise, çatılı metrik yapı bir 

hemen hemen kontakt metrik yapıya dönüşür ve bir S-yapı ise Sasakian yapı olur. Bir 

S-yapı aşağıdaki eşitlikleri sağlar  [27]:  

 { }2

=1
( ) = ( , ) ( ) ,

s

X Y g X Y Y Xa
a

a

ϕ ϕ ϕ ξ η ϕ∇ +∑   (4.4) 

 { }= ,  1,..., .saξ ϕ a∇ − ∈   (4.5) 
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M  sabit ϕ -kesitsel eğrilikli bir S-manifold olmak üzere, M  nin Riemann 

eğrilik tensörü, her , , ( )X Y Z Mχ∈  için 

 

{

}
{ }

{ }

2 2

,

2 2

( , ) = ( ) ( ) ( ) ( )

( , ) ( ) ( , ) ( )

3 ( , ) ( , )
4

( , ) ( , ) 2 ( , )
4

R X Y Z X Z Y Y Z X

g X Z Y g Y Z X

c s g Y Z X g X Z Y

c s g X Z Y g Y Z X g X Y Z

a β a β

a β

a a
β β

η η ϕ η η ϕ

ϕ ϕ η ξ ϕ ϕ η ξ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

−

− +

+
+ − +

−
+ − +

∑

  (4.6) 

biçimindedir. Böyle bir S-manifolda S-uzay form denir ve ( )M c  ile gösterilir. = 1s  

olduğunda, bir S-uzay form Sasakian uzay forma dönüşür [13]. 

Eğer her X  teğet vektörü için ( ) 0,Xaη =  1,..., sa =  oluyorsa, 

-manifoldunS  altmanifolduna integral altmanifold denir [28]. Bir 
2( , , , , )m sM ga

aϕ ξ η+  S-uzay formunun 1-boyutlu integral altmanifolduna M nin bir   

s-Legendre eğrisi adı verilir. Başka bir deyişle, { }1 2, ,..., sT span ξ ξ ξ⊥  oluyorsa 

: I Mγ →  eğrisine M nin bir s-Legendre eğrisi denir [29]. Burada  T , γ  nın teğet 

vektör alanıdır. Daha genel olarak, her 1,..., sa =  için ( ) = cosTaη θ  olacak şekilde 

sabit bir θ  açısı varsa, γ  eğrisi slant eğri olarak adlandırılır.  Buradaki θ  açısına, γ  

eğrisinin değme açısı denir. Her s-Legendre eğrisi, değme açısı 
2
π  olan bir slant eğri 

olarak düşünülebilir. 

S-manifoldlarda slant eğriler için ilk olarak aşağıdaki önermeyi verebiliriz: 

Önerme 4.1.1: 2= ( , , , , )m sM M ga
aϕ ξ η+  bir S-manifold olsun. M deki 

geodezik olmayan bir slant eğrinin değme açısı θ  ise,  

1 1< cos <
s s

θ−  

dir. 

İspat: 2: ( , , , , )m sI M M ga
aγ ϕ ξ η+→ =  geodezik olmayan birim hızlı bir 

slant eğri ve γ  nın değme açısı θ  olsun. O halde, (4.2) eşitliğinden 
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2

=1
2

( , ) = ( , ) ( )

1 cos

s

g T T g T T T

s

a

a

ϕ ϕ η

θ

 −  

= −

∑   (4.7) 

elde edilir. γ  geodezik olmadığından, 0Tϕ ≠   dır. Bu durumda,  

 2( , ) 1 cos 0g T T sϕ ϕ θ= − >   

bulunur. Böylece istenilen sonuç elde edilir. ■ 

[8] ve [9] nolu kaynaklarda, D. Fetcu ve C. Oniciuc, Sasakian uzay formlarda 

biharmonik Legendre eğrileri çalışmıştır. Onların çalışmasının bir genellemesi 

olarak, biz de S-uzay formlarda  biharmonik s-Legendre eğrilerini [29] nolu kaynakta 

incelemiştik. Bu bölümde ise, S-uzay formlarda slant eğrilerin biharmonik olma 

koşullarını elde edeceğiz. 

4.2 S-Uzay Formlarda Biharmonik Slant Eğriler  

2( , , , , )m sM ga
aϕ ξ η+  bir S-uzay form ve : I Mγ →  oskülatör mertebesi r  

olan bir slant eğrisi olsun. Her { }1,..., sa ∈  için  

 ( ) = cosTaη θ   (4.8) 

ifadesini türevlersek, 

 { }2( ) = 0,  1,...,E saη a ∈   (4.9) 

elde ederiz. Böylece (2.2), (4.1), (4.2), (4.3), (4.6), (4.7), (4.8) ve (4.9) eşitliklerini 

kullanarak 

 2
1 1 1 2 1 2 3= ,T TT E E Eκ κ κ κ′∇ ∇ − + +   

 
( )

( )

3 2
1 1 1 1 1 1 2 2

1 2 1 2 3 1 2 3 4

= 3

2 ,
T T TT E E

E E

κ κ κ κ κ κ

κ κ κ κ κ κ κ

′ ′′∇ ∇ ∇ − + − −

′ ′+ + +
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2 2 2
1 2 1 2

3 ( )( , ) = cos (1 cos ) 3 ( , )
4 4T

c s c sR T T T s s E g T E Tκ θ θ κ ϕ ϕ+ − ∇ − + − −  
  

buluruz. O halde 

 

2

1 1 1

3 2 2 2 2
1 1 1 2 1 2

1 2 1 2 3 1 2 3 4

1 2

( ) = ( , )
= 3

3cos (1 cos )
4

(2 )
( )3 ( , )

4

T T T TT R T T T
E

c ss s E

E E
c s g T E T

τ γ
κ κ

κ κ κ κ κ θ θ

κ κ κ κ κ κ κ

κ ϕ ϕ

∇ ∇ ∇ − ∇
′−

 +  ′′+ − − + + −    
′ ′+ + +
−

+

  (4.10) 

dir. 

{ }= min ,4k r  olsun. (4.10) eşitliğinden, γ  eğrisinin has biharmonik olması 

için gerek ve yeter şart 1 > 0κ  ve 

(1) c s=  veya 2T Eϕ ⊥  veya { }2 ,..., kT span E Eϕ ∈  olması; ve 

(2) Her = 1,..., kλ  için 2( ( ), ) = 0g Eλτ γ  olmasıdır. 

Böylece şu ana teoremi verebiliriz. 

 Teorem 4.2.1: 2( , , , , )m sM ga
aϕ ξ η+  bir S-uzay form, : I Mγ →  oskülatör 

mertebesi r  olan bir slant eğri, { }1,..., sa ∈  ve { }= min ,4k r  olsun. Bu durumda, 

γ  eğrisinin has biharmonik olması için gerek ve yeter şart 

(1) =c s  veya 2T Eϕ ⊥  veya { }2 ,..., kT span E Eϕ ∈  olması; ve 

(2) = 0kκ  yazılarak aşağıdaki eşitliklerin ilk k  tanesinin sağlanmasıdır: 

 

[ ]
1

22 2 2 2 2
1 2 2

2 2 3

2 3 2 4

= sabit > 0,
3 3( )= cos (1 cos ) ( , ) ,

4 4
3( ) ( , ) ( , ) = 0,

4
3( ) ( , ) ( , ) = 0.

4

c s c ss s g T E

c s g T E g T E

c s g T E g T E

κ

κ κ θ θ ϕ

κ ϕ ϕ

κ κ ϕ ϕ

+ −
+ + − +

−′ +

−
+
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Şimdi, Teorem 4.2.1 i daha açık bir şekilde, dört farklı durumda inceleyeceğiz. 

 

 Durum 1. =c s  olması. 

 Bu durumda, γ  eğrisinin has biharmonik olması için gerek ve yeter şart 

 

1
2 2
1 2

2

2 3

= sabit > 0,
= ,

= sabit,
= 0

s
κ

κ κ
κ
κ κ

+   (4.11) 

olmasıdır. Bu eşitlikleri kullanarak aşağıdaki teoremi elde ederiz: 

 Teorem 4.2.2: 2( , , , , )m sM ga
aϕ ξ η+ , { }1,..., sa ∈ bir S-uzay form, : I Mγ →  

oskülatör mertebesi r olan geodezik olmayan bir slant eğri ve =c s  olsun. γ  

eğrisinin has biharmonik olması için gerek ve yeter şart 1 = sκ  eğriliğine sahip bir 

çember veya 2 2
1 2 = sκ κ+  eşitliğini sağlayan bir helis olmasıdır. Özel olarak, eğer γ  

bir  s-Legendre eğrisi ise 2 > 3m s+  tür. 

 İspat: Gereklilik: : I Mγ → eğrisi has biharmonik olsun. O halde,  (4.11) 

eşitliklerinden, 2 0κ =  veya 3 0κ =  dır. Eğer 2 0κ =  ise, 2
1 sabitsκ = =  olduğundan 

γ  eğrisi 1 sκ =  olan bir çemberdir. Eğer 2 0κ ≠  ise, bu durumda 3 0κ =  dır ve γ

eğrisi 2 2
1 2 = sκ κ+  eşitliğini sağlayan bir helistir.  

 Yeterlilik: γ  eğrisi, teoremde verilen eğrilerden biri olsun. O halde, (4.11) 

eşitlikleri sağlandığından, γ  has biharmonik eğridir.  

Eğer 2 = 3m s+  ise, = = 1m s  olacağından M  bir 3-boyutlu Sasakian uzay 

form olur. 3-boyutlu Sasakian manifoldlardaki bir Legendre eğrisinin torsiyonu 1 

olduğundan [30], 1 > 0κ  ve 2 = 1κ  yazabiliriz. Bu, 2 2
1 2 = = 1sκ κ+  olmasıyla çelişir. 

O halde, γ  nın s-Legendre olması durumunda (2 ) > 3m s+  tür.   ■ 
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Özel olarak, Teorem 4.2.2 de 
2
πθ =  seçilirse, s-Legendre eğrileri için, [29] 

nolu kaynaktaki Teorem 3.2 elde edilir.  

 

 Durum 2. c s≠  ve 2T Eϕ ⊥  olması. 

 Bu durumda, 2( , ) = 0g T Eϕ  dır. Teorem 4.2.1 den  

 

1

2 2 2 22
1 2

2

2 3

= sabit > 0,
3= (1 cos ),cos 4

= sabit,
= 0

c ss s

κ

κ κ θ θ

κ
κ κ

+
+ + −

  (4.12) 

yazabiliriz. Öncelikle aşağıdaki önermeyi verelim: 

 Önerme 4.2.3: 2( , , , , )m sM ga
aϕ ξ η+  bir S-uzay form, : I Mγ →  oskülatör 

mertebesi 3 olan bir slant eğri, { }1,..., sa ∈  ve 2T Eϕ ⊥  olsun. O halde 

{ }1 2 3 1= , , , , , ,...,T sT E E E T Tϕ ϕ ξ ξ∇  kümesi γ  eğrisinin her noktasında lineer 

bağımsızdır. Bu sebeple 3m ≥  tür.  

 İspat: γ  eğrisi oskülatör mertebesi 3 olan bir Frenet eğrisi olduğundan 

 

1

1 1 2

2 1 1 2 3

3 2 2

= = ,
= ,
= ,
=

T

T

T

E T
E E
E E E
E E

γ
κ
κ κ
κ

′

∇
∇ − +
∇ −

  (4.13) 

yazabiliriz. { }1 1 2 3 1= = , , , , , ,...,T sS T E E E T Tϕ ϕ ξ ξ∇  sistemi sıfırdan farklı vektör 

alanlarından oluşur. (4.1), (4.2), (4.3) , (4.4), (4.7) ve (4.8) eşitliklerinden 

 1 2
=1

= cos
s

T T s T Ea
a

ϕ θ ξ κ ϕ∇ − + +∑   (4.14) 

buluruz. (4.9),  (4.13) ve (4.14) eşitlikleri gereği 
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 2 2 3 2,  ,  ,E T E E E Tϕ⊥ ⊥ ⊥   

 { }2 2,  ,  1,...,TE T E saϕ ξ a⊥ ∇ ⊥ ∈   

dir. Bu nedenle, 1S  sisteminin lineer bağımsız olması için gerek ve yeter şart 

{ }2 3 1= , , , , ,...,T sS T E T Tϕ ϕ ξ ξ∇  sisteminin lineer bağımsız olmasıdır. Hipotezden 

2E Tϕ⊥  dir. O halde 2( , ) 0g T Eϕ =  ifadesini türevlersek, 3( , ) 0g T Eϕ =  buluruz. 

Ayrıca, (4.7) eşitliğinin türevinden, TT Tϕ ϕ⊥∇  dir. (4.1) ve (4.3) eşitlikleri gereği, 

T Tϕ ⊥  ve ,  1,...,T saϕ ξ a⊥ =  çıkar. Böylece 2S  sisteminin lineer bağımsız olması 

için gerek ve yeter şart { }3 3 1= , , , ,...,T sS T E Tϕ ξ ξ∇  sisteminin lineer bağımsız 

olmasıdır. (4.13) denklemlerinden 3T E⊥ olduğu açıktır. (4.14) eşitliğini T  ile 

çarparsak, TT Tϕ⊥∇  elde ederiz. { }1,..., sT span ξ ξ∈  olduğunu varsayalım. O halde 

 
1

cos
s

T a
a

θ ξ
=

= ∑   

 yazılabilir. Bu ifadenin türevini alırsak 

 1 2 cosE s Tκ θϕ= −   

bulunur. Bu bir çelişkidir. Çünkü hipotezden 2T Eϕ ⊥  dir. Bu durumda, varsayım 

yanlıştır. Yani { }1,..., sT span ξ ξ∉  dir. O halde 3S  sisteminin lineer bağımsız olması, 

{ }4 3 1= , , ,...,T sS E Tϕ ξ ξ∇  sisteminin lineer bağımsız olmasına denktir. Eğer 

3( , ) 0g T Eϕ =  ifadesini türevlersek, 3 TE Tϕ⊥∇  elde ederiz. { }3 1,..., sE span ξ ξ∈  

olduğunu varsayalım. O halde 

 3 3
1

( )
s

E Ea
a

a

η ξ
=

=∑   

yazabiliriz. Bu ifadeyi türevlersek 

 { }2 2 3 3
1

( ) . ( )
s

TE E E Ta a
a

a

κ η ξ η ϕ
=

 − = ∇ − ∑   
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buluruz. Bu son eşitliği 2E  ile çarparsak, 2 0κ =  çelişkisi çıkar. Bu durumda 

varsayım yanlıştır. Yani { }3 1,..., sE span ξ ξ∉  dir. Böylece 4S  kümesinin lineer 

bağımsız olması için gerek ve yeter şart { }5 1= , ,...,T sS Tϕ ξ ξ∇  kümesinin lineer 

bağımsız olmasıdır. 1 0κ ≠  ve her { }1,..., sa ∈  için 2E aϕ ξ⊥  olduğundan, (4.14) 

eşitliği gereği, { }1,...,T sT spanϕ ξ ξ∇ ∉  dir. Böylece 5S  lineer bağımsızdır. Sonuç 

olarak, { }1 2 3 1= , , , , , ,...,T sT E E E T Tϕ ϕ ξ ξ∇  lineer bağımsız olduğundan, 

2 5boyM m s s= + ≥ +  olur. Yani 3m ≥  tür. ■ 

 Artık sıradaki teoremi ifade edebiliriz: 

Teorem 4.2.4: 2( , , , , )m sM ga
aϕ ξ η+ , { }1,..., sa ∈  bir S-uzay form, 

: I Mγ →  bir slant eğri, c s≠  ve 2T Eϕ ⊥  olsun.  γ  eğrisinin has biharmonik 

olması için gerek ve yeter şart 

(1)  2m ≥ , γ  nın 2
1

1= 3 ( ) cos
2

c s c s sκ θ+ − −  eğriliğine sahip bir çember 

olması, 2> 3 ( ) cosc s c s s θ− + −  ve { }1 2 1= , , , , ,...,T sT E E T Tϕ ϕ ξ ξ∇  kümesinin lineer 

bağımsız olması; veya 

(2)  3m ≥ , γ  nın 2 2 2
1 2

1= 3 ( ) cos
4

c s c s sκ κ θ + + − −   eşitliğini sağlayan bir 

helis olması,  2> 3 ( ) cosc s c s s θ− + −  ve { }1 2 3 1= , , , , , ,...,T sT E E E T Tϕ ϕ ξ ξ∇  

kümesinin lineer bağımsız olmasıdır. 

İspat: Önerme 4.2.3 ve (4.12) eşitlikleri birlikte düşünüldüğünde ispat 

kolayca tamamlanır. ■ 

 Özel olarak, değme açısını 
2
π  alarak, s-Legendre eğrileri için aşağıdaki 

sonucu verebiliriz: 

 Sonuç 4.2.5: 2( , , , , )m sM ga
aϕ ξ η+  bir S-uzay form, : I Mγ →  oskülatör 

mertebesi r  olan bir s-Legendre eğrisi, { }1,..., sa ∈ , c s≠  ve 2T Eϕ ⊥  olsun. Bu 

durumda, γ  eğrisinin has biharmonik olması için gerek ve yeter şart  [29] 
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 (1) 2m ≥  ve > 3c s−  olmak üzere, γ  nın 1
1= 3
2

c sκ +  eğriliğine sahip bir 

çember ve { }1 2 1= , , , , ,...,T sT E E T Tϕ ϕ ξ ξ∇  kümesinin lineer bağımsız olması; veya 

 (2) 3m ≥  ve > 3c s−  olmak üzere, γ  nın 2 2
1 2

3=
4

c sκ κ +
+  eşitliğini sağlayan 

bir helis ve { }1 2 3 1= , , , , , ,...,T sT E E E T Tϕ ϕ ξ ξ∇  kümesinin lineer bağımsız olmasıdır. 

Eğer 3c s≤ −  ise,  γ  eğrisinin biharmonik olması için gerek ve yeter şart bir 

geodezik olmasıdır.      

 

Durum 3. c s≠  ve 2T Eϕ   olması. 

Bu durumda, 

 
2 2

2 2

3 4

= 1 cos ,  ( , ) = 1 cos ,
( , ) = 0,   ( , ) = 0
T s E g T E s

g T E g T E
ϕ θ ϕ θ
ϕ ϕ

± − ± −   

dır. Teorem 4.2.1 deki eşitlikler 

 

1
2 2 2
1 2

2

2 3

= sabit > 0,
= cos ( ),

= sabit,
= 0

c s c s
κ

κ κ θ
κ
κ κ

+ − −   (4.15) 

haline dönüşür. 2
2= 1 cosT s Eϕ θ−  seçebiliriz. Her iki tarafa  ϕ   uygulanırsa 

 2 2
2

=1 =1
1 cos = = ( ) = cos

s s

s E T T T Ta
a a

a a

θϕ ϕ η ξ θ ξ− − + − +∑ ∑   

bulunur. 2
2= 1 cosT s Eϕ θ−  ifadesinin türevi alınır ve Frenet denklemleri 

kullanılırsa 
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1 2 2

=1 =1

2
1 2 3

1 cos= cos
1 cos 1 cos

1 cos ( )

s s

T T s T T
s s

s T E

a a
a a

θϕ θ ξ κ ξ
θ θ

θ κ κ

 −
∇ − + + + 

− − 

= − − +

∑ ∑
  

yazılabilir. Böylece  

 21
2 32

=1

cos1 cos = 1 cos
1 cos

s

s T s E
s

a
a

κ θ θ ξ κ θ
θ

  + − + −  
 − 

∑   (4.16) 

sonucuna ulaşılır. 

Özel olarak, [29] nolu kaynaktan, 2T Eϕ   özelliğine sahip bir s-Legendre 

eğrisi için, 

 

{ }

2
=1

3
=1

3

= = ,

1= ,

1( ) = ,  1,...,

s

s

s

E
s

E s
s

a
a

a
a

a

κ ξ

ξ

η a ∈

∑

∑   

dir.  

 Şimdi aşağıdaki teoremi ifade edebiliriz: 

Teorem 4.2.6: 2( , , , , ),m sM ga
aϕ ξ η+  { }1,..., sa ∈  bir S-uzay form, 

: I Mγ → geodezik olmayan bir slant eğri, c s≠  ve 2T Eϕ   olsun.  Bu durumda γ

eğrisinin has biharmonik olması için gerek ve yeter şart 

(1) c s>  olmak üzere, γ  eğrisinin  Frenet çatı alanı  

 
=1

1, ,
s

T T
s a

a

ϕ ξ 
 
 

∑  

olan, 1 = c sκ − ve 2 = sκ  eğriliklerine sahip bir s-Legendre helis; veya 

 

(2) cos 0θ < ,  2cos ( ) 0c s c sθ− − >  olmak üzere, γ  eğrisinin Frenet çatı alanı  
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2

,
1 cos

TT
s
ϕ

θ

 
 

− 
 

olan,   

 
2

2
1

1 cos= = cos ( )
cos

s c s c sθκ θ
θ

− −
− −  

eşitliğini sağlayan s-Legendre olmayan bir slant çember; veya 

 

(3) 2cos ( ) 0c s c sθ− − >  olmak üzere, γ  eğrisinin Frenet çatı alanı 

 
2 2

=1

1, , cos
1 cos cos cos(2 )

sTT s T
s s s

a
a

ϕ ξ θ
θ θ θ

   −  
 − −  
∑  

ve 

 2 2 2
1 2 = cos ( )c s c sκ κ θ+ − −  

eşitliğini sağlayan s-Legendre olmayan bir slant helis olmasıdır. 

 İspat: (4.15) ve (4.16) eşitlikleri birlikte düşünülerek ispat tamamlanır. ■ 

 s-Legendre eğrileri için, Teorem 4.2.6 dan aşağıdaki sonucu ifade edebiliriz:  

 Sonuç 4.2.7: 2( , , , , )m sM ga
aϕ ξ η+  bir S-uzay form, : I Mγ →  oskülatör 

mertebesi r  olan bir s-Legendre eğrisi, { }1,..., sa ∈ , c s≠  ve 2T Eϕ   olsun. Bu 

durumda, γ  nın Frenet çatı alanı 

 
=1

1, ,
s

T T
s a

a

ϕ ξ 
 
 

∑   

dir. γ  eğrisinin has biharmonik olması için gerek ve yeter şart >c s  olmak üzere, 

1 = c sκ −  ve 2 = sκ  eğriliklerine sahip bir helis olmasıdır. Eğer c s≤  ise, γ  

eğrisinin biharmonik olması ile geodezik olması denktir [29]. 
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 Durum 4. c s≠ , Tϕ  2E  ve 2( , ) 0g T Eϕ ≠  olması. 

 2( , , , , )m sM ga
aϕ ξ η+  bir S-uzay form, { }1,..., sa ∈ , : I Mγ →  oskülatör 

mertebesi 4 2r m s≤ ≤ +  olan bir slant eğri ve 2m ≥ olsun. Bu durumda,  

{ }2 3 4, ,T span E E Eϕ ∈  yazabiliriz. Tϕ  ve 2E  arasındaki açı fonksiyonunu ( )tµ  ile 

gösterelim. Yani 

 2
2( , ) = 1 cos cos ( )g T E s tϕ θ µ−   (4.17) 

olsun. (4.17) eşitliğini γ  boyunca türevlersek 

2
2 2 2

1 2 2
=1

1 2 3

2 3

1 cos ( )sin ( ) = ( , ) = ( , ) ( , )

= ( cos , )

   ( , )
= ( , )

T T T
s

s t t g T E g T E g T E

g s T E E

g T T E
g T E

a
a

θ µ µ ϕ ϕ ϕ

θ ξ κ ϕ

ϕ κ κ
κ ϕ

′− − ∇ ∇ + ∇

− + +

+ − +

∑   (4.18) 

buluruz. Ortonormal açılım gereği 

 2 2 3 3 4 4= ( , ) ( , ) ( , )T g T E E g T E E g T E Eϕ ϕ ϕ ϕ+ +   (4.19) 

yazabiliriz. Teorem 4.2.1 den 

 

[ ]
1

22 2 2 2 2
1 2 2

2 2 3

2 3 2 4

= sabit > 0,
3 3( )= cos (1 cos ) ( , ) ,

4 4
3( ) ( , ) ( , ) = 0,

4
3( ) ( , ) ( , ) = 0

4

c s c ss s g T E

c s g T E g T E

c s g T E g T E

κ

κ κ θ θ ϕ

κ ϕ ϕ

κ κ ϕ ϕ

+ −
+ + − +

−′ +

−
+

  (4.20) 

eşitlikleri geçerlidir. (4.20) deki üçüncü denklemi 22κ  ile çarpar ve (4.18) eşitliğini 

kullanırsak 

 2
2 2

3( )2 1 cos ( 2 cos sin ) = 0,
4

c ssκ κ θ µ µ µ−′ ′+ − −   
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veya denk olarak 0ω  bir sabit olmak üzere 

 2 2 2
2 0

3( )= 1 cos cos4
c ssκ θ µ ω−

− − +   (4.21) 

elde ederiz. (4.21) eşitliğini (4.20) deki ikinci eşitlikte yerine yazarsak 

 ( )2 2 2 2 2 2 2
1 0

3 3( )= cos (1 cos ) 1 cos 1 cos cos4 4
c s c ss s s sκ θ θ θ θ µ ω+ −

+ − + − + − +   

buluruz. Böylece µ  bir sabittir. (4.18) ve (4.21) eşitliklerinden, 3( , ) = 0g T Eϕ  ve 

2 = sabit 0κ >  dır. Ayrıca, 

 2= 1 cosT sϕ θ−   

olduğundan,  

 2
4( , ) = 1 cos sing T E sϕ θ µ−   

çıkar. Tϕ  2E  ve 2( , ) 0g T Eϕ ≠  hipotezinden 

 3(0,2 ) \ , ,
2 2
π πµ π π ∈  
 

  

dir. Böylece aşağıdaki teoremi iade edebiliriz: 

Teorem 4.2.8: 2( , , , , ),m sM ga
aϕ ξ η+ { }1,..., sa ∈  bir S-uzay form, : I Mγ →

bir slant eğri, 4r ≥ , 2,m ≥  c s≠  , Tϕ  2E  ve 2( , ) 0g T Eϕ ≠  olsun. Bu durumda, γ  

eğrisinin  has biharmonik olması için gerek ve yeter şart  
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{ }
2 2 2 2 2
1 2

2 2

2
2 3

= sabit > 0,  1, 2,3 ,
3= cos (1 cos )

4
3( ) (1 cos ) ,cos4
3( )= (1 cos )sin 2

8

c ss s

c s s

s c s

λκ λ

κ κ θ θ

θ µ

κ κ θ µ

∈

+
+ + −

−
+ −

−
−

  

olmasıdır. Burada 3(0,2 ) \ , ,
2 2
π πµ π π ∈  
 

 bir sabit, 3( )sin 2 > 0s c µ− , 

 2 2
2 4= 1 cos cos 1 cos sinT s E s Eϕ θ µ θ µ− + −   

ve  

 2 2 2 2 24 cos ( 3 )(1 cos ) 3( )(1 cos ) 0coss c s s c s sθ θ θ µ+ + − + − − >   

dır. 

 Bir s-Legendre eğrisi için değme açısı 
2
πθ =  olduğundan, aşağıdaki sonucu 

elde ederiz: 

  Sonuç 4.2.9: 2( , , , , )m sM ga
aϕ ξ η+  bir S-uzay form, : I Mγ →  oskülatör 

mertebesi r  olan bir s-Legendre eğrisi, { }1,..., sa ∈ , 4r ≥ ,  2,m ≥  c s≠  ve 

2( , ) 0,1, 1g T Eϕ ≠ −  olsun. Bu durumda, γ  eğrisinin has biharmonik olması için 

gerek ve yeter şart  

 

{ }
2 2 2
1 2

2 3

= sabit > 0,  1, 2,3 ,
1= 3 3( )cos ,
4
3( )sin 2=

8

c s c s

s c

λκ λ

κ κ µ

µκ κ

∈

 + + + − 

−

  

olmasıdır. Burada, > 3 ,c s−  2 4= cos sinT E Eϕ µ µ+ , 3(0,2 ) \ , ,
2 2
π πµ π π ∈  
 

 bir 

sabit, 23 3( )cos > 0c s c s µ+ + −  ve 3( )sin 2 > 0s c µ−  dır [29].  
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4.3 ℝ𝟐𝟐𝟐𝟐+𝒔𝒔(−𝟑𝟑𝒔𝒔) Üzerinde Slant Eğriler 

Bu kısımda, [31] nolu kaynakta verilen, 2 ( 3 )n s s+ −  S-uzay formu üzerindeki 

slant eğriler incelenecektir. Öncelikle, 2 ( 3 )n s s+ −  uzayını tanıtalım [31]: 

2n sM +=   uzayı, { }1 1 1,..., , ,..., , ,...,n n sx x y y z z  koordinat fonksiyonları ile 

verilsin.  Bu uzay üzerinde  

 
1 1

( )
n s

i i
i i i

X X Y Z M
x y za

a a

χ
= =

 ∂ ∂ ∂
= + + ∈ ∂ ∂ ∂ 
∑ ∑   

olmak üzere,  

 ( )2 , 1,...,s , =
za
a

ξ a∂
=

∂
  

 ( )
1

1 , 1,..., ,
2

 
n

i i
i

dz y dx sa
aη a

=

 = − = 
 

∑   

 
1 1 1 1

,
n n n s

i i i i
i i ii i

X Y X Y y
x y za a

ϕ
= = = =

 ∂ ∂ ∂ = − +   ∂ ∂ ∂  
∑ ∑ ∑ ∑   

 ( )
1 1

1
4

s n

i i i i
i

g dx dx dy dya a

a

η η
= =

= ⊗ + ⊗ + ⊗∑ ∑   

olarak tanımlansın. Böylece, 2( , , , , )n s ga
aϕ ξ η+

  bir S-uzay formdur ve 3c s= −  sabit 

ϕ -kesitsel eğriliğine sahiptir. Bu uzay, kısaca  2 ( 3 )n s s+ −  ile gösterilir [31]. 
2 ( 3 )n s s+ −  üzerinde, { } { }1,...,  ve 1,...,s i na ∈ ∈  olmak üzere 

 

1
= 2 ,  = = 2( ),  = 2  

s

i n i i i
i i

X X X y
y x z za

a a a

ϕ ξ+
=

∂ ∂ ∂ ∂
+

∂ ∂ ∂ ∂∑  

 
vektör alanları bir g-ortonormal baz oluşturur. Bu baza göre Levi-Civita koneksiyonu 
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1

1

= = 0,  = ,

= ,  = = ,

= =

s

X j X n j X n j iji n i i

s

X j ij X i n in i i

X n i in i

X X X

X X X

X X

a

a

a
a

a a ξ
a

a ξ

δ ξ

δ ξ ξ

ξ

+ ++
=

++
=

++

∇ ∇ ∇

∇ − ∇ ∇ −

∇ ∇

∑

∑  

 
şeklinde hesaplanır [31]. 

 2: ( 3 )n sI sγ +→ −  eğrisi, değme açısı θ  olan birim hızlı bir slant eğri olsun. 

γ  eğrisini, t yay parametresi olmak üzere 

 ( )1 1 2 2 1 2( ) ( ),..., ( ), ( ),..., ( ), ( ),..., ( )n n n n n st t t t t t tγ γ γ γ γ γ γ+ + +=   

şeklinde gösterelim. Bu durumda, γ  eğrisinin teğet vektör alanı  

 1 1 2 2 1 2
1 1 1

... ... ...n n n n n s
n n s

T
x x y y z z

γ γ γ γ γ γ γ+ + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= = + + + + + + + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

  

şeklindedir. { }1 1 2 1,..., , ,..., , ,...,n n n sX X X X ξ ξ+ bazı cinsinden 

 

[

( )
( )

1 1 2 1 1 2

2 1 1 1 2 1

2 1 1 2

1 ... ...
2

... ...

...

         

         

n n n n n n

n n n n

n s n n n s

T X X X Xγ γ γ γ

γ γ γ γ γ ξ

γ γ γ γ γ ξ

+ +

+ +

+ +

′ ′ ′ ′= + + + + +

′ ′ ′+ − − − +

′ ′ ′+ − − − 

  

 yazabiliriz. γ  eğrisi bir slant eğri olduğundan, her 1,..., sa =  için 

 2 1 1 2
1( ) ( ... ) cos
2 n n n nTa

aη γ γ γ γ γ θ+ +′ ′ ′= − − − =   

dir. Böylece, 

 2 1 2 1 1 2... ... 2cosn n s n n nγ γ γ γ γ γ θ+ + +′ ′ ′ ′= = = + + +   

elde ederiz. Ayrıca, γ  eğrisi birim hızlı olduğundan 

 ( ) ( ) ( )2 2 2
1 2... 4 1 cosn sγ γ θ′ ′+ + = −   
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dır. Şimdi, aşağıdaki örnekleri verebiliriz: 

Örnek 4.3.1: 1n =  ve 2s =  olsun. Bu durumda, 4: ( 6),Iγ → −  

( )( ) 2 ,0, ,t t t tγ =  eğrisinin  
3
πθ =   değme açısına sahip bir slant çember olduğunu 

gösterelim. { }1 2 1 2, , ,X X ξ ξ  bazına göre, γ  eğrisinin teğet vektör alanı 

 2 1 2
1 2
2

T X ξ ξ = + +    

dir. O halde, 

 1 2 1( ) ( ) cos
2 3

T T πη η  = = =  
 

  

elde ederiz. Yani, γ  bir slant eğridir. Şimdi, γ  eğrisinin bir çember olduğunu 

gösterelim. Levi-Civita koneksiyonu yardımıyla 

 12TT X∇ =   

buluruz. Yani, 1 2κ =   ve 2 1E X=  dir. Böylece, 

 ( )2 2 1 2 1
2

2T E X Tξ ξ κ∇ = − − + = −   

elde ederiz. Sonuç olarak, ( )( ) 2 ,0, ,t t t tγ =  eğrisi, 1 2κ =  eğriliğine ve 
3
πθ =  

değme açısına sahip bir slant çemberdir. 

 Örnek 4.3.2: ( )cos 1/ 2,1/ 2θ ∈ −  olacak şekilde sabit bir açı, :u I →  

diferensiyellenebilir bir fonksiyon, 0 ,t I∈  1,c  2 ,c  3c  ve 4c  keyfi sabitler, 

0 0

0 0

1 1 2 2

3 4 3 4 2

( ) 2 cos 2 cos ( ) , ( ) 2 cos 2 sin ( ) ,

( ) ( ) 2 cos 2 cos ( ) 2 cos 2 sin ( )

2cos

t t

t t

qt

t t

t c u p dp t c u p dp

t t c c u q c u p dp dq

t

γ θ γ θ

γ γ θ θ

θ

= + − = + −

 
= + = + − + −  

 
+

∫ ∫

∫ ∫

 

                   

 

olmak üzere, 4: ( 6)Iγ → − , ( )1 2 3 4( ) ( ), ( ), ( ), ( )t t t t tγ γ γ γ γ= eğrisi, değme açısı θ  

olan bir slant eğridir. 
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5. SASAKİAN UZAY FORMLARDA  f-BİHARMONİK 

LEGENDRE EĞRİLERİNİN BİR KARAKTERİZASYONU 

 

( , )M g  ve ( , )N h  iki Riemann manifoldu, : ( , ) ( , )M g N hψ →  bir 

diferensiyellenebilir dönüşüm olsun. ψ  nin f -bienerji fonksiyoneli  

 2
2,

1( ) = ( )
2f gM

E fψ τ ψ υ∫   

ile verilir.  Eğer ψ , bu f -bienerji fonksiyonelinin bir kritik noktası ise ψ  ye 

-  f biharmonik dönüşüm  denir [32]. -bienerjif fonksiyonelinin Euler-Lagrange 

denklemi,  

 ( ) ( ) ( )2, 2( ) = ( ) 2 = 0f gradff f ψτ ψ τ ψ τ ψ τ ψ+ ∆ + ∇   (5.1) 

f -biharmonik dönüşüm denklemini  verir [32]. Her harmonik dönüşüm 

biharmoniktir. Benzer şekilde her biharmonik dönüşüm -biharmoniktir.f  

Biharmonik olmayan -biharmonikf  dönüşümlere has f -biharmonik  dönüşümler 

denir [33].  

 -biharmonikf  dönüşümler [32] nolu kaynakta tanıtılmıştır. Ye-Lin Ou [33] 

nolu kaynakta reel uzay formlarda -f biharmonik eğriler çalışmıştır. D. Fetcu ve C. 

Oniciuc ise [8] ve [9] nolu kaynaklarda Sasakian uzay formlarda biharmonik 

Legendre eğriler çalışmışlardır. Bu çalışmalardan esinlenerek, bu bölümde, Sasakian 

uzay formlarda -biharmonikf  Legendre eğrileri ele alacağız. Bu tip eğrilerin eğrilik 

fonksiyonları için denklemler elde edeceğiz.   
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5.1 Sasakian Uzay Formlar 

2 1( , , , , )mM gϕ ξ η+  değme metrik manifold olsun. Eğer ϕ  nin Nijenhuis 

tensörü 2dη ξ− ⊗  ye eşitse, ( , , , , )M gϕ ξ η  ye  Sasakian manifold  denir [27]. Bir 

Sasakian manifold için 

 ( ) = ( , ) ( ) ,X Y g X Y Y Xϕ ξ η∇ −   (5.2) 

 =X Xξ ϕ∇ −   (5.3) 

eşitlikleri çok iyi bilinmektedir [13]. 

Bir Sasakian uzay formun eğrilik tensörü, (3.4) eşitliği gereği 

 

{ }

{

}

3( , ) = ( , ) ( , )
4

1 ( , ) ( , ) 2 ( , )
4

( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )

cR X Y Z g Y Z X g X Z Y

c g X Z Y g Y Z X g X Y Z

X Z Y Y Z X g X Z Y g Y Z X

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

η η η η η ξ η ξ

+
−

−
+ − +

+ − + −

  (5.4) 

dir [13].  

5.2 Sasakian Uzay Formlarda f-Biharmonik Legendre Eğrileri 

: ( , ) ( , )a b M gγ →  birim hızlı bir eğri olsun. (5.1) eşitliği gereği, 

 ( ( , ) ) 2 = 0T T T T T T Tf T R T T T f T f T′ ′′∇ ∇ ∇ − ∇ + ∇ ∇ + ∇   (5.5) 

olacak şekilde bir : ( , ) (0, )f a b → ∞  fonksiyonu varsa, γ  eğrisi -f biharmoniktir 

[33]. 

 2 1= ( , , , , )mM M gϕ ξ η+  bir Sasakian uzay form ve : I Mγ →  oskülatör 

mertebesi r  olan bir Legendre eğrisi olsun. O halde 

 ( ) = 0Tη   (5.6) 
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ifadesi türevlenerek, Frenet denklemleri kullanılırsa 

 2( ) = 0Eη   (5.7) 

elde edilir. (5.4) eşitliği ve Frenet denklemleri yardımıyla 

 2
1 1 1 2 1 2 3= ,T TT E E Eκ κ κ κ′∇ ∇ − + +  

 
( )

( )

3 2
1 1 1 1 1 1 2 2

1 2 1 2 3 1 2 3 4

= 3

2 ,
T T TT E E

E E

κ κ κ κ κ κ

κ κ κ κ κ κ κ

′ ′′∇ ∇ ∇ − + − −

′ ′+ + +
  

 1 2 1 2
( 3) ( 1)( , ) = 3 ( , ) ,

4 4T
c cR T T T E g T E Tκ κ ϕ ϕ+ −

∇ − −   

 bulunur [9]. (5.5) eşitliğinde soldaki ifadeyi 3.f τ  ile gösterelim. Böylece 

 

3

2
1 1 1 1

3 2
1 1 1 2 1 1 1 2

1 2 1 2 1 2 3 1 2 3 4

1 2

= ( , ) 2

= 3 2

( 3) 2
4

(2 2 )

( 1)3 ( , )
4

T T T T T T T
f fT R T T T T T
f f

f E
f

c f f E
f f

f E E
f

c g T E T

τ

κ κ κ

κ κ κ κ κ κ κ

κ κ κ κ κ κ κ κ κ

κ ϕ ϕ

′ ′′
∇ ∇ ∇ − ∇ + ∇ ∇ + ∇

′ ′− − 
 

′ ′′ +′′ ′+ − − + + + 
 

′
′ ′+ + + +

−
+

  (5.8) 

elde ederiz.  

 { }= min ,4k r  olsun. (5.8) eşitliğinden, γ  nın has -biharmonikf  olması için 

gerek ve yeter şart 3 = 0τ  olması; yani, 

 (1) = 1c  veya 2T Eϕ ⊥  veya { }2 ,..., kT span E Eϕ ∈  olması; ve 

 (2) Her = 1,...,i k  için, 3( , ) = 0ig Eτ  olmasıdır. 

 Buna göre, aşağıdaki teoremi verebiliriz: 
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 Teorem 5.2.1: 2 1= ( , , , , )mM M gϕ ξ η+  bir Sasakian uzay form, : I Mγ →  

oskülatör mertebesi r  olan geodezik olmayan bir Legendre eğrisi ve { }= min ,4k r  

olsun. Bu durumda,  γ  eğrisinin -biharmonikf  olması için gerek ve yeter şart 

 (1) = 1c  veya 2T Eϕ ⊥  veya { }2 ,..., kT span E Eϕ ∈  olması; ve 

 (2) = 0kκ  yazılarak aşağıdaki denklemlerin ilk k  tanesinin sağlanmasıdır: 

[ ]

1 1

22 2 1 1
1 2 2

1 1

1
2 2 3 2 2

1

2 3 2 4

3 2 = 0,

3 3( 1)= ( , ) 2 ,
4 4

3( 1) ( , ) ( , ) 2 2 = 0,
4

3( 1) ( , ) ( , ) = 0.
4

f
f

c c f fg T E
f f

c fg T E g T E
f

c g T E g T E

κ κ

κ κκ κ ϕ
κ κ

κκ ϕ ϕ κ κ
κ

κ κ ϕ ϕ

′
′ +

′′ ′′′ ′+ −
+ + + + +

′′−′ + + +

−
+

 

 Teorem 5.2.1 den, 1 sabitκ =  olduğunda -biharmonikf  eğrinin biharmonik 

olduğu açıktır. Sasakian uzay formlarda biharmonik Legendre eğrileri Fetcu ve 

Oniciuc tarafından [9] nolu kaynakta çalışılmıştır. Bu sebeple, bu çalışmada 

1 sabitκ ≠  olan -biharmonikf  eğriler ele alınacaktır.  

 Şimdi, Teorem 5.2.1 i dört farklı durum için inceleyeceğiz. 

 

 Durum 1. = 1c  olması. 

 Bu durumda, γ  eğrisinin -biharmonikf  olması için gerek ve yeter şart 

 

1 1

2 2 1 1
1 2

1 1

1
2 2 2

1

2 3

3 2 = 0,

= 1 2 ,

2 2 = 0,

= 0

f
f
f f
f f

f
f

κ κ

κ κκ κ
κ κ

κκ κ κ
κ

κ κ

′
′ +

′′ ′′′ ′
+ + + +

′′
′ + +

  (5.9) 

olmasıdır. Böylece şu teoremi verebiliriz: 
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 Teorem 5.2.2: 2 1= ( , , , , )mM M gϕ ξ η+  bir Sasakian uzay form, : I Mγ →  

oskülatör mertebesi r  olan bir Legendre eğrisi, = 1c  ve > 1m  olsun. γ  eğrisinin has 

-biharmonikf  olması için gerek ve yeter şart 

 (1) γ  nın oskülatör mertebesi = 2r , 3/2
1 1=f cκ − , 1 > 0,c  3 < 2c −  ve 4c  keyfi 

sabitler, t  yay parametresi ve 

 2 2
3 3 1 3 3

1 1( 4 ) < ( ) < ( 4 )
2 2

c c t c cκ− − − − −   (5.10) 

olmak üzere 1κ  in  

 3 1
42

1 3 1

21 arctan = 0
2 2 1

ct c
c
κ

κ κ

 + ± +
 − − − 

  (5.11) 

denklemini sağlaması; veya 

 (2)  γ  nın oskülatör mertebesi = 3r , 3/2
1 1=f cκ − , 2

2
1

= cκ
κ

, 1 > 0,c  2 > 0,c  

2
3 2< 2 (1 )c c− +  ve 4c  keyfi sabitler, t  yay parametresi ve 

     2 2 2 2
3 2 3 1 3 2 32 2

2 2

1 1( 4(1 ) ) < ( ) < ( 4(1 ) )
2(1 ) 2(1 )

c c c t c c c
c c

κ− − + − − + −
+ +

  (5.12) 

olmak üzere 1κ  in 

 3 1
42 2

2 1 3 1

21 arctan = 0
2 2 (1 ) 1

ct c
c c

κ

κ κ

 + ± +
 − + − − 

  (5.13) 

denklemini sağlamasıdır.  

 İspat: Gereklilik: γ  eğrisi has -biharmonikf  olsun. (5.9) eşitliklerinden 

ilkini kullanırsak, keyfi bir 1 > 0c  sabiti için 3/2
1 1=f cκ −  yazabiliriz. Böylece 
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2

1 1 1

1 1 1

3 15 3= , =
2 4 2

f f
f f

κ κ κ
κ κ κ

 ′ ′ ′′′ ′′−
− 

 
  (5.14) 

buluruz.  

 Eğer 2 = 0κ  ise,  γ  nın oskülatör mertebesi = 2r dir ve (5.9) eşitliklerinin ilk 

ikisi sağlanmalıdır. Böylece ikinci eşitlikte (5.14) ü yerine yazarsak 

 2 2 2
1 1 1 1 13( ) 2 = 4 ( 1)κ κ κ κ κ′ ′′− −   (5.15) 

diferensiyel denklemini elde ederiz. t  yay parametresini göstermek üzere 1 1= ( )tκ κ  

olsun. (5.15) diferensiyel denklemini çözersek (5.11) eşitliğini elde ederiz. (5.11) 

denkleminin iyi tanımlı olması için 2
1 3 1 1 > 0cκ κ− − −  olmalıdır. 1 > 0κ  olduğundan 

3 < 2c −  ve (5.10)  eşitsizliğine ulaşırız. 

 Eğer 2 = sabit 0κ ≠  ise, (5.9) in birinci ve üçüncü eşitliklerinden f  bir sabit 

çıkar. Bu sebeple, γ  eğrisi has -biharmonikf olamaz. 2 sabitκ ≠  olsun. (5.9) deki 

dördüncü eşitlikten 3 = 0κ  buluruz. Böylece γ  nın oskülatör mertebesi = 3r  tür. 

(5.9) deki üçüncü eşitlikten 2 > 0c  bir keyfi sabir olmak üzere, 2
2

1

= cκ
κ

 elde ederiz. 

Bu eşitlikleri, (5.9) deki ikinci denklemde yerine yazarsak 

 2 2 2 2
1 1 1 1 2 13( ) 2 = 4 [(1 ) 1]cκ κ κ κ κ′ ′′− + −   (5.16) 

diferensiyel denklemini buluruz. 2
3 2< 2 (1 )c c− + olmak üzere, (5.16) denkleminin 

genel çözümü (5.13) dir. Paydada yer alan karekök içindeki ifadenin pozitif olması 

gerektiğinden, (5.12) eşitsizliği de sağlanmalıdır.  

 Yeterlilik: γ  eğrisi (1) veya (2) ile verilen koşulları sağlıyor olsun. O halde 

(5.9) eşitliklerinin sağlanacağı açıktır.  ■ 

 Uyarı: Eğer = 1m  ise, M  3-boyutlu bir Sasakian uzay form olacağından 

2 = 1κ   sabit olur [30]. Bu da f  nin sabit olmasını gerektirdiğinden, γ  eğrisi has 

-biharmonikf  olamaz. O halde 1m >   olmalıdır. 
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 Durum 2. 1c ≠  ve 2T Eϕ ⊥  olması. 

 Bu durumda 2( , ) = 0g T Eϕ  dır. Teorem 5.2.1 den  

 

1 1

2 2 1 1
1 2

1 1

1
2 2 2

1

2 3

3 2 = 0,

3= 2 ,
4

2 2 = 0,

= 0

f
f

c f f
f f

f
f

κ κ

κ κκ κ
κ κ

κκ κ κ
κ

κ κ

′
′ +

′′ ′′′ ′+
+ + + +

′′
′ + +

  (5.17) 

eşitliklerini yazabiliriz. İlk olarak, [9] nolu kaynaktan, aşağıdaki önermeye 

ihtiyacımız vardır: 

 

 Önerme 5.2.3: 2 1= ( , , , , )mM M gϕ ξ η+  bir Sasakian uzay form, : I Mγ →  

oskülatör mertebesi 3 olan bir Legendre eğrisi ve 2T Eϕ ⊥  olsun. O halde, 

{ }1 2 3= , , , , ,TT E E E T Tϕ ϕ ξ∇  kümesi γ  nın her noktasında lineer bağımsızdır [9]. 

 Şimdi aşağıdaki teoremi ifade edebiliriz: 

 Teorem 5.2.4: ( , , , , )M gϕ ξ η  bir Sasakian uzay form, : I Mγ →  oskülatör 

mertebesi r  olan bir Legendre eğrisi, 1c ≠  ve 2T Eϕ ⊥  olsun.  γ  eğrisinin has 

-biharmonikf  olması için gerek ve yeter şart 

(1)  = 2r , 3/2
1 1=f cκ − , 2,m ≥  { }1 2= , , , ,TT E E T Tϕ ϕ ξ∇  kümesinin lineer 

bağımsız olması ve 

      ( )a  Eğer > 3c −  ise, 1κ  in  

3 1
42

1 3 1

3 21 arctan = 0
3 3 4 4 3

c ct c
c c c c

κ

κ κ

 + + ± +
 + + − − − − 
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denklemini sağlaması, 

      ( )b  Eğer = 3c −  ise, 1κ  in 

1 1 3
4

3 1

( )
= 0

c
t c

c
κ κ

κ
− +

± +  

denklemini sağlaması, 

   ( )c Eğer < 3c −  ise, 1κ  in 

2
3 1 1 3 1

4
1

3 2 3 4 4 31 ln = 0
( 3)3

c c c c c
t c

cc
κ κ κ

κ

 + + − − − − − − −
 ± +
 +− −  

 

denklemini sağlaması; veya 

         (2) = 3r , 3/2
1 1=f cκ − , 3,m ≥ { }1 2 3= , , , , ,TT E E E T Tϕ ϕ ξ∇   kümesinin lineer 

bağımsız olması, 2
2

1

= = sabit > 0cκ
κ

 ve 

       ( )a  Eğer > 3c − ise, 1κ  in 

3 1
42 2

2 1 3 1

3 21 arctan = 0
3 3 4(1 ) 4 3

c ct c
c c c c c

κ

κ κ

 + + ± +
 + + − + − − − 

 

denklemini sağlaması, 

      ( )b  Eğer = 3c −  ise, 1κ  in 

2
1 2 1 3

4
3 1

(1 )
= 0

c c
t c

c

κ κ

κ

 − + + ± +  

denklemini sağlaması, 

    ( )c  Eğer < 3c − , 1κ  in 
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2 2

3 1 2 1 3 1
4

1

3 2 3 4(1 ) 4 31 ln = 0
( 3)3

c c c c c c
t c

cc
κ κ κ

κ

 + + − − − − + − − −
 ± +
 +− −  

  

denklemini sağlamasıdır. Burada 1 > 0,c  2 > 0,c  3c  ve 4c  uygun keyfi sabitler, t  yay 

parametresi ve 1κ  uygun aralıkta tanımlıdır. 

 İspat: Teoremin ispatı, Teorem 5.2.2 nin ispatına benzer şekilde yapılır. ■ 

  

Durum 3. 1c ≠  ve 2T Eϕ   olması. 

 Bu durumda, 2 2= ,  ( , ) = 1,T E g T Eϕ ϕ± ± 3 2 3( , ) = ( , ) = 0g T E g E Eϕ ±  ve 

4 2 4( , ) = ( , ) = 0g T E g E Eϕ ±  dır. Teorem 5.2.1 gereği 

 

1 1

2 2 1 1
1 2

1 1

1
2 2 2

1

2 3

3 2 = 0,

= 2 ,

2 2 = 0,

= 0

f
f
f fc
f f

f
f

κ κ

κ κκ κ
κ κ

κκ κ κ
κ

κ κ

′
′ +

′′ ′′′ ′
+ + + +

′′
′ + +

  (5.18) 

eşitlikleri geçerlidir. 2=T Eϕ ±  ifadesinin türevini alır ve Frenet denklemlerini 

kullanırsak, kolayca 2 = 1κ  elde ederiz.  Böylece, (5.18) deki birinci ve üçüncü 

eşitliklerden f  sabit çıkar. Buradan, aşağıdaki teoremi ifade edebiliriz: 

 Teorem 5.2.5: ( , , , , )M gϕ ξ η  Sasakian uzay formunda 1c ≠  ve 2T Eϕ   

olacak şekilde has f-biharmonik Legendre eğrisi yoktur. 

 

 Durum 4. 1c ≠  ve 2( , ) 0,1, 1g T Eϕ ≠ −  olması. 

  2 1( , , , , )mM gϕ ξ η+  bir Sasakian uzay form, : I Mγ →  oskülatör mertebesi 

4 2 1r m≤ ≤ +  olan bir Legendre eğrisi ve 2m ≥  olsun. Bu durumda 
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{ }2 3 4, ,T span E E Eϕ ∈  tür. ( )tθ  ile Tϕ  ve 2E  arasındaki açı fonksiyonunu 

gösterelim; yani, 2( , ) = cos ( )g T E tϕ θ  olsun. Bu ifadeyi γ  boyunca türevlersek 

 
2 2 2

1 2 2 1 2 3

2 3

( )sin ( ) = ( , ) = ( , ) ( , )
= ( , ) ( , )
= ( , )

T T Tt t g T E g T E g T E
g E E g T T E

g T E

θ θ ϕ ϕ ϕ
ξ κ ϕ ϕ κ κ

κ ϕ

′− ∇ ∇ + ∇
+ + − +   (5.19) 

elde ederiz. Ortonormal açılım gereği 

 2 2 3 3 4 4= ( , ) ( , ) ( , )T g T E E g T E E g T E Eϕ ϕ ϕ ϕ+ +   

olduğundan, Teorem 5.2.1 deki eşitlikler 

 1 13 2 = 0,f
f

κ κ
′

′ +   (5.20) 

 2 2 2 1 1
1 2

1 1

3 3( 1)= cos 2 ,
4 4

c c f f
f f

κ κκ κ θ
κ κ
′′ ′′′ ′+ −

+ + + + +   (5.21) 

 1
2 3 2 2

1

3( 1) cos ( , ) 2 2 = 0,
4

c fg T E
f

κκ θ ϕ κ κ
κ
′′−′ + + +   (5.22) 

 2 3 4
3( 1) cos ( , ) = 0

4
c g T Eκ κ θ ϕ−

+   (5.23) 

şekline dönüşür. Eğer (5.14) eşitliklerini (5.21) ve (5.22) de yerine yazarsak, sırasıyla 

 
2

2 2 2 1 1
1 2

1 1

3 3( 1) 3= cos
4 4 2 4

c c κ κκ κ θ
κ κ

 ′′ ′+ −
+ + − +  

 
  (5.24) 

ve 

 1
2 2 3

1

3( 1) cos ( , ) = 0
4

c g T Eκκ κ θ ϕ
κ
′ −′ − +   (5.25) 

elde ederiz. (5.25) eşitliğini 22κ  ile çarpar ve (5.19) i kullanırsak 
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 21
2 2 2

1

3( 1)2 2 ( 2 cos sin ) = 0
4

cκκ κ κ θ θ θ
κ
′ −′ ′− + −   (5.26) 

buluruz. t  yay parametresi olmak üzere, 2
2( ) = ( )t tυ κ  diyelim. Böylece (5.26) 

denklemi 

 1

1

3( 1)2 = ( 2 cos sin )
4

cκυ υ θ θ θ
κ
′ −′ ′− − −   (5.27) 

haline gelir. Bu lineer bir adi diferansiyel denklemdir. (5.27) yı çözersek şu sonuçları 

elde ederiz: 

 (1) Eğer θ  bir sabit ise, o zaman 2 > 0c  bir keyfi sabit olmak üzere 

 2
2

1

= cκ
κ

  (5.28) 

dir. (5.19) den 3( , ) = 0g T Eϕ  buluruz. = 1Tϕ  ve 2 4 4= cos ( , )T E g T E Eϕ θ ϕ+  

olduğundan, 4( , ) = sing T Eϕ θ±  dır. (5.21) ve (5.28) eşitliklerinden 

 
2

2 2 2 2
1 1 1 1 2 1

3 3( 1)cos3( ) 2 = 4 [(1 ) ]
4

c cc θκ κ κ κ κ + + −′ ′′− + −   

dir. 

 (2) Eğer = ( )tθ θ  sabit olmayan bir fonksiyonsa, o zaman 

 
2

1
3
1

cos3( 1)( ) =
2

ct dtθκλ
κ

′−
− ∫   

olmak üzere, (5.27) denkleminin çözümü 

 2 2 2
2 1

3( 1)= cos ( ).
4

c tκ θ λ κ−
− +   (5.29) 

dir. Eğer (5.29) i (5.24) de yerine yazarsak,  
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 [ ]
22

2 1 1
1

1 1

3 6( 1)cos 31 ( ) . =
4 2 4

c ct κ κθλ κ
κ κ

 ′′ ′+ + −
+ − +  

 
  

eşitliğine ulaşırız. 

 Sonuç olarak, aşağıdaki teoremi verebiliriz: 

 Teorem 5.2.6:  ( , , , , )M gϕ ξ η  bir Sasakian uzay form, : I Mγ →  oskülatör 

mertebesi 4 2 1r m≤ ≤ +  olan bir Legendre eğrisi, 2,m ≥  1,c ≠  

2( , ) = cos ( ) 0,1, 1g T E tϕ θ ≠ −  olsun. Bu durumda γ  nın has f -biharmonik olması 

için gerek ve yeter şart 3/2
1 1=f cκ −  ve 

 (1) eğer θ  sabitse,  

 2
2

1

= ,cκ
κ

  

 
2

2 2 2 2
1 1 1 1 2 1

3 3( 1)cos3( ) 2 = 4 [(1 ) ],
4

c cc θκ κ κ κ κ + + −′ ′′− + −   

 2 3
3( 1)sin 2=

8
c θκ κ −

±   

olması; veya 

 (2) eğer θ  sabit olmayan bir fonksiyonsa,  

 2 2 2
2 1

3( 1)= cos ( ). ,
4

c tκ θ λ κ−
− +  

 
2

2 2 2
1 1 1 1 1

3 6( 1)cos3( ) 2 = 4 [(1 ( )) ],
4

c ct θκ κ κ κ λ κ + + −′ ′′− + −   

 2 3
3( 1)sin 2 sin=

8
c wθκ κ −

±   

olmasıdır. Burada, 1c  ve 2c  pozitif sabitler, ( )w w t= , Tϕ  nin { }3 4,span E E  üzerine 

dik izdüşümü ile 3E  arasındaki açı fonksiyonu olmak üzere 
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 2 3 4= cos sin cos sin sinT E wE wEϕ θ θ θ± ±   

dir. w  ile θ  arasındaki ilişki 
2

cos =w θ
κ
′−  dir ve ( )tλ  ise 

 
2

1
3
1

cos3( 1)( ) =
2

ct dtθκλ
κ

′−
− ∫   

ile verilir. 

 Teorem 5.2.6 nın doğrudan bir sonucu şu şekilde elde edilir: 

 Sonuç 5.2.7:  ( , , , , )M gϕ ξ η  bir Sasakian uzay form, : I Mγ →  oskülatör 

mertebesi 4 2 1r m≤ ≤ +  olan bir Legendre eğrisi, 2,m ≥ 1,c ≠  2( , ) = cosg T Eϕ θ  ve 

( ) 30,2 \ , ,
2 2
π πθ π π ∈  
 

 bir sabit olsun. Bu durumda, γ  nın has f -biharmonik 

olması için gerek ve yeter şart 3/2
1 1=f cκ − ,  

 2
2

1

= = sabit > 0,cκ
κ

  

 2 3
3( 1)sin 2= ,

8
c θκ κ −

±   

 5 2 5 1
4

( ) ( , )=  (eğer > 4 ise); ve
sin

E g E E rη ϕ κκ
θ

+
±   

(1) eğer > 0a  ise, 1κ  in 

 3 1
42 2

2 1 3 1

21 1arctan = 0
2 2 (1 )

a ct c
a a c c a

κ

κ κ

 + ± +
 − + − − 

  

denklemini sağlaması, 

 (2) eğer = 0a  ise, 1κ  in 
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2

1 2 1 3
4

3 1

(1 )
= 0

c c
t c

c

κ κ

κ

 − + + ± +   

denklemini sağlaması, 

 (3) eğer < 0a  ise,  1κ  in 

 
2 2

3 1 2 1 3 1
4

1

2 2 (1 )1 ln = 0
22

a c a c c a
t c

aa
κ κ κ

κ

 + − − − + − −
 ± +
 −  

  

denklemini sağlamasıdır. 

Burada, 2= 3 3( 1)cos / 4a c c θ + + −  , 2 4= cos sinT E Eϕ θ θ± , 1 > 0,c  2 > 0,c  3c  ve 

4c  uygun keyfi sabitler, t  yay parametresi ve 1( )tκ  uygun aralıkta tanımlıdır.  

5.3 f-Biharmonik Eğri Örnekleri 

Şimdi, Teorem 5.2.4 için örnek elde edeceğimiz 2 1( 3)m+ −  Sasakian uzay 

formunu tanıtacağız [13]. Bu uzay form, dördüncü bölümde verilen 2 ( 3 )n s s+ −        

S-uzay formunun 1s =  için özel bir halidir. 

2 1= mM +  olsun. M manifoldu üzerinde, standart koordinat fonksiyonları 

( )1 1,..., , ,..., ,m mx x y y z  olmak üzere, 
=1

1= ( )
2

m

i i
i

dz y dxη −∑  değme kontakt yapısı, 

= 2
z

ξ ∂
∂

karakteristik vektör alanı  ve 

0 0
= 0 0

0 0

ij

ij

jy

δ
ϕ δ

 
 − 
  

 

 
şeklinde tanımlanan (1,1)-tipinden ϕ   tensör alanı verilsin. M üzerinde  

68 
 



 2 2

=1

1= ( ) ( )
4

m

i i
i

g dx dyη η  ⊗ + + ∑   

Riemann metriğini düşünelim. Böylece ( , , , , )M gϕ ξ η  bir Sasakian uzay formdur  ve 

= 3c −  sabit ϕ -kesitsel eğriliğine sahiptir. Bu Sasakian uzay form kısaca 2 1( 3)m+ −  

ile gösterilir.  2 1( 3)m+ −  te, { }1,...,i m∈  olmak üzere  

 2 ,  2( ),  2i m i i i
i i

X X X y
y x z z

ϕ ξ+

∂ ∂ ∂ ∂
= = = + =

∂ ∂ ∂ ∂
  

vektör alanları bir g-ortonormal baz oluşturur.  Bu baza göre Levi-Civita 

koneksiyonu 

0,  ,

,  ,
X j X m j X m j iji m i i

X j ij X i m im i i

X m i im i

X X X

X X X

X X
ξ

ξ

δ ξ

δ ξ ξ

ξ

+ ++

++

++

∇ = ∇ = ∇ =

∇ = − ∇ = ∇ = −

∇ = ∇ =

 

şeklinde hesaplanır [13].  

Şimdi, 7 ( 3)−  uzayında has f-biharmonik Legendre eğri örnekleri elde 

edeceğiz:  

 
7 ( 3)−  te birim hızlı bir eğri 1 7= ( ,..., )γ γ γ  olsun.  γ  nın teğet vektör alanı 

 [ ]4 1 5 2 6 3 1 4 2 5 3 6 7 1 4 2 5 3 6
1= ( )
2

T X X X X X Xγ γ γ γ γ γ γ γ γ γ γ γ γ ξ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ + + + + + − − −   

şeklinde yazılabilir.  Bu durumda, γ  eğrisinin birim hızlı bir Legendre eğrisi olması 

için gerek ve yeter şart ( ) = 0Tη  ve ( , ) = 1g T T  olması; yani, 

7 1 4 2 5 3 6=γ γ γ γ γ γ γ′ ′ ′ ′+ +  

ve 

( ) ( )2 2
1 6... = 4γ γ′ ′+ +  

 

olmasıdır. 
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Bir Legendre eğrisi için Levi-Civita koneksiyonunu kullanarak 

( )4 1 5 2 6 3 1 4 2 5 3 6
1=
2TT X X X X X Xγ γ γ γ γ γ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′∇ + + + + +  

ve ayrıca ϕ  tensör alanının tanımından 

1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6
1= ( )
2

T X X X X X Xϕ γ γ γ γ γ γ′ ′ ′ ′ ′ ′− − − + + +  

elde ederiz.  Bu son iki eşitlik kullanıldığında 2T Eϕ ⊥  olması için gerek ve yeter 

şart 

1 4 2 5 3 6 1 4 2 5 3 6=γ γ γ γ γ γ γ γ γ γ γ γ′′ ′ ′′ ′ ′′ ′ ′ ′′ ′ ′′ ′ ′′+ + + +  

olmasıdır. 

Sonuç olarak, aşağıdaki iki örneği verebiliriz: 

 

Örnek 5.3.1: 7 ( 3)−  Sasakian uzay formunda 

 2 2( ) = (2arcsinh( ), 1 , 3 1 ,0,0,0,1)t t t tγ + +   

eğrisini ele alalım.  Yukarıdaki eşitlikler ve Teorem 5.2.4 yardımıyla, γ  eğrisinin 

oskülatör mertebesi = 2r  olan -biharmonikf bir Legendre eğrisi olduğu 

gösterilebilir. γ  eğrisi için 1 2

1=
1 t

κ
+

, 2 3/2
1= (1 )f c t+  olarak hesaplanır. Burada  

1 > 0c  bir keyfi sabittir. 3 = 1c −   ve 4 = 0c  alarak Teorem 5.2.4 deki koşullar 

sağlanır.   

 
  

 Örnek 5.3.2: 7 ( 3)−  Sasakian uzay formunda 

 2
1 2 3 4( ) = ( , , , 2 , 2arcsinh( ), 2 2 , )

2
tt a a a t t aγ +   

eğrisini düşünelim. Burada aλ ∈ , = 1,..., 4λ  tür. Bu durumda 
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 1 2 32 2

2 1 2= ,
2 2 2 2

tT X X X
t t

+ +
+ +

  

 2 2 32 2

2= ,
2 2

tE X X
t t

−
+

+ +
  

 3 1 2 32 2

2 1 2= ,
2 2 2 2

tE X X X
t t

− −
+ +

  

 1 2 2

1= = ,  = 3
2

r
t

κ κ
+

  

olarak hesaplarız. O halde Teorem 5.2.4 te 1 > 0c , 2 = 1c , 3 = 1c −  ve 4 = 0c   

alındığında 2 3/2
1= (2 )f c t+   olmak üzere γ   eğrisi f -biharmonik bir Legendre 

eğridir. 
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6. TRANS-SASAKİAN MANİFOLDLARDA SLANT EĞRİLER 

 

J. E. Lee, Y. J. Suh ve H. Lee, [34] nolu kaynakta teğet ve normal demetlerde 

C-paralel ve C-proper eğri kavramlarını tanıttılar. ( , , , , )M gϕ ξ η  bir hemen hemen 

değme Riemann metrik manifold, : I Mγ →  birim hızlı bir eğri olsun. γ  eğrisine; 

eğer  =T H λξ∇  ise C-paralel, =H λξ∆  ise C-proper, =T H λξ⊥∇  ise normal 

demette C-paralel, =H λξ⊥∆  ise normal demette C-proper eğri denir. Burada T  γ  

eğrisinin teğet vektör alanı, H  ortalama eğrilik vektör alanı, ∆  Laplas dönüşümü, λ  

sıfırdan farklı diferensiyellenebilir bir fonksiyon, ⊥∇  ve ⊥∆  sırasıyla normal 

koneksiyon ve normal demette Laplas’tır [34]. M   bir Riemann manifoldu olmak 

üzere, bir M M⊂  altmanifoldu için =H Hλ∆  oluyorsa, M  ye has ortalama 

eğrilik vektör alanına sahip altmanifold [35]; eğer =H Hλ⊥∆  oluyor ise, normal 

demette has ortalama eğrilik vektör alanına sahip altmanifold  [16] denir.  

M  bir hemen hemen değme metrik manifold ve : I Mγ →  birim hızlı bir 

Frenet eğrisi olsun. Yay parametresi s ile gösterilmek üzere,  

 cos[ ( )] = ( ( ), )s g T sa ξ   

eşitliği ile tanımlı ( )sa  fonksiyonuna değme açısı denir. Eğer değme açısı sabitse, γ  

eğrisine slant eğri denir [7].  

Srivastava, [36] nolu kaynakta, trans-Sasakian 3-manifoldlarda Legendre 

eğrileri çalıştı. [37] nolu kaynakta ise,  Inoguchi ve Lee, normal hemen hemen 

değme 3-manifoldlarda Legendre eğrileri araştırmışlardır. Yine aynı yazarlar, [38] de 

normal hemen hemen değme metrik 3-manifoldlarda slant eğriler üzerinde durdular. 

[34] nolu kaynakta, J. E. Lee, Y. J. Suh ve H. Lee, Sasakian 3-manifoldlarda slant 

eğrileri inceleyerek, teğet ve normal demetlerde C-paralel ve C-proper eğrilerin 

karakterizasyonunu belirlediler. Bu bölümdeki amacımız, [34] nolu kaynaktaki 
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sonuçları genelleyerek, bir trans-Sasakian manifolddaki slant eğrilerin C-paralel ve 

C-proper olma koşullarını elde etmektir. 

Bu bölümde, “ -trans-Sasa( n) a, kia β manifold ” ifadesi kullanıldığında, 

manifoldun boyutunun 3 ve 0,  0a β≠ ≠  olduğu kastedilmektedir. 

( , )M g  bir Riemann manifold ve : I Mγ →  oskülatör mertebesi r  olan bir 

Frenet eğrisi olsun. Frenet formülleri yardımıyla, kolayca 

 2
1 1 1 2 1 2 3= ,T TT E E Eκ κ κ κ′∇ ∇ − + +   

 
( )

( )

3 2
1 1 1 1 1 1 2 2

1 2 1 2 3 1 2 3 4

= 3

2 ,
T T TT E E

E E

κ κ κ κ κ κ

κ κ κ κ κ κ κ

′ ′′∇ ∇ ∇ − + − −

′ ′+ + +
  

 1 2 1 2 3= ,T TT E Eκ κ κ⊥ ⊥ ′∇ ∇ +   

 ( ) ( )2
1 1 2 2 1 2 1 2 3 1 2 3 4= 2T T TT E E Eκ κ κ κ κ κ κ κ κ κ⊥ ⊥ ⊥ ′′ ′ ′∇ ∇ ∇ − + + +   

eşitlikleri hesaplanır. Böylelikle 

 2
1 1 1 2 1 2 3= ,T H E E Eκ κ κ κ′∇ − + +   (6.1) 

 ( )3 2
1 1 1 1 1 2 1 2

1 2 1 2 3 1 2 3 4

=

= 3

(2 ) ,

T T TH T

E E

E E

κ κ κ κ κ κ

κ κ κ κ κ κ κ

∆ −∇ ∇ ∇

′ ′′+ + −

′ ′− + −

  (6.2) 

 1 2 1 2 3= ,T H E Eκ κ κ⊥ ′∇ +   (6.3) 

 ( ) ( )2
1 2 1 2 1 2 1 2 3

1 2 3 4

=

= 2
T T TH T

E E

E

κ κ κ κ κ κ κ

κ κ κ

⊥ ⊥ ⊥ ⊥∆ −∇ ∇ ∇

′′ ′ ′− − +

−

  (6.4) 

elde ederiz [16]. (6.1), (6.2), (6.3) ve (6.4) eşitliklerini kullanarak, aşağıdaki 

önermeyi verebiliriz: 
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 Önerme 6.1: ( , , , , )M gϕ ξ η  bir trans-Sasakian manifold ve : I Mγ →  

geodezik olmayan bir Frenet eğrisi olsun. Bu durumda, γ  eğrisinin 

 (i) C-paralel ortalama eğrilik vektör alanına sahip olması için gerek ve yeter 

şart 

 2
1 1 1 2 1 2 3 =E E Eκ κ κ κ λξ′− + +   (6.5) 

olması, 

 (ii) C-proper ortalama eğrilik vektör alanına sahip olması için gerek ve yeter 

şart 

 ( )3 2
1 1 1 1 1 2 1 2 1 2 1 2 3 1 2 3 43 (2 ) =E E E Eκ κ κ κ κ κ κ κ κ κ κ κ κ λξ′ ′′ ′ ′+ + − − + −   (6.6) 

olması, 

 (iii) normal demette C-paralel ortalama eğrilik vektör alanına sahip olması 

için gerek ve yeter şart 

 1 2 1 2 3 =E Eκ κ κ λξ′ +   (6.7) 

olması, 

 (iv) normal demette C-proper ortalama eğrilik vektör alanına sahip olması 

için gerek ve yeter şart 

 ( ) ( )2
1 2 1 2 1 2 1 2 3 1 2 3 42 =E E Eκ κ κ κ κ κ κ κ κ κ λξ′′ ′ ′− − + −   (6.8) 

olmasıdır. Burada : ,Iλ →  γ  eğrisi boyunca sıfırdan farklı diferensiyellenebilir 

bir fonksiyondur [39]. 

 Şimdi, ( , , , , )M gϕ ξ η  bir trans-Sasakian manifold, : I Mγ →  oskülatör 

mertebesi r  olan, geodezik olmayan bir slant eğri ve γ  nın değme açısı 0a  olsun. 

(3.2), (3.3) ve (2.2) eşitlikleri yardımıyla 
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 0( ) = cosTη a   (6.9) 

 2
1 2 0( ) = ,sinEκ η β a−   (6.10) 

 0= [ cos ],T T Tξ aϕ β a ξ∇ − + −   (6.11) 

 0 0 1 2= [ cos ] cosT T T T Eϕ a ξ a β a ϕ κ ϕ∇ − − +   (6.12) 

olarak hesaplarız. İlk olarak, şu teoremi verebiliriz: 

 Teorem 6.2: ( , , , , )M gϕ ξ η  bir trans-Sasakian manifold, : I Mγ →  

oskülatör mertebesi r  olan, geodezik olmayan bir slant eğri ve γ  nın değme açısı 

0a  olsun. Eğer γ  eğrisi normal demette C-paralel veya normal demette C-proper 

ortalama eğrilik vektör alanına sahipse, o zaman γ  bir Legendre eğrisidir [39]. 

 İspat: (6.7) ve (6.8) eşitlikleri ξ  ile çarpılır ve (6.9) eşitliği kullanılırsa ispat 

biter. ■ 

6.1 C-paralel Slant Eğriler 

C-paralel ortalama eğrilik vektör alanına sahip slant eğrileri oskülatör 

mertebesine göre üç durumda inceleyeleceğiz. 

 

Durum 1. = 2r  olması. 

Bu durum için aşağıdaki teorem ve sonucu ifade edebiliriz: 

Teorem 6.1.1: ( , , , , )M gϕ ξ η  bir trans-Sasakian manifold, : I Mγ →  

oskülatör mertebesi 2 olan bir slant eğri ve γ  nın değme açısı 0a  olsun. O halde, γ  

eğrisinin C-paralel ortalama eğrilik vektör alanına sahip olması için gerek ve yeter 

şart c  keyfi bir sabit ve s  yay parametresi olmak üzere 

 0
1

cot= ,
c s

aκ
−

   (6.13) 
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 0 0
2

cot csc= ,
( )c s
a aλ −
−

  (6.14) 

eşitliklerinin sağlanmasıdır. Bu durumda, γ  boyunca 

 0 0cot csc=
c s
a aβ
−

  

olmak üzere, M  bir ( , )a β  trans-Sasakian veya β -Kenmotsu manifold olur [39]. 

 İspat: Gereklilik: γ  eğrisi C-paralel ortalama eğrilik vektör alanına sahip 

olsun. (6.5) eşitliğinden 

 2
1 1 1 2 =E Eκ κ λξ′− +   (6.15) 

yazabiliriz. Eğer 0 =
2
πa  ise, 1 = 0κ  çelişkisini elde ederiz. O halde 0 2

πa ≠  dir.  

 0β ≠  olsun. Böylece, M  bir ( , )a β  trans-Sasakian veya β -Kenmotsu 

manifolddur. 2 0( ) = sinEη a±  olduğundan, (6.10) eşitliği gereği 

 1 0= sinκ β a   (6.16) 

dir. (6.9), (6.10) ve (6.15) i kullanarak, 

 
2
1

0

=
cos
κλ
a

−
  (6.17) 

ve 

 1 1 0 0= sin tanκ κ β a a′   (6.18) 

elde ederiz. (6.16) ifadesinin türevi ile (6.18) eşitliğini birlikte düşünürsek 

 2
0 0= sin tanβ β a a′   (6.19) 
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diferensiyel denklemine ulaşırız. (6.19) denkleminin genel çözümü, c  keyfi bir sabit 

olmak üzere, 

 0 0cot csc=
c s
a aβ
−

  (6.20) 

dir. (6.20) eşitliğini (6.16) ve (6.17) de yerine yazarsak, sırasıyla (6.13) ve (6.14) 

eşitliklerini elde ederiz.  

 = 0β  olsun. O halde 2( ) = 0Eη  dır. (6.15) eşitliğini 2E  ile çarparsak, 

1 = sabitκ  buluruz. O halde 

 2
1 1 =Eκ λξ−   

dir. Böylece 1= Eξ ±  olacağından,  

 1 2= = 0 =T T Eξ aϕ κ∇ − ±   (6.21) 

yazabiliriz. γ  geodezik olmadığından,  (6.21) bir çelişkidir. 

 Yeterlilik: γ  teoremdeki eşitlikleri sağlayacak şekilde bir slant eğri olsun. 

(6.5) eşitliğinin sağlandığı kolayca gösterilebilir.  ■ 

 Teorem 6.1.1 in ispatından, aşağıdaki sonucu verebiliriz: 

Sonuç 6.1.2: Bir -Sasakiana veya kosimplektik manifoldda, C-paralel 

ortalama eğrilik vektör alanına sahip ve oskülatör mertebesi 2 olan bir slant eğri 

yoktur [39].    

 Normal demette, aşağıdaki teoremi ifade edebiliriz: 

 Teorem 6.1.3: ( , , , , )M gϕ ξ η  bir trans-Sasakian manifold, : I Mγ →  

oskülatör mertebesi 2 olan bir slant eğri ve γ  nın değme açısı 0a  olsun. O halde, γ  

eğrisinin normal demette C-paralel ortalama eğrilik vektör alanına sahip olması için 

gerek ve yeter şart γ  nın 

 1 2= ,  = ,  =Eκ β ξ λ β ′± ±   (6.22) 
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eşitliklerini sağlayan bir Legendre eğrisi olmasıdır. Bu durumda, sabitβ ≠  ve γ  

eğrisi boyunca = 0a  dır [39]. 

 İspat: Gereklilik: γ  normal demette C-paralel ortalama eğrilik vektör alanına 

sahip olsun. (6.7) eşitliği ve Teorem 6.2 den 

 1 2 =Eκ λξ′   (6.23) 

yazabiliriz. Böylece 

 1=λ κ′±   (6.24) 

ve 

 2= Eξ ±   (6.25) 

elde ederiz. (6.25) ifadesini türevlersek 

 1 1 1 1=E E Eaϕ β κ− +    (6.26) 

eşitliğine ulaşırız. (6.26) eşitliğini 1E  ile çarparsak, 1κ β=    ve γ  eğrisi boyunca 

0a =  elde ederiz. λ  sıfırdan farklı olduğundan, (6.24) gereği sabitβ ≠  bulunur. 

 Yeterlilik: γ  eğrisi (6.22) eşitliklerini sağlayan bir Legendre eğrisi, sabitβ ≠  

ve γ  eğrisi boyunca = 0a  olsun. (6.7) eşitliğinin sağlandığı kolayca gösterilebilir. ■ 

 

 Durum 2. 3r =  olması. 

 Oskülatör mertebesi 3 olan slant eğriler için aşağıdaki teoremi ifade 

edebiliriz: 

 Teorem 6.1.4: ( , , , , )M gϕ ξ η  bir trans-Sasakian manifold, : I Mγ →  

oskülatör mertebesi 3 olan bir slant eğri ve γ  nın değme açısı 0a  olsun. O halde, γ  

eğrisinin C-paralel ortalama eğrilik vektör alanına sahip olması için gerek ve yeter 

şart γ  nın aşağıdakilerden birini sağlamasıdır [39]: 
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 (1)  

 0 0
1

sin tan ( )
= . ,

s ds
c e

a a β
κ ∫   (6.27) 

 2 2 2
2 0 1 0= tan ,sinκ a κ β a−   (6.28) 

 
2

0 2 0
0 1 2 3

1 1

cossin= cos E E Eβ a κ aξ a
κ κ

− −   (6.29) 

ve  

 
2
1

0

=
cos
κλ
a

−
  (6.30) 

dir. Burada 2 2 2
1 0> sinκ β a , 0 2

πa ≠ , c  bir keyfi sabit, s  yay parametresidir. Bu 

durumda, M  bir ( , )a β  trans-Sasakian veya β -Kenmotsu manifold olur. 

 (2) γ  bir helis, 

 
2
1

0
0

= ,  ,
cos 2
κ πλ a
a

−
≠   

 2 1 0= tanκ κ a−   

ve  

 0 1 0 3= cos sinE Eξ a a+   

tür. Bu durumda 0a ≠  ve γ   eğrisi boyunca = 0β  dır. 

İspat: Gereklilik: γ  C-paralel ortalama eğrilik vektör alanına sahip olsun. 

(6.5) eşitliğinden 
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 2
1 1 1 2 1 2 3 =E E Eκ κ κ κ λξ′− + +   (6.31) 

yazabiliriz. Eğer 0 =
2
πa  ise, 1 = 0κ  çelişkisine ulaşırız. Bu yüzden, 0 2

πa ≠  dir. 

 0β ≠  olsun. Böylece M  bir ( , )a β  trans-Sasakian veya β -Kenmotsu 

manifolddur. (6.31) eşitliği gereği, { }1 2 3, ,span E E Eξ ∈  olduğundan 

 ( )0 1 0 2 3= cos sin cos sinE E Eξ a a θ θ+ +   (6.32) 

şeklinde yazabiliriz. Burada θ , ξ  nin { }2 3,span E E  üzerine dik izdüşümü ile 2E  

arasındaki açı fonksiyonudur. (6.31) ve (6.32) den 

 0 2 0

1 1

sin cotcos = ,  sin =β a κ aθ θ
κ κ

− −   (6.33) 

olur. Böylece (6.29) elde edilir. Ayrıca (6.31) den, (6.30) eşitliğini doğrudan 

bulabiliriz. 2 1( ) =Eλη κ′  olduğundan,  

 1 1 0 0= sin tanκ κ β a a′   (6.34) 

denklemini elde ederiz. Bu da (6.27) eşitliğini verir. (6.33) ten ise (6.28) i hesaplarız.  

 Şimdi, 0a ≠  ve γ  boyunca = 0β  olsun. O zaman 2( ) = 0Eη  olduğundan, 

(6.31) ve (6.32) gereği, 1 > 0κ  bir sabit, =
2
πθ  ve 

 2
1 1 1 2 3 0 1 0 3= (cos sin )E E E Eκ κ κ λ a a− + +   (6.35) 

çıkar. (6.35) eşitliğinden 2 1 0= tanκ κ a−  buluruz. Böylece 2κ  de bir sabit 

olduğundan γ  eğrisi bir helistir.  

 Son olarak da, eğri boyunca = = 0a β  olsun. Bu durumda, (6.31) ve (6.32) 

eşitliklerinden 

 2
1 1 1 2 3 = ,E Eκ κ κ λξ− +   (6.36) 
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 0 1 0 3= cos sinE Eξ a a+   (6.37) 

yazabiliriz. (6.37) yi türevlersek 

 2
0

1

= cotκ a
κ

   (6.38) 

ve (6.37) eşitliğinden 

 2
0

1

= tanκ a
κ

−   (6.39) 

elde ederiz. (6.38) ve (6.39) gereği, 0 0cot = tana a−  çıkar. Bu bir çelişkidir.  

 Yeterlilik: γ  eğrisi (1) veya (2) deki koşulları sağlasın. (6.31) eşitliğinin 

doğrulandığı gösterilebilir.  ■ 

 Teorem 6.1.4 ü kullanarak aşağıdaki sonucu verebiliriz:  

 Sonuç 6.1.5: Bir kosimplektik manifoldda oskülatör mertebesi 3 olan 

-paralelC  ortalama eğrilik vektör alanına sahip bir slant eğri yoktur [39]. 

Normal demette, aşağıdaki teoremi elde ederiz: 

Teorem 6.1.6: ( , , , , )M gϕ ξ η  bir trans-Sasakian manifold, : I Mγ →  

oskülatör mertebesi 3 olan bir slant eğri ve γ  nın değme açısı 0a  olsun. O halde, γ  

eğrisinin normal demette C-paralel ortalama eğrilik vektör alanına sahip olması için 

gerek ve yeter şart γ  nın aşağıdakilerden birini sağlamasıdır [39]: 

(1) γ  nın bir Legendre eğrisi, 

 1 sabit,κ ≠   

 
2 2

1 1
2

1

= ,
κ κ β

κ
κ β

′ −
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2 2
1

2 3
1 1

= E E
κ ββξ

κ κ
−−

−   (6.40) 

ve  

 1 1= κ κλ
β
′−   

olmasıdır. Bu durumda, M  bir ( , )a β  trans-Sasakian veya β -Kenmotsu manifold 

olur. 

 (2) γ  nın bir Legendre eğrisi,  

 3 2 1 2= , = > 0, =Eξ κ a λ κ κ   

olmasıdır. Bu durumda, M  bir a -Sasakian veya ( , )a β  trans-Sasakian manifold 

olur. 

 İspat: Gereklilik: γ  C-paralel ortalama eğrilik vektör alanına sahip olsun. 

(6.7) den  

 1 2 1 2 3 =E Eκ κ κ λξ′ +    (6.41) 

yazabiliriz. Ayrıca 

 1( ) = 0,Eη  

 1 2( ) =Eκ η β−    (6.42) 

dır. Öncelikle 0β ≠  olsun. O zaman, M  bir ( , )a β trans-Sasakian veya                   

β -Kenmotsu manifolddur. (6.41) ve (6.42) den 

 1 1= κ κλ
β
′−   

buluruz. Buradan, 1 sabittir.κ ≠  Ayrıca 
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 2
3

1

( ) =E βκη
κ

−
′

   (6.43) 

yazabiliriz. (6.42) ve (6.43) eşitliklerinden 

 2
2 3

1 1

= E Eβκβξ
κ κ
−

−
′

   (6.44) 

elde ederiz. ξ  birim vektör alanı olduğundan 

 
2 2

1 1
2

1

=
κ κ β

κ
κ β

′ −
   (6.45) 

 

buluruz.  

  Son olarak, eğri boyunca = 0β  olsun. O halde, (6.42) den 2( ) = 0Eη  elde 

ederiz. (6.41) eşitliğini de kullanırsak, 1 = sabit,κ  3= Eξ  ve 1 2=λ κ κ  buluruz. 

3= Eξ  ifadesinin türevini alarak 2 =κ a  buluruz. 2 = > 0κ a  olduğundan, M  

kosimplektik olamaz.  

 Yeterlilik: γ  eğrisi (1) veya (2) ile verilen koşulları sağlıyor olsun. Bu 

durumda  (6.41) eşitliği sağlanır.  ■ 

 

 Durum 3. 4r ≥  olması. 

 Oskülatör mertebesi 4r ≥  olan slant eğriler için aşağıdaki teorem geçerlidir: 

 Teorem 6.1.7: ( , , , , )M gϕ ξ η  bir trans-Sasakian manifold, 5,boyM ≥  

: I Mγ →  oskülatör mertebesi 4r ≥  olan bir slant eğri ve γ  nın değme açısı 0a  

olsun. γ  eğrisinin C-paralel ortalama eğrilik vektör alanına sahip olması için gerek 

ve yeter şart 
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 1 = sabit,κ   

 2 1 0= tan = sabit,κ κ a−   

 
2

21 4 1
3 2

0 0

( , ) 4= = = sabit,
sin (2 )sin

g E Ea ϕ κκ a
a a

−
−   

 0 1 0 3= cos sin ,E Eξ a a+   

 { }1 2 4 1 4, ,  ( , ) 0E span E E g E Eϕ ϕ∈ ≠   

ve 

 
2
1

0

= = sabit
cos
κλ
a

−
  

eşitliklerinin sağlanmasıdır. Bu durumda, M  bir a -Sasakian manifolddur [39]. 

 İspat: Gereklilik: γ  eğrisi, C-paralel ortalama eğrilik vektör alanına sahip 

olsun. (6.5) eşitliğinden 

 2
1 1 1 2 1 2 3 =E E Eκ κ κ κ λξ′− + +    (6.46) 

dir. Ayrıca, Önerme 3.1.1 geçerli olduğundan; M  manifoldu, ya Sasakian,a −   ya 

Kenmotsu,β −  ya da kosimplektik manifolddur.  

 Önce, M  nin Sasakiana −  olma durumunu inceleyelim. Böylece 

 2( ) = 0,Eη   (6.47) 

 1=T Eξ aϕ∇ −   (6.48) 

eşitlikleri geçerlidir. (6.46) ve (6.47) eşitliklerinden, 1κ  sabit çıkar. γ  eğrisinin 

Legendre olması geodezik olmaması ile çeliştiğinden, 0 2
πa ≠  dir. O halde, (6.46) 

eşitliğinden 
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2
1

0

= = sabit,
cos
κλ
a

−
  (6.49) 

 0 1 0 3= cos sinE Eξ a a+   (6.50) 

buluruz. (6.50) yi türevler ve (6.48) i kullanırsak 

 1 1 0 2 0 2 3 0 4= ( cos sin ) sinE E Eaϕ κ a κ a κ a− − +   (6.51) 

elde ederiz. Bu da bize 

 { }1 2 4, ,E span E Eϕ ∈   (6.52) 

 1 4
3

0

( , )=
sin

g E Ea ϕκ
a

−   (6.53) 

eşitliklerini verir. 3 > 0κ  olduğundan, 1 4( , ) 0g E Eϕ ≠  olmalıdır. (6.46), (6.49) ve 

(6.50) eşitliklerini birlikte düşünürsek 

 2 1 0= tan = sabitκ κ a−   (6.54) 

olarak hesaplarız. Böylece (6.51) ve (6.54) eşitliklerinden 

 1
1 0 2 0

0

cos sin =
cos
κκ a κ a
a

−   

ve 

 1
1 2 3 0 4

0

= sin
cos

E E Eκaϕ κ a
a

− +   (6.55) 

yazabiliriz. 2
1 1 0( , ) = sing E Eϕ ϕ a  olduğundan, (6.55) eşitliği gereği 

 
2

2 1
3 2

0

4= = sabit
(2 )sin
κκ a
a

−   

olur.  

85 
 



 İkinci olarak, M  nin -Kenmotsuβ  olma durumunu inceleyelim. Böylece 

 2
1 2 0( ) = sinEκ η β a−   (6.56) 

ve 

 0= [ cos ]T Tξ β a ξ∇ −   (6.57) 

eşitlikleri geçerlidir. 1 2 3{ , , }span E E Eξ ∈  olduğundan 

 { }0 1 0 2 3= cos sin cos sinE E Eξ a a θ θ+ +   (6.58) 

yazabiliriz. Burada, = ( )sθ θ  ile ξ  nin { }2 3,span E E  üzerine dik izdüşümü ile 2E  

arasındaki açı fonksiyonu gösterilmektedir. 3 > 0κ  ve 0sin 0a ≠  olduğundan; (6.58) 

eşitliğini türevler ve (6.57) yi kullanırsak sin = 0θ  çıkar. Buradan 

 0 1 0 2= cos sinE Eξ a a+   (6.59) 

elde ederiz. (6.46) ve (6.59) eşitliklerinden, 2 = 0κ  buluruz. Bu ise, 4r ≥  olmasıyla 

çelişir.  

 Son olarak, M  nin kosimplektik olma durumunu inceleyelim. Böylece 

 2( ) = 0Eη   (6.60) 

ve 

 = 0Tξ∇   (6.61) 

eşitlikleri geçerlidir. (6.46) ve (6.60) gereği,  1 = sabitκ  ve 

 0 1 0 3= cos sinE Eξ a a+   (6.62) 

yazabiliriz. (6.62) nin türevinde (6.61) eşitliğini kullanırsak, bu sefer de 3 = 0κ  

çelişkisini elde ederiz. 
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 Yeterlilik: γ  eğrisi teoremde verilen eşitlikleri sağlayan bir slant eğri olsun. 

(6.46) eşitliği sağlandığından, γ  eğrisi C-paralel ortalama eğrilik vektör alanına 

sahiptir.  ■ 

 Teorem 6.1.7 yi kullanarak aşağıdaki iki sonucu doğrudan ifade edebiliriz: 

 Sonuç 6.1.8: Teorem 6.1.8 de oskülatör mertebesi = 4r  alınırsa, o zaman γ  

bir helistir [39].  

 Sonuç 6.1.9: -Kenmotsuβ veya kosimplektik manifoldlarda oskülatör 

mertebesi 4r ≥  olan, C-paralel ortalama eğrilik vektör alanına sahip slant eğri yoktur 

[39]. 

 Normal demette, aşağıdaki teoremi verebiliriz: 

 Teorem 6.1.10:  ( , , , , )M gϕ ξ η  bir trans-Sasakian manifold, 5,boyM ≥  

: I Mγ →  oskülatör mertebesi 4r ≥  olan bir slant eğri ve γ  nın değme açısı 0a  

olsun. γ  eğrisinin normal demette C-paralel ortalama eğrilik vektör alanına sahip 

olması için gerek ve yeter şart γ   nın bir Legendre eğrisi olması,  

 1 = sabit,κ   

 2 1 2= ( , ),g E Eκ a ϕ   (6.63) 

 3 1 4= ( , ),g E Eκ a ϕ−   (6.64) 

 2 2
2 3 = ,κ κ a+   (6.65) 

 1 2= ,λ κ κ   

 3 , 0Eξ a= ≠   

ve 

 32
1 2 4=E E Eκκϕ

a a
−   (6.66) 

eşitliklerinin sağlanmasıdır. Bu durumda, M  bir a -Sasakian manifolddur [39]. 

 İspat: Gereklilik: γ  eğrisi normal demette C-paralel ortalama eğrilik vektör 

alanına sahip olsun. (6.7) eşitliğinden 

 1 2 1 2 3 =E Eκ κ κ λξ′ +    (6.67) 
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yazabiliriz. Böylece,  

 1( ) = 0Eη   

ve 

 1 2( ) =Eκ η β−   (6.68) 

dır. Öncelikle, = 0β  olsun. (6.67) ve (6.68) eşitliklerini kullanarak 

 2( ) = 0,Eη   

 1 2= ,λ κ κ   

 3= Eξ   (6.69) 

elde ederiz. (6.69) ifadesini türevlersek 

 1 2 2 3 4=E E Eaϕ κ κ− − +   

buluruz. Bu da bize, 0a ≠  olmak üzere (6.63), (6.64), (6.65) ve (6.66) eşitliklerini 

verir.  

 Şimdi, 0β ≠  olduğunu varsayalım. { }2 3,span E Eξ ∈  olduğundan, 

 2 3= cos sinE Eξ θ θ+   (6.70) 

yazabiliriz. Burada, = ( )sθ θ  ξ  ile 3E  arasındaki açı fonksiyonudur. (6.70) 

eşitliğinin türevinden 

 1 4
3

( , )=
sin

g E Ea ϕκ
θ

−   

buluruz. Buradan, 0a ≠  dır. 5boyM ≥  olduğu için, bu bir çelişkidir.Varsayımımız 

yanlıştır. O halde, 0β =  dır. 
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 Yeterlilik: γ  eğrisi, Teoremde verilen eşitlikleri sağlıyor olsun. Bu durumda, 

(6.67) eşitliğini de sağlayacağından ispat biter.  ■ 

6.2 C-proper Slant Eğriler 

C-proper ortalama eğrilik vektör alanına sahip slant eğrileri, oskülatör 

mertebesine göre üç farklı durum inceleyeceğiz. 

 

Durum 1. = 2r  olması. 

Bu durum için teğet demette, aşağıdaki teorem geçerlidir: 

Teorem 6.2.1: ( , , , , )M gϕ ξ η  bir trans-Sasakian manifold, : I Mγ →  

oskülatör mertebesi 2 olan bir slant eğri ve γ  nın değme açısı 0a  olsun. γ  eğrisinin 

-C proper ortalama eğrilik vektör alanına sahip olması için gerek ve yeter şart γ  

boyunca = 0a , 0β ≠  olması ve γ  nın 

(1) 1 = = sabitκ β , 2= Eξ ± , 3=λ β−  eşitliklerini sağlayan bir Legendre 

çember olması; veya 

(2)  

 1 0= sin ,κ β a   

 3
1 1 1 1 0= 3 tanκ κ κ κ a′′ ′− ±    (6.71) 

 0 1 0 2= cos sinE Eξ a a±   

ve 

 1 1

0

3=
cos
κ κλ
a
′    (6.72) 

eşitliklerini sağlayan Legendre olmayan bir slant eğri olmasıdır [39]. 
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 İspat: Gereklilik: γ  eğrisi -C proper ortalama eğrilik vektör alanına sahip 

olsun. (6.6) eşitliğinden 

 ( )3
1 1 1 1 1 23 =E Eκ κ κ κ λξ′ ′′+ −    (6.73) 

yazabiliriz. Böylece { }1 2,span E Eξ ∈  olduğundan, 

 0 1 0 2= cos sinE Eξ a a±   (6.74) 

elde ederiz. (6.74) eşitliğini türevler ve (6.11) eşitliğini kullanırsak 

 2
1 0 1 0 0 2 1 0 1 1 0 2cos sin = sin cossinE E E E Eaϕ β a β a a κ a κ a− + +    (6.75) 

buluruz. (6.75) eşitliğini 1E  ile çarparsak, 1 0= sinκ β a  sonucuna ulaşırız. Buradan, 

0β ≠  dır. Yine (6.75) eşitliği gereği, eğri boyunca = 0a  çıkar. Eğer 0 =
2
πa  ise, γ  

eğrisi 1 = = sabitκ β , 2= Eξ ± , 3=λ β−  olan bir Legendre çemberdir. 0 2
πa ≠  

olması halinde ise, (6.73) ve (6.74) eşitlikleri, (6.71) ve (6.72) eşitliklerini verir. 

 Yeterlilik: γ  eğrisi, (1) veya (2) koşullarını sağlayan bir slant eğri olsun. 

(6.73) eşitliği doğrulanacağından ispat tamamlanmış olur.  ■ 

 Normal demette, aşağıdaki teorem ifade edilebilir: 

 Teorem 6.2.2: ( , , , , )M gϕ ξ η  bir trans-Sasakian manifold, : I Mγ →  

oskülatör mertebesi 2 olan bir slant eğri ve γ  nın değme açısı 0a  olsun. γ  eğrisinin 

normal demette -C proper ortalama eğrilik vektör alanına sahip olması için gerek ve 

yeter şart γ  nın 

 1 2= , = , =Eκ β ξ λ β ′′±   (6.76) 

koşullarını sağlayan bir Legendre eğrisi olmasıdır. Burada, a  ve b  keyfi sabitler 

olmak üzere, ( )s as bβ ≠ +  ve eğri boyunca = 0a  dır [39]. 
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 İspat: Gereklilik: γ  eğrisi normal demette -C proper ortalama eğrilik vektör 

alanına sahip olsun. (6.8) eşitliği ve Teorem 6.2 den, γ  eğrisi 

 1 2 =Eκ λξ′′−   

eşitliğini sağlayan bir Legendre eğrisidir. Buradan 

 1=λ κ′±   

ve 

 2= Eξ ±   (6.77) 

buluruz. (6.77) eşitliğini türevlersek 

 1 1 1 1=E E Eaϕ β κ− +    (6.78) 

elde ederiz. Böylece (6.78) den  (6.76) eşitliklerine ve eğri boyunca = 0a  olduğuna 

ulaşırız. 

 Yeterlilik: γ  eğrisi, (6.76) koşullarını sağlayan bir Legendre eğrisi 

olduğunda, (6.8) eşitliğini sağladığı kolayca gösterilebilir. ■ 

 

 Durum 2. = 3r  olması. 

 Bu durum için, teğet demette aşağıdaki teorem verilebilir: 

 Teorem 6.2.3: ( , , , , )M gϕ ξ η  bir trans-Sasakian manifold, : I Mγ →  

oskülatör mertebesi 3 olan bir slant eğri ve γ  nın değme açısı 0a  olsun. γ  eğrisinin 

-C proper ortalama eğrilik vektör alanına sahip olması için gerek ve yeter şart γ  nın  

 1 1 03 = cos ,κ κ λ a′    (6.79) 

 3 2
1 1 2 1 2= ( ),Eκ κ κ κ λη′′+ −    (6.80) 
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 ( )1 2 1 2 32 = ( )Eκ κ κ κ λη′ ′− +    (6.81) 

ve  

 2 2 2
2 3 0( ) ( ) = sinE Eη η a+    (6.82) 

eşitliklerini sağlamasıdır [39].  

 İspat: Gereklilik: γ  eğrisi -C proper ortalama eğrilik vektör alanına sahip 

olsun. (6.6) eşitliğinden 

 ( )3 2
1 1 1 1 1 2 1 2 1 2 1 2 33 (2 ) =E E Eκ κ κ κ κ κ κ κ κ κ λξ′ ′′ ′ ′+ + − − +    (6.83) 

dir. Bu ifadeyi sırasıyla 1,E  2E  ve 3E  ile çarparsak, (6.79), (6.80) ve (6.81) 

eşitliklerini elde ederiz. ξ  birim vektör alanı ve { }1 2 3, ,span E E Eξ ∈  olduğundan 

 2 2 2
2 3 0( ) ( ) = sinE Eη η a+   

dir. 

 Yeterlilik: Teoremin tersinin ispatı açıktır. ■ 

 Normal demette, aşağıdaki teorem geçerlidir: 

 Teorem 6.2.4: ( , , , , )M gϕ ξ η  bir trans-Sasakian manifold, : I Mγ →  

oskülatör mertebesi 3 olan bir slant eğri ve γ  nın değme açısı 0a  olsun. γ  eğrisinin 

normal demette -C proper ortalama eğrilik vektör alanına sahip olması için gerek ve 

yeter şart γ  nın aşağıdaki koşullardan birini sağlayan bir Legendre eğrisi olmasıdır: 

 (1)  

 1 1 2= ,s sc e c ea aκ −+   (6.84) 

 2 = ,κ a   

 3 1 2= ,  =E E Eξ ϕ   
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ve  

 2
1 2= 2 ( )s sc e c ea aλ a −− −   (6.85) 

dır. Burada, 1c  ve 2c  keyfi sabitler ve M  bir a -Sasakian manifolddur. 

 (2)  

 
2 2

1 1 1 2= ,κ κ κ κλ
β
′′−   (6.86) 

 
2 2
1

2 3
1 1

= E E
κ ββξ

κ κ
−−

±   (6.87) 

ve 

 ( )2 2 2
1 1 2 1 1 2 1 2= 2κ κ κ κ β κ κ κ κ′′ ′ ′± − − +   (6.88) 

dir. Bu durumda, M  bir ( , )a β  trans-Sasakian veya β -Kenmotsu manifolddur [39]. 

 İspat: Gereklilik: γ  eğrisi normal demette -C proper ortalama eğrilik vektör 

alanına sahip olsun. Teorem 6.2 den γ  bir Legendre eğrisidir. (6.8) eşitliğinden 

 ( ) ( )2
1 2 1 2 1 2 1 2 32 =E Eκ κ κ κ κ κ κ λξ′′ ′ ′− − +   (6.89) 

dir. = 0β  olsun. Bu durumda, 2( ) = 0Eη  olduğundan 

 2
1 2 1 = 0,κ κ κ′′−   (6.90) 

 3= Eξ   (6.91) 

ve  

 ( )1 2 1 2= 2λ κ κ κ κ′ ′− +   (6.92) 

elde ederiz. (6.91) eşitliğini türevlersek 
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 2 =κ a   (6.93) 

ve 

 1 2=E Eϕ   (6.94) 

buluruz. a  sıfırdan farklı bir sabit olduğundan, (6.90) ve (6.93) eşitliklerinden, 

(6.84)  eşitliğine ulaşırız. Ayrıca, (6.84), (6.92) ve (6.93) eşitliklerini kullanırsak, 

(6.85) i elde ederiz. 

 0β ≠  olsun. (6.10) ve (6.89) eşitlikleri, (6.86) yı verir. ξ  birim vektör alanı 

ve { }2 3,span E Eξ ∈  olduğundan, (6.10) eşitliğinden (6.87) yi hesaplarız. (6.86), 

(6.87) ve (6.89) gereği, (6.88) bulunur. 

 Yeterlilik: γ  eğrisi, teoremde verilen (1) veya (2) koşullarını sağlıyorsa, 

(6.89) eşitliğini de sağlanacağından ispat biter. ■ 

 

 Durum 3. 4r ≥  olması. 

 Teorem 6.2.5: ( , , , , )M gϕ ξ η  bir trans-Sasakian manifold, 5,boyM ≥  

: I Mγ →  oskülatör mertebesi 4r ≥  olan bir slant eğri ve γ  nın değme açısı 0a  

olsun. γ  eğrisinin C-proper ortalama eğrilik vektör alanına sahip olması için gerek 

ve yeter şart 

 1 1 03 = cos ,κ κ λ a′  

 3 2
1 1 2 1 2= ( ),Eκ κ κ κ λη′′+ −   

 1 2 1 2 3(2 ) = ( ),Eκ κ κ κ λη′ ′− +   

 1 2 3 4= ( )Eκ κ κ λη−   

ve  
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 2 2 2 2
2 3 4 0( ) ( ) ( ) = sinE E Eη η η a+ +   

olmasıdır. Burada, λ  sıfırdan farklı diferensiyellenebilir bir fonksiyondur [39]. 

 İspat: Teorem 6.2.3 ün ispatına benzer şekilde yapılır. ■ 

Son olarak, normal demette aşağıdaki teoremi verebiliriz: 

Teorem 6.2.6: ( , , , , )M gϕ ξ η  bir trans-Sasakian manifold, 5,boyM ≥  

: I Mγ →  oskülatör mertebesi 4r ≥  olan bir slant eğri ve γ  nın değme açısı 0a  

olsun. γ  eğrisinin normal demette C-proper ortalama eğrilik vektör alanına sahip 

olması için gerek ve yeter şart γ  nın 

 2
1 2 1 = 0,κ κ κ′′−   

 2 1 2= ( , ),g E Eκ a ϕ   

 3 1 4= ( , ),g E Eκ a ϕ−   

 2 2
2 3 = ,κ κ a+  

 1 2 1 2= 2 ,λ κ κ κ κ′ ′− −   

 3= ,  0Eξ a ≠   

ve 

 32
1 2 4=E E Eκκϕ

a a
−   

eşitliklerini sağlayan bir Legendre eğrisi olmasıdır. Bu durumda, M  bir -Sasakiana  

manifolddur [39].   

 İspat: Teorem 6.1.11 in ispatına benzer şekildedir. ■ 
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6.3 C-paralel ve C-proper Slant Eğri Örnekleri 

Bu kısımda, bazı özel trans-Sasakian manifoldlar üzerinde C-paralel ve         

C-proper slant eğri örnekleri verilecektir. Bu örnekleri şöyle sıralayabiliriz: 

Örnek 6.3.1: { }3= ( , , ) | > 0M x y z z∈  3-boyutlu Riemann manifoldunu ele 

alalım. Burada ( , , )x y z  3  deki standart koordinat fonksiyonlarıdır. M  üzerindeki 

metrik tensör  

 2 2 2
2

1 ( )g dx dy dz
z

= + +   

olarak verilsin. ( )Mχ  deki 

1 2 3= , = , =e z e z e z
x y z
∂ ∂ ∂

−
∂ ∂ ∂

 

vektör alanları ( )Mχ  in bir g -orthonormal çatısını oluştururlar. { }1 2 3, ,e e e  bazı için 

 [ ] [ ] [ ]1 2 1 3 1 2 3 2, 0,  , ,  ,e e e e e e e e= = =   

dir. O halde, bu baza göre Levi-Civita koneksiyonu 

 
1 1 1

2 2 2

3 3 3

1 3 2 3 1

1 2 3 3 2

1 2 3

,    0,       ,

0,       ,   ,

0,       0,       0

e e e

e e e

e e e

e e e e e

e e e e e

e e e

∇ = − ∇ = ∇ =

∇ = ∇ = − ∇ =

∇ = ∇ = ∇ =

  

olarak hesaplanır. ϕ  (1,1) -tensör alanını 

1 2 2 1 3= ,  = ,  = 0e e e e eϕ ϕ ϕ−  

şeklinde tanımlayalım. Her ( )Z Mχ∈  için bir 1 -form 3( ) = ( , )Z g Z eη  ve 

karakteristik vektör alanı 3= eξ  olsun. ( , , , , )M gϕ ξ η  bir Kenmotsu manifolddur  

([40], [41]). Yani, = 0,a  = 1β  şeklindeki bir trans-Sasakian manifolddur. 
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M deki bir 1 2 3( ) = ( ( ), ( ), ( ))s s s sγ γ γ γ  eğrisinin değme açısı 0a  olan bir slant 

eğri olabilmesi için gerek ve yeter şart > 0c  keyfi bir sabit olmak üzere 

( ) ( )2 2 2 2
1 2 0 3

cos 0
3

= sin ( ) ,

= . sc e a

γ γ a γ

γ −

′ ′+
 

olmasıdır. 

, , , , ,a b m n c∈  > 0,c  2 2 2=a m c+  olmak üzere M de : ,I Mγ ⊆ →  

( ) = ( , , )s as b ms n cγ + + eğrisini ele alalım. γ  eğrisi boyunca T  birim teğet vektör 

alanı  

1 2= a mT e e
c c

+  

şeklindedir. Bu durumda ( ) = 0Tη  olduğundan γ  bir Legendre eğrisidir; yani, 

0 =
2
πa  dir. Levi-Civita koneksiyonu yardımıyla, 3=TT e∇ − , 1 = 1,κ  2 3=E e−  elde 

ederiz. Tekrar işlem yaparsak 2 =T E T∇ −  buluruz. O halde 2 = 0κ  dır. Sonuç olarak 

γ  eğrisinin oskülatör mertebesi = 2r  dir. Teorem 6.2.1 (1) den, γ  eğrisi 

1 = = 1,κ β  2= ,Eξ −  3= = 1λ β− −  olmak üzere teğet demette C -proper ortalama 

eğrilik vektör alanına sahiptir. O halde, Teorem 6.2.1 (1) için bir örnek 

( ) = (3 , 4 ,5)s s sγ  olarak alınabilir [39]. 

Örnek 6.3.2: Yukarıdaki örnekte, 3 = ,e z
z
∂
∂

 3= eξ  olarak alınıp diğer 

yapılar aynı şekilde tanımlanırsa, = 0,a  = 1β −  şeklinde bir trans-Sasakian 

manifold elde edilir ([40], [42]). Bu manifoldda, ( ) = ( ,0,1)s sγ  eğrisi, 1 = = 1,κ β−  

2= ,Eξ  3= = 1λ β−  olmak üzere,  Teorem 6.2.1 (1) e bir başka örnektir [39]. 

Sonraki örnekleri oluşturabilmek için [43] nolu kaynakta verilen aşağıdaki 

trans-Sasakian manifold yapısını kullanacağız: 
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N , 2  nin bağlantılı ve açık bir altkümesi ve ( , )a b    nin bir açık aralığı 

olmak üzere, = ( , )M N a b×  manifoldunu ele alalım. ( , , )x y z  M üzerindeki 

koordinat fonksiyonları olsun. Şimdi 

1 2, : ,  : ,  :N f M Mω ω σ +→ → →   

fonksiyonlarını alalım. M üzerindeki ( , , , )gϕ ξ η  normal almost kontakt metrik  

yapısı şöyle verilsin:  

2

1

0 1
= 1 0 ,

0 0 0

ω
ϕ ω

− 
 − 
  

 

1 2= ,  = ,dz dx dy
z

ξ η ω ω∂
+ +

∂
 

2 2
1 1 2 1

2 2
1 2 2 2

1 2

= .
1

f

f

e
g e

ω σ ωω ω
ωω ω σ ω
ω ω

 +
 + 
  

 

M  nin g -orthonormal çatı alanlarını aşağıdaki şekilde seçelim: 

1 1 2 2 3= ,  = ,  = = .
f fe eH H H

x z y z z
ω ω ξ

σ σ

− −  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ − −  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
 

M  manifoldunun 

2
1 2 1= ,  =

2 2

fe f
y x z z
ω ω σa β

σ σ

−  ∂ ∂ ∂ ∂
− + ∂ ∂ ∂ ∂ 

 

olacak şekilde bir trans-Sasakian manifold olduğu bilinmektedir. 

 bazı için 

[ ]
2

1 2
1 2 2 1 1 2 3, ,

f f f

f

e e eH H H H H H H
e y x

ω ωσ
σσ σ

− − −

−

      ∂ ∂
= − + + −      ∂ ∂     

  

{ }1 2 3, ,H H H
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 [ ] [ ]1 3 1 2 3 2, ,  ,
2 2

z zH H H H H Hσ σ
σ σ

= =   

dir [43].  

Koszul formülü yardımıyla, { }1 2 3, ,H H H  bazına göre, M  nin Levi-Civita 

koneksiyonu 

 
1 1 2 2 3,

2

f
z

H f

eH H H H
e

σσ
σσ

−

−

 
∇ = − 

 
  

 
1

2
1 2

2 2 1 3,
2

f f

H f

e eH H H H
e y x

ω ωσ
σσ

− −

−

   ∂ ∂−
∇ = + −   ∂ ∂  

  

 
1

2
1 2

3 1 2 ,
2 2

f
z

H
eH H H

y x
σ ω ω
σ σ

−  ∂ ∂
∇ = − − ∂ ∂ 

  

 
2

2
1 2

1 1 2 3,
2

f f

H f

e eH H H H
e y x

ω ωσ
σσ

− −

−

   ∂ ∂−
∇ = − −   ∂ ∂  

  

 
2 2 1 1 3,

2

f
z

H f

eH H H H
e

σσ
σσ

−

−

 
∇ = − 

 
  

 
2

2
1 2

3 1 2 ,
2 2

f
z

H
eH H H

y x
ω ω σ

σ σ

−  ∂ ∂
∇ = − + ∂ ∂ 

  

 
3

2
1 2

1 2 ,
2

f

H
eH H

y x
ω ω

σ

−  ∂ ∂−
∇ = − ∂ ∂ 

  

 
3

2
1 2

2 1,2

f

H
eH H

y x
ω ω

σ

−  ∂ ∂
∇ = − ∂ ∂ 

  

 
3 3 0H H∇ =   

şeklinde hesaplanır. 
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M üzerindeki bir 1 2 3( ) = ( ( ), ( ), ( ))s s s sγ γ γ γ  eğrisinin, değme açısı 0a  olan bir 

slant eğri olması için gerek ve yeter şart 

2
2 2 20

1 2
sin( ) ( ) = ,feaγ γ
σ

−′ ′+  

1 1 2 2 3 0= cosω γ ω γ γ a′ ′ ′+ +  

olmasıdır [43]. Bu yöntemi kullanarak diğer örneklerimizi verebiliriz. 

Örnek 6.3.3: 1 = = 0,fω  2 = 2xω  ve = 2zσ  seçelim. ( , , , , )M gϕ ξ η  

üzerindeki ( ) = (0, , 2)
2
ssγ  Legendre helisi ele alalım. Bu durumda M 1 1( , )

2 2z z
−  

tipinden bir trans-Sasakian manifolddur; yani, 

1= =
2z

a β−
−  

dir. 

[44] nolu kaynakta 1 2
1= =
4

κ κ  olduğu gösterilmiştir. Biz de γ  nın teğet ve 

normal demette C-proper ortalama eğrilik vektör alanına sahip olduğunu 

göstereceğiz. Tanımlanan çatıyı ve Levi-Civita koneksiyonunu kullanarak, 2=T H , 

3
1=

4TT H−
∇  elde ederiz. O halde, 3 2= =H Eξ −  dir. Son olarak, 

2 1
1 1=

4 4T E T H−
∇ +  buluruz. Yani 3 1=E H  dir. Teorem 6.2.3 ve 6.2.4 yardımıyla, γ  

eğrisi  1
1=

32
λ −  olmak üzere teğet demette ve 2

1=
64

λ −  olmak üzere normal demette 

C-proper ortalama eğrilik vektör alanına sahiptir [39]. Ayrıca, [43] nolu kaynakta, γ  

eğrisinin 3
1=
8

λ  olmak üzere (teğet demette) proper ortalama eğrilik vektör alanına 

sahip olduğu gösterilmiştir. 
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Örnek 6.3.4:  1 = = 0,fω  2 = yω −  ve = zσ  seçelim. O halde = 0a  ve 

1=
2z

β  dir. Bu durumda M bir -Kenmotsuβ manifolddur. M deki bir 

1 2 3( ) = ( ( ), ( ), ( ))s s s sγ γ γ γ  eğrisinin slant eğri olması için gerek ve yeter şart 

2
2 2 0

1 2
3

sin( ) ( ) = ,aγ γ
γ

′ ′+  

2 2 3 0= cosγ γ γ a′ ′− +  

olmasıdır. M üzerindeki 3/4( ) = (0,2 , 2 )s s sγ  eğrisini ele alalım. 0 =
2
πa  buluruz, 

yani, γ  bir Legendre eğrisidir. γ  eğrisinin oskülatör mertebesini = 2r  dir. Teorem 

6.1.3 yardımıyla, 1
2= =

4s
κ β , 2= Eξ −  ve 2

2= =
4s

λ β ′−  olmak üzere γ  eğrisi 

normal demette C-parallel ortalama eğrilik vektör alanına sahiptir.Ayrıca, Teorem 

6.2.2 den, 3

2= =
2s

λ β ′′  olmak üzere, γ  eğrisi normal demette C-proper ortalama 

eğrilik vektör alanına sahiptir [39]. 

Örnek 6.3.5: 1 = = 0,fω  2 = yω  ve = zσ  seçelim. Bu durumda = 0a ,

1=
2z

β  bulunur ve M  bir -Kenmotsuβ  manifolddur. M üzerindeki bir 

1 2 3( ) = ( ( ), ( ), ( ))s s s sγ γ γ γ  eğrisinin bir slant eğri olması için gerek ve yeter şart 

2
2 2 0

1 2
3

sin( ) ( ) = ,aγ γ
γ

′ ′+  

2 2 3 0= cosγ γ γ a′ ′+  

olmasıdır.  
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M deki 3/44 7( ) = ( 7 30 ,0, )
105 15

ss sγ   eğrisi Legendre olmayan bir  slant 

eğridir. γ  nın değme açısı 0
7 2 2= arccos( ) = arcsin( )

15 15
a  dir. Levi-Civita 

koneksiyonu kullanılarak yapılan hesaplamalardan sonra, Teorem 6.2.1 (2) 

gereğince, γ  eğrisi 

1
14= ,
7s

κ  1 2
7 2 2= ,

15 15
E Eξ −

15 7= ,
14s

β 3

90 7=
49s

λ −  

olmak üzere teğet demette C-proper ortalama eğrilik vektör alanına sahiptir. 1κ  

eğriliğinin, Teorem 6.2.1 deki 

3
1 1 1 1 0= 3 tanκ κ κ κ a′′ ′− −  

adi diferensiyel denklemini sağladığı kolayca gösterilebilir [39]. 
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7. SONUÇ VE ÖNERİLER 

3. bölümde, genelleştirilmiş Sasakian uzay formlarda Legendre eğrilerinin 

biharmonik olma koşulları Teorem 3.2.1 ile verilmiştir. Bu teorem, dokuz ayrı durum 

için incelenmiştir. Daha sonra, elde edilen sonuçlar, uzay formun Sasakian, 

Kenmotsu ve kosimplektik olma durumlarına uygulanmıştır. 

4. bölümde, S-uzay formların biharmonik slant eğrileri ele alınmıştır. Teorem 

4.2.1 dört farklı durum için incelenmiştir. Özel olarak, Legendre eğrileri için Sonuç 

4.2.5, Sonuç 4.2.7 ve Sonuç 4.2.9 verilmiştir. 

5. bölümde, Sasakian uzay formların f-biharmonik Legendre eğrileri dört 

durumda incelenmiştir. Bu bölümün sonunda, Örnek 5.3.1 ve Örnek 5.3.2 elde 

edilmiştir. 

Son bölüm olan 6. bölümde, trans-Sasakian manifoldların C-paralel ve         

C-proper slant eğrileri ele alınmıştır. Bu eğriler, oskülatör mertebesine göre üçer 

durumda incelenmiştir. Son olarak, Örnek 6.3.1, Örnek 6.3.2, Örnek 6.3.3, Örnek 

6.3.4 ve Örnek 6.3.5 verilmiştir.  

Elde edilen sonuçların farklı manifoldlar üzerinde karşılıklarının 

incelenebilmesi mümkün görülmektedir.  
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