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OZET

KATLI CARPIM MAN IFOLDLARI
YUKSEK L iSANS TEZI
FATMA GURLER

BALIKES iR UNIVERSITESI FEN BiLiMLER i ENSTITUSU

MATEMAT IK ANAB ILIiM DALI
(TEZ DANI SMANI: PROF. DR. CIHAN OZGUR)
BALIKES iR, 2012

Bu calsmada katli carpim manifoldlari, yaginstein kath ¢carpim manifoldla
semi-simetrik metrik koneksiyona gore katli carpmanifoldlari ve semsimetrik
metrik koneksiyona gore yari-Einstein katli ¢carprmanifoldlari incelenngtir.

Bu tez doért bolimden ojmaktadir.

Birinci boélim giris bolumuddr.

Ikinci bolimde, cadmanin ileriki bolimlerinde kullanilan temel tanine
kavramlar verilmgtir. Ayrica kath carpim manifoldlari ve yari-Eiest katli ¢carpim

manifoldlari ile ilgili temel tanim ve teoremleraelenmitir.

Ucuincti bolimde sensimetrik metrik koneksiyona goére katli carj
manifoldlarinin genel bir tanimi verilgwe bazi bilinen teoremler ifade edikti.

Son bolim olan doérdinci boélim orginsonuclar icermektedir. Bu bolun
semi-simetrik metrik koneksiyona gore y&instein kath ¢carpim manifoldlari ile ilg
sonugclar elde edilngiir.

ANAHTAR KEL IMELER : kath carpim manifoldu, Einstein manifoldu, yari-
Einstein manifoldu, semi-simetrik metrik koneksiyon



ABSTRACT

WARPED PRODUCTS
MSC THESIS
FATMA GURLER

BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE

MATHEMATICS
(SUPERVISOR: PROF. DR. dHAN OZGUR)
BALIKES IR, 2012

In this thesis, we study warped products, quasstEéin warped products,
warped product with a semi-symmetric metric conieacand quasi-Einstein warped
product manifolds endowed with semi-symmetric neatannection.

This thesis consist of four chapters.
The first chapter is the introduction.

In the second chapter , we give some notion anaiiieh which will be used
in the next chapters. Furthermore, we study notbrwarped product and quasi-
Einstein warped product.

In the third chapter we give the definition of wadpproduct with semi-
symmetric metric connection and known theorems.

In the final chapter, which consists of originabults, we obtain results of
guasi-Einstein warped product with semi-symmetrétrio connection.

KEYWORDS : warped product, Einstein manifold, quasi-Einsteianifold, semi-
symmetric metric connection.
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ONSOZ

Bu calgmada, kath carpim manifoldlari, yari-Einstein kattarpim
manifoldlari, semi-simetrik metrik koneksiyona gdeli carpim manifoldlari ile ilgili
literatrde yapilmy olan ¢algmalar ayrintili olarak incelengwe semi-simetrik metrik
koneksiyona gore yari-Einstein kath carpim mauifai ile ilgili orijinal sonuclar elde
edilmigtir.

Bana her turlii konuda destek olan tez glaanim Prof. Dr. Cihan OZGUR’e,
her zaman tavsiyelerinden yararlanch Prof. Dr. Nihal YILMAZ OZGUR’e ve
benden yardimini esirgemeyen Ar&or.Saban GUVENC e tgekkirlerimi sunarim.

Ayrica calsmalarim boyunca daima yanimda olan ve manevi geste
esirgemeyen Ali Can KARACA'ya ve benden maddi manmsteklerini esirgemeyen
her durumda yanimda olan aileme sonsgekKiglirlerimi ve sevgilerimi sunarim.



1. GIRiS

Katli carpim manifoldlarinin Diferensiyel Geomete Fizikte énemli bir rol
oynadg! iyi bilinir. Ornegin buyuk kitleli bir yildizin di uzayr veya kara delik
belirten Schwarzschild uzay zamanin en iyi relatilkimodeli bir katli carpim olarak

verilir [1,2,3]. Bundan bgka M =M, x . M, katl ¢carpim manifoldu i¢inrM, (n=2)-
boyutlu bir yari-Riemann manifoldu \ebir agik aralik oldgundaM =1x .M, kath

carpim manifoldu bir genelériimis Robertson-Walker uzay zamani olarak bilinir

[3]. Eger M, 3-boyutlu bir Riemann uzay form Ve bir acik aralik iseM =1x M,

katli carpim manifoldu bir Robertson-Walker uzaynaaidir. Robertson-Walker uzay
formlarinin fizik ve matematikte bir cok uygulamaleardir.

1924 yilinda, [4] numarall camada A. Friedman ve J. A. Schouten bir
Riemann manifoldu Uzerinde semi-simetrik afin kosigen  kavramini
tanimlamglardir [4]. Semi-simetrik metrik koneksiyon taniri932 yilinda H. A.
Hayden tarafindan veriltir [5]. Hayden'’in calgmasini kullanarak K. Yano semi-
simetrik metrik koneksiyon ile ilgili cajmalarn balatmis ve semi-simetrik
koneksiyonlu bir Riemann manifoldunurgraik tensorind elde etmgiir [6]. Daha
sonra T. Imai semi-simetrik koneksiyonlu bir Riemammanifoldunun Ricci

tensoriandn ozelliklerini incelestir [7].

Yari-Einstein manifoldlar fizikte Einstein alan déemlerin kesin ¢dézumleri
aranirken ortaya ciklardir. Genel relativitede miukemmel gkan uzay zaman bir
dort boyutlu yari-Einstein manifolddur.

2011 yiinda C. Ozgiir ve S. Sular Semi-simetrik rikeitoneksiyona sahip
katli carpim manifoldlarini ¢aimis ve manifoldun bir Einstein manifoldu olmasi icin
gereklisartlari elde etmgiir. Ayrica ayni yazarlar yine 2011 yilinda yarnEiein kath
carpim manifoldlarini ¢aimislardir.

Bu calsmada katli ¢arpim manifoldlari ve semi-simetrik nkekoneksiyona
gore Einstein manifodlari icin daha 6nce yapildmsgelar incelenerek, semi-simetrik

metrik koneksiyona gore yari-Eisntein manifoldianelenmstir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boélimde dier bolumlerde kullanilacak olan bazi temel tanimiar
kavramlar verilecektir.

2.1 Riemann Manifoldlari

Tanim 2.1.1 M bir diferansiyellenebilir €*) manifold olsun. M izerindeki
C® vektor alanlarinin uzay(M) ve M denR ye C” fonksiyonlarin uzayC*(M, R )

olmak tizereM Uzerinde;
g: X(M) xx(M) -~ C*(M, R)

seklinde tanimlanan pozitif, simetrik ve 2-linegRiemann metgi ile birlikte M ye

bir Riemann manifoldadi verilir ve M, g) seklinde gosterilir [8].

M manifoldunun herhangi ikp ve g noktasi icinM Uzerinde bu noktalar

birlestiren bir &ri bulunabilirseM ye baglantili manifoldadi verilir [4].

Tanim 2.1.2 M n-boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold vl Gzerindeki
C” vektor alanlarinin uzay (M) olmak lzere;
O: x(M) x x(M) O - x(M)
X, Yy ——> OX,Y) = OxY
donGumu ;
) Ox(Y+Z) = OxY +0OxZ; O X, Y, ZOx(M),
i) Oix +gvZ = fOxZ +g0vZ OX,Y,Zox(M)veO f,goOC”(M, R),

i) Ox(FY) = fOXY+X®AY; OX, YOx(M)veOfOC* (M, R)

Ozelliklerini s&liyor isel] ya M Uzerinde biAfin Koneksiyoradi verilir [9].



Tanim 2.1.3 (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu viel da M lzerinde

tanimlanan bir afin koneksiyonu olmak tzere;

N OxY-OWX=1[X,Y]; O X, YOx(M),
i) Xg(Y, 2)= g(OxY, 2 +g(Y, Ox2) ; OX,Y, ZOx(M)
sartlarini sgladigindad ya M Uzerindesifir torsiyonlu Riemann Koneksiyeeya M

nin Levi-Civita Koneksiyonadi verilir [10].

X, Y, ZOx(M)igin
29(0yY,2)= XdY, 2+ Y§ Z X~ Z0 X)

—g KYI1Zy o(v.Z], X} o(Z X, ¥ (2.1)

dir. (2.1) denklemin&oszul 6zdgdigi adi verilir [11].

Tanim 2.1.4 (M, g) bir Riemann manifoldull daM Uzerindeki Levi-Civita

koneksiyonu olsun.
R X(M) x x(M) xx(M) - x(M)

R(X,Y) Z=0,0, Z-0,0, Z-0py ) Z (2.2)

ile tanimlanarR fonksiyonuM Uzerinde bir (1, 3)-tensor alanidir e nin Riemann
egrilik tensoruolarak adlandirilir. Ayric®(X, Y, Z, W) = g(R(X, Y)Z, W) tensoriineM
nin Riemann-Christoffelgilik tensoériadi verilir.

HerX,Y, Z, V, WOx(M ) icin Riemann grilik tensoriR,;

) RIX,Y)Z= - RY % .

i) JRCX,VYVW = - dR XY W),

i) RX,Y)Z+ RYZ X+ RZ X ¥0, (2.3)
iv) gRIXNVW= dRVW XY

v) g(X,R(Y, W = RY ZW )

Ozelliklerine sahiptir [4].



Tanim 2.1.5 M, n-boyutlu, diferensiyellenebilir bir manifold W tzerinde

(r, 9)-tipinde simetrik bir tens6A olsun. Bu durumdal<a<b< s reel sayilarl ve

keyfi bir r degeri igin;

Cab3er(M) - er-z(M)

] s-2

(CuAT = g A
p.q

1-s2 -
a.bilesen  b.bilesen

biciminde tanimlanarC,, operatdrine. ve b bilesenlere goreA tensorinurmetrik

kontraksiyonuadi verilir. Boylece kontraksiyon operatoril, 9)-tipindeki bir tenséri

(r-1, s-1)-tipinde bir tenstre dontiirtr [3].

Tanim 2.1.6 (M, g) bir Riemann manifoldu olsul,M tanjant uzayinin iki

boyutlu alt uzayl olmak tzereV, WU I tanjant vektdrleri icirQ fonksiyonu;

QV! VV) = g(V, \/)g(W! VV) - g(\/, VV)Z

biciminde tanimlansin. @( W) # 0 olmak Uzere;

_g(RV, W W

W= 5w, w)

olup bund nin kesitsel grili gi denir veK(IT) ile gosterilir [4].

Tanim 2.1.7 (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu vée,e, ..., €},

lokal vektor alanlari olsunlar.

S xM)xx(M) - R

n

(X.Y) - XY => ¢dRe XY) (.4

i=1

seklinde tanimh (0, 2)-tipindek® tensér alaninayl GizerindeRicci esrilik tensoriadi
verilir [12].



Tanim 2.1.8 (M, g) n > 2 boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. HeyY
Ox(M) igin;
S(X,)=Ad X Y (2.5)

olacak bicimdeM lzerinde biA[JR sayisi var ise yaril nin Ricci tensoris, metrik

tensdrg nin bir kati iseM ye birEinstein manifoldwadi verilir [8].
Tanim 2.1.9 M Uzerinde bir birim tanjant vektor alddiolmak Gzerer
1-formunu
g(X,U) =m(X) (2.6)

biciminde tanimlayalim. Buradd vektor alaninasr 1-formunun Uretecadi verilir.

Eger (M, g) n-boyutlu Riemann manifoldunun Ricci tens@&uC X, YO x (M) igin;

S(X, )= ad X Y+ #( Y¥( Y ab T M) (2.7)
kosulunu s&liyorsa M ye yari-Einstein manifoldadi verilir [13]. EBerb = 0 ise

(M, g) manifoldu bir Einstein manifolda dogiir.
Tanim 2.1.10 (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu vée, &, ... , €}
lokal ortonormal vektor alanlari olmak tzere;

r=YS(e. ¢ 28)

fonksiyonunaM nin skaler grilik fonksiyonuadi verilir [8].

Tanim 2.1.11 (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun.gé& M nin
egrilik tensora OX, Y, Z, WO y ( M)ve a,bl0 C*(M,R) , bz 0igin;

ROX,Y, ZW=&¢gY X6 XW @ X)Z(gYN
thg KW ¥y €y gX.zr (vy (W

g 27 Ky Wy gblvr Wy (X7 (2 (2.9)

biciminde iseM yeyari-sabit kesitsel&ilikli uzay adi verilir [14].



Tanim 2.1.12 M ve N sirasi ilen ve ( + d)-boyutlu Riemann manifoldlari

olmak tzere M, N nin alt manifoldu vell ve 0 sirasi ile M ve N de kovaryant

turevler olsun. BoylecX veY, M Uzerinde vektor alanlari olmak tzere;
h:x(M)xx(M) - (M)
0,Y=0,Y-H XY (2.10)

biciminde Gauss denklenglde edilir. Buraddl,Y ve h(X,Y), 0,Y nin sirasiyla

tanjant ve normal bikenleridir. (2.10) ile tanimlanamyaM nin ikinci temelform adi

verilir. Eger h=0 iseM yetotal geodeziktidenir [15]

Tanim 2.1.13 M ve N sirasi ilen ve ( + d)-boyutlu Riemann manifoldlari

olmak tzereM, N nin alt manifoldu olsunM ye normal bir birim vektdr ala olsun.

E]XE nin tezet ve normal bilgenleri sirasiyla-A (X) ve 0%& olmak tzere;
A x (M) xx 7 (M) —x (M)
doniim iyi tanimhdir. Boylece
0,& =-AX+03¢ (2.11)

biciminde Weingarten denklemelde edilir. Buradad, ye sekil operatori,0"e de

M nin T°M normal demetindeki (normal) koneksiyaai verilir [15].

M ninsekil operatoru A ile ikinci temel formh arasinda;
g(AX, V) =Y I X V,8) (2.12)

bagintisi vardir. Buraday, T, M de skaler carpimdir [15].

Tanim 2.1.14 (M, g) bir Riemann manifoldu(M,§) Riemann manifoldunun

bir alt manifoldu olsun.M nin egrilik tenséri R, OX, Y, Z, W x (M) igin;

R(X, V) z=0,0, z-0,0, ., 2

RXY,ZW="dR XY ZV



biciminde tanimlanir. M nin egrilik tensériiR ve M nin erilik tensérii R olmak

Uzere, (2.10) ve (2.11) denklemleri yardimiyla
R(X,Y,ZW= R XY ZW"@gh,Y)Z (h XY
+g b X Z)h(r.W) (2.13)
elde edilir. Burada (2.13) ile tanimlanan denklggaeiss denklenadi verilir [15].

Tanim 2.1.15 M bir Riemann manifoldu olsun. Bir 0 y(M) fonksiyonun

Hessian fonksiyonuH ' = O(0f ) olacaksekildef nin ikinci kovaryant tiirevidir [3].

Yardimei Teorem 2.1.16 f ninH' Hessian fonksiyonu

HY(X,Y)= XY (0, ¥ f
=(0y gradf )Y)

olacak bicimde simetrik bir (0,2) tensor alani@y. [

Tanim 2.1.17 M bir Riemann manifoldu olsun. Bird (M) fonksiyonun Af
Laplas fonksiyonu
Af =div(gradf)
seklindedir. Laplas fonksiyonu
A(f + f,) =Af, +Af,
Af, f, =2g(gradf, gradf,)+ fAf+ AT,

Ozelliklerini salar [3].

2.2 Katl Carpim Manifoldlari

Tanim 2.21 (M,,g,,) ve (M,,g,,) Riemann manifoldlari vef > 0, M,
uzerinde bir C” fonksiyon, Q:M,xM, - M, ve g:M;xM, - M, M, xM,
manifoldunun projeksiyon dosiimleri olmak tUzereM =M, x M, kath ¢arpim

manifoldu

g=Q'(gy)+(foQ) 0 (g,,) (2.14)



metrik tensort ile olgturulmus M, xM,, ¢carpim manifoldudur [3].

EgerV,WOT, ,(M;xM,) ise bu durumda

g(v.W)=Q'(g, (V. W)+( £QYo (g,(VW)
=gy, Q¥ ) W)y (foQ ] g, (& (V),d (W)

dir. Bir Riemann manifoldundaki gibpx M, =Q™(p)lifleri ve M, xq=07"(q)
yapraklari M =M, x . M,katli ¢arpim manifoldunun alt manifoldlaridir ve tlka

metrik aagidaki Uc Ozellikle karekterize edilir [3];

i) Her bir qM,i¢in Q, ., donlumu M, Gzerinde bir izometridir.

i) Her birpbM, icin Q,,, donlumu M, Gzerinde 1/ (p) sabit carpan ile carpim
halindedir.
iif) Her bir (@,0q)0M igin M, xqgyapraklari ve pxM,lifleri (p,q) noktasinda

ortogonaldir.

XUOx(M,) veVIy(M,)icin

K(X OV) = (0,0, X-0,0, X, V)

(@A HOX N - X1}

olmak Uizere ger M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu igin{e, e, ... , ¢} bir
lokal ortonormal cati ,{q, €, ..., %} M, manifolduna ve{qw, ,q} M,

manifolduna tget olacaksekilde secilirse,

%:iK(ej,%) (2.15)

elde edilir [3].



Ornek 2.2.2 R3te verilen bir diizlemseZ egrisinin secilen bir eksen etrafinda
dondurilmesiyle olgan bir ylizeyM olsun. Eksene olan uzagliu: C - R"ile

gosterelim. Bu durumdst, Cx , S'(1) dir [3, 16]. Gergekten,

X = UCOoSV
y=usinv
z= f(u)
koordinatlari igin donel yuzey

$:R? - R?

(u,v) > (ucosv,usinv, f (u)dir. Buradan da

6.2y = (cosv,sinv f (1))
du

¢D(i) =(-usinv,ucosv,0
ov
elde edilir. Ayrica,
1= 98,4 () =1+ (F (W),
u Jdu
_ 0 d.\ _
O, = g(¢*(a),¢* (a_v)) =,
= a6 6 (0 =
9, = g(¢*(au)’¢*(av)) 0

dir. Benzesekilde g,, =0dir. Bu durumda

2
ds’ :_Z g dx dx

i,j=1
= 911duz+ gzzd\;
=@+ f @Y )du’+ wdv

olur. Bu ise dbnel ytizeyin bir katll carpim mandfololdygunu gosterir.



Ornek 2.2.3 R®*Oklid uzayi, kiiresel koordinatlarla birlikte birtkecarpim

manifoldudur. Gergekten,
¢:R® - R®

(0,6,9) - (pcosd co® p co8 s g sth olup

0, _ : .
%(%)—(cosﬁ co® ,co8 s ,sth )
%(%F(—psin@ cosp -p sif sip p cadB

%(%) =(—pcosf sinp p cog cag ,0)

elde edilir. Dgrudan hesaplamalar ile

01=1, 0,,= P, 953= p° €0SE ,01,= 9,,= ;= o (bulunur. Bu durumda

dszzi g dx dx

ij=1
= g,,dp° + g,,d0° + g dP°
=dp®+ p°(dE*+ coshdp?’

dir. Sonug olarakR® -{0} da R x pSZ bir katl carpim manifoldudur [3, 16].

Sonug 2.2.4(M,,9,,) ve (M,,g,, ) Riemann manifoldlari veM, x . M, katli

carpim manifoldu olsun. Bu takdirde
XOx(M,) veV Ox(M,)ise g(X,V)=0ve[X,V]=0

dir [3].

10



Onerme 2.2.5 M =M, x M, katl ¢carpim manifoldu i¢in3, *:0 ve ":0J

koneksiyonlari sirasiyl®, M; ve M, Uzerindeki Riemann koneksiyonlarini gostermek

uzere,
EgerX, Y O x(M,) veVWO x(M,) ise,
) 0O,Y="0,Y
i) OV=0,X=(Xf/ )V
i) nor,W=-(g(V, W/ 1) gradi

iv) tanO,W = M0, W
dir [3].

Ispat: i) Sonug 2.2.4 defX, V] =[Y, V] =0 oldugu icin (2.1) numaral Koszul
O0zdsliginden,

29 Y, V)=-Vd X Y+ 4 V[ X Y @1

elde edilir. Dger taraftan, X,YOx(M,) oldugundan g(X,Y), M, tzerinde sabittir.
Boylece V UOx(M,)icin Vg(X,Y)=0 dir. Ayrica [X,Y]Ox(M) oldusundan
ag(V,[ X, Y]) =0 dir. Boylece (2.16) denklemi

9(0Y,V)=0
sekline dongur. Buradan dal,Y = ™0, Y oldusu goralr.

i) [X,V]=0 oldugu icin ve [X,V]=0,V-0, X=0 dan 0O,V =0, X dir. Diger

taraftan,
gv.W)= g, (V. W+ fg (VW
=f’g,, VW (2.17)

ve g(Y,V) =0 oldugundan,

Xg(Y,V)=0
g(d.Y,V)+ YO, V=0

11



olup boylece
g(DxY’V):_ gY,Dx \0

bulunur. (i) deng(d,Y,V)=0 oldusunu biliyoruz. Boyleceg(Y,,V)=0 elde
edilir.

Sonug 2.2.4 ve Koszul 6zdieginden,

29(0,V. W)= X( Vi W (2.18)

bulunur. Buradan da

Xg(V,W)=2 1 fl g (V W+ T Xg (VW
- Zgyw (2.19)
elde edilir. (2.19) denklemi (2.18) denklemindelaallirsa,
a0, v, W =2 v w

sonucuna ukalir. Yukaridaki denklem hew Ox(M,) i¢in dogru oldusundan,

elde edilir.
i) g(W, X)=0 oldugundan her iki tarafiv yoninde turevi alinginda
Vg(W, X)=0
olup buradan
g(L\W, X) =-gW0O, X
bulunur. Son gtlikte (ii) denklemi kullanildginda
gEW, X)=-dW (X 1/ JV

=-KFlfpwWyV (2.20)
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sonucuna ukalir. Diger taraftan,
X[ f]= o gradf, X (2.21)

oldugundan, (2.21) denklemi (2.20) denkleminde kullasa)

g(C, W, xp—M o gradf ¥

elde edilir. Boylece heX Ox(M,) icin,

norl, W =- g(V¥, V) gradf

bulunur.

iv) V, W, U Ox(M,)icin (2.14) gergi

g(O,W, V)= g, O,W U+ fg, O,WY
= f?g,, OLW V)

elde edilir. Buradarilu Ox(M,) icin,
tanO, W = "20,W
bulunur. Béylece ispat tamamlannolur.m
Onerme 2.2.6 M =M,x  M,kath carpim manifoldunun Riemanngréik

tensord™ R olmak tzerex, Y, Z Ox(M,) veU, V, WOx(M,) igin,

) "R(X,WZ="R XY :
iy MRV, X)Y=-(H (X Y/ )V
i) "R(X,Y)V="RV W %0
iv) "R(X,V)W=~(dV W/ JO,( grady
v) MRV, W) U= RV W L
+|gradff £2 § W U V- gv,UW} 3],

13



Ispat: i) Onerme 2.2.5 (i) gege 0,Y = "0, Yoldugundan (2.2) denklemi

geresi,
“"R(X,Y)Zz=0,0,Zz-0,0, Z-Oyy Z
="pg, "0,z-"0,"0,z-"0,4Z
="RKY)X
elde edilir.
i) Sonug 2.2.4 gegg, [ X,V] =0 oldugu icin,
MR(V, X)Y=0,0, Y-0,0, Y (2.22)

bulunur. Buradan da Onerme 2.2.5 (i) kullanilarak,

0,0,Y = DX(Y( Dv)

_Xﬂﬂvyﬂﬂ
_X(Y(),,
f
ve benzesgekilde
0,0,Y = DX:( Dv

elde edilir. Son iki denklem (2.22) denklemindel&allirsa,

MRV, X) Y= X \:(f) X(\;( 0\
__H' XY,
f

sonucuna ukalir.

iii) [V,W]=0 olacaksekilde alinirsa (2.2) denkleminden,
“R(V,W) X=0,0, X-0,0, X (2.23)

elde edilir. Buradan da Onerme 2.2.5 (ii) kullaraka
14



X ()

DVDWX = DV(TW)

:ﬂDVW

ve benzegekilde,

bulunur. Son iki gtlik (2.23) denkleminde kullanilirsa,

X(f)
f

- X(f)
=——YWFO

"RV, W) X= Oy W=, v

sonucuna ukalir.
Iv) (2.3) denklemlerinden,
"RIX, VYW + "RV W X+ " RW X \&C
yazilabilir.

(i) ve (2.3) denklemlerinden,

MR(OX,VIW=-"RW ¥\
="RKWY

bulunur. Benzesgekilde, (2.3) denklemleri, Onerme 2.2.5 (ii) ve2(®. den,

g("RIX, VW V= ¢" RV XY W

=g - hvw )

=- 180 g vyw )

__gv,w)
f

g Wy dradf )
elde edilir. OY Ox(M,)icin ssitlik saglandgindan,

"R(X,V)W=—-(d V. W/ jO, ( gradf

sonucuna ukalir.
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v) M, OM oldugundan (2.13) denkleminden ve Onerme 2.2.5 (i), geregi
E Ox(M,) icin,

“RV,W, U, B= " RVWU E
=g (RYWUYEHgbWU)hV.EH @hVY (hW)E
=g (RYWUY E)

+ ARG IBD vy g ¥ E g VU)W, B

bulunur. Kitlik OE Ox(M,) i¢in sglandgindan ispat tamamlangolur.m

Onerme 2.2.7 ™S, M =M, x M, katll carpim manifoldunun Riccigelik
tensoruni gostermek Gzeke Y Ox(M,) veV, WOx(M,) icin,

) MS(X, V=" g H—% H( X ), d=boyM,
i) MS(X V)=0,

i) SV, W =" gV W= gV WA_:+d'1

f2

| graffif] dir [3].

Ispat: i) {¢} OT M, ve{Fe} 0T, M,olmak iizerepoy T, M, = rr igin,

Ricci egrilik tensord tanimindan,

SCN=D A" Re XY B @ R Fe XY B (2.24)

elde edilit Onerme 2.2.6 (i) den,
f
“R(Fe, X) Y= _H X,¥) Fe
oldugunu biliyoruz. (2.17) denklemi ve sositék (2.24) denkleminde kullanilirsa,

MS(X, V) =" § X Y—% B X )

elde edilir.
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i) (2.4) numarah Ricci grilik tensdru tanimindan,
m d
"S(XV)=) ¢" Re ¥ V.é+d. @ RFe XV A (2.25)
i=1 j=1
bulunur. Boylece Onerme 2.2.6 (ii) ggie
“R(e, X) V=0 (2.26)

ve Onerme 2.2.6 (iv) den,

“R(Fg, X)V=-"R X Fp \#MDX( gradf (2.27)

elde edilir. (2.26) ve (2.27) denklemleri (2.25n&eeminde kullanilirsa,
“S(X,V)=0
sonucuna ukalir.

i) (2.4) numarali Ricci grilik tens6ri tanimindan,
SV W= " Re YW B @ RFe)V W B (2.28)

elde edilir. Onerme 2.2.6 (iv) gedie

MR(e, V)w=—9(Vf’W)Dq( gradj (2.29)

oldugunu biliyoruz. Benzegekilde, Onerme 2.2.6 (v) den,

||gradf||

"R(Fg, WW=":RFg Y W———{ (@ Fe W¥ (g V)W F (2.30)

elde edilir. Buradan da (2.29) ve (2.30) denklen{l228) denkleminde kullanilirsa,

“sv,w =-SID S g0, (grad, 9+ 1 € R Fe W W

df|’
griz ” 6 Fg W)gV.Fe) o(V.W) d Fe, Fe) (2.31)
bulunur.
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Diger taraftan, ortonormal agilim tanimindan, Taniinls ve (2.31) denkleminden,

gradf I

"S(V, W) = M2~°EVVV[ +( dl)” 16vW

elde edilir. Boylece teoremin ispati tamamlamir.

Onerme 2.28 Mr, M =M,x M, kath carpim manifoldunun skaler

egrili gini gostermek tzeres, Y Ox(M,) igin,

vzt vy -2 A g - 1)"gradf”
f

dir [3].

Ispat: (2.8) denkleminden,
m d
"r=>'S(e.9)+> % Fe F9
i=1 i=1
elde edilir. Dger taraftan Onerme 2.2.7 (i) ve (iii) den,

r—Z(Mls(e e)—— H (& e))+Z(M2 & Fe Fp

_ (Af
S L 1)7||gj|raO|f||
f

, Fe))

bulunur. Boylece teoremin ispati tamamlamir.

Ornek 2.2.9[17]. M =M"(c)x R bir uzay form,
M =M"(c)x ;R ~ M"(c)
projeksiyon dongiimu veer:Tpl\7I - T,M"(9 tirev dongimu olsun.
g=dt*+ f°g,
olmak Uzere% O x(R) ve X Ox(M) vektér alaniX = 7z,(X) + §( X,%)% seklinde
verilir. OX,Y, Z, WO x( M) icin
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. - N
ROX, Y, ZW= Rm,( 3+ 7¢ Z(E)at

=RA K )Y ZWy 9o RE v.zm

Y ZW

“RE K XI5 § 2 W)
- 0 =« N 0.0
g X Rg N+ 8V S, 7 W)
=RA K YL X )ZW)
- 0 =« 0
+6X( Rt K I ZW)
fg x5 Bd Oz w)

+g x,%)a(vﬁ) rR2 9

ot at’at’Z’W)

= R(m,(X),77,(Y),71,( 2, W)

+ G2 IR (0T (Niae W)
., 0 = 0
+9(Y,E)R(7TD(X)EJTD(Z),VV)
., 0 . 0 .~ 0 0
+g(Y!a)g(Z!a)Rnl-](x)’a ’a

vy 0150
* (X SIRGE 7E ()75 (2), W)

W)

- 0 .. 0.~ 0 0
+Q(X,a)g(Z,E)R(E,”m(YLa,W)

zﬁﬁDKWDYWD Z)’ID W)

+@Y%@W% Rit, <><>§—tnm (zag—t
+GX 2 BTy R KB 5 W
- 0 0 -~ 0
+g X5 9o Ré%nu ¥ ek

oy 0 50,0 0
+9 Ao 9475 R 74090 78 (W) (2.32)
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elde edilir. Buradan 7z(X), 7,(Y),77,(2),m,(W)O x( M'(9) igin Onerme 2.2.6 (v)

kullanilarak,

ROZ(X), (), 71, 2,7, (W) = " Rz ( Xz, ( Yo 2, ( W)
||gradf||

@ ¢z, (V). (2)9¢r, (V) 77, (W)

-0 ﬂD(X), 1(2) 977 Y), 71,(W)
=¢ § @), 7( 2 97z ( V), 7m,( W
=G 7,(XX% (2) o, (Y), 71, (W)

f
”gra L 0z 72 (9w
- g ITD(X)JTD(Z) g(ITD(Y)1]TD( \M)

df
= ¢+ ”gra L6 . 012, @yoer, (e, (w

- 9(77,3( X), 7TD(Z) 9(77,3( Y)’ ﬂu( \M)

bulunur. Benzegekilde Onerme 2.2.6 (v) den,

R(”a(x)”(Y)”(Z) )‘M @ R, ( X,77,( Y71, ( Z )
||gradf||

[6(77,(Y), 77,(2)) A7z, ( X), —)

=G 7 X( 7, Z( @)VTD(Y)E)]
=0

ve

R(7z( X),%,HD(Z),%F Y- g(nD(x?,nD(Z)) ) gradf—)

__80E(X).7(2)) -
f

elde edilir. Dger taraftan Onerme 2.2.6 (i) ggie

5 H'(2.0)

fe(nD(X),%a,nD(W»-# W, ( 29,77, (W)



ve

_Hf(g E)

0y (Y ( D)

R (07D o) = ——

bulunur. Ayrica metrik tanimindan,
§(T(X), (D) = WY, - Z2)°¢ ¥2)
LA T x ot ot

ve

SUEN (D) YOI (W)=Y 6 X W0 20 £) (9
- 0., 0
-g(X,W)g(Z,E)@(Y,E)
~ 0..pn,0 .., 0 . 0
"‘g(xya)g(Yya)g(Zﬁ)QXV\/’a)
elde edilir. Dger taraftan, Yardimci Teorem 2.1.¥&rdimiyla

99

H (=,
ot ' ot

)=t
bulunur. Yukarida bulunan denklemler (2.32) dagmemnke yazilip diizenlenirse,

ROCY, ZW= (o6 Y T6 X W@ X @Y W

() _ 1
f? f

o i X zw%pwga@wﬂ@ x(%r(gvg%)

N 0 0 . w50, .. 0
G XW7J ZE [ YE HG(Y, W) Q(Za) d XE)]

elde edilir.
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2.3 Yari-Einstein Kath Carpim Manifoldlar

Onerme 2.3.1 boy =1, boy M,=n-1, (n>3) olmak uzere (M,qg),
M =1x M, bigciminde tanimh kath carpim manifoldu olsuR.Ox(M) i¢in (M, g)

bir yari-Einstein manifold is¢M, g,, ) bir yari-Einstein manifolddur [18].

ispat: | tizerindeki metgii (dt)? ile gosterelim ve f =e% alalim ve Onerme

2.2.7 gergi

v 0. n-l_ .

S(s: 2=~ 212G +(d)] (2.33)
ve
MS(V, W= gV w—% 62 "o (A H] (VW) (2.34)

elde edilir. Dger taraftanM yari-Einstein manifold oldtundan (2.7) denkleminden,

R N 9. 0
5(575) =a g(a ,E)"‘ ,Bﬂ(a)ﬂ(a) 332)

ve
"S(V,\W=a d V| W+ Br( yrr( W (2.36)

bulunur. Dger taraftan B 0x(1),R, Ux(M,) birim vektdr alanlari icin

P=R +R, Ux(M) veboy I=1oldugundan R :% ve P:%+ R, alindginda,

0 0 0 0
=gz, P =g, ~+R
ﬂ(at) g(at ) g(at P )
0 0 0
g:afﬁ ﬁ9§ R, (237
0 0
@éﬁa 9

oldugu gorular,
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(2.14) ve (2.37) denklemleri (2.35) ve (2.36) denMerinde kullanilirsa,

a9

SGra ~9tF (2.38)

ve
"S(VVW=aé g (VW+Er( Y ) @3
elde edilir. Buradan (2.38) ve (2.33) denklenmiden,

a+p=-LDp2g +(d)7] (2.40)

ve benzegekilde (2.34) ve (2.39) denklemlerinden,

1 . :
MzS(V,V\0=;1 €2 g+ (mD)( Q*+4a] g (V W Br( Yr( ) (2.41)
elde edilir. Buradan daM, bir yari-Einstein manifolddur. Boylece teoremin asip

tamamlanmy olur.m

Onerme 2.3.2 M =M,x M, tam bglantili ,d-boyutlu(l<d<n) M,
Riemann manifoldu ilg(n—d) — boyutlu M, Riemann manifoldunun katl ¢arpimi ve

f nin Hessian fonksiyong,, metrik tensord ile orantili olsun.

1) Eger (M, g)yari-sabit kesitselgilikli uzay ve M de P vektdr alani bir
ureteg ya daP [ y(M,) ise M, 2-boyutlu Einstein manifolddur.
ii) Eger (M,g)yari-sabit kesitsel gilikli uzay ve PO x(M,)ise M,

Mir =ad(d-1) skaler grilikli bir Einstein manifolddur [18].

Ispat: i) Farzedelim ,M bir yari-sabit kesitsel gilikli uzay olsun. Bu

durumdaX,Y, Z, WO xy ( M)icin,

"RIX.Y,ZW=&¢Y X0 XW @ X)Z(g.YN
+bd XW7 ¥y €3 gX.Z7 (77 (W

g Zy Ky Wy gt Wy (X7 (Z (2.42)
23



elde edilirR, 0 x(M,) , R,, 0x(M,) olmak tzere

seklinde ayiralim. Ayrica (2.14) v@.3)denklemlerinden,
mY)=g, (Y, P+ £ g (Y P

=gy, R Fa Y.RF fg (VR T g (YP
= 0w, X B,

bulunur. (2.42) denkleminde (2.14) , (2.44) kullasa,

“R(X,Y,ZW= ag (Y Zg( XW g X)Z,« YN

tbdy, XWH, YR B €F

“Ow, X 20 YR B WE
9 V.8, X R, &, WE)

_ng\(W %1 P( ﬁl Dll Z“I/?l

(2.43)

(2.44)

(2.45)

elde edilir. Buradan dx ve W lUizerinden (2.45) séli ginde kontraksiyon yapllirsa,

“S(Y, 2=[&d-D+ bg (Y ¥+ bd2)m( V()

(2.46)

bulunur. Boylece (2.46)M,bir yari-Einstein manifolddur. @er taraftan (2.46)

denklemineY veZz tzerinden kontraksiyon yapilirsa,

Vi = (d —1)[ad + 21

(2.47)

sonucuna ukalir. M, yari-sabit kesitselggilikli uzay oldugundan (2.15) ve (2.45)

denklemleri birlikte ele alinirsa,

Af _ad+b
f2

elde edilir.

24
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Ayricaf nin Hessian fonksiyong,, metrik tensori ile orantilidir:

Onerme 2.2.6 (ii) geis,

mwxmmrwﬂiélzqvw

yazilabilir. Son gitlik GzerindenX veY ye gore kontraksiyon yapilirsa,

Af

f=-2

cd

bulunur. (2.49) denklemi Onerme 2.2.6 (ii) de yery@azilirsa,

HI G == g, (X

elde edilir. Buradan da (2.47) , (2.48) ve (2.500klemleri kullanilirsa ,

- d-1)b-":r
H Y (X,Y)+ fK X, :Oeldeedlr.BradaK:(—dr
(X,Y) A, (X Y) ihr. Bu 24(d=1)

(2.49)

(2.50)

M. Obata’ nin teoremine gére [19M, (d +1)-boyutlu Oklid uzaylnda\/% yaricapli

kireye izometriktir. BOylece M, bir Einstein manifoldudurb#0 i¢in d =2 dir.

Boylece M., bir 2-boyutlu Einstein manifolddur.
i) POx(M,) icin, (2.42) denkleminden

"RIX.Y, ZW=a¢Y X0 XW (@ X)Z(gYN

elde edilir. Dger taraftan (2.14) , Onerme 2.2.6 ve sgitlik birlikte ele alinirsa,

MR(X,Y, ZW= ag (Y Zg( XW g( X)Z,o YN

elde edilir.Buradan da sogittik Gzerinden X ve W ya gore kontraksiyon yapilirsa

“S(Y, 9=dd1 g (Y3,

bulunur.
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Benzersekilde son denklem tzerinden Y ve Z ye goére komsisadn yapilirsa,
Mir =ad (d-1)

elde edilir. BoyleceM,, Yr =ad(d-1) skaler grilikli bir Einstein manifolddur. Bu

da ispatl tamamlaa.

Onerme 2.3.3 M =M,x | tam bglantih, (n-1)-boyutlu M, Riemann

manifoldu ile 1-boyutlul , Riemann manifoldunun katli ¢garpimi olsurgeE (M, g)

bir yari-Einstein manifoldR 0 (M) ve f nin hessianig,, metrik tensort ile orantili

n-1
ise (M,,g,,),0=—— yaricaph (-1)-boyutlu bir ktredir [18].
10 Imy /—er e
Ispat: M bir kath carpim manifoldu oldiundan, Onerme 2.2.7 (i) g&ie
SS(X V=" § X YT MO XX 251)

yazilabilir. Diger taraftarM bir yari-Einstein manifold oldiundan,
"S(X,V)=a d X Y+ Br( 3 Y (2.52)
dir. Pbirim vektor alaniR, O x(M,)ve B U x(1) olmak tzere
P=R,+R (2.53)

seklinde yazilabilir. (2.6), (2.14), (2.52) ve (2)58itlikleri (2.51) denkleminde yerine

yazilirsa,
“S(X Y= 8, X ¥+4 g( XP) @( YPrT H X)

elde edilir. Son gtlik Gzerinden X ve Y ye gore kontraksiyon yapilirsa,

a1+ g, (R R+ (2.54)

elde edilir.
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Ayni sekilde (2.52) denkleminde d¥ ve Y ye gore kontraksiyon yaplilirsa,
“r=an+Bg, (R, R.) (2.55)

elde edilir. (2.54) denkleminde (2.55) yerine yagd

mp =My g+ B
f

bulunur. Onerme 2.2.7 gaie

M
__r_4a (2.56)
n f
oldugunu biliyoruz. Son iki gtlik birlikte ele alinirsa,
_1\M
wp 207D, (2.57)
n
elde edilir.f nin Hessian fonksiyonug,, metrik tensord ile orantili olgundan,
¢ Of
H (X,Y)= Tl d, (X V) (2.58)

yazilabilir. (2.56) ve (2.57) denklemleri (2.58)ndtéeminde yerine yazilirsa

H (x,Y)+_(:_+l)‘2’ fg, (X Y)=0

elde edilir. Bu durumdav,, (n-1)-boyutlu yaricapli bir kiireye izometriktir

M + g

[19].

27



3. SEMI-SIMETRIK METR IK KONEKS IYONLU KATLI
CARPIM MAN IFOLDLARI

3.1 Semi-Simetrik Metrik Koneksiyon

Tanim 3.1.1 M n-boyutlu bir diferansiyellenebilirG®) manifold ve 0, M

Uzerinde lineer koneksiyon olsufilX, Y Ox(M) olmak {zere; O nin T torsiyon

tensoru
T(X,Y)=0,Y-0, X-[ X Y (3.1)

seklinde verilir.Eger T = 0 ised yasimetrik koneksiyqrT # 0 isesimetrik olmayan

koneksiyoradi verilir [8].

Tanim 3.1.2 M Uzerinde big Riemann metyi;
fg=0 (3.2)
sartini sgliyor ise O lineer koneksiyonmetrik koneksiyon,
Og#0 (3.3)
sartini sgliyor isemetrik olmayan koneksiyoalarak adlandirilir [12].

Tanim 3.1.3 T torsiyon tensori
T(X,Y)=1(Y) X=1( X (3.4)

seklinde verilirsel] semi-simetrik koneksiyasiarak adlandirilir. Burada PO y(M)

olmak Uzere
m(X)=9(X, P) (3.5)

biciminde tanimlanan bir 1-formdur [4, 8, 20].
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Tanim 3.1.4 M Riemann manifoldu {izerinde tanintli lineer koneksiyonu

icin O nin torsiyon tensor,
T(X,Y)=1(Y) X=1( X

kosulunu s&liyor ve buna ek olaraklg =0 oluyorsall yaM {izerindesemi-simetrik

metrik koneksiyodenir [21].

Teorem 3.1.5 M Riemann manifoldu Gizerinde taninli ve O sirasi ile semi-

simetrik metrik koneksiyon ve Levi-Civita koneksiyolmak Gizere
0X, Y, P Ox(M) icin;
O,Y=0,Y+1(V) X- ¢ X Y | (3.6)
burada
m(X)=9(X, P)
dir [6].

[1 ve 0 M Riemann manifoldu tizerinde tanimli sirasi ile semietrik metrik
konneksiyon ve Levi-Civita koneksiyon olmak (izete, ve [ nin Riemann grilik

tensorleri sirasi ileR ve Rolsun. (3.6) denklemi kullanilginda
0x(0,2) =04(0,Z+M2)Y=- X 3 B
=0,0,Z+m (0,2 X=gXPJ,Z)P+ 9O, Z,P)

+g ELPY+ g .PII, ¥ (Y)x X YHF

—9(0xY, ) P-d X0, 3 P ¢Y JO, P( P X (@ X)P)  (37)
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benzerekilde,
0,(0,2)=0,(0,Z+m2)X- g X 2 B
=0,0,Z+m(0,Z2)Y- YO0, 3 P 3, Z P>
+9(Z,0,P)X+ 9(Z PO, X+ (R ¥ Y X )
~g(0,X,2)P- o( X0, 2 P- d X 30, R( PY¥ QY P)
ve
OxnZ =0y Z+mMDIX Y- ¢ XY £ |
=OpnZ+T@P,Y-71 @20 X- g0, Y, 2R dl, X 2
elde edilir.
R(X,Y)z=0,0, 20,0, Z-0, , y
oldugu icin (3.7), (3.8) ve (3.9) denklemleri sayitkkte yerine yazilirsa,
RX,VWZ=RXY2Z ¢gZ, P¥ @2, P
g K ZD,P-gl.Z0, F

+rP(UXZY-9YXY3X
+PBY .2y Xy g(X,Z (Y)

+T RO K- (X)Y,

bulunur [6].
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Teorem 3.1.6 O M =M,x M,kath carpim manifoldu izerinde semi-

simetrik metrik koneksiyon ve "ile™:Osirasiyla M; ve M, Uzerindeki

koneksiyonlar olmak tzer&, YU y(M,), V, WO x(M,) vePO x(M,)ise

N O,Y="0.,Y,

i) EXY:Xva ve [, X :[fo+n(X)]V,

i norﬁvw=—[9(vf’w)] gradf— gV W P
iv)  tanO,W =":0,W dir [22]
Ispat: i) X,Y,Z M lizerinde vektor alanlari vig, M nin Levi-Civita

koneksiyonu olmak tizere, Koszul formiiliinden,
29(0,Y,2)= XA Y, 2+ Y§ X - Zg X)
g K Y ZD) olr.[X.ZlF o(Z[X Y (3.11)
dir. Semi-simetrik metrik koneksiyon igin (3.6)llanilarak,X, Y 0 y(M,) ve
V O x(M,) igin (3.11) denkleminden,
29(0,Y,V)= XdY, W+ Y¢ X ¥- Vg X)
g K YV oW, [X.VIF gVi[X Y
AN YKYY 2V PXY (3.12)
yazilabilir. X, Y ve X, Y] Ox(M,) veV O x(M,) oldugu igin,
g(Y.V)= d X V=0 (3.13)
ve
[X,VI=[Y, ] =0 (3.14)

olup, boylece (3.12)sdli gi,
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2g(0,Y,V)=-Vd X V-271(\V) ¢ X ¥ (315

bicimine dongur. Diger taraftarg(X,Y) U x(M,) oldugundan,

Vg(X,Y)=0 (3.16)
dir. Buradan (3.15) denklemi

g(@,Y,V)=-1(\) d X Y (3.17)
sekline dongar.
PO x(M,)icin, (3.17) denklemi kullanil@gnda

9(04Y,V)=0
elde edilir.

i) Semi-simetrik metrik koneksiyona gore kovaryaiirev tanimi kullanilirsa

X, Y Mj UzerindeV, M, lizerinde vektor alanlari olmak tzere,

g(0V, )= XY, - ¢ VO, Y
yazilabilir. (3.13) ve (3.17) kullanilarak sositek,

g0V, )=m(V) d X Y (3.18)
sekline dongur. PO x(M,) alinirsa,

g(@,V,Y)=0 (3.19)
elde edilir. Dger bir taraftanX, M, UzerindeV,W M, Uzerinde vektdr alanlari olmak

Uzere Koszul formult ve semi-simetrik metrik kosigkn tanimindan

290, V, W)= XgV, W+ Vg X W- Wg X V
—g X YW I gV X, W]y gW[X\
+ (g KWY Z2W P XV)

yazilabilir.
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(3.13) ve (3.14) denklemlerinden faydalanarak, demklem

290V, W)= XgV, W- ¢ X[ VW

elde edilir.X O x(M,) ve VW O x(M,) oldusundan, gX, [V,W]) = O dir. Béylece
29(0,V,W)= Xg V., W

(3.20)
bulunur. Kath carpim metrik tanimindan,

gvV.W)(pa=(fm)(pgg(y W

oldugunu biliyoruz. (f o 77) yerinef alinirsa,

g(V.W)(pa= f(g,(Y, Weo)

elde edilir. Boylece

Xg(V. W)= X f( g, (VY Weoo)

Xt 6, YWIo ¥ FX G, VW

yazilabilir. g,, (V,W)o o terimi yapraklar tizerinde sabit olglindan, sonsgtlik

Xg(V,W)=2( Xt/ )V, W

(3.21)
sekline dongur. (3.20) denkleminde (3.21) kullanilirsa,

g(O,V, W)= ( X/ f) gV W

(3.22)
elde edilir. PO x(M,) alinirsa (3.19) ve (3.22) denklemlerinden,

OV =(Xf/ f)V

bulunur. Ayrica (3.1) kullanilarak,

g0V W)= g0, X W+ ¢l X ¥, W+ @T XN V
yazilabilir. (3.4) ve (3.14) denklemleri kullanigr son gitlik
9@V, W)= g0, X W-7( X ¢V W
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sekline dongur. (3.22) denklemi (3.23) denkleminde yerine yiezal,
9OV, W) =[( XF/ f+7( X] ¢V W
elde edilir. Boylece,
Oy X =[(Xf/ f)+7m( X)V] (3.24)

dir.

ii)- iv) X, Mz Gzerinde veV/,W M, lizerinde vektor alanlari olmak tzere semi-

simetrik metrik koneksiyonun kovaryant ttirev tamdan,
Vg(X, W)= ¢, X W+ ¢, W X (3.25)
yazilabilir. (3.13) denklemi (3.25) denkleminde alairsa,
g(B,W, X)=- g0, X W (3.26)
elde edilir. PO x(M,) alinirsa (3.24) denkleminden,
g(OW, X)=—{( Xt/ i+ X] ¢V W

bulunur.X O x(M,) icin Xf = g(gradf, X)oldugu i¢in

g(@W, X)=-[( Xf/ f+a( X] ¢V Wy
=—¢ gradf X )/f gV Wym (X)g(V,W
=-g BV W )/f Jradf , Xy 77 (X)g(V, W

seklinde bulunur. Boylece
norO, W=V, W/ { grad gV W

ve tan,W = "=, W dir. Boylece ispat tamamlanar.
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Teorem 3.1.7 M =M, x ,M,iizerinde 0 semi-simetrik metrik koneksiyon

olmak tzere Y00 ve:[ sirasiylaM; ve M, lizerinde koneksiyonlar olmak tizexXeY

Ox(M,), VWO x(M,) vePO x(M,)ise

) nord,Y="0,Y,
i) tand,Y=-g(X,Y)F
i) tand,V = (Xf / )V ve nord,V = (V) X
iv)  0O,X=(Xf/ f)V
v)  norO W=-[gV, W/ f gradi

vi)  tand, W =":0,W
dir [22].
Ispat: i)-ii) PO x(M,)igin (3.17) gitli ginden,
OV igin tand, Y =-g(X,Y) Pve nord, Y = "0, Y bulunur.
iif) Benzersekilde (3.18) ve (3.22)seliklerinden, PU x(M,)igin
OV =(Xf/ H)V+m(V) X (3.27)
bulunur. Buradan da,

tand,V = (Xf / f )V

ve
nord, V = (V) X
elde edilir.
iv) (3.1) ve (3.14) denklemlerinden,
O, X =0,V-T(X, V)
yazilabilir.
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(3.4) ve (3.27) gtlikleri kullanilarak, son gtlikten
O, X =(Xf/ f)V (3.28)

bulunur. Benzesekilde P y(M,) alinarak, (3.26) denkleminde (3.28) kullanilirsa,

g(@W, X)==(Xf/ gV W
elde edilir. Xf = g( gradf, X) oldugundan,

nord, W= gV, W/ { grad
bulunur. Boylece ispat tamamlamr.

Teorem 3.1.8 M =M, x ,M,bir kath carpim manifoldu olsunR ve R

sirasiyla Levi-Civita koneksiyona ve semi-simetmiletrik koneksiyona gorl katl

carpiminin Riemanngeilik tensorlerini géstermek tzereX, Y, Z O x(M,), U, V, W

Ox(M,) vePO x(M,) ise,

) RIX,MZ="RXY.

i) RV, X)Y=-[H(X Y/ #(Pf J@gXYrn( P@ X)
+9(Y,0y P =m( X)(Y)] v

i) R(X,Y)V=0

iv)  R(V,W) X=0

V) RIX,V)W= (Vv W[-(O, gradf/ #( Pf ¥ %O, Pr( P %a( X]

viy  RUV)W=": RU V) W-{| gradf/ F+2( Pf Yf+m( ¥

g(V.W)U- U WV

dir [22].
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ispat: M =M, x M, bir katli carpim manifoldu olsurR ve R sirasiyla Levi-

Civita metrik koneksiyona ve semi-simetrik metriloneksiyona goéreM Kkatli

carpiminin Riemanngeilik tensorlerini gostersin.

) X Y, Z Oxy(M)igin 0O,Y="0,YoldugundarRnin tanimindan,
R(X,Y)Z=""R X Y :oldugu aciktir.

i) X, YOx(M,),VUyx(M,) icin (3.10) aitli ginden,
RV, X)Y= RV X ¥ gY, PX @Y, )P

—g XY, DL P+m RY-71 O
+ Y M K V- V)X (3.29)

yazilabilir.P O y(M,) icin Onerme 2.2.6 (i) ve (3.29) denklemi kullamélg,

RV, X)Y=-[H(X Y/ #( P J ¢ XY+ P@ X)
+g ¥ UxPym Xy (¥)V

elde edilir.
iii) VO x(M,)icin (3.10) denklemind=V alinirsa,
RIX,)V=dVO, ¥ ¢VI, P:
+NOT Y X-m (X)Y (3.30)
bulunur.P O x(M,) igin,
R(X,Y)V=0

dir.
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iv) X Ox(M,), VW Ox(M,) icin Onerme 2.2.6 (v) ve (3.10) denklemi

kullanilarak,
R(V,W) X= d X0, pW ¢ 0, P°
tT KWW Y-Ty W (3.31)
yazilabilir. PO y(M,) igin,
R(V,W) X=0
bulunur.
v) X Ox(M,), V,W O x(M,)icin (3.10) denkleminden,
RIX,VYW= R X VYW W, P¥ (W, )P
—g\V W P+ P)X-m (X)P
TW )PV X-m XV (3.32)

elde edilir. PO y(M,) igin (3.32) denkleminde Onerme 2.2.6 (iv) kullarsd,

R(X,V)W= d V W[—-(O, gradf/ &( Pf ¥ 3
—OyP-m P X+m X P]

bulunur.

vi) U, V, WO x(M,) icin (3.10) denklemi kullanilarak,
RUVW= RUVYW ¢Wl, P¥ @W, P

+g WW L) P- g (W) F

- P IUW V- dVv WUy
tgVWrUYygUWyr V)F

+r\W ) rVY-nyy (3.33)

bulunur.
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PO x(M,) alinarak, (3.33) denkleminde Onerme 2.2.6 (v) kuliesa,

R(U,V)W=": R U V) W-{| gradf/ ¥+2( Pf )
7R )PV WU- gU W)V]

elde edilir. Bdylece teoremin ispati tamamlamir.

Teorem 3.1.9 M =M,x M, bir kath carpim manifoldu olsunR veR

sirasiyla Levi-Civita koneksiyona ve semi-simetmiletrik koneksiyona gor# katli

carpiminin Riemanngeilik tensorlerini gostermek tzerg, Y, Z O x(M,), U, V, W

Ox(M,) veP Ox(M,) ise,

) “RXVNZ="RXYZa( R @ XE¥ (9.Y)Z]
i) MRX,VNZ=[d X A YT F- gY R X )i
i) ™RV, X)Y=-d(r(\)/ ) gradf Y % @ X (M 1f gra
iv) MRV, X)Y=-[H (X Y/ TV ¢ X Xtan[l, J
-TRY XYY+ ¥V g XY)
V) ROXCY)VEA(VMICXE § ¥-( Y F X
vi) RV, W) X=( X/ (W (Y W
viiy  MR(X,V)W=-d \ W[(O, gradf/ #7( P ¥
—g(W,0, P) X+ m(V)(W X
viily  MR(X, V)W=( Xf/ (W V- gV W F
ix)  RUVW="RUWW
- [lgradf?| 7#* 1o & WU~ g(U,W)V]

+g WL, PY-gWL, PV
+g@ WD, P-gVv WD, P
+TRPUWY-g¥V W]
+ ¢ VW xU)-gU,W)m(V)] P
+rW WY Y-mrU Y]

dir [22].
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Ispat: i)- i) X, Y, Z Ox(M,) olmak Uzere PO x(M,)alnirsa, (3.10)

denkleminden

RIX,)Z= R XY Z[ 6 XX ¥Yf)F (g,Y)Z Xf)lf
+T Ry K ZY- g(Y,2)X]

elde edilir. Onerme 2.2.6 (i) kullanilarak saitléten,

“RIX,NZ=""RXYZnrn( R @ XZ¥ (9.Y)Z]

ve
“RIXNZ=[d X (YT - Y K Xf )
bulunur.
iii)-iv) Benzersekilde PO y(M,) alinarak, (3.29) denkleminde Onerme 2.2.6 (ii)
kullanilirsa,

RV, )Y=-[H (X ¥/ TV @2 ¥ If gradf)y
“g K Y, P+ PN-7 (V)P]

elde edilir. Son gtlikten,

"RV, X)Y==-dl( )/ {gradf Y X% @ XY )V If gra

ve
MRV, X)Y=-[H (X ¥/ TV @ X XtanO,
—g XY N PY-myP]
bulunur.
v) POx(M,)igin, (3.30) gitli zi kullanilarak,
ROX, V) V=7(MI( X# § ¥-( Y ¥ X
elde edilir.

40



vi) (3.31) denkleminderP U y(M,) icin Onerme 2.2.6 kullanilarak ,

RV, W) X=( Xt/ (W V-m( Y W
oldugu elde edilir.

vii)- viii) Benzersekilde (3.32) denklemindeR [ x(M,)icin,

“R(X, VYW=~V WI(O, gradf/ #m( P X
“gWULL P X+ V7 W)X

ve
“:R(X, VYW= ( XF/ (W V- gV W F
bulunur.
ix) U,V,WDOx(M,) ve PO x(M,)icin (3.33) denkleminde Onerme 2.2.6 (V)
kullanilarak,

RU,VW="RUVWW

— |loradf|* /* Hg v W)U- g(U,W)V}
+g WL, PY-gWL, PU
+gWWIDNQ,P-gV WO, P

AR PUOUWY-g¥VvWU]
+[g(V,W)(U)- g(U, Wyr(V)] P
+aW WYV Y-myYy]

sonucuna ukalir . Bdylece teoremin ispati tamamlamr.

Teorem 3.1.10boy M= ny, boy My = n, olmak tzereM =M, x . M, bir kath

carpim manifoldu olsurSve S M nin Levi-Civita koneksiyona gére ve semi-simetrik

metrik koneksiyona gore Ricci tensorlerini gosteknieere, X, Y Ox(M,), V, W

Ox(M,) veP Ox(M,) ise,

) S(XV="%XY- s H XN +£( Bf)f(gX)Y
+r(P)g(X, )+ YU, B-7( Rrr( Y]
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i) (X V)= &V §=0

i) SVW="EV WD @, PR @Y W
H(n, -1)|| gradf| / f2+(n+2n-2)(Pf/ f)
+(n=2)m(P)+ STV, W

dir [22].
Ispat: i) POx(M,)alinirsaX,Y, Z U Ox(M,) icin Teorem 3.1.8 den,
RZXY,U)=""RZ X YUY
oldugunu biliyoruz. Son gtlik GzerindenZ ve U ya gore kontraksiyon yapilirsa,
(X N="F XY (3.34)

elde edilir. Dger taraftan Teorem 3.1.8 (ii) der’/ ve W lzerinden kontraksiyon

yapllirsa,
S(X,W=-p[ H( X ¥/ #( Pl fgXYX
+mT R Y K Y ¥ gl Prm (Xy (Y) (3.35)
bulunur. Boylece (3.34) ve (3.35) denklemlerinden,

S(XV)=""% X Y- /i H( X¥ +( Ff )f(gX)
+7 P Y KXY ¥ gl Prm (X (Y)]

elde edilir.
i) X,Y,Z0x(M,), VOx(M,) veP O x(M,) icin
R(Y, X,V, 2=0
denklemindeY ve Z lGizerinden kontraksiyon yaplilirsa,
S(X,V)=0

bulunur.
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Benzersekilde,
R(U,V, X, W)=0
denkleminddJ ve W lizerinden kontraksiyon yapilirsa,
S(V, X)=0
elde edilir.
i) X, Z0x(M,),U,wdx(M,) vePO x(M,) icin
Teorem 3.1.8 (v) den,

ROX,V,W, 2= dV W[- g0, gradf/ [ F-( PF )f @ X)
“QUxPZITRYK ZHym K73 €)]

oldugunu biliyoruz.X ve Z ye gore kontraksiyon yapilirsa,

SV, W)= gV vv[———i @O, Py e+ (RDI( R (336)

bulunur. Benzesgekilde Teorem 3.1.8 (vi) de&B Ux(M,) igin

RUV,W, B="RUV. W B-{ gradf/ *+2( PF )n( @

Lo(V.W) U, B-dUwW ¢V H

denklemi tGizerindek) ve E ye gore kontraksiyon yapilirsa,

||gradf||

S(V, W) =" § V W= ( pr +77( B @VYy (3.37)

elde edilir. (3.36) ve (3.37) denklemlerinden

SVW=" gV W- @, PR@VW

i=1
|gradf|| L Af

_{02_1 f2

FE L 2)—+ - 2r )b v.W

bulunur. Boylece teoremin ispati tamamlagwiur. m
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Teorem 3.1.11boy My = n;, boy My=n, olmak tizereM =M, x . M, bir kath

carpim manifoldu olsurSve S M nin Levi-Civita koneksiyona gére ve semi-simetrik

metrik koneksiyona gore Ricci tensorlerini gostekmizere, X, Y O x(M,), V, W
Ox(M,) veP Ox(M,) ise,
) S(X,VN="FXY-(r27( PO X)
-n, H' K Y)/fF Y 90, P.e)g(X, Y
i=n,+1

iy S(X, V)=(2- 9V Xfl § ve SV, X)=(n-2)m(\)( Xil 1)

i) SV, W=" gV W+ Y { @W, PO Ve (@, ,Re g V)

i=n+1

- [6, - 1ﬂgradf||2 /f2+A—ff+ - 2r P)g VW
—0-WyWIH, Py - 2y Vi W)nt[22].

Ispat: i) POx(M,) veX Y, Z U Ox(M,)igin Teorem 3.1.9 (i) den,

“RZXY,U=""RZXYUQ+m(H gY Z@ X) (@ X)Y(g,2)

oldugunu biliyoruz. Son gtlik GzerindenZ ve U ya gore kontraksiyon yapilirsa,

S(XV)="% X Y+~ (P X) (3.38)

elde edilir. Dger taraftariv, W I Y(M,) i¢in Teorem 3.1.9 (iv) den,

"RV, X,y W=-[H( XY/ FToVW @X)@ ,P)
-TRYKY pVWIT iy W)g(X,Y)

bulunur. Son gtlikte V ve W lizerinden kontraksiyon yapllirsa,

n

S(X,VN=-p[ H( XY/ T—__Z ¢, PR@ X)

-nTRYXYHT Rg XY (3.39)

elde edilir.
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Boylece (3.38) ve (3.39) denklemlerinden,
S(X V=" X Y+( rR2m( PO X)) ,p H XY ]
- 9 0.PEBXY)

i=n;+1
bulunur.

i) XOx(M,),U,V,WOx(M,) vePO x(M,) i¢in Teorem 3.1.9. (vi) dan,

R(U,V, X, W)= ( Xf/ (M) §U W-72( ) gV W

oldugunu biliyoruz. Son gtlikte U ve W lizerinden kontraksiyon yapllirsa,
'SV, X)=(p=)( Xt Hr(\) (3.40)

elde edilir. Dger taraftan Teorem 3.1.9 (i) ve™R(V, X)Y=-""R X ¥y
esitli ginden,

“R(X,V,Y, 2= d(m(\/ § gradf Y ¢ X ¥
—g XY X\ )If @ oradf Z

bulunur. Son denklemd& ve Z lizerinden kontraksiyon yapilirsa,
S(V, V)= (p-)m(M( Y} (3.41)
elde edilir. Boylece (3.40) ve (3.41) denklemleend

S(V, X)=(n=2)(V)( Xt/ 1)
sonucuna ukalir.

i X, YOxM,),V,Wlx(M,) vePUO x(M,) icin Teorem 3.1.9 (vii) den,

“ROX VW ) == VW @3, gradff f ) 7z( )P(g X))
—gWO,Pg XYHmr Vi) WX )Y

oldugunu biliyoruz. Son denklemdéveY Uzerinden kontraksiyon yapilirsa,

VW == (VWIS B n@ W, R m M Y (342)
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elde edilir. Dger taraftanJ, V, W, E O y(M,) icin Teorem 3.1.9 (ix) dan,

R(UV.W, B=":RUV W B

bradf?| £* 1V W)gU.EX 9(UW)g(V. B
+gWO,P YV E) gWL, P)U.E)
*gUW 9, PEY gV WXL P.E)

+7TR HUW PV EY gV .W)g(U, B)

+TE JNWH U3 gUWT V)]

+TW N YU Eym 0y v E)l

oldugunu biliyoruz. Son gtlikte U ve E Gizerinden kontraksiyon yapilirsa,

SV, W=" gV W

P gradf|’
2

7 gV W)

Y gWIHL PRV €)

i=n+1

-9 WDV Py QWDV P)
- g0,Pg BV W)
i=n+1

= 4, -D7(P)g(V.W)+77(P d V. W
—7(V) (W) + (n, = 1)7z(V)7z(W) (3.43)

elde edilir. Boylece, (3.42) ve (3.43) denklemlden,

SV, W=" gV W+ > [ W, P@V)e (@, .Pe(gV)

i=n+1

df|*
—m—$¥J4§4o—memVW)

“0- YW Py - 2rVry W)

bulunur. Boylece teoremin ispati tamamlamir.
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Teorem 3.1.12boy My = n;, boy My=n, olmak tzereM =M, x . M, bir katl

carpim manifoldu olsurr. ve M nin Levi-Civita koneksiyona goére ve semi-simetrik

metrik koneksiyona gore skalegréikleri géstermek tizerePL x(M,) icin

F=Mr+ My — 2( 2 1)[||grfd ” il af

1=2n,(n- )f—ZnZT

n
—np[2n+ - 3p7(P)-2n) ) 90, P g)
dir [22].

Ispat: P Ox(M,) icin, Teorem 3.1.10. (i), (i), (iii) denklemletizerinden

kontraksiyon yapllirsa,

radf Af
Jored L) - 20 0- - -2n

F="r +Mr —n,(n,-1)[
—n,[2n +n, - 37 (P)- ZQZ a9t P g)

elde edilirm

Teorem 3.1.13boy My = n;, boy My=n, olmak tzereM =M, x . M, bir katl

carpim manifoldu olsurr. ve M nin Levi-Civita koneksiyona goére ve semi-simetrik

metrik koneksiyona gore skalegréikleri gostermek tzerePL x(M,) i¢in

F="r + M — z 206 -1 O,P.€)

_nl +1

df|? L
- (-DO- 2 P> nln- 1)1‘9”;‘—2” )+ zA—ff “dir [22].
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Ispat: P Ox(M,) igin, Teorem 3.1.11. (i), (ii), (iii) denklemletizerinden

kontraksiyon yapilirsa,

n

F=Mr+ My — z 20 -1g P &)

i=n+1

- (-0~ 27 P) n [~ 1)@ » £ bulunur
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4. SEMI-SIMETRIK METR IK KONEKS IYONA GORE
YARI EINSTEIN KATLI CARPIM MAN  IFOLDLARI

Teorem 4.1 boyl=1 boy M =n1vere lolmak Uzere N9,
M =1x, M, bigciminde tanimh bir katli carpim manifoldu olsuBu takdirde {1, g)

nin semi-simetrik metrik koneksiyona goére bir y&instein manifold olmasi icin

gerek ve yeter kal M,nin PO x(l)icin Levi-Civita koneksiyona gore bir yari

Einstein manifold olmasidir.

Ispat: | Uizerindeki metrikg, ve M bir yari-Einstein manifold olsunf :e%

alinirsa Teorem 3.1.10 (i) g&ie

S 2y =-"22q + (07 + 26 g 2 @)
elde edilir. Teorem 3.1.10 (ii) delﬁ%D){(l) veV O x(M,) icin,
S V)= QU= 0 (4.2
bulunur. Benzesekilde, V,W y(M,)igin,
S(V, W =" gV Wy
o P69+ 20 - S, v @3)

dir. M semi-simetrik metrik koneksiyona gore yari-Einstenanifold oldgundan,
PO x(1)igin,

0 @ d
— = )+ Bt

ot ' ot

9 9

- 9
)=ado o ) (4.4)

S(

ve

SV, W=a d V. W+ Br( (W (4.5)
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dir. Diger taraftan,

0 0 0 0 0 0
-~y = ~ v~ + f2 T~ 1~
g(at 6t) 9 (6t at) gMz(at at)
d
- 2 4.6
6 &2 (4.6)

elde edilir. PO x(I) ve boy 1=1 oIdugundan,P:% secilebilir. Bu takdirde,

9 9@ m=g2 2= g 2)-
M) =9 P =0 =)= 4G o)=1 (4.7)

dir. (4.4) denkleminde (4.6) ve (4.7) denklemlegilgrine yazilirsa,

9 9

é( , ii
ot ot

)=aaGr)rB=a+rp (4.8)

bulunur. Dger taraftan,

gV.W)= g(V, W+ f g (VW

.9
= ¢" fo., VWE &g (VW
elde edilir. (4.5) denkleminde (4.9) denklemi kuallarsa,
S(V\W=a &g (V W+ Yr( W\ .10)
bulunur. Benzesekilde (4.4) ve (4.8) denklemleriningtaraflarinin gitli ginden,
-L2ed +(a) + 21 (3 ) =a+ (@.11)

sonucuna ukalir. Benzer sekilde (4.3) ve (4.10) denklemlerinin gaaraflarinin

esitli ginden,

(v w- 897+ 2 e n2)+ L) g (v y

=ae'g,, YWYBr Vi W)
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dir. Buradan da (4.11) denklemindeyalniz birakilip yukaridaki denklemde yerine

yazilirsa ,
SV W= 8-T2 g+ 2 e R2)- 1 gV We B M Y

elde edilir. BoyleceP O x(1)icin M,, Levi-Civita koneksiyona gore bir yari-Einstein

manifolddur.

Ikinci olarak, PO x(M,), X Ox(I)ve VO x(M,) alinirsa Teorem 3.1.11 (i)

denkleminden,

59 wvy=(2- nd 9 0

St =@ N2V 96 =) (4.12)
elde edilir. Benzegekilde,

sv.2y)= a 9 9

S(V’at) (n—2)27T(V) g(at’at) (4.13)

oldugu yazilabilir. AyricaM bir yari-Einstein manifold vg(v,%):o oldugundan,
~, 0 .\, 0 0 0
S(—,V)= §\N—)=0a —)+ Br( Vrr(—)=0 4.14
(at V)= 94 at) qvat) Br( N (Gt) (4.14)
bulunur. (4.12), (4.13) ve (4.14) denklemlerigkastinlirsa,
oD Ao v d
(n 2)EIT(V)—(2 n)zﬂ(V)—O
q=0

elde edilir. Bu durumdag, | tizerinde sabittir ve buradan da= e% sabit bulunur. Bu

da teoremi ispatlam
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Teorem 4.1. in ispatinga=0 alinir ise gagidaki sonug elde edilir :

Sonug 4.2boy 1 =1, boy M, = n-1ve re ‘olmak uzereM, g), M =1x, M,

biciminde tanimli bir katl ¢carpim manifoldu olsuBu takdirde ¥, g) nin semi-
simetrik metrik koneksiyona gore bir Einstein mafdf olmasi igin gerek ve yeter
kosul M,nin PO x(l)icin Levi-Civita koneksiyona gore bir Einstein mfmia

olmasidir [10].

Teorem 4.3 boy I=1, boy M= n-1vere lolmak uzere N, ¢,

M =M, x | olacaksekilde bir katli garpim manifoldu olsun.

i) Eger M,g) semi-simetrik metrik koneksiyona gore bir yarngtein
manifold, PO x(M,) M, Gzerinde Levi-Civita anlaminda paralel e
sabit ise

“uf = f-(n-2)*n(P)
dir.

i) PO x()icin eger (M,g) semi-simetrik metrik koneksiyona goére bir
yari-Einstein manifold isé sabittir.

i)  Egerf sabit veP O y(1)icin M, Levi-Civita koneksiyona gore bir yari-
Einstein manifold iseM, semi-simetrik metrik koneksiyona goére bir

yari-Einstein manifolddur.
Ispat: i) (M,g) semi-simetrik metrik koneksiyona gore bir yarn&iein
manifold olsun. BuradanX,Y O y(M,)igin,
S(X,V)=a d X y+pr( ¥r( Y, f#C (4.15)
yazilabilir. (4.15) denklemi Uzerinden kontraksiygapilirsa,
f=an+f
elde edilir. Son gtlikte a yalniz birakilirsa,

-

a=—=
n
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bulunur. PO x(M,)igin, g(X,Y)=g, (X Y+ f g ( X Y= g( X )ve Teorem
3.1.12 den

o Pf __Af 3 ‘
F="r-20-1) -2~ 20- 27P)> 2 90, Pg.
i=1

bulunur.ave i (4.15) gitli ginde yerine yazilirsa,

B

S ==Ly o X Y+ ym( Y

=S pr-20- 3 - FL- 2- 2rR y T ol Pe b, XY

)

Qu, & Y )} B Xz (¥)

n

elde edilir. Son gtlikte X veY Uzerinden kontraksiyon yapllirsa,

F="" e _om P 0AT o oy
n f f
B n-1 E
2,90,P.g)* ; (4.16)
bulunur.
PO x(M,) icin Teorem 3.1.10 dan,
S(XN=""g XY
-0 Bl v e @I Y 900, B (0 (Y

elde edilir. Son gtlik GzerindenX veY ye gore kontraksiyon yapilirsa,
n-1
= er—%ﬂn —1)PTf—(n—2)ﬂ(P)—z 9. P.e) (4.17)
i=1

bulunur.
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(4.16) ve (4.17) denklemleri kalastirilirsa,

B

e -2(0-0o - 25 - 20- 2P 2 90, Pie )i 2

-2 0- 1% - - ey o0 pe)

yazilabilir.PO y(M,) paralel vef, M tzerinde sabit oldiundan,

n-1
PTf:o,%:we S 9(0,P,g)=0
i=1

dir. Boylece songilikten
" = f-(n-2 m(P)

elde edilir.

i) POx(1), XUx(M,) veVUx(l) olsun. Teorem 3.1.11 den,

(X, V) =(2- r)n(V)XTf
ve

SV, %) =( H)ﬂ(v)fo

oldugu biliniyor. boyl = 1 oldigundanV=P alinabilir. O zaman son iki#likten,

§(X, P=(2- nr( Fafo
ve
(R X) = (n-2)1( Bfo

elde edilir. Dger taraftarM bir yari-Einstein manifold oldiundan,

S(X, =S R X=a ¢ P X+pr( pr( ¥
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dir. g(P, X) =0 ve (X) = g( X, P)=0 oldugundan son gtlik,
S(X, A= P X=0 (4.20)
bicimine dongar. (4.18) , (4.19) ve (4.20) denklemlerinirggaraflar gitlenirse,

(2- n)zT(P)XTf = (n-2)71( P)XTf =0

Xf =0 elde edilir.Boylecef sabittir.
iif) M,, Levi-Civita koneksiyona gére bir yari-Einstein mifald olsun.
O zaman
S(X,)=ad X Y+pr( ¥r(Y (4.21)
dir. Diger taraftan, Teorem 3.1.11 den,
S(XN="FXYy-(r27( PO X)

_HY(X,Y)

: ig 0P g BX.Y. (4.22)

elde edilir. PO x(M,)igin ,
: d
2. 9(0.Pe)d X V= dJ, R =0
i=n at t

ve f, M, Gizerinde sabit oldiundan,
H'(X,Y)=(0O, gradf, ¥y =0

elde edilir. Buradan da (4.229i# gi,

S(X, V=" X Y-( r2)m( P g X) (4.23)

sekline dongar.
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Diger taraftan (4.23) denkleminde (4.21) denklemi lyea,
S(X,V)=[a-(n-2)m( Bl ¢ X Y+Bn( Y( X

bulunur. Bu da gosteriyor K1, x. | , semi-simetrik metrik koneksiyona gore bir yari-

Einstein manifolddur.

Teorem 4.3 Uin ispating&0 alinir ise gagidaki sonug elde edilir :

Sonug 4.4 boy I =1, boy M = n-1ve re olmak lzereil, g), M =M, x|

olacaksekilde bir katl ¢garpim manifoldu olsun.

i) Eger (M,g) semi-simetrik metrik koneksiyona gore bir Einstein
manifold, PO x(M,) M, lGzerinde Levi-Civita anlaminda paralel fe
sabit ise

"' = —(n-2)*7(P)
dir.

i) PO x(1)icin eger (M,g) semi-simetrik metrik koneksiyona gore bir
Einstein manifold isé sabittir.

i)  Eger f sabit ve PO x(1)icin M, Levi-Civita koneksiyona goére bir
Einstein manifold iseM, semi-simetrik metrik koneksiyona goére bir

Einstein manifolddur [10].
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5. SONUC VE ONERILER

2. bolumde katli carpim manifoldlari ve yari-Einstkatli carpim manifoldlar

incelenerek,M =M, x . M, olmak Uzere NI,g) katli carpim manifoldu igin Onerme

2.2.5., Onerme 2.2.6., Onerme 2.2.7., Onerme 2.08erme 2.3.1, Onerme 2.3.1.,
Onerme 2.3.2. ve Onerme 2.3.3. ispatlasmi

3. bolimde semi-simetrik metrik koneksiyona goatlikcarpim manifoldlari
incelenmg ve Teorem 3.1.6., Teorem 3.1.7., Teorem 3.1.8y€03.1.9., Teorem
3.1.10. ve Teorem 3.1.11 ispatlagtmi

Son boélimde semi-simetrik metrik koneksiyona gg@e-Einstein katli carpim
manifoldlar incelenerekM,g) katli ¢carpim manifoldu i¢cin Teorem 4.1. ve Teorem

4.3. ispatlanngtir.
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