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(TEZ DANISMANI: DOC. DR. SEBAHATTIN IKiKARDES)

BALIKESIR, 2012

|
|
| Bu tezde H(A,) Hecke grubunun sonlu indeksli normal alt gruplar
| gosterilmistir.

Bu tez dort béliimden olusmaktadir. Giris b6liimil olan birinci béliimde,
caligma tanmitilmigtir.

] Ikinci bsliimde, diger béliimlerde gerekli olan temel tanimlar, kavramlar,
teoremler ve metotlar verilmistir.

Uciincii bsliim tezin ana kismidir. Bu béliimde, H(4,) Hecke grubunun
sonlu indeksli normal alt gruplarmimn iiretecleri, grup gosterimleri ve simgeleri
verilmistir.

Dérdiincii boliim tezin son kismidir. Bu boéliimde elde edilen sonuglar
verilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Hecke gruplari, ticgen gruplar,




ABSTRACT

FINITE SUBGROUPS OF THE HECKE GROUP H(A,)
MSC THESIS
BETUL FiILiZ

BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE

MATHEMATICS
(SUPERVISOR: ASSOC. PROF. DR. SEBAHATTIN IKIKARDES )
BALIKESIR, 2012

In this thesis, normal subgroups of finite index in the H(4,) Hecke group
are given.

This thesis consists of four chapters. In the first chapter which is the
introduction the study is introduced.

In the second chapter, the fundamental definitions, notations, theorems and
methods which are needed in the other chapters are given.

The third chapter is the main part of the thesis. In this chapter, group
presentatians, signatures and generators of normal subgroups of finite index in the
H(4,) Hecke group are given.

In the fourth chapter, the results obtained in this thesis are given.

KEYWORDS: Hecke groups, triangle groups,
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[G, X]
GF(p")
GL(2,K)
Z(GL(2, K))
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SL2,K)
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€
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1. GIRIS

Hecke gruplart literatiire, E.Hecke’nin 1936 yilinda yaptigi “Uber die
bestimmung Dirishletscher Reihen durch ihre Funktionalgleichung™ isimli caligmasi
ile girmistir. H(L) ile gosterilen Hecke gruplari, & sabit bir pozitif say1 olmak iizere;

1
T Z =——Z-VeUz =7+4+2A

kesirli dogrusal doniisiimleri ile tretilir, [1]. Ayrica E. Hecke, H(A) Hecke
gruplarmin Fuchsian olmasi icin gerekli ve yeterli sartin

A =2 veya q =3 bir tamsayr olmak Uzere A =2, = 2(:05% olmasi gerektiZini

gostermistir, [1].

Fuchsian grup kavrami ise Jules Henry Poincare’nin 1880 li yillarda Paris
akademisinin agtifi matematik yarismasina katilmasiyla ortaya cikmistir. Bu
yarismaya katilan Jules Henry Poincare’nin amaci, 1820 li yillarda Abel, Gauss ve

Jocabi tarafindan tanimlamis Eliptik fonksiyonlar: genellestirmektir.

Poincare L.Fuchs’un diferansiyel denklemler hakkindaki bir calismasmndan
yararlanarak eliptik fonksiyonlar ailesini, adina Fuchsian fonksiyonlar dedigi bir
fonksiyon ailesine genisletmeyi basarir. Poincare tarafindan Fuchsian fonksiyonlarla

olan ilgisi nedeniyle, Fuchsian gruplar ad1 verilen gruplar literatiire girmistir.

Literatlirde H(Aq) Hecke gruplarinda, g=3 degerine karsilik gelen H(A3) Hecke
grubu daha ¢ok Modiiler grup olarak adlandirilir ve PSL(2,Z) ile gosterilir. Modiiler
grup matematikgiler tarafindan ¢ok galisilan bir gruptur. Modiiler grubun kendisinin

yani sira Snemli bazi alt gruplan literatiirde ¢okga kullanilmistir. M. Newman 1962




ve 1964 yillarinda yaptigi [2,3] nolu makalelerde kuvvet ve komiitatdr alt gruplarini
incelemis ve bu alt gruplar aralarindaki iliskiyi g&stermistir. Bununla beraber
Newman kuvvet alt gruplarindan yararlanarak Modiiler grubun serbest alt gruplan

hakkinda da bilgi vermistir.

Hecke gruplarinmn A=;~2cos g i¢in q=4,6 degerlerine karsilik gelen H(Ly)

Hecke gruplari ile bunlarin normal alt gruplar Cangiil tarafindan ¢alisilmistir, [4].

Lang, Rosen, Sheingorn, Kulkarni, Schimidt, Fine, Rosenberger, Singerman,
Jones, Knopp, Cangiil gibi bircok matematik¢i Hecke gruplar ve Hecke grubunun
normal alt gruplart hakkinda birgok ¢aligma yapmustir, [5-10].

1980 1i yillardan itibaren Modiler gruptan yararlanarak tanimlanan,
Genisletilmis Modiiler grup I=PGL(2,Z) ve onun alt gruplarimin cebirsel, geometrik
ve fonksiyonel o&zellikleri Jones, Thornton, Sibner ve Mushtag tarafindan

calistlmustr, [11-12].

Conder ve Dobcsdnyi [13] nolu makalede 4 < g < 12 degerlerine karsilik
gelen Hecke gruplarmn sonlu indeksli normal alt gruplarinin sayisini diigiik indeksli
alt grup algoritmasini kullanarak bulmustur. Bu tezde Conder ve Dobcsanyi’nin
makalesindeki sonuglari kullanarak g = 4 durumuna karsilik gelen 24 indekse kadar

normal altgruplarinin tiretegleri, grup gdsterimleri ve simgeleri bulundu.

Tezin ikinci boliimiinde tezin daha sonraki béliimlerinde kullanacagimiz bazi
temel tanimlar, teoremler, metotlar ve yéntemler verilmistir. Ana hatlariyla topolojik
déniisiim gruplan, ayrik gruplar, projektif gruplar, dogrusal doniisiimler, Fuchsian
gruplari, permiitasyon metodu, Reidemeister-Scheier metodu, serbest gruplar, serbest

carpimlar ve Hecke gruplarindan bahsedilmistir.




Tezin son boliimiinde ise Conder ve Dobcsanyi’nin makalesindeki sonuglar,
Reidemeister-Scheier metodu, permiitasyon metodu ve Riemann-Hurwitz formiili
kullanilarak g = 4 durumuna karsilik gelen 24 indekse kadar normal alt gruplarinin

tiretegleri, grup gosterimleri ve simgeleri verilmistir.




2. ON BILGILER

Bu béliimde tezin diger boliimleriyle baglantili olan kavramlar tanimlanmus,

temel teoremler ve metotlar verilmistir.

2.1 Topolojik Doniisiim Gruplar

2.1.1 Tanim : G hem bir grup hem de bir topolojik uzay olsun. Eger her a, b
eGigin
f :GxG—>G; f(ab)=ab,

X

g:G—>G; g(a)=a

bigiminde tanimlanan f ve g iglemleri siirekli iseler, G ye bir fopolojik grup denir,

[14].

2.1.2 Tamm : G bir topolojik grup ve X herhangi bir topolojik uzay olsun.
A:GxX—>X; A(gx)=gAx
siirekli doniisiimil, eZer her g, he G ve her xe X igin

(1) gA(hAx)=ghAx
(i) eAx=x
kosullarini saghiyorsa [G, X] ikilisine bir fopolojik doniisiim grubu denir, [14].

|
i.
E




2.2 Ayrik Gruplar

2.2.1 Teorem : G bir topolojik grup olsun.

i) G nin elemanlarinin higbirisi G nin bir yigilma noktasi degil ise G ye
ayrik grup denir,

ii) G nin her g elemani i¢in {g} kiimesi g nin bir komsulugu ise G ye
ayrik grup denir.

iii) G nin her g elemani G nin bir ayrik noktast ise G ye ayrik grup denir.

iv) G nin birim elemant olan e, G nin bir ayrik noktasi ise G ye ayrik grup

denir, [14].

2.3 Projektif Gruplar

p bir asal sayr olmak iizere, q=p" bi¢imindeki her asal kuvveti i¢in
izomorfizm farkiyla GF(q) ile gésterilen q elemanh bir tek cisim vardir ve bu q

elemanli cisim Galois cismidir. Biitiin sonlu cisimler bu formdadir, [4].

K, g=p" mertebeli sonlu bir cisim, yani K=GF(q) olsun. GL(2, K) ile

gosterilen genel lineer grup,
a b
GL(2,K) = {( dJ |a,b,c,d eK,ad —bc # 0}
c

bigiminde tanimlanir. Bu grubun merkezi Z(GL(2, K)) ile gosterilir ve GL(2, K) nin
normal alt grubudur. Buradan PGL(2, K) ile gdsterilen projektif genel lineer grup

PGL(2, K)=GL(2, K)/Z(GL(2, K))

olarak tanimlanir, [4].




GL(2, K) grubunda determinant: 1 olan matrisler bir alt grup olustururlar ve

SL(2, K) ile gésterilen bu alt gruba dzel lineer grup denir, yani
a b
SL(2,K) = {[ d] la,b,c,de K,ad —bc = 1}
c

olur. Dolayisiyla PSL(2, K) ile gdsterilen projektif ézel lineer grup,
PSL(2, K)=SL(2, K)/Z(SL(2, K))

bigiminde tantmlanir, [4].

Sadece sonlu cisimler iizerinde tanimladigimiz yukaridaki dort projektif grup
genelde K nin sonsuz bir cisim olmasi halinde de tanimlanabilir. Bu durumda
matrislerin ya da indirgenen kesirli lineer doniigiimlerin tiim katsayilar1 bu sonsuz
cisimden alinir. En gok ¢aligilan projektif gruplar PSL(2, Z), PSL(2, R) ve PSL(2, C)
dir.

2.4 Dogrusal Doniisiimler

C.. genisletilmis karmagik diizlemin otomorfizmleri a, b, ¢, de C ve

ad —be = 0 olmak iizere

az+b

T(z)=
@ cz+d

bicimindeki doniisiimlerdir. Bu doniisiimlere dogrusal doniisiim veya Moébius
dontisiimii denir. Bu tip ddniigtimlerin kiimesi fonksiyonlarin bileske iglemine gore
bir grup olusturur ve bu grup Aut(C.)=PGL(2, C) ile gosterilir. a, b, ¢, d eC ve

ad —be # 0 olmak lizere

az+b

U(z)=
@) cZ+d




doniisiimleri de C, un anti-otomorfizmleridir. Iki anti-otomorfizmin birlesimi bir
otomorfizm ve bir anti-otomorfizm ile bir otomorfizmin birlesimi bir anti-

otomorfizmdir. Dolayisiyla Cy un tiim otomorfizm ve anti-otomorfizmleri bir grup
olusturur ve bu grup Aut (Ce)= PGL (2, C) biciminde gosterilir. U bir anti-
otomorfizm olmak tizere PGL(2, C) ve UPGL(2, C), ﬁ@,C) deki kosetlerdir,
yani [P_(E(Z,C) : PGL(Z,C)] =2 dir ve buradan PGL(2, C), bu grubun normal bir alt

grubudur.

U ile iist yar1 diizlemi gosterelim yani, U={z € C : Im(z) >0} olsun.
Hiperbolik geometri i¢in iist yart diizlem gdsterimini kullanacagiz. Bu calismada
kullanacagimiz gruplar hiperbolik geometrinin esmetrilerinin gruplar oldugundan ve
hiperbolik geometri i¢in tist yar1 dilzlem g@sterimini se¢tigimizden bu doniisiimlerin
reel katsayili olanlart ile ilgilenecegiz. Bu nedenle PGL(2, C) nin baz

déntigtimlerinden olusan

az+b

PSL(2, R)={T | T(z)= @ b,c,deRve ad—bc=1}

cZ+
Ve

a“[;,a, b,c,deRve ad —bc=-1}

Go={U | U(z)= —

bicimindeki iki alt kiimesini alalim ve G= PSL(2, R)U Gg kiimesini olusturalim. G

kiimesinin fonksiyonlarin bileske islemine gére bir grup oldugu kolayca gériilebilir.

Matrislerde ¢arpma iglemi yapmak, fonksiyonlarin bileske iglemine gore daha

kolaydir. Bunun igin, mébius doniigtimleri ile matrisler arasinda bire bir iligkiyi
a b

inceleyelim. Bu iligki, T(Z)=az—+b yerine matrisini kullanmak olacaktir.
cz+d c d

Bunun i¢in bazi teoremler verelim.




2.4.1 Teorem : 6:GL(2, C)— Aut(C..)
a b az+b

I_)
c d cz+d

seklinde tanimlanan déniigiim bir epimorfizmdir, [15].

a b
Dikkat edilirse Teorem 2.4.1 deki déniisiim birebir degildir. Clinkii ( d)
c

matrisi déniisiimiiniin yaninda, bu doniisimiin, k katina da gidebilir.

cz+d

Dolayisiyla birebirlik yoktur.

2.5 Fuchsian Gruplar

2.5.1 Tanim :

i) [G, U] topolojik déniigiim grubunun ayrik alt gruplarina Oklidyen
olmayan kristallografik (non-Euclidean Crystallographic) grup denir
ve kisaca N.E.C. grup diye yazilir.

ii) PSL(2, R) nin alt grubu olan N.E.C. gruplara Fuchsian gruplar denir

ve I ile gosterilir.
Her I' Fuchsian grubunun asagidaki sekilde bir temsili vardir:

Uretegler :ay, by, ... , a5, by (hiperbolik)

X1y eee s Xr (eliptik)
Pl «oo s Dt (parabolik)
hy, ..., h, (hiperbolik sinir elemani)

g T t u
Bafinilars %, =%? =..m® "= H[aisbi]HXijthl =1
=1 k=l 19




I Fuchsian grubu
(gsmy,....mgtu) 2.1)

simgesine sahiptir denir. Burada my, ... , m;>2 sayilari tamsayilardir ve bunlara I”
nin periyotlart denir. g, I min {izerinde ayrik olarak hareket ettizi U/T" Riemann

yiizeyinin cinsidir, [4].

2.5.2 Riemann-Hurwitz Formiilii : T", simgesi (2.1) bigimindeki gibi olan

bir grup olsun. I" nin hiperbolik alanini

,L:(F):Zg—2+zr:(l—~1—)+t+u

i=1 i

olarak tanimlayalim. Eger #(I')>0 ise simgesi (2.1) bigimindeki gibi olan bir
Fuchsian grup vardir. Eger [, birinci tiirden Fuchsian grup ise g#(I') > 0 dir. Simdi

I}, I' grubunun sonlu indeksli bir alt grubu olsun. o zaman

r:T =£ﬁ
[F:14 #(T)

olur. Burada u(T;) ve g(I') swasiyla I, ve I' grubunun temel bdlgesinin

hiperbolik alanim géstermektedir. Bu formiile Riemann-Hurwitz formiilii denir, [16].

2.6 Permiitasyon Metodu

H(h,) Hecke grubunun normal alt gruplarmm simgelerini bulmakta

kullanacagimiz permiitasyon metodunu asagidaki teorem ile verelim.

2.6.1 Teorem : p+q=r+t ve 1<k, <o (1£i<q) olmak tizere I’

grubunun simgesi (g;m,,...,m_,nk....nk ) ve I}, I grubunun z indeksli bir
normal alt grubu ise I;alt grubu (g ;k\*™,..k%"") simgesine sahiptir. Burada

9




k%) | k; mertebeli elemandan p/n; tane var demektir ve g cinsi Riemann-

Hurwitz formiilii ile bulunabilir, [17].

Bu ¢alismamizda H( 4, ) Hecke grubunun normal alt gruplarinin grup

gosterimlerini  bulurken figgen gruplardan  faydalanacagiz. Simdi bu liggen

gruplardan bahsedelim.

I, m, n = 2 olacak sekildeki tamsayilar olsun. Ag¢ilar1 7z /1, z/m, 7 /n olan

hiperbolik tiggeni g6z 6niine alalim.

02

Sekil 2.6 Hiperbolik Uggen

" - - * i -
0,, 0, 0, bu liggenin kenarlarindaki yansimalar ve I'  grubu bu ii¢ yansima ile

iiretilen grup olsun.

=< 6, 0,,0,| 6l =0l =0; =(c720'3)1=(aso’l)m=('crlaz)”=l>

Burada o,, o, ve o, yon korumayan elemanlan, o,0,, 0,0, ve 0,0, ise yon

koruyan elemanlaridir . x =o,0, ve y =00, olarak alirsak xy =00, olarak elde

edilir. Buradan I' " grubunun sadece x, y ve Xy y6n koruyan esmetrilerinden olusan

bir I" alt grubunu

F=<xy|x'=y"=(xy"=1>

10




bigiminde elde ederiz. Bu alt grup bir Fuchsian gruptur ve simgesi (0;l,m,n) dir.
Kisaca (I,m,n) biciminde gdsterilir. Bu I" alt grubuna bir zi¢gen grup denir. I' alt
grubu I * grubunun 2 indeksli bir normal alt grubudur, [18].

Simdi (1,m,n) gdsterimine sahip herhangi bir iicgen grup icin su teoremi

verelim;

2.6.2 Teorem : Eger l+l~f~l>1 ise ficgen grup sonlu, l+i+151 ise
m n Il m n

sonsuz mertebelidir, [19].
Sonlu mertebeli bazi tiggen gruplari ana hatlarryla inceleyelim:

i) C, Devirli gruplar :
C, devirli gruplarmin gosterimleri
Coz{a|a®=I)

bigimindedir. Bunlarin iicgen grubu olarak gdsterimleri de her ne N igin (I,n,n)

bigimindedir. Ayrica m tek sayt oldugunda
Com = <a,B | o2 =BD1 = LOﬂB = BU.)

olacagindan Cjyy in licgen grubu olarak gésterimi (2,m,2m) bigiminde olur, [18].

ii) D, Dihedral Gruplar :

D, dihedral gruplar diizgiin n-genlerin simetri gruplaridir ve grup gosterimleri
Dy =(a,p | o =B* = (ap)'=1)

veya

il

T T T e e b g e B o




Dy = (0, | & =™ =(ap)’=T)
veya
Dn ={(ap | 0 =p* = (aB)’=1)

bigimindedir ve |Dnl =2n dir. D, grubunun tiggen grubu olarak gosterimi (2,2,n) veya

(2,n,2) veya (n,2,2) bigimindedir, [18].

iii) Simetrik ve Alterne Gruplar :

n elemanli bir kiimenin biitlin permiitasyonlarmin kiimesi fonksiyonlarin
bileske islemine gore bir grup olusturur. Bu gruba simefrik grup denir ve S, ile
gosterilir. Cift permiitasyonlarin kilmesi de bu grubun bir alt grubunu olusturur. Bu

!
gruba alterne grup denir ve A, ile gosterilir. lSn| =n! ve ]Anl =% dir. Cok

karsilagilan simetrik ve alterne gruplar D; = S; =(2,2,3), A4 =(2,3,3), S4 =(2.3.4)
ve As =(2,3,5) gruplandir, [18].

2.7 Reidemeister-Schreier Metodu

Bu kisimda H(4,) Hecke grubunun sonlu indeksli normal alt gruplarinin
iireteclerini bulmakta kullanilacak bir teknik olan Reidemeister-Schreier metodu

verilecektir.

G, {g} tiretecleri ile tiretilen bir grup ve H, G nin sonlu indeksli bir normal
alt grubu olsun. Metot dnce H igin bir Scheier transversali secerek ve sonra da bu
transversalin, iireteclerin ve koset gdsterimlerinin elemanlarimmn sirali ¢arpimlarinin

alarak, asagidaki gibi uygulanir.

12




Bir X Schreier transversali asagidaki kosullart saglayan koset

gosterimlerinin bir kiimesinden olusur:

)] IeX
(ii) 2. sag sadelestirme altinda kapalidir. Yani eger g By -8 E b3

ise g, .g, ... g, elemanida X kiimesinde olmalidir.

2., H i¢in Schreier transversali olsun. H nin bir Schreier iireteci asagidaki

bicimde olacaktir, [4].

(2 nin bir eleman1)x(G nin bir tireteci)x(dnceki ¢arpimin koset gosterimi)™

2.8 Serbest Gruplar ve Serbest Carpimlar

Simdi H(Kq) bir serbest carpim olarak bazi serbest alt gruplara sahip

oldugundan, bu alt gruplarin yapisiyla ilgili bazi sonuclar1 verelim.

2.8.1 Tanmm : X bir F grubunun alt kiimesi ve G herhangi bir grup olmak

{izere,

¢, X—>G
seklinde herhangi bir déniisiim igin,

6 F—>G

¢, doniisiimiiniin uzantisi olan tek bir ¢ homomorfizmas: varsa F grubuna X

lizerinde serbesttir denir, [20].

X bir F grubunun bir alt kiimesi olsun. F, agsagidaki kosullari saglayan X
tabani ile bir serbest gruptur: Eger ¢ , X kiimesinden bir H grubu i¢ine herhangi bir

13




fonksiyon ise ¢ homomorfizminin F den H ye bir ¢ homomorfizmine tek bir

genislemesi vardir. Burada X e F nin serbest tabant denir, [20].

X serbest tabaninin mertebesine F nin ranki denir. Eger |X|:n ve

= {X1= I xn} ise F, {xl, Koy xn} iizerinde serbesttir diyecegiz ve bunu F,, ile

gisterecegiz, [20].

2.8.2 Teorem : Iki serbest grubun izomorf olmas icin gerek ve yeter kosul

ranklarini ayni olmasidir,[20].

0 rankli bir serbest grup agikardir ve 1 rankli bir serbest grup sonsuz

devirlidir.

2.8.3 Teorem : F grubunun bir serbest grup olmast igin gerek ve yeter kosul

F nin F=<X;> bi¢iminde bir gdsterimi olmasidir, [21].

2.84 Teorem : Her G grubu bir serbest grubun bir homomorfik
goriintlisiidiir, [21].

2.8.5 Teorem : Bir serbest grup biikiimsiizdiir (torsion-free), yani bir serbest

grupta birim eleman diginda sonlu mertebeli eleman yoktur, [21].

2.8.6 Teorem (Nielsen-Screier) : Bir serbest grubun her alt grubu da

serbesttir, [21].

2.8.7 Tanm : A =(a,,.;R,,...) veB =(b,,..;S,,...) iki grup olsun. A ve B

gruplarimin A * B ile gosterilen serbest ¢arpima,

14
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gbsterimli gruptur. Yani G grubunun iiretegleri, A ve B gruplarinin iireteclerinin

timiinden ve bagmtilari da A grubunun R; ve B grubunun S; bafntilarinin

tiimiinden olusur. A ve B gruplarina G grubunun ¢arpanlar: denir, [21].

2.8.8 Tanim : Eger A = <1'irAm :bagA ), a €l gruplarin bir koleksiyonu ise
bu gruplarin G=# A, serbest garpimi, firetegleri A gruplarimin iireteglerinin ayrik
birlegsimlerinden ve bagintilart da A, gruplarmm bagmtilarnmn  ayrk

birlesimlerinden olusan gruptur, [21].

2.8.9 Teorem : G=A*B olsun. O zaman A -G ve B—>G eglemeleri

birebir eslemelerdir. A nin {iretegleri ile tiretilen G grubunun alt grubu <A grubunun
iiretecleri, A grubunun bagintilari> biciminde g@sterime sahiptir. Yani A grubuna
izomorftur. Benzer durum B icinde gegerlidir. Bu yiizden A ve B, G grubunun alt

gruplari olarak diistiniilebilir, [21].

Bir G grubunun bir serbest ¢arpim olarak ayrisip ayristirilamayacadini
belirlemek 6nemlidir. G igin verilen bir gdsterimde G grubunun ireteglerini,
bagintilar da ayrigacak bigimde iki kiimeye b6lmeye ¢aligmak basit bir yontemdir.
Yani G=<R U S; {sadece R deki iiretegleri iceren bagmtilar}w { sadece S deki

iiretecleri igeren bagmntilar}> bigiminde yazmaya ¢alismaktir. Artik G,
G, =<R ; R deki tiretegleri igeren bagintilar>

ve
G, =<8; S deki iiretegleri iceren bagmtilar>

gruplarimin serbest ¢arpimudir.
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Serbest carpimlar, serbest gruplarla bir ¢ok &zelligi paylagir. Ornegin
Kurosh’un teoremi ile serbest gruplar i¢in verilmig olan Nielsen-Schreier teoremi

serbest garpimlara genigletilmistir.

2.8.10 Teorem (Kurosh) : G, A alt gruplarmn ¢arpimi yani,
G=]] .A,

olsun. Eger H, G nin bir alt grubu ise

H=F=* ][] .B,
p

olur. Burada F bir serbest grup ve her bir p igin By, bir A, alt grubuna egleniktir,

[4].

2.8.11 Teorem : Eger G=A*B ve Hc A, K < B ise H ve K ile iiretilen alt

grup bunlarin serbest ¢arpimidir. Yani <H,K>=H=*K dir, [21].

2.8.12 Tamm : A =(a,,.;R,...) veB=(b,,..;S,....) iki grup, HcA, KcB

has alt gruplari ve ® :H— K bir izomorfizm olsun. A ve B nin, H yi K ya

birlestirerek elde edilen serbest carpimi, gdsterimi
G ={ 000 Dyt Rojsusss 800 H = O(H) )

olan G grubudur. G grubunun firetegleri A ve B nin iireteclerinin ayrik birlesimidir
ve bagntilar1 da A ve B nin bagintilar ile birlikte alt grup izomorfizmini veren

bagintilarin ek bir kiimesinden olusur.

H izomorfik resmi ile 6zdeslendigi i¢in G, A ve B gruplarinin H ile
birlestirilmis serbest carpimidir denir. Bu carpim G = A*, B ile gdsterilir. A ile B

gruplarina G nin ¢arpanlari denir, [4].




Bir G grubu eger asikar olmayan bir H has alt grubu ve her ikisi de agikar
olmayan G; ve G gruplart i¢in G=G,*; G, ise G birlestirilmis bir serbest

garpimdir.

H={1} alinirsa bir serbest carpim elde edilir. Bu nedenle serbest ¢arpimlar,

birlestirilmig serbest carpimlarin &zel halleridir.

2.9 Hecke Gruplan

Eric Hecke, 1936 yilmda “Uber die Bestimmung Dirichletscher Reihen durch
ihre Funktionalgleichung” adli c¢alismasinda Hecke gruplarimi asagidaki gibi

tanimlamistir.
2.9.1 Tanim : ) sabit bir pozitif reel say1 olmak lizere,

I[Z)= —% ve U@)=z+hr

kesirli dogrusal doniigiimleri ile tiretilen gruplara Hecke gruplar: denir ve H(L) ile

gosterilir, [4].

Burada S=T.U alinirsa
S(z) =——

Z+ A

elde edilir.

2.9.2 Teorem : H(L) Hecke gruplarmin ayrik olmasi igin gerekli ve yeterli

kosul A >2 bir reel sayi veya L =X, =2cos 2 ,(q 23 bir tamsayt) olmasidir, [1].
q
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L =2 degerleriyle elde edilen Hecke gruplari icin H(A) gosterimi kullanilir.

A=k, =2005§ , 1<h<2, durumuna karsgihk gelen Hecke gruplari H(L,) ile

gdsterilir.

2.9.3 Teorem : H() ) Hecke gruplarinin grup gdsterimi,
H(.)=<T,S|T*=8'=1>=C,*C,

seklinde, 2 mertebeli devirli grup ile q mertebeli devirli grubun serbest carpimidir,

[4].
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3. BOLUM

Conder ve Dobcsanyi [13] nolu makalede 4 < g < 12 degerlerine karsilik
gelen Hecke gruplarinin sonlu indeksli normal alt gruplarmin sayisint diisiik indeksli
alt grup algoritmasimi kullanarak bulmustur. Bu béliimde Conder ve Dobesanyi’nin
makalesindeki sonuglari kullanarak q = 4 durumuna karsilik gelen 24 indekse kadar
normal altgruplarinin tiretegleri permiitasyon metodu, Riemann-Huwitz formiilii ve

Reidemeister-Scheier metodu kullanilarak grup gésterimleri ve simgeleri bulundu.

3.1  H(A,) Hecke Grubunun Sonlu Indeksli Alt Gruplar

3.1.1 Teorem: H(A,) Hecke grubu, 2 indeksli 3 tane normal alt gruba
sahiptir. Bu normal alt gruplar

) N,= TS, ST| TS.ST 2=1 =C,+7Z
i) N,= S TST| S*= TST*=1 =C,+C,
ii) Ny= T,S%, STS?}| T2= §22= STS32=] =C,+Cy*C,

bicimindedir. Ayrica bu alt gruplarin simgeleri sirasiyla; 0; 21,002 | 0; 42,00 ,

0; 23,00 seklindedir.

Ispat: Eger N, H(%,) Hecke grubunun 2 indeksli normal alt grubu ise
H(A,)/N bélim grubu ¢4;2,2,1 , g5;2,1,2, gs3;1,2,2 simgelerinden birine
sahiptir.
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i) Eger H(A,)/N; boliim grubu g4;2,2,1 simgeli ise
HZ)/MN, = T =8= TS =1 =

olur. Burada TS=I (T=S) oldugunu diistiniirsek transversalini = [T segebiliriz.

Boylece asagidaki carpimlan elde ederiz.

LT.(D)'=1, LS.(Ty!=ST,
T.T.(D' =1, TSy =TS,
Sonug olarak Ny normal alt grubunun gdsterimi;
N; = TS,ST| TS.ST 2=1 =Cy+Z

olarak bulunur. Simdi Rienmann Hurwitz formiiliinden N4 normal alt grubunun

simgesini bulalim.

HNy) En o
m— H}L4.N1 =2

201-2+(1-P+2 .21
% o

20-2+(A-PD+A-D+1 .2n

buradan g; = 0 elde edilir. O halde N; normal alt grubunun simgesi (0;2 * ,o0 %)

olarak bulunur.
i) Eger H(A,)/N, boliim grubu g,;2,1,2 simgeli ise
H(A.gl_)/Nz: T,SITZ-_—Sl: TS 2=I ECZ

olur. Burada S=I oldugu goriiliir. = I, T transversalini se¢ersek agsagidaki

carpimlari elde ederiz.
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|

LELT =1, 1S.(D!=s,

T.LM =1, T.S(T)'=TST,

Béylece N, normal alt grubunun gdsterimi;

N,= STST| S*= TST *=1 =C,*C,

olarak bulunur. Simdi Rienmann Hurwitz formiiliinden N, normal alt grubunun

simgesini bulalim.

wN;) . _
RHOG) ANy =2

2g2—2+(1-—%)+(1—%)+1 21
2=

20-2+(1-P+A-P+1 .21

buradan g, = 0 elde edilir. O halde N, normal alt grubunun simgesi (0; 4 2 , ©)

olarak bulunur.
iii)  Eger H(A,)/N; bolim grubu g3;1,2,2 simgeli ise
HA)/N;= T,S|T'=8= TS 2 =1 =C(,

olur, Burada T=I oldugunu diigiiniirsek ve = 1,S transversalini secersek

asagidaki carpimlari elde ederiz.
LT.(D'=T, LS.(S)'=1,

S.T(S)'=STS3, S.S.()! =82,

Béylece N3 normal alt grubunun gésterimi;

21
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Ny= T,S%,STS3}| T2= §%22= STS32=1 =C,*C,*C,

olarak bulunur. Simdi Rienmann Hurwitz formiiliinden N3 normal alt grubunun

simgesini bulalim.

_HNa) N =
HGy M Na =2

1

2
1 1

20-2+(1-5)+(1-D+1 .2n

1

29:—2+ 1—-5 + 1—% + 1-5 +1 .2m

buradan g5 = 0 elde edilir. O halde N, normal alt grubunun simgesi (0; 2 3 , o)

olarak bulunur.O

3.1.2 Teorem: H(},) Hecke grubu, 4 indeksli 3 tane normal alt gruba
sahiptir. Bu normal alt gruplar

)N, = §% TS2T,TSTS?| S%2 2= TS2T 2= TSTS3 ® =1 =C,+Cy*7Z

i) N, = T,STS? S2TS?,S3TS| T2 = STS® 2= S2TS% 2= S3TS 2=
I ECz*Cz*Cz*CZ

iii) N; = TS2,STS| —

bicimindedir. Ayrica bu alt gruplarin simgeleri sirastyla; 0; 22,002 |, 0; 2% ,00 ,

1; oo seklindedir.

Ispat: Eger N, H(A,) Hecke grubunun 4 indeksli normal alt grubu ise
H(A,)/N bélim grubu g4;2,2,2 , g,;1,4,4, g3 2,44 simgelerinden birine
sahiptir.

i) Eger H(\,) /N, béliim grubu g4;2,2,2 simgeli ise

22
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H(L)/N, = T,8|T2=82= TS 2=1 =(, x(,

olur. Burada ve

buluruz.

LT.(T) =1,
TT.(D™ =1,
S.T.(TS)™! = STS®T,
T.S.T.(S)"! = TSTS?,

= I, T,S, TS transversalini segersek asagidaki ¢arpimlari

LS.(S) =1,
T.S.(TS)"1 =1,
$.8.()71 = 82,

T.S.S.(T)~1 = TS2T.

Boylece Ny normal alt grubunun gdsterimi

N1=

S2,TS2T,TSTS3| S2 2= TS2T 2= TSTS® ® =1 = (,*Cy+Z

olarak bulunur. Simdi Rienmann-Hurwitz formiiliinden N; normal alt grubunun

simgesini bulalim.

“(Ny)

p(HOW))

= HA.4:N1 =4

201 -2+ (1-P+A-P+2 .2m

4 =

20-2+(A-P+A-P+1 .2n

buradan g, = 0 elde edilir. O halde N; normal alt grubunun simgesi (0;2 2 ,e0 %)

olarak bulunur.

if) Eger H(A4) /N, boliim grubu g4;1,4,4 simgeli ise

H()/Ny= T,S|TL=S§*= TS*=1 =(,
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olur. Buradave = [, S, §2,5% transversalini segersek ve T=I oldugunu

diistiniirsek asagidaki carpimlar1 buluruz.

LT. I '=T, LS. S ~1=,
S.T. S ~1=STS3, S.S. §2 ~1=[,
S2.T. §% ~1=§2TS2? 52.8. §3 ~1=],
S3.T. §3 ~1=§3TS, $3.8. [ ~'=L.

Béylece N, normal alt grubunun gosterimi;

Ns = T,8TS% 82TS%, SPTH| T? = ST8¥ %= §TS* ?= §°I5 ¢ =]
20 x0*C G

olarak bulunur. Simdi Rienmann-Hurwitz formiiliinden N, normal grubunun

simgesini bulalim.

u(N;)

—_— = Ai Ns =%
T R

20, -2+ (1-P+(A-D+A-P+AL-P+1 .2n

2.0—2+(1~%)+(1-—%)+1 .21

buradan g, = 0 elde edilir. O halde N, normal alt grubunun simgesi (0; 2 * , «0)

olarak bulunur.
iii) Eger H(A,)/N; bolim grubu gs;2,4,4 simgeli ise
HA4)/N3 = T,S|T?=8*= TS*=1 =C,

olur. Buradave = 1,5, §2,S% transversalini secersek ve T=5? oldugunu

diistiniirsek asagidaki carpimlari buluruz.
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LT. §2 ~1=TS?,
S.T. S3 ~1=STS,
§2.T. 1 ~1=S2T,
S3.T. S ~1=53TS3,

LS. S 7=,
S.S. §% ~1=,
§%.8. §% ~1=,
$3.8. 1 1=,

Boylece N3 normal alt grubunun gosterimi;
NS = TSZ, STSl =

olarak bulunur. $imdi Rienmann-Hurwitz formiiliinden N3 normal alt grubunun

simgesini bulalim.

p(N3) U
oy = HhiNs =4

2g:—2+1.2m

4= 1 1
20-2+(1-P+A-P+1 .2

buradan g; = 1 elde edilir. O halde N3 normal alt grubunun simgesi (1; o) olarak

bulunur. A

3.1.3 Teorem: H(),) Hecke grubu, 6 indeksli 1 tane normal alt gruba
sahiptir. Bu normal alt grup

N=ay, ay, a3 4] a3 2= a3 2= a,*=1
seklindedir. Bu normal alt grubun simgesi de (0;2 3, ? ) bigimindedir.

Ispat: Eger N, H(),) Hecke grubunun 6 indeksli normal alt grubu ise
H(A,)/N béliim grubu g;2,2,3 simgesine sahiptir. Bu durumda,
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H(A,) N= T,§|T2=8%>= TS3=1 =Dj

olur.Burada = I, T,S, TS, TST, TSTS transversalini se¢ersek asagidaki

carpimlari buluruz.

IT. T “'=1, LS. § ~i=,

TT.1 1=] T.S. TS =,

S.T. TSTS ~! = STS3TS3T, S.8. 1 ~1=52,

TS.T. TST ~1 =1, TS.S. T ~1=TS2T,

TST.T. TS ~1 =1, TST.S. TSTS ~=I,

TSTS.T. § ~1 = TSTSTS3, TSTS.S. TST ~'=TSTS2TS3T.

Burada STS3TS3T ~! = TSTSTS? oldugundan, N normal alt grubunun
tiretecleri @; = TSTSTS?,a, = §%, a; = TS2T ve a, = TSTS2TS3T olarak

bulunur. Ayrica grup gdsterimi
_ 2
N=ay, @z, a3 a4 a3 *= a3 “= a, “=1

seklinde olur. Simdi Rienmann-Hurwitz formiiliinden N normal alt grubunun

simgesini bulalim.

_HN) o =
pHG . AN =6

3g-24 1—5 + 1—3 + 1—5 +2 .20
6 =

20-2+(1-D+1-P+1 .2

g = 0 elde edilir. O halde N normal alt grubunun simgesi (0;2 3, 2 ) olarak

bulunur. O
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3.1.4 Teorem: H(A,) Hecke grubu, 8 indeksli 3 tane normal alt gruba

sahiptir. Bu normal alt gruplar
i) N, = TSTS, TS2TS2, TS3TS?| —
ii) N, = TSTS3, TS2TS2, TS3TS| —
2

i _ 2 - -
[ll) N3 = 44, Az, agJ Ay, a5‘ as = a3 = dy4 = dsg = ]

4

bigimindedir. Ayrica bu alt gruplarin simgeleri sirasiyla; 0; 0 i |

0; 24,02 seklindedir.

Ispat: Eger N, H(A,) Hecke grubunun 8 indeksli normal alt grubu ise
H(A,)/N bslim grubu g,;2,4,2 , g2;2,44, g3:2,2,4 simgelerinden birine
sahiptir.

i) Eger H(A,)/N; bolim grubu g;;2,4,2 simgeliise
HAY/N; = T,§|T*=8*= TS ?=1 =D,

olur. Buradave = I,T,S,5% 83 TS,ST,TS? transversalini segersek asagidaki

carpimlar1 buluruz.

LT. T =]
L. I =,
8.T. 8T =1,

S2.T. TS? ~1 = S2TS2T,
S3.T. TS ~! = S3TS3T,
TS.T. S =1 = TSTS,
STT. S 1=1,

TSZ.T. §? ~! = TS?TS?,

IS. S t=1,

T.S. TS 1=1,

S.8. §2 “l=],

$2,8. §3 “l=1,

$38. I-1=1,

TS.S. TS? ~1=1,

ST.S. T ~! = STST,
TS2.S. ST ~1= TS3TS3,
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Burada S2TS2T ~1 = TS?TS?, S°TS3T, ~1 =TSTSve STST ~'=

TS3TS? oldugundan , Ny normal alt grubunun gdsterimi
N; = TSTS, TS?TS?, TS3TS?| —

olarak bulunur. Simdi Rienmann-Hurwitz formiiliinden N; normal alt grubunun

simgesini bulalim.

_#(Ng) ., o
a0y~ AN =8

29, —2+4 .21

8= 1 1
20-2+1-)+A-P+1 .2m

buradan g, = 0 elde edilir. O halde N; normal alt grubunun simgesi (0; © * ) olarak

bulunur.

if) Eger H(A,) /N, bolim grubu g,;2,4,4 simgeli ise,
HA)/N2 = T,S|T?=8*= TS *=1 =C;x (4

olur. Buradave = I, T,S,S2 83 TS, TS? TS? transversalini secersek asagidaki

garpmmlari buluruz.

IT. Tt =1, LS. S ~i=,
TT.171 =] T.S. TS ~i=,
S.T. TS ~1 = STS®T, S.S. §2 ~1=],
| S2.T. TS? ~1 = S2TS2T, §2.5. §3 ~1 =],
| §3.T. TS? ~1 = S3TST, §3.8. [ ~1=],
| TS.T. S -1 = TSTS?, TS.S. TS? ~1=1,
i TSZ.T. §% ~1=TS?TS2, TS2.S. TS ~1 =1,
TS3.T. §3 ~1 = TS?TS, T3S T 1= 1
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Burada S2TS®T ~! = TS?TS?, S3TST, "' =TS*TSve STST '=

TSTS? oldugundan , N, normal alt grubunun gdsterimi
N, = TSTS?, TS?TS?, TS3TS| —

olarak bulunur. Simdi Rienmann-Hurwitz formiiliinden N, normal alt grubunun

simgesini bulalim.

_H(N2) A0
MG R

2gy =2+ 2 2
20-2+(1-P+A-D+1 .2n

8=

buradan g, = 1 elde edilir. O halde N, normal alt grubunun simgesi (1; o 2 ) olarak

bulunur.
iii)  Eger H(A,)/N; boliim grubu gs;2,2,4 simgeliise
H(A,)/N; = T,S§|T?=8*= TS *=1 =D,

olur. Buradave = I, T,S, TS, TST, TSTS, TSTST, TSTSTS transversalini secersek

asagidaki carpimlar1 buluruz.

LT. T ~t=1, LS. § -1,
T.T. I -1=1, T.S. TS ~1=,
S.T. (TS)® "1 =ST($*T)%,  S.S. I ~1=S2,

TS.T. TST ~* =1, TS.S. T ~1 = TS?%T,

TSLT. TS %=1 TST.S. TSTS ~1=,

TSTS.T. TSTST 1 =], TSTS.S. TST ~1=TSTS2TS3T,
TSTST.T. TSTS ~*=], TSTST.S. TSTSTS ' =1,

TSTSTS.T. S =% = (TS)3TS3, (TS)3.S. TSTST ~* = (TS)2TS2T(S3T)2.

29
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Burada STS3TS3TS®T ~! =TSTSTSTS?® oldugundan N4 normal alt
arubunun diretecleri @, = TSTSTSTS?, a, = S, az = TST, a, = TSTS?TS’T
,as = (TS)*TS*T(S3T)? olarak bulunur. Buradan grup gdsterimi

2 e 2 — 2_I

— 2 _
N:= @, @3,83 04,05| a “= azg“= a,°= a5 °=

seklinde olur. Simdi Rienmann-Hurwitz formiiliinden N3 normal alt grubunun

simgesini bulalim.

©(N3) _ . _
m— HA, :N; =8

2g3'—2+2 .ZT[

8= 1 1
2.0“2+(1—§)+(1—Z)+1 2T

buradan g5 = 0 elde edilir. O halde N3 normal alt grubunun simgesi 0; 2 % , 0

olarak bulunur. O

3.1.5 Teorem: H(A,) Hecke grubu, 10 indeksli 1 tane normal alt gruba

sahiptir. Bu normal alt grup
— 2 - I - 3
N= ay, ay,a3 a4,8585] a3 = a3 °= a4 °= as°= a°=1

Ayrica bu alt grubun simgesi 0;2 3,00 2 seklindedir.

Ispat: Eger N, H(},) Hecke grubunun 10 indeksli normal alt grubu ise
H(A,)/N bdlim grubu g;2,2,5 simgesine sahiptir. Bu durumda,

H(,)/N= T,§|T2=52= TS =] =D,

olur.Burada = LT,S, TS, TST, TSTS, TSTST, TSTSTS, TSTSTST, TSTSTSTS

transversalini segersek asagidaki ¢arpimlart buluruz.
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LLF b IS. § ~1=],

TT. 1 t=1, T.S. TS ~1=],

S.T. (TS)* ~1 = ST(S3T)*,  S.S. I ~1=§2

TS.T. TST =1 =1, TS.S. T ~!=TS2T,

TSTT. T8 = TST.S. TSTS "1 =1,

TSTS.T. TSTST ~ = TSTS.S. TST ~'=TSTS2TST,

TSTST.T. TSTS ~! = TSTST.S. TSTSTS % =

TSTSTS.T. TSTSTST ~: =1, TSTSTS.S. TSTST ~! = (TS)ZTSZT(S3T)2

TSTSTST.T. TSTSTS X =1, TSTSTST.S. TSTSTSTS ~* =1,
(TS)*T. S 1= (TS)*TS3,  (TS)*.S. TSTSTST ~I=(TS)*TS2T(ST)3.

Burada ST(S3T)* ~! = (TS)*TS? oldugundan, N normal alt grubunun
firetecles o, = TSTSTSTS? e = 8%, @3 = T5°T, = TSTS*TS T 0y =
(TS)2TS?T(S3T)?, ag = (TS)3TS*T(S3T)? olarak bulunur. Ayrica grup gdsterimi

N: aq, Az, a'3, Ay, g, a6| ay 2= Cl3 = Q4 = (15
seklinde olur. Simdi Rienmann-Hurwitz formiiliinden N normal alt grubunun

simgesini bulalim.

p(N) N
O HA :N =10

2—2 45, 1—% +2 .27
10 =

2.0—2+(1~21-)+(1——)+1 2T

g = 0 elde edilir. O halde N normal alt grubunun simgesi (0;2 5,0 2 ) olarak

bulunur. &

31




3.1.6 Teorem: H(A,) Hecke grubu, 12 indeksli | tane normal alt gruba
sghiptir. Bu normal alt grup

- R e B 2 _ y - 2
N= a, @303 Q4,85 0,07] @ “= a3 °= a3 °= a5 °= as“= ay
=
Ayrica bu alt grubun simgesi 0;2 6,00 2 geklindedir.

Ispat: Eger N, H(A,) Hecke grubunun 12 indeksli normal alt grubu ise
H(A4)/N boliim grubu g;2,2,6 simgesine sahiptir. Bu durumda,

H(A,) /N= T,S|T2=S2= TS 6=1 =D,

olur. Burada
= {I,T,§, TS, TST, TSTS, TSTST, TSTSTS, TSTSTST, TSTSTSTS, TSTSTSTST,

TSTSTSTSTS} transversalini segersek asagidaki ¢arpimlar: buluruz.

LT.T t=1,

TT.1"1=],

S.T. (TS)® ~' = ST(S3T)S,
TS.T. TST ~1=1,

TST.T. TS ~1 =1,

TSTS.T. TSTST ~t =1,
TSTST.T. TSTS 1 =1,
TSTSTS.T. TSTSTST ~! =1,
TSTSTST.T. TSTSTS ~* =1,
(TS)AT. (TS)*T ~1=1,
(TS*T.T. (TS)* =1,
(TS)5.T. S ~'=(TS)5TS3,

LR 5§ %=l

TS, T L=],

S.S. I ~1=§2,

TS.S. T ~'=TS?T,

TST.S. TSTS ~* =1,

TSTS.S. TST ~'=TSTS2TS>T,

TSTST.S. TSTSIS L=,

TSTSTS.S. TSTST ~! = (TS)?*TS?T(S3T)?,
TSTSTST.S. TSTSTSTS ~' =1,

(TSIE8. TSTSTST ~L=(TS)*TS*T(83T)3,
(TS)*T.S. TSTSTST =1,

(TS)5.8. (TS)*T ~I=(TS)*TS2T(S*T)*.
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Burada ST(S3T)® ~1 = (TS)*TS%oldugundan, N normal alt grubunun
firetecleti gy, = TSTSTSTS? oy = 8%, a3 = TS*T.a, = TSTS?*TST, 0 =
(TS)2TSET(SPT)2, ag = (TS)*TS2T(SPT)?, @, = (TS)*TS2T(SPT)* olarak

bulunur. Ayrica grup gdsterimi

— 2 _ — —
N= a,, az,a3,a4,a5,a5,a7| tdp "= Q3 "= Ay "= g "= dg "= 0ay

=1

seklinde olur. $imdi Rienmann-Hurwitz formiiliinden N normal alt grubunun

simgesini bulalim.

u(N) o
e HA, :N =12

245 —2+56. 1—% +2 .27

12 = 7 7
20-2+(1-P+A-P+1 .2n

g = 0 elde edilir. O halde N normal alt grubunun simgesi (0; 2 © , o # ) olarak

bulunur. A

3.1.7 Teorem: H(A,) Hecke grubu, 14 indeksli 1 tane normal alt gruba
sahiptir. Bu normal alt grup

_ 2 2 _ 2 _
N= a az,a3‘a4,a5,a5,a7,a8] a, "= dz3 "= Q4 "= 43 "= Qg

= a72=

a82=I

Ayrica bu alt grubun simgesi 0;2 7 ,00 2 geklindedir.

Ispat: Eger N, H(},) Hecke grubunun 14 indeksli normal alt grubu ise
H(A,) /N bolim grubu g;2,2,7 simgesine sahiptir. Bu durumda,

H(,) N= T,S|T?=§2= TS 7=1 =D,
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olur. Burada
= §1.T, 8, TS, TST,; TSTS; TSTET, TSTSTS, TSTSTST, TSTSTSTS, TSTSTSTST,

TSTSTSTSTS, TSTSTSTSTST, TSTSTSTSTSTS} transversalini secersek asagidaki

¢arpimlari buluruz.

LT. T 1=1,

T.T.1 1=

S.T. (TS)® ~* = ST(S*T)5,
TS.T. TST ~1 =

TST.T. TS ~1=

TSTS.T. TSTST ! =
TSTST.T. TSTS ~t=1,
TSTSTS.T. TSTSTST ~* =
TSTSTST.T. TSTSTS ~! =
(TS)A.T. (TS)*T ~t =],
(TS)*T.T. (TS)* ~* =],
(TS)S.T. (TS)ST ~L=1,
(TS)ST.T. (TS)® ~ =],
(TS)6.T. (TS)ST ~t=1,
(TS)6T.T. (TS)6 ~'=,
(TS)E.T. S ~1=(TS)*TS3,

Burada ST(S3T)® =1 = (TS)®TS? oldugundan, N normal alt grubunun
iiretecleri a; = TSTSTSTS3, a, = S2, a3 = TS?T ,a, = TSTS?TS?T, a5 =
ag = (TSPETST(S®TYS, @, = (TS)*TS2T(SST)Y, ag =

(TS)?TS*T(S°T)?,

LS. § 7t =1,

T.8 T8 ~t=

S.S. I _1=SZ,

TS.S. T ~'=TS*T,

TST.8. TSTS ~t=1,

TSTS.S. TST ~'=TSTS2TS3T,
TSTST.S. TSTSTS ~' =

TSTSTS.S. TSTST ~L= (TS)ZTSZT(SE‘T)Z,

TSTSTST.S. TSTSTSTS ~* =1,

(TS)*.S. TSTSTST ~1=(TS)3TS2T(S°T)?,

(TS)*T.S. TSTSTST ~=I,

(TS)S.S. (TS)*T ~i=(TS)*TS2T(S3T)%,

(TS)5T.S. TSTSTST ~1=,

(TS)6.S. (TS)ST ~'=(TS)>TS2T(S?T)5,

(TS)6T.S. (TS)? ~=,

(TS)?.S. (TS)ST ~1=(TS)STS2T(ST)".

(TS)>TS?T(S3T)" olarak olarak bulunur. Ayrica grup olarak bulunur.

N = a4y, az, a3. Ay, as,aﬁ, a7, agl

a,?2= a3 2= qa, %=

2 _ 2=I

= 0y = dg
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seklinde olur. Simdi Rienmann-Hurwitz formiiliinden N normal alt grubunun

simgesini bulalim.

H(N)
—_—_—= A, N =14
HHOY) - M

2g—324 7 1—% +2 .21

14 = - :
20-2+(1-5)+(1-pP+1 .2m

g = 0 elde edilir. O halde N normal alt grubunun simgesi (0;2 7,00 2 ) olarak

bulunur.(d

3.1.8 Teorem: H(A,) Hecke grubu, 16 indeksli 0 cinsli 1 tane normal alt
gruba sahiptir. Bu normal alt grup

- -
N= a, az,a3,a4,a5,a6,a7,a3,a9| a; "= d3 "= 044 "= 45 "= g

2 —

% == Qg = a92=l

2

Ayrica bu alt grubun simgesi 0;2 8 ,00 %  seklindedir.

Ispat: Eger N, H(A,) Hecke grubunun 16 indeksli normal alt grubu ise
H(A4) /N béliim grubu g; 2,2,8 simgesine sahiptir. Bu durumda,

H(A,) N= T,S|T2=52= TS8=1 =Dy

Burada
={I,T,S, TS, TST, TSTS, TSTST, TSTSTS, TSTSTST, TSTSTSTS, TSTSTSTST,

TSTSTSTSTS, TSTSTSTSTST, TSTSTSTSTSTS, TSTSTSTSTSTST, TSTSTSTSTSTSTS}

transversalini segersek asagidaki carpimlar: buluruz.
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IT. T =

TT. 1 1=1,

S.T. (TS)” ~* = ST(S3T)’,
TS.T. TST ~t =

TST.T. TS ~1 =

TSTS.T. TSTST ~1=1,
TSTST.T. TSTS ~L=1,

TSTSTS.T. TSTSTST ~* =1,
TSTSTST.T. TSTSTS ~* =1,

(TS)AT. (TS)T ~t=1,
(TSUT.T. (TS)* =1,
(TS)5.T. (TS)’T ~t =1,
(TSST.T. (TS)® ~* =1,
(TS).T. (TS)eT ~t =1,
(TS)PT.T. (TS)e =t =1,
(TS)”.T. S ~1=(TS)TS3,

1S. S =1,

T.S. TS ~1=

S.S. [—1=sz,

TS.S. T ~1=TS2T,

TST.S. TSTS ' =1,

TSTS.S. TST ~1=TSTS2TS3T,
TSTST.S. TSTSTS ~* =

TSTSTS.S. TSTST ~! = (TS)ZTSZT(S3T)2,
TSTSTST.S. TSTSTSTS ~ =1,
(TS)%.S. TSTSTST ~*=(TS)3TS2T(S3T)?
(TS)*T.S. TSTSTST ~! =

(TS)5.S. (TS)*T ‘1:(TS)4TSZT(S3T)4,
(TS)ST.S. TSTSTST ~'=I,

(TS)6.S. (TS)ST ~1=(TS)STS2T(S3T)S,
(TS)ST.S. (TS)” 1 =1,

(TS)7.S. (TS)ST ~1=(TS)STS2T(S3T)®.

Burada STS3TS3TS3TS3T ~* = TSTSTSTSTS? oldugundan, N normal alt

grubunun iiretegleri a; = TSTSTSTS3, a;, = $?, a3 = TS?T ve ay = TSTS*TS?T,

as = (TS)2TS?T(S?T)?, ag = (TS)3TST(S3T)3, a; = (TS)*TS*T(S’T)*, ag =
(TS)STS?T(S3T)®, ag = (TS)®TS?T(S3T)® olarak olarak bulunur. Ayrica grup

gosterimi

_ 2 _ - o
N= ay, 0,,a3 04,05,04,07,88, 09| Az "= a3 °= a4 °= a5 °= ag

2 2 e

= a-;,v = g = a92=1

seklinde olur. Simdi Rienmann-Hurwitz formiiliinden N normal alt grubunun

simgesini bulalim,

p(N) H 2,

wHGyy - T hecN =16
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dg—T8. 1—% +2 .21

16 = 1 1
2'0_2+(1_-Z)+(1_Z)+1 2T

g = 0 elde edilir. O halde N normal alt grubunun simgesi (0; 2 8 , o 2 ) olarak

bulunur.d

3.1.9 Teorem: H(A,) Hecke grubu, 18 indeksli 1 tane normal alt gruba
sahiptir. Bu normal alt grup

& = 2

— 2 — = 2
N = a,, 03,803, 04,05,86,07,05,09,A19| Q2 “= A3 °= A = @

= a62= a72: {'.IBZ: a92= alozzl

Ayrica bu alt grubun simgesi 0;2 % ,00 2 geklindedir.

Ispat: Eger N, H(A,) Hecke grubunun 18 indeksli normal alt grubu ise
H(A4) /N béliim grubu g;2,2,9 simgesine sahiptir. Bu durumda,

H(A) N= T,8|T2=52= TS °=1 =D,

olur. Burada

= {1, T,S, TS, TST, TSTS, TSTST, TSTSTS, TSTSTST, TSTSTSTS, TSTSTSTST,
TSTSTSTSTS, TSTSTSTSTST, TSTSTSTSTSTS, TSTSTSTSTSTST, TSTSTSTSTSTSTS,

TSTSTSTSTSTSTST, TSTSTSTSTSTSTSTS} transversalini se¢ersek asagidaki

carpimlari buluruz.

IT. T t=1, 1S. S 1=1,
TT. 1 1=1, T.S. TS t=1,
S.T. (TS)® 1 = ST(S*T)®,  S.S. I ~1=S2,
TS.T. TST ~t =1, TS.S. T ~1=TS2T,
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TTT, T8 L=,

TSTS.T. TSTST ~* =1,
TSTST.T. TSTS ~t=1,
TSTSTS.T. TSTSTST ~* =1,
TSTSTST.T. TSTSTS ~* =1,
(TS)*.T. (TS)*T ~t =1,
(TS)*T.T. (TS)* ~1=],
(TS)S.T. (TS)°T ~* =],
(TS)ST.T. (TS) ~1=1,
(55T, (TS)ST =1,
(TS)T.T. (TS)¢ ~ =1,
IS 9T =1,
(TS)’T.T. (TS)” ~* =1,
(TS)8.T. S ~1=(TS)BTS3,

TST.S. TSTS ~* =1,

TSTS.S. TST ~=TSTS?TST,

TSTST.S. TSTSTS ~1 =1,

TSTSTS.S. TSTST ~1 = (TS)?TS2T(S3T)?,
TSTSTST.S. TSTSTSTS ~* =1, |
(TS)L.S. TSTSTST ~I=(TS)3TS2T(S3T)3,
(TS)*T.S. TSTSTST ~* =1,

(TS)®.S. (TS)*T ~=(TS)*TS*T(S3T)*,
(TS)°T.S. TSTSTST ~ =1,

(TS)5.8. (TS)°T ~I=(CT8)°*TS*T(S*T)",
(TS)ST.S. (TS)7 *=1,

(TS)7.S. (TS)ST ~1=(TS)STS2T(ST)S,
(TS)’T.S. (TS)® =1,

(TS)2.S. (TS)’T ~*=(TS)"TS>T(ST)”.

Burada ST(S3T)® ~* = (TS)®TS? oldugundan, N normal alt grubunun I
tiretecleri @; = TSTSTSTS?, a, = S%, ag = TS*T ve a, = TSTS?TS3T , a; = !
(TS)2TS2T(SPTYZ, ag = (TS)3TS?T(SPTY®, ay = (TS)*TS?T(S3T)Y, ag =
(TS)STS2T(SPT)S, @y = (TS)STSZT(S3 TS, ayo = (TS)7TSZT(SPT)” olarak

bulunur. Ayrica grup gosterimi

_ 2 _
N = ay, 43,05 A4,05,06,07,05,09,019]| Ay “= a3z "= a4 “= g

2=

= g 2= gs Re gt Gy 2=l

seklinde olur. Simdi Rienmann-Hurwitz formiiliinden N normal alt grubunun

simgesini bulalim.

pN) o
PTCTE) B
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1
18

20-2+(1-D+A-D+1 .2n

D249, +2 .2m

18 =

g = 0 elde edilir. O halde N normal alt grubunun simgesi (0;2 ? , o0 2 ) olarak

bulunur.d

3.1.10 Teorem: H(A,) Hecke grubu, 20 indeksli O cinsli 1 tane normal alt

gruba sahiptir. Bu normal alt grup

:
-!
:
=
g
|

& s -

_ o 2
N = @y, 03,03 Q4,a5,04,07,08,09,810, 11| Az °= a3z °= 04 “= 0as

R TR T e
T TR RS

2

= dg = a5 # =

ag?= ag = a;p’= ay ?=1
Ayrica bu alt grubun simgesi 0;2 1% ,00 2 seklindedir.

ispat: Eger N, H(),) Hecke grubunun 20 indeksli normal alt grubu ise
H(A4)/N béliim grubu g;2,2,10 simgesine sahiptir. Bu durumda,

H() /N= T,S|T?=S2= TS0 =1 =D,,

olur. Burada

={L,T,S, TS, TST, TSTS, TSTST, TSTSTS, TSTSTST, TSTSTSTS, TSTSTSTST,

TSTSTSTSTS, TSTSTSTSTST, TSTSTSTSTSTS, TSTSTSTSTSTST, TSTSTSTSTSTSTS}

transversalini segersek asagidaki ¢arpimlari buluruz.

LT. T ~1=1, LS. S ~1=,
TT. 11 =1, T.S. TS ~1=I,
S.T. (TS)® ~1 = ST(S?T)°,  S.S. I ~1=§2,

TS.T. TST ~1 =1,
TST.T. TS ~1 =1,
TSTS.T. TSTST ~1 =1,

TS.S. T ~1=TS?T,
TST.S. TSTS ~1=I,
TSTS.S. TST ~1=TSTS2TS>T,
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TSTST.T. TSTS =1, TSTST.S. TSTSTS 1 =],

TSTSTS.T. TSTSTST 1 =1, TSTSTS.S. TSTST ~! = (TS)2TS2T(S*T)%,

TSTSTST.T. TSTSTS ~* =1, TSTSTST.S. TSTSTSTS ~' =1,

PEEYST: (IR = (TS)*.S. TSTSTST ~1=(TS)3TS2T(S3T)3,
(TS)*T.T. (TS)* 1=1, (TS)*T.S. TSTSTST ~* =1,

(I8)E.T. {IS)*T =1 (TS)5.S. (TSY*T ~1=(TS)*TS?*T(S°T)%,
(TS)ST.T. (TS)° ~1 =1, (TSIPTE, TSIRIST 4=

(TS)C.T. (TS)ST "1 =1, (TS)8.S. (TS)ST ~1=(TS)>TS*T(S3T)%,
(TSIPLT. [(IH)F L=l (TS)T.S. (TS)” L =1,

(TS)”.T. (TS)’T " =1, (TS)7.S. (TS)®T ~I=(TS)®TS?T(ST)S,
(TSY’T.T. [T8)? =], (IS)’T:S. (TS)® L =1,

(TS)E.T. (TS)®T ~*=1, (TS)8. (TSPPT ~={TS)"TST(5°TY7,
(TS)PT.T. (185)8 1=1, (TSPT.S. (T8)? =1,

(TS)°.T. S ~1=(TS)°TS3, (TS)2.S. (TS)BT ~1=(TS)®TS2T(S3T)S.

Burada ST(S3T)? ~' = (TS)°TS? oldugundan, N normal alt grubunun

iiretecleri a; = TSTSTSTSS, a; = §2, a3 = TS?T, a, = TSTS?*TS?T, as =
(TS)2TS2T(ST)Z, ag = (TS)3TST(SPT)?, @y = (TS)*TSPT(S’T)?, ag =
(TS)STS2T(S3T)S, ag = (TS)STS?T(S3TE, azp = (TS)’TSZT(S*T), ags =
(TS)BTS2T(S3T)8 olarak bulunur. Ayrica grup gdsterimi

= - -
N = a4, a3, a3 a4, @5,0¢,07, g, Gy, A1, Q11| @3 = a3 “= a4 ° =

= a’= a;’= ag’= ag’= @ ’= a5 *=1

seklinde olur. $Simdi Rienmann-Hurwitz formiiliinden N normal alt grubunun

simgesini bulalim.

u(N) L
SO HA, :N =20
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29 — 2 + 10. 1—% +2 .2m

20 = T :
20-2+(1-5)+(1-P+1 .2n

g = 0 elde edilir. O halde N normal alt grubunun simgesi (0; 2 19 , o0 2 ) olarak

bulunur.d

3.1.11 Teorem: H(A,) Hecke grubu, 22 indeksli 1 tane normal alt gruba

sahiptir. Bunormal alt grup

— 3o 7 2
N = a,, a;, a3 a4,05,06,07,05,0g, 019,011, 012| A “= a3 °= a4
_ 2 _ 2 _ P B 2 _ 2 _ 2
= s "= Qg "= Gy "= Qg "= 49 "= Qi "= dy
= Q3 2=7

Ayrica bu alt grubun simgesi 0;2 2,00 ?  geklindedir.

Ispat: Eger N, H(\,) Hecke grubunun 22 indeksli normal alt grubu ise
H(A4)/N bélim grubu g;2,2,11 simgesine sahiptir. Bu durumda,

H(A,) /N= T,S|T?=§2= TS =] =Dy,

olur. Burada
={1,'T,8, TS, TST; TSTS, TSEST, TSTSTS, TSTSIST, TSTSTHIS, TSTSTSTST,

TSTSTSTSTS, TSTSTSTSTST, TSTSTSTSTSTS, TSTSTSTSTSTST, TSTSTSTSTSTSTS,

TSTSTSTSTSTSTST, TSTSTSTSTSTSTSTS} transversalini segersek asagidaki

¢arpimlart buluruz.

ILT.T =], IS. S 1=],
T.T.1 =], T.S. TS 1 =1,
S.T. (TS)1® - = ST(S’T)2?, S.S. I ~1=§2,
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TR I 2=

TST.T. TS ~* =1,

TSTS.T. TSTST ~* =1,
TSTST.T. TSTS =1,
TSTSTS.T. TSTSTST ~* =1,
TSTSTST.T. TSTSTS =1,
(TSPET. [(TSit1 =1,
BIEVIT. I =1
(IS)E 1. (TSPPT =],
{TSYPLT. (15> = =1,
(TS)..T. (TS)°T ~1 =1,
(TS)6T.T. (TS)® ~1 =1,
(TS)”.T. (TS)’T ~*=1,
(ISFINT. (T8)" 2 =1,
(IS8T [ISI°T 2t =1,
{TS)®T.T. (TS)® ~2=],
(TS)°.T. (TS)°T =1,
CTSY°TET. ISy =]
(TS0 T. S ~1=(TS)1°TS?,

TS.S. T ~1=TS?T,

TST.S. TSTS ~* =1,

TSTS.S. TST ~'=TSTS2TS3T,

TSTST.S. TSTSTS ~1 =1,

TSTSTS.S. TSTST ~* = (TS)2TS2T(S3T)?,
TSTSTST.S. TSTSTSTS ! =1,

(TS)*.S. TSTSTST ~1=(TS)3TS2T(S3T)3,
(TS)*T.S. TSTSTST ~* =1,

(TS)5.S. (TS)*T ~'=(TS)*TS2T(S*T)*,
(TS)ST.S. TSTSTST ~* =1,

(TS)E.S. (TS)ST ~1=(TS)*TS2T(ST)5,
(TS)ST.S. (TS)? =1,

(TS)”.S. (TS)6T ~1=(TS)*TS2T(S3T)S,
(TS)’T.S. (TS)E ~t=1,

(TS)B.S. (TS)’T ~*=(TS)’TS2T(S3T)’,
(TS)®T.S. (TS)° ~1=1,

(TS)2.S. (TS)BT ~1=(TS)BTSZT(S3T)?,
(TS)°T.S. (TS)*° -1 =1,

(TS)10.8. (TS)°T ~1=(TS)*TS2T(ST)°.

Burada ST(S3T) 1 = (TS)'TS? oldugundan, N normal alt grubunun
tiretecleri a; = (TS)'°TS3, a, = §2, ag = TS?T ve a, = TSTS®*TS3T, as =
(TS)2TS2T(S3T)?, ag = (TSYTS2T(S3T)3, @y = (TS)*TS?T(S’T)*, ap =
(TS)STS2T(S?T)5, 2 = (TS)STSET(S3 TS, ayq = (TS) TSET(ST)’, ayy =
(TS)ETS2T(S3T)® ,a,, = (TS)°TS*T(S3T)? olarak bulunur. Ayrica grup gésterimi

- 2 _ 2 2
| N = ay, a3, a3, A4, A5, Ag, A7, Ag, Ag, A1, Q11,012 Az “= a3 = ay
| — 2 _ 2 - 5 2 _ 2 2
| = 4y "= Qg "= Q7 "= 4g "= Q9 "= Ggg "= dng
! - alz 2 = I
|

seklinde olur. Simdi Rienmann-Hurwitz formiiliinden N normal alt grubunun

simgesini bulalim.
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p(N)

A(HOy) AN =22

29— 2 +11. 1—% +2 .2m

22 = T .
20-2+(1-3)+(1-P+1 .2m

g = 0 elde edilir. O halde N normal alt grubunun simgesi (0; 2 ** , o0 2 ) olarak

bulunur.&d

3.1.12 Teorem: H(A,) Hecke grubu, 24 indeksli O cinsli 1 tane normal alt
gruba sahiptir. Bu normal alt grup

— 2 _
N = a4, a; a3 a,,as, a6, 07,05, g, A1, A11,A12, Q43| Az “= A3 “°= a4

i o 2 e Bt -

_ — 2 _ 2
= 05 " = 4g a7 g Qg Qi " = Q11

= a3 %= a3 2 =1
Ayrica bu alt grubun simgesi 0; 2 2 ,c0 2 seklindedir.

Ispat: Eger N, H(A,) Hecke grubunun 24 indeksli normal alt grubu ise
H(A,)/N bolim grubu g;2,2,12 simgesine sahiptir. Bu durumda,

HO,) /N= T,§|T?=S2= TS 2=] =D,

olur. Burada
= {1, T,S, TS, TST, TSTS; TSTST, TSTSTS, TSTSTST, TSTSTSTS, TSTSTSTST,

TSTSTSTSTS, TSTSTSTSTST, TSTSTSISTSTS, TSTSTSTSTSTST, TSTSTSTSTSTSTS,
TSTSTSTSTSTSTST, TSTSTSTSTSTSTSTS}

olur.
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,,,,,,,

IT. T '=

TT. I 1=1,

S.T. (TS 1 = ST(S3T)14,
TS.T. TST ~1=1,

TST.T. TS ~* =1,

TSTS.T. TSTST ~* =
TSTST.T. TSTS ~t=1,

TSTSTS.T. TSTSTST 1 =1,
TSTSTST.T. TSTSTS ~* =1,

oy A e
(TS)*T.T. (TS)* ~1 =1,
(TS)°.T. (TS)°T ~1=,
(TSI (TS5~
(TS)E.T. (TS)ST =,
(TS)’T.T. (TS)E 1=,
(TS)”.T. (TS)’T ~'=,
(TS)’T.T. (TS)” ~'=I,
(IS8T, (TS~
(TS)BT.T. (TS)® ~'=I,
(TS)°.T. (TS)°T ~=I,
(TS)°T.T. (TS)® ~1=I,
(TSY.1. (TS)ter ~i=g,
(TS)!T.T. (TS)0 ~1=I,
(TS)L.T. S ~1=(TS)''TS3,

Bu transversali segersek asagidaki carpimlari buluruz.

IS. S 1=1,

TS. TS 1=

S.S. 1-1=52,

TS.S. T ~1=TS2T,

TST.S. TSTS ~L =

TSTS.S. TST -1=TST52TS3T,
TSTST.S. TSTSTS ~' =

TSTSTS.S. TSTST ~!= (TS)ZTSZT(SST)Z,

TSTSTST.S. TSTSTSTS ~* =1,
(TS)*.S. TSTSTST ~i=(TS)3TS2T(S3T)3,
(TS)*T.S. TSTSTST ~* =1,

(TS)5.S. (TS)*T ~1=(TS)*TS2T(S3T)*,
(TS)ST.S. TSTSTST ~=I,

(TS)5.8. (TS)ST ~1=(TS)STS2T(S?T)%,
(TS)ET.S. (TS)” ~'=I,

(TS)?.S. (TS)ST ~1=(TS)STSZT(S3T),
(TS)’T.S. (TS)® ~1=I,

(TS)E.S. (TS)’T ~1=(TS)’TS2T(S*T)’,
(TS)BT.S. (TS)? ~1=l,

(TS)%.S. (TS)ET ~I=(TS)BTS2T(SPT)®,
(TS)°T.S. (TS)1® 1=,

(TS)0.S. (TS)°T ~I=(TS)°TSZT(S3T)°,
(TS)IOT.S. 1 i<,

(TS)IS. (TS)IOT ~1=(TS)OTS2T(S3T)™.

Burada oldugundan ST ST ' =2 = TS **TS3, N normal alt grubunun

tiretecleri ¢, = TS TS3,a, = S%, a3 = TST ve a, = TSTS?TS3T , as =
(TS)2TSPT(SSTY2, ag = (TS)*TS2T(S*T)?, @y = (TS)*TS?T(SST)* , ag =
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(TS)STS2T(S3T)S, ag = (TS)PTS2T(S3 TS, ayp = (TS)7TS2T(S3T)7, ayy =
(TS)BTS2T(S3T)E, ay, = (TS)?TS2T(S3T), ay3 = (TS)PTS2T(S3T)O olarak

bulunur. Ayrica grup gdsterimi

— 2 _ 2 _ 2
N = a4, ay, a3 ay, as, ag, A7, dg, Ag, A1g, 11,012, 813| Az “= a3 °= a4
_ 2 2 Do 2 _ B 2. 2
= dg "= dg a; °= (g "= Qg "= Q19 "= Q11
— 8 __ 2 _
= Q3 "= ag3 “=1

seklinde olur. Simdi Rienmann-Hurwitz formiiliinden N normal alt grubunun

simgesini bulalim.

#(N)

e e e T e T

= HA, :N =24
u(H()) *
il |
2g—2+12. 1-5 +2 .2m q
i

24 =

20-2+(1-P+(A-P+1 .2

e e e

g = 0 elde edilir. O halde N normal alt grubunun simgesi (0; 2 12, 0 2 ) olarak

bulunur.d

|
Teorem 3.1.13: H().,) Hecke grubunun grubu m = 3 olmak lizere 2m
|

indeksli 0 cinsli normal alt grubu

- - 2 - SR - 3
N= ay, a3,03 Q4 Qppq| a2 °= @3 °= a4 "= Gpyq “ =1

Ayrica bu alt grubun simgesi 0;2 ™ ,00 *  seklindedir.

Ispat: Eger N, H(),) Hecke grubunun 2m indeksli normal alt grubu ise
H(A4)/N bolim grubu g; 2,2, m simgesine sahiptir. Bu durumda,

HQ\) /N= T,S|T?=82= TS™=] =D,
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olur.Burada = {I,T,S, TS, TST, TSTS, TSTST, ..., (TS)™"} transversalini segersek AJ

asagidaki carpimlarn buluruz.

IT. T "' = LS. § =,

TT, I Tl T.S. TS ~1=I,

S.T. (TS)™* -1 = ST(S3T)™1, S.8. 1 ~1=32, i_’!
TS.T. TST ~* =1, TS.S. T ~'=TS?T,

TST.T. TS ~t =1, TST.S. TSTS ~'=I,

TSTS.T. TSTST ~% = TSTS.S. TST —1=TST52T53T,

TSTST.T. TSTS ~* = TSTST.S. TSTSTS ~* =1,

TSTSTS.T. TSTSTST ~* = TSTSTS.S. TSTST = = (TS)2TS?T(S>T)?,
TSTSTST.T. TSTSTS ~*=1,  TSTSTST.S. TSTSTSTS ~* =

(TS)AT. (TS)*T ~1 =1, (TS)*.S. TSTSTST ‘1=(TS)3TSZT(S3T)3,
(TS)*T.T. (TS)* ~1=1, (TS)*T.S. TSTSTST ~ =

(TS)S.T. (TS)ST ~ =1, (TS)5.S. (TS)*T “1:(TS)4TS T(S3T)*,

(TH™LT. § TI=(TSH™'TS3, (TS)™LS. (TS)™ 2T ~1=(TS)™ 2TS2T(S3T)™ 2,

Burada oldugundan (ST $3T ™~1)~1 = (TS)™"1TS3, N normal alt grubunun
tiretecleri a; = (TS)™ 'TS?,a, = S?, as = TS®T ve a, = TSTS?TS®T, a5 =
(TS)2TS?T(S3T)2...., Gyt = (TS)™ 2TS2T(S3T)™ 2 olarak bulunur. Ayrica grup

gbsterimi

- - S - - Z .
N= ay 03,83 Qg -, Qy1| Q2 “= A3 °= A “=.0.= Quyq “ =1

seklinde olur. Simdi Rienmann-Hurwitz formiiliinden N normal alt grubunun

simgesini bulalim.

#(N)

m= H?L,;:N =2m
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2g—24m. 1—%— +2 .2m
2m =

20-2+(1-D+(1-p+1 .2n

g = 0 elde edilir. O halde N normal alt grubunun simgesi (0; 2 ™ , e 2 ) olarak

bulunur.Od
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4. SONUCLAR

Bu ¢alismada H(,,) Hecke grubunun sonlu normal indeksli alt gruplarmdan
bahsedilmistir. H(A,) Hecke grubunun sonlu indeksli normal alt gruplarinin sayisi
Conder’ in makalesinde verilmistir, [13]. Bu tezde sayilart bilinen bu normal alt

gruplarin iiretegleri, grup gésterimleri ve simgeleri bulunmustur.

Tezin esas kismi olan 3. Boliimde H(A,) Hecke grubunun 2 den 24 indekse
kadar olan normal alt gruplarmin iiretecleri, grup gosterimleri ve simgeleri
gosterilmistir. Elde edilen sonuglar ile cinsi 0 olan normal alt gruplar 3.1.13

teoremde genel olarak ifade edilmistir.
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