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OZET

BAZI ONEMLI MONOID GENISLEMELERI

Ahmet EMIN
Balikesir Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

(Yiksek Lisans Tezi/ Tez Danigmani : Dog. Dr. Firat ATES)

Balikesir, 2011

Bu ¢aligmada bazi 6nemli monoidlerin genislemeleri tizerinde durulmus ve bu
genislemelerin sunuslarinin nasil elde edilecedi incelenmistir. Bu tez bes boliimden
olusmaktadir.

Birinci boliimde serbest monoidler incelenmis ve temel Ozellikleri ile ilgili
hatirlatmalar yapilmistir.

Ikinci boliimde, monoidlerin yari direkt ¢arpimmin ve Wreath carpim
sunuslarma yer verilmistir.

Ucgiincii boliimde, Bruck-Reilly genislemesi, Schiitzenberger ¢arpim, monoid
iizerinde Schiitzenberger ¢carpiminin yeni versiyonu ve bu yeni versiyonun sunusu
tanimlanmistir. Ayrica bu yeni carpimin regiilerlik 6zelligi lizerinde durulmustur.
Ayrica monoidlerin gii¢lii yarilatisleri ve Rees matris yarigruplarinin sunuslarina yer
verilmistir.

Dordiincii boliimde, monoidlerin ¢ift yonlii ¢arpimi tanimlanmig ve bu
carpimin sunusu verilmistir.

Besinci boliimde, Bruck-Reilly genislemeleri daha da genellestirilerek
Genellestirilmis Bruck-Reilly* genislemesi kavramina ve bunlarin sonuglarina
deginilmistir.

ANAHTAR SOZCUKLER: Monoid, Yar1 Direkt Carpim, Bruck-Reilly

Genislemesi, Schiitzenberger Carpim, Monoidlerin Giiclii Yarilatisleri.



ABSTRACT

EXTENSIONS OF SOME IMPORTANT MONOIDS

Ahmet EMIN
Balikesir University, Institute of Science

Department of Mathematics

(M. Sc. Thesis / Supervisor : Assoc. Prof. Dr. Firat ATES)

Balikesir - Turkey, 2011

This study, generally concerns about the extensions of some important
monoids extensions and how to obtain these presentations for these extensions. The
thesis consists of five main chapters.

In the first chapter we examine free monoids and recall their fundamental
properties.

In the second chapter, we study on the presentations of the semidirect and
wreath product of monoids.

In the third chapter, we give the presentations for the Bruck-Reilly Extension,
the Schiitzenberger Product, the new version of schiitzenberger product of monoids
and give the presentation of it. Also we examine the regularity property of this new
product. Next, we give the presentations of Strong Semilattices of monoids and Rees
Matrix Semigroups.

In the fourth chapter, we define the two-sided product of monoids and we
give the presentation of it.

In the fifth chapter, Bruck-Reilly Extension has been developed and the
concept of the Generalized Bruck-Reilly* Extension and its results have been

mentioned.

KEY WORDS: Monoid, Semidirect Product, Bruck-Reilly Extension,

Schiitzenberger Product, Strong Semilattice of Monoids, Rees Matrix Semigroup.
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SEMBOL LiSTESI
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Birim elemani igeren yarigrup

Tamsayilar Kiimesi

Pozitif Tamsayilar Kiimesi

Her bir bileseni negatif olmayan tam sayilardan olusann X n
tipindeki matrislerin kiimesi

M monoidinin biitliin endomorfizmalarmnin kiimesi

K ile A monoidinin yar1 direkt ¢arpimi

A nin B nin mertebesi kadar kendisi ile kartezyen carpimi

B —» A fonksiyonunun sonlu destege sahip olanlarin kiimesi
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AwrB A nin B ile olan Wreath ¢arpimi

AOB A nin B ile olan Schiitzenberger Carpimi
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GBR*(T; B,y,u) T nin u eleman1 ve B, y homomorfizmalari ile olusturulmusg

genellestirilmis Bruck-Reilly Genislemesi

O Ispatlarin sonuna konur.

Bu c¢alismada herhangi bir x elemaninin bir f fonksiyonu altindaki goriintiisii

soldan, yani xf formunda gosterilecektir. Ayrica iki fonksiyonun bilegkesi
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1. GIRIS

Bu tez calismasinin bu bdliimiinde tezin diger boliimlerinde genel olarak
kullanilacak bazi temel tanim ve teoremlere yer verilmistir. Bu bolimde ilk dnce
serbest monoidler incelenmis olup kelime yapismna deginilmistir. Daha sonra ise
genel anlamda monoid sunuglarinm yapist tanitilmistir. Bu konuyla ilgili daha

ayrintili bilgiler [1], [2] ve [3] kaynaklarindan elde edilebilir.

1.1 Serbest Monoidler

X bostan farkli bir kiime olsun. X’in her bir elemanina harf denir. Ayrica

n€N,x; € Xvel <i < nolmak iizere
X1X3 «0n Xp

ifadesine X Tlizerinde bir kelime denir ve w ile gosterilir. w kelimesinin
baslangi¢ harfi r(w) = x, ve bitis harfi de t(w) = x, bigimindedir. Burada

n = 0 ise bog kelime elde edilir ve 1 ile gosterilir.

o ve u, X kiimesi lizerinde iki kelime olsun. ® ve u kelimelerinin ¢arpimi, ®
kelimesinin arkasina u kelimesini yazarak elde edilir ve bu carpim ou bi¢iminde

gosterilir.
Bos olmayan bir kelime iizerinde asagidaki islemler tanimlanabilir:

i) Herhangi bir kelime i¢cindeki 1 bos kelimesi silinir. Yapilan bu isleme,

kelime tlizerindeki indir geme islemi denir.

1



ii) Herhangi bir kelime igerisine 1 bos kelimesi eklenebilir. Yapilan bu

isleme ekleme iglemi denir.

1.1.1 Tanim : M bir monoid ve X de bu monoidin tirete¢ kiimesi olmak tizere
X* kiimesi X iirte¢ kiimesindeki elemanlarla olusturulan en az bir uzunluklu
kelimelerin kiimesi olarak tanimlanir. X* kiimesini, X* = XT U {1} kiimesi ile
tanimlayalim. Buradaki “1” M monoidinin birim elemanidir.
X1, X2, iy Xps V1, Voo o Ym €EX, (m,m € N) olsun. Ayrica o, , € X* i¢in,

W =X X,..X

n 2

W, =Y, »,...y, kelimeleri arasindaki islem

107 = (X1X5 0. X)) V1V2 . Yim) = X1X2 e XnV1V2 oo Yim

biciminde tanimlansin. Kelimeler arasinda tanimlanan bu isleme gére X* bir monoid

olusturur ve olusan bu monoide serbest monoid adi verilir ve F(X) ile gosterilir.

1.2 Monoid Sunusu

X bostan farkl1 bir kiime (Urete¢ Kiimesi) ve Rc X* X X* olacak sekilde R alt

kiimesi (bagint1 kelimelerinin bir kiimesi) olsun. Bu durumda

¢y =X :R]

ikilisine bir monoid sunusu denir. Eger X ve R kiimelerinin her ikisi de sonlu ise
§ 5, sunusu da sonludur.
Simdi, asagida verilecek teoremde Onemli bir yer olusturan “kongruans”

terimini aciklayalim:

M bir monoid ve p, M iizerinde bir denklik bagintis1 olsun. Her x,y,s €
Migin (x,y) € p=> (xs,ys) € p oluyor ise p bagntisina bir sag kongruans

bagmntisy, (x,y) € p = (sx,sy) € p oluyor ise p bagmntisina bir sol kongruans



bagintis1 denir. Eger p bagintis1 hem sag hem de sol kongruans oluyor ise bu p

bagintisina kongruans bagintisi denir.

1.3.1 Teorem [4] : M bir monoid, X de M i¢in bir iirete¢ kiimesi ve p, X~

kiimesi iizerinde R yi igeren en kii¢iik kongruans olsun. Bu durumda

~ X"
dir.

Ispat: o » Sunusunun temsil ettigi M monoidi ve X tireteg kiimesi igin,

q)O:X_)Ma

x - [x],
doniistimiinii tanimlayalim. Bu doniisiim

Q: X" > M,

[w] & [w],
seklinde tek bir orten homomorfizmasina genisletilebilir. Ayrica Cek(¢), R yi igeren

en kiicik kongruans bagntis1 oldugundan, Cek(p) =p dir. Dolayisiyla

1.izomorfizma Teoreminden
M=X / 0

sonucuna ulagilir.[]



2.YARI DIREKT CARPIM VE WREATH CARPIM

2.1 Monoidlerin Yar1 Direkt Carpim

Verilen bir monoidin sunusunu tanimlamak {izerinde ¢ok calisilan konulardan
biridir. Ozellikle de yar1 direkt carpim Combinatorial grup teoride ¢cok 6nemli bir
yere sahip oldugundan bu bolimde yar1 direkt ¢arpimin sunusu calisilmistir. Bu
nedenle yar1 direkt carpimmin sunusunu vermeden 6nce, verilen bir sunusun bir
monoid cebirsel yapisini temsil edebilmesi i¢in gerek ve yeter kosullar1 verilecektir.

Buna gore M bir monoid ve X bir kiime olsun. Ayrica
wX->M, x—>m,

dontistimiinii g6z oniine alalim. Burada X kiimesi lizerinde, bostan farkl bir

W = XXy .. X (X1, %5, ..., x, € X) kelimesi i¢in,

Wu* =my, my, ..my_ (2.1)
kurali ile tanimli F(X) - M homomorfizmasmm varhigini biliyoruz. Ozel olarak w
bos kelime ise, (w)u* = 1, dir. Simdi (2.1) ile tanimlanan yg* homomorfizmasi
yardimiyla, bir M monoidinin sunusunun olusturulmasinda kullanilan asagidaki

Oonermeyi verebiliriz.

2.1.1 Onerme [15]: o = [X : 7] bir monoid sunusu olsun. (2.1) de verilen

1" homomorfizmasinimn

ko= M(p) > M, [x], - m,



seklinde homomorfizmaya genisletilebilmesi i¢in gerek ve yeter kosul, her R € r

i¢in,
(R u= (R )u
olmasidir.

2.1.2 Ornek: Mat,(Z*) kiimesi, her bir bileseni negatif olmayan tam

sayilardan olusan n X n tipindeki matrislerin kiimesi ve o = [x,y : x2y3 = yx] bir

monoid sunusu olsun. Buna gére m; = [(1) 8] vem, = [8 (1)] olmak tizere,

w{x, v} - Mat,(Z%), x->my, y-my,

fonksiyonunu diisiinelim. Burada (x?y3)u = (yx)u oldugundan 2.1.1 Onermeden, u

doniistimii
u,=M(p) > Mat,(Z*) dyleki [x], »my, [x], »m,
homomorfizmasina genisletilir.

2.1.3 Tammm : M bir monoid, X= {m,:x € X} kiimesi M monoidi i¢in bir

tirete¢ kiimesi ve ¢ = [X:r] olsun. Eger
wX->M, x>m,

dontistimii,
p,=M(p)->M, [x], »m,,

izomorfizmasina genisletilebiliyorsa, bu ¢ sunusuna M monoidinin sunusu denir.



Bu b6liimiin temel yapisini olusturan “devirli (cyclic veya monogenic [16])

monoidler” ile ilgili detayl bilgilere [12], [15] ve [16] gibi kaynaklardan ulasilabilir.

2.1.4 Onerme : M mertebesi k > 1 olan ve m ile iiretilen sonlu devirli

monoid olsun. O zaman X= {m} iirete¢ kiimesi tizerinde M nin sunusu
0, = [x:x*=x] (2.2)
bi¢imindedir.

Ispat: (2.1) de verilen X Sum doniisiimiinii diisiinelim. O zaman

(x®)u = (xHu oldugundan, 2.1.1 Onermeden

Ho= M(@k,l) oM, xlg, om

genisletilmis homomorfizmasini elde ederiz. Burada m € Gdr(u*) oldugundan, p,

ortendir. @, , sunusundan elde edilecek olan birbirinden farkli elemanlar

biciminde olup 2.1.3 Tanim yardimiyla, M (50 K l) nin farkli elemanlar1

[1], [x], [x?], ..., [x*71]

olacaktr. Buradan |M (@, )| =k elde edilir. Ozel olarak, y, nin birebir

olmamasmm kabulii |im(y, )| < |M (50 k,l)| =k esitsizligini vereceginden, pu,

birebir olmak zorundadir. Bu ise ispat1 bitirir. ]

2.1.5 Tanmm: Bir M monoidinin kendisinden, kendisi ustiine tanimlanan

homomorfizmasma endomorfizma adi verilir. Aslinda M nin biitiin



endomorfizmalarinin kiimesi bileske islemi altinda bir monoid olusturur ve End (M)

ile gosterilir. Burada birim eleman id: M — M dir.

Endomorfizma 6rnekleri [29] da bulunabilir.

2.1.6 Tanmim : A ve K herhangi iki monoid olmak iizere, hera € A,k € K
i¢in,

0:A—-End(K), a6, (a€d), 1 idEnd(K)

seklinde tanimlanan 8 homomorfizmasi

(k)84,a, = ((k)6a, ) ba, (23)

sartm1 saglasm. Buna gdre K nin A ile olan yar1 direkt ¢arpimi, her (a, k), (a’, k")

sirali ¢ifti i¢in,
(a, k)@’ k) = (aa, (k)0 k") (2.4)
kuralin saglayan bir kiimedir.

2.1.7 Teorem : Tanimi saglayan kiimeye M diyelim. M kiimesi (2.4) de

verilen isleme gore bir monoid dir.

Ispat: M nin birlesme ozelligine sahip oldugunu gosterelim. Her

(al, kl)’ (az, kz) ve (a3, k3) € A X K i(;in,

[(ay, k1) (az, k2] (as, k3) = (a1a2; (k1)9a2k2)(a3'k3)
= (a1a2a3, ((k1)9a2k2) 9a3k3)

= (a1a2a3, ((kl)eazas) (k2)9a3k3)
ve

(ay, ki)[(ay, kz)(a& k3)] = (ay, k1)(a2 as, (k2)9a3k3)



= (a1a2a3, ((k1)9a2a3) (k2)9a3k3)
bi¢imindedir. Bu sekilde ispat tamamlanmis olur.

2.1.8 Tamim: (2.4) da verilen islem ile tanimlanmis olan M monoidine K nin

A ile olan yar1 direkt ¢arpimi denir ve M = K *I4A ile gosterilir.

2.1.9 Teorem ([30],[31]): A ve K monoidlerinin sunuslari sirasiyla ¢ , = [X : 7]

ve @, = [Y : s] olsun. Ozel olarak T}, simgesi ile

yx =x((06;) (x€X,y€Y)

bicimindeki bir bagintiyr gosterelim. Ayrica ¢ kiimesi, T,, formundaki biitiin

yx

bagintilarin kiimesi olsun. O zaman M yar1 direkt carpim monoidinin sunusu

oy =XY:75s,t] (2.5)

bi¢imindedir.

Ispat: X = {(x,1x):x€X} ve Y={(1,y):y€Y} olsunve Z=XUY

diyelim. Z* ile Z kiimesinden elde edilen kelimelerin kiimesini gdsterelim.
Q. Z* > K ><]9A
homomorfizmasini

) = (x,1g),
e = 14y)

islemleri ile tamimlayalim. (x;, 1x), (x5, 15), (14,¥1) ve (1,,y,) € K X,A  olmak

uzere



(21, 1) (2, 1) = (125, 1) (2.6)
A yD)Aay2) = Qg y1y2) (2.7
(xr 11()(1A’3’) = (X’Y) (28)

esitlikleri ile Z, K *94A igin bir tireteg kiimesidir. Simdi K *gA nin (2.5) deki bagintilar

sagladigini gosterelim.

r = 1k olsun.
(Mo = (axy . x0)9 = () ... ()@
= (x1, 1) Oz, 1) o G, 1)
= (X122 .. X, 1g)
= (r, 1)
= (1x, 1x)
=(1ge

bulunur. Benzer olarak s = 14 i¢in (s)@ = (1,)¢ elde edilir. Simdi yx = x((y)ex)
(x € X,y €Y) olsun.

(yx)p = (M elx)e
= (14, y)(x, 1)
= (x, ()6,)
= (x, 1) (1, (¥)6,)

= (x((6))

olur. O halde 2.1.1 Onerme den ¢ homomorfizmasi (2.5) ile tanimlanmis herhangi

bir N monoidinden K *IgA  olan ¢ homomorfizmasina genisletilebilir. Simdi @

homomorfizmasinin birebir ve orten oldugunu gosterelim.

w € Z" bos kiimeden farkli bir kelime olsun. w = w,w, € N olacak sekilde

wy € X* ve wy, € Y kelimeleri vardir. Boylece

(w)(P = (wxwy)(P = (wx)(P(wy)(P = (wx' 1K)(1A'wy) = (wx'wy)



dir. O halde ', w" € Z* olmak iizere (w")¢ = (w'")¢ oldugunu kabul edelim.

(0o = (oo;oog,)<p = (oo;)<p(oo§,)<p = (w5, 1K)(1A,oo§,) = (oo;,oog,)
ve

(@0 = (0F0})e = @De()e = (F, 1 (L 0}) = (0o}

bu iki esitlikten (%, u)g,) = (', wy ) olur ve buradan da w} = w'y , wy = wy cikar. (2.5)
deki bagntilardan hareketle wy = w'y , wy = wy bagmtilarimn N de saglandig: goriiliir.

Boylece isteneni elde etmis oluruz.|

Yar1 direkt carpimin bir genislemesi olmasi nedeniyle simdi de Monoidler

iizerindeki Wreath Carpim dan bahsedebiliriz.

2.2 Monoidlerin Wreath Carpim

A ve B monoid olsun. Bu durumda, A nin |B| kadar kendisi ile Kartezyen
carpim1 A*B ile direkt ¢arpimu ise A®B ile gosterelim. Ayrica, baska bir ifadeyle,
A*B kiimesini B den A monoidine tanimlanan biitiin fonksiyonlarm kiimesi, A®®
kiimesini de bu sekildeki f fonksiyonlarindan sonlu destege (support) sahip
olanlarm kiimesi olarak belirtebiliriz. Burada bir f: B - A fonksiyonunun sonlu
destege sahip olma kavramini, x, X' € B i¢in x # x' iken xf = a (a € A) oldugunda
x'f =14 olmasi olarak tanimlariz. Aslinda bu durumu kisaca {x € B |xf # 1,}

kiimesinin sonlu olmasi olarak da agiklayabiliriz.

A nin B ile kisitlanmamis (unrestricted) ve kisitlanmis (restricted) wreath

carpimlari

(f,b)(g,b") =(fg®,bb")

carpma islemi altinda tamimlanmus, sirastyla  AXB X B ve A®B XB kiimeleridir ve

AW, B ile AwrB seklinde gosterilir. Burada

10



g’ B— 4
xg® = (xb)g (x € B)

seklinde tanimlanir. Kolayca goriilecegi iizere AW, B ve AwrB, birim eleman1 (1, 15)
(Her x € B igin x 1 =1, ) olan monoiddir. Ayrica [2] den AW,.B = AwrB

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul |A] = 1 veya B nin sonlu olmasidir.

Burada {(f,b) | f € A®B} ve {(1,b) | b € B} kiimeleri sirasiyla A®B ve
B ye izomorf olan AwrB nin alt monoidleridir. Buradan yukarida verilen islem

altinda,

(f,1,)(A,b) = (f,b), fe€ A®B beB

dir. Simdi a € Ave b € B i¢in,

a,:B—- A
fonksiyonunu
= {a, c=bise
b= 1, c#bise

seklinde tanimlayalim. Ayrica, eger f: B — A fonksiyonu sonlu destege sahipse bu

durumda

=11 7®»

beB

bicimindedir. Ayrica eger A monoidi X kiimesi ile tiretilmisse, bu durumda A nin her
a eleman1 X’in elemanlarmm xMx @ x™ seklinde bir carpimiyla ifade edilir. Bu

durumda ( Her b € B igin)

a, = xl()l) xP ™

b b
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seklindedir.

2.2.1 Onerme [2] : A ve B monoidleri sirastyla X ve Y kiimeleri tarafindan

uretilsin ve

X, =1{(, 13)|x€X,b € B}

Y={1,y)|yeY}
olsun. Bu durumda;

(U Z] U Y kiimesi AwrB icin bir lireteg kiimesi olur.

beB

Ispat: xe X, b,b,b,€B ve ¥,¥1y2 €Y olsun

oldugundan ispat tamamlanir. [

Gruplarin Wreath carpiminin aksine yukaridaki iirete¢ kiimesi genellikle
monoidler i¢cin miimkiin olan en 1yisidir. Yani yukaridaki tirete¢ kiimesinin diginda
baska iirete¢ kiimeleri de vardir, fakat en fazla kullanilan iirete¢ kiimesi budur. Eger

B bir ayristirilamaz (indecomposable) birime sahipse yani;
bc=13= b=c=1, (Her b,c € B igin)

oluyorsa bu durumda AwrB nin herhangi liretec kiimesi

12



{(f,15) | f € A®B} = A®B

alt monoidi i¢cin bazi iirete¢ kiimesi ihtiva etmelidir ve genelde UZ, boylesi
beB

kiimelerin en kii¢iiglidiir. A nin birimi ayristirilamaz oldugunda Y nin durumu icinde

benzer sonucu sdyleyebiliriz.
Herhangi b, ¢ € B i¢in
b.c™'= {x € B| xc = b}
olsun. Simdi monoidlerin wreath carpiminin sunusunu veren asagidaki teoremi

verebiliriz.

2.2.2 Teorem [2] : A ve B monoidleri swrasiyla [X;R,] ve [Y;Rg]
sunuslariyla temsil edilsin. b € B i¢in X;, = {x,|x € X} kiimesi X'in bir imaji, R,
kiimesi de R, bagint1 kiimesinde her x € X i¢cin X}, yazilarak elde edilen bagintilarin

kiimesi olsun. Bu durumda AwrB nin {irete¢ kiimesi

(Uxb]uy

beB

ve bagint1 kiimeleri

Rap, b E€EB;Rg; (2.9)

xpx'c= x'cxp , x,x' €X, b,c €EB, b#c; (2.10)

yxb=(chJy, x€EX,y€EY,bEB; (2.11)
ceb)f1

seklinde dir.
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Ispat: ¢ : X, |UY | - AwrB  doniisiimiini
b

beB

qu): (E,IB) , xeX,b EB,

yo=(1.,y), y€ey,

seklinde tanimlayalim. Bu doniisiimiin 2.2.1 Onerme den &rten oldugu goriiliir.
Ayrica A monoidinin sunusundaki bagintilarin B nin mertebesi kadar imaj1 olacagi ve
A®E den dolayr da A nin elemanlarinin imajlarinmn garpimlarmin degismeli olacag:
(2.9) ve (2.10) bagintilarindan kolayca goriiliir. Simdi (2.11) bagintisini elde etmeye

calisalim. Bunun i¢in ilk olarak

1.9, 15) = (), ) = (), 1)1, y)

oldugu dikkate alinmalidir. Her bir d € B i¢in

x, dy = 0 ise

YV o —_— _
dx;, = (dy)x, = {1A, dy # 0 ise

{ x, d € by lise
1,, d gby lise

- [ 117

ceby™ ceby™

dir. Boylece

elde edilir ve buradan da

14



(i ’y)(ﬂa lB) = ( H (;C’IB)>(i ’y)

ceby"

dir. Boylece, ¢ fonksiyonu, (2.9), (2.10) ve (2.11) bagmtilar1 ile tanimlanmis M

monoidinden AwrB iizerine olan bir epimorfizma olur.

Son olarak, ¢ nm bir monomorfizma oldugunu gdosterelim. Bunun icin

w kelimesi M nin bir elemanini temsil etsin. Buradan

olacak sekilde w(b) € X*(b € B) ve w' € Y* elemanlarinin var oldugu kolayca
goriilebilir. (Burada z € X* i¢in z, kelimesi, X;," i¢indeki uygun bir kelimedir.)

Simdi her bir w € X* ve ¢ € B i¢in

= = W c=bise
b 14, ¢ # b ise

dir. Boylece biitiin ¢ € B i¢in

IO, |- T(o0) = @1

elde edilir. Herhangi iki u,v € ((U X b]U Y ) kelimesi i¢gin

beB

15



elde edilir. Birinci bilesenlerin esitliginden (2.12)’1 kullanarak her ¢ € B i¢in
u(c) = v(c) sonucuna ulasilir. Ikinci bilesenlerin esitliginden u’ = v’ esitligi elde
edilir. Buradan da (2.9) bagintist M den alinan u ve v igin u = v esitligini verir.

Boylece ¢ birebir ve ortendir.[
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3. BAZI ONEMLI MONOID GENiSLEMERI

3.1 Giris

Bu kisimda monoidler {izerinde en c¢ok calisilan genislemelere yer
verilecektir. Ozellikle Schiitzenberger ¢arpimina, Yar: direkt carpim altinda
Schiitzenberger ¢arpiminin yeni bir versiyonuna bu yeni versiyonun Regiilerligine,
Bruck — Reilly genislemesine, Monoidlerin giiclii yarilatislerine, Rees Matris
yarigruplarina deginilecektir. Burada anlatilacak olan konular, [5-11] de ayrintili

olarak anlatilmistir.

3.2 Schiitzenberger Carpimi

24 Ekim 1920 tarihinde diinyaya gelen ve Tip doktoru olan Marcel-Paul
Schiitzenberger, 1953 yilinda Paris Universitesinde ikinci doktorasin1 matematik
alanindan almis olup kendi adiyla amilan Schiitzenberger Carpimini ortaya
koymustur. Ozellikle Automata ve Language Teorisinde ¢ok énemli rol oynayan bu

carpim, giinlimiiz 6nemli matematikg¢ilerinin ¢alisma alanlarinda konusu olmustur.

Bu carpim ile ilgili kisa bir bilgi verdikten sonra simdi de bu carpimin

ingasina gecebiliriz.

3.2.1 Tanim : A ve B birer monoid olsunlar. Ayrica P AxB ve ac€ A4,

be B igin

aP = {(ac,d)|(c,d) € P}
Pb = {(c,db)|(c,d) € P}

17



seklinde bir carpim tanimlansin. Buna gére A ve B nin Schiitzenberger ¢arpimi

(a1, Py, by)(az, Py, by) = (asa,, Piby UaiP,, biby)
islemi altinda tanmimh A X g (A X B) X B kiimesi olup AOB seklinde gosterilir.
Simdi yukarida verilen islem altinda AOB nin birim elemani1 (14,@,15) olan bir

monoid oldugunu gosterelim.

a,,a,,a, €A ve b,b,,b,€B olsun.

((al’E’bl)(az’Pz’bz)) (a3,P3,b3)=(a]a2,Pb Ua]Pz,bb ) (a3,f;,b3)

a,aa;,(Bb, Va,P,)b,aa, P3,b1b2b3)

(a,B.b,) (a,a,, Pb, U a,P,,b,b,)
=(a. R,

) ((az’Pz’bz)(as’I%’bs))

oldugundan AOB bir monoiddir.

3.2.2 Onerme [3] : A ve B monoidleri sirasiyla X ve Y kiimeleri tarafindan

iiretilsin.Bu durumda AOB Schiitzenberger carpim
{(x,0,1p)lx € X} U {(14, 0,0y €Y} U {(14{(ab)} 1p)la € A,b € B}
kiimesi tarafindan tretilir.

Ispat: a,a,,a,€A4 , b,b,,b,eB ve PB,B,C AXB olsun.

(ar,0,15)(az, 8, 15) = (a,a,,9,15) (3.1
(14,0,b)(14,0,b,) = (149,b,b;) (3.2)
(14 P, 15) (14, P, 15) = (14,PL U Py, 1) (3.3)
(14,0,b)(14,P,15)(a, @, 15) = (a, P, b) (3.4)
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oldugundan ispat kolayca goriiliir.[]

Genelde bu iirete¢ kiimesi AOB i¢in miimkiin olan en iyi iirete¢ kiimesidir.
Aslinda, Eger X U {1,} ve Y U {1,} kiimelerinin tiim elemanlar: sirasiyla A ve B nin
ayristirilamaz elemanlari ise, bu durumda 3.2.1 Onerme den AOB igin iiretegler AOB

icinde ayristirilamazlar dir ve bu nedenle AOB nin tiim liretec kiimesine aittir.

Simdi Schiitzenberger carpimin sunusunu veren asagidaki teoremi verebiliriz.

3.2.3 Teorem [3] : A ve B monoidleri srasiyla [X:R,] ve [Y:R,]

sunusglariyla temsil edilsinler. Bu durumda AO0B Schiitzenberger carpiminin lireteg

kiimesi

Z =XuYu {za'b|a €EADbE B} ve bagint1 kiimesi;

Ry Rp; (3.5)

Z;b = Zab, ZapZed = ZcdZab & CEA, b,dEB; (3.6)

XZgp = ZyapX, X EX,a €A, b € B; (3.7

ZapY = YZapy, Y EY,a€EADEB; (3.8)

xy=yx, x€X,y€eY. (3.9)
bi¢imindedir.

Ispat : Ilk olarak ¢:Z* - AOB homomorfizma doniisiimiinii

xp= (x,0,15), x €X,
yo= (1,,0,y), y€Y,
Zapd = (14, {(a,b)}, 1p).

bi¢iminde tanimlayalim. Bu déniisiimiin 3.2.2 Onerme den 6rten oldugu kolaylikla

gortliir. Simdi (3.5) — (3.9) bagmntilarinin AOB  yi sagladigini kontrol edelim. (3.5)
ve (3.6), (3.1),(3.2) ve (3.3) den gelir. (3.7),(3.8) ve (3.9) ise;
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Her x e X,y €Y,a€ A,b € Bigin

(x,0,15)(14,{(a,b)},15) = (x,{(xa,b)},1p) = (14,{(xa, b)}, 1) (x, D, 1),
(1A! {(a: b)}! 13)(1A: @, }’) = (1A! {(a: b}’)}' }’) = (1A! @; y)(lA! {(a: b}’)}. 13):
(x,0,15)(1,4,0,y) = (x,0,y) = (1,,0,y)(x,0,15),

esitliklerinden elde edilir. Boylece ¢ doniisimii (3.5) — (3.9) bagmtilar ile

tanimlanan M monoidinden AOB iizerine olan ¢ epimorfizmasina indirgenir.

Simdi ¢ epimorfizmasmin birebir oldugunu gosterelim. Bunun icin w € Z*
bos kelimeden farkli herhangi bir kelimesini diisiinelim. Burada (3.7),(3.8) ve (3.9)
bagintilarini kullanarak [(w) € Y*,c(w) € {z,,la € A,b € B} ve r(w) € X* i¢in
M icinde w = l(w)c(w)r(w) oldugunu kolayca gorebiliriz. Ayrica (3.6)

bagintisini kullanarak da P(w)c A X B i¢in

c(w)= H Zop

(a,b)eP(w)
bi¢cimindedir. Bu nedenle herhangi bir w € Z* kelimesi i¢in

w = (Iw))d(c(w))d(rw))¢
= (1, 0,1(W)) (14, PW), 15)(r(w), 8, 15) = (r(w), P(W), L(W)).

esitligi elde edilir.

Bazi wy,w, € Z* icin w;¢ = w,¢ esitliginin var oldugunu diisiinelim. Bu
durumda A i¢inde r(w;) = r(w,) , B i¢inde I(w;) = l(w,) ve P(w;) = P(w,)
esitlikleri de vardir. Buradan (3.5) de verilen bagintilar1 kullanarak M iginde
rwy) =r(w,) ve [I(w;) =1(w,) esitliklerinin saglandigimi gériir ve boylece

w; = w, esitligi elde edilir. Bu da bize ¢ nin birebir oldugunu verir.]
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3.3 Yan Direkt Carpim Altinda Schiitzenberger Carpimimmin Yeni Bir

Versiyonu

Yar1 direkt ve Shiitzenberger ¢arpim, dnceki boliimlerdede s6z edildigi lizere,
grup, yarigrup ve monoid cebrisel yapilar1 iizerinde ¢ok calisilan konulardandir.
[13],[14],[17] ve [18] de verilen ¢alismada yazarlar, acaba bu iki 6nemli carpim
kullanilarak yeni bir carpim olusturulabilir mi? sorusunu giindeme getirmis ve

asagida tanimin1 verecegimiz yeni bir yapiyr ortaya koyup, bu yeni ¢arpimin bir

takim 6zelliklerini de belirlemislerdir.

3.3.1 Tamim : A ve B monoid olsunlar. PCc A X B ve b € B igin

Pb = {(a,db); (a,d) € P}

carpimi tamimlansmn. 4 nin B ile yar1 direkt c¢arpimi altinda Schiitzenberger

carpiminin yeni bir versiyonu
(a1;P1; b1)(a2;P2; bz) = (a1(a2)9b1 , P1b, UP,, b1b2)

islemi altinda tanimli A X g (A X B) X B kiimesidir ve AQ,,B seklinde gosterilir.

Simdi A9, B birim eleman1 (1,4, @, 15) olan bir monoid oldugunu gosterelim.

(a4, Py, by), (ay, Py, by) ve (as, P3,b3) Adg,B nin elemanlar: olsunlar. Buna

gore

((ap P1,b1)(a2; P, bz))(a3;P3,b3) = (a1(a2)9b1 ,Pib, U P, b1b2)(a3,P3,b3)
= (ay(az)0p, (a3)0p,p,, Prb2b3 U Pyb3 U P3, bybybs)

\

(al, Pl,bl)((az,Pz, bz)(a3,P3,b3)) = (al,Pl, bl)(az(a3)9b2, P2b3 V) P3, b2b3)
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= (a1(az(a3)9b2)9b1’P1b2b3 U P;b3 U P, byb,bs)
= (al(az)ebl(a3)9b1b2,P1b2b3 V) P2b3 V) P3, b1b2b3)

den elde edilir. Buda bize A0, B nin bir monoid oldugunu verir.
Simdi, yukarida tanimlanan AQ, B monoidinin sunusunu olusturalim. Bunun

icin ilk dnce bu monoidin tlireteg kiimesini belirleyen asaigdaki 6nermeyi verelim.

3.3.2 Onerme [18]: A ve B monoidleri sirasiyla X ve Y kiimeleri tarafindan
retilsin. Bu durumda A¢g,B, {(x,0,15);x € X}, {(14,0,y);y €Y} ve

{(1,,{(a,b)},15); a € Ave b € B} kiimelerinin birlesimi tarafindan iiretilir.

Ispat : Tanimdan hareketle a,ay,a, € A,b,b;,b, € B, P;,P,cA X B i¢in

asagidaki esitliklerden kolayca gosterebiliriz.

(a,,9.1,)(a,,93,1,)=(aa,,D.1,) (3.10)
(1,.9,6)(1,,9.b,)=(1,,9,bb,) (3.11)
(1,,B.1,)(1,,P.1,)=(1,,BUP,l,) (3.12)
(a,2,1,)(1,,2,6)(1,,P,1,)=(a, P,b)

Dolayisiyla yukarida verilen esitlikler bize A0, B monoidinin
{(x,0,15);x € X3} U {(140,y);y €Y} {(14{(a,b)}, 15);a € Ave b € B}

ile Gretildigini soyler. [

3.3.3 Teorem [18] : AveB monoidleri srasiyla [X:R,] ve [Y:R,]

sunuslartyla temsil edilsin. Bu durumda A9, B monoidinin
Z=XUYU{z,,;a€ADbeB}
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iiretec kiimesi ve

R, Ry, (3.13)
yx = ((x)ey)y (xeX,yey), (3.14)
28, = Zap ZapZea = ZeaZap (@, C EA, b,d €B), (3.15)
ZapY = YZapy » XZgp = ZgpX (X EX,y €EY,a € A,b € B). (3.16)

bagint1 kiimesidir.

Ispat : Z igindeki tiim kelimelerin kiimesini Z* ile gosterelim ayrica

@:Z* - A0y, B

doniisiimiinii, x € X,y € Y,a € Ave b € B igin

X(p = (xr Q)r lB)r
y§0 = (1Af @, }’)
Zap® = (14,{(a,b)}, 15)

ile tanimlayalim. 3.3.2 Onerme den 6 nin drten bir homomorfizma oldugu kolayca
goriiliir. Simdi (3.13)-(3.16) bagmtilarinin A0, B yi sagladigint kontrol edelim.
Aslinda (3.13) ve (3.15) bagintilar1 (3.10),(3.11) ve (3.12) bagmtilarindan elde edilir.
(3.16) bagintilar1 i¢in

(14 {(a, )}, 15)(14,9,y) = (14, {(a, by)}, ¥)

= (1, 0,y)(14,{(a, by)}, 1),
(x,0,15)(14,{(a, )}, 15) = (x,{(a,b)}, 1)

= (1,,{(a,b)}, 15)(x, ®, 15)

esitlikleri vardir. Simdi (3.14) bagntilarinin saglandigini gosterelim.

Timx € X,y€Y,a € A,b € B igin,
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(10,9.9)(x,0,15) = (()6,,0,5) = (()6,,0,15) (15,9, )

dir. Bu nedenle ¢ doniisiimii, (3.13) — (3.16) bagintilar1 ile tanimlanan M

monoidinden A0g, B lizerine olan ¢ epimorfizmasina indirgenir.

Simdi ¢ epimorfizmasimin birebir oldugunu gosterelim. Bunun i¢cin w € Z*

bos kelimeden farkli herhangi bir kelimesini diisiinelim. Burada (3.14) ve (3.16)
bagintilarini kullanarak w, € X*, wy, € Y" ve wgy) € {za'b: a€AbEe B}* icin, M
iginde w = wyw,wgp oldugunu kolayca gorebiliriz. Ayrica (3.15) bagntisini

kullanarak da P(w)cAXB i¢in w,, = H z,, bigimindedir. Bu nedenle
(a,b)EP(w)

herhangi bir w € Z* kelimesi i¢in.

wY = (wxwywa,b)§0 = (wx)¢(wy)§0(wa,b)§0
= (wy, 8,15) (14,8, wy ) (14, P(w), 15)
= (wx,P(w),wy)

esitligi elde edilir.

Bazi w',w" € Z* icin (w')p = (w)@ esitliginin var oldugunu diigiinelim.
Bu durumda bu bilesenlerin esitligini kullanarak A iginde ', = wy, B iginde
w'y, =wy ve P(w')=P(w") esitlikleri de vardir. Buradan (3.13) de verilen
bagmtilar1 kullanarak M iginde w'y = wy ve 'y = wy saglandigin1 goriir ve

boylece w' = w'’ esitligi elde ederiz. Bu da bize ¢ nin birebir oldugunu verir.[|

3.3.3 Teoreminin bir uygulamasi olarak A ve B sonlu devirli monoidler olmak

iizere asagidaki sonucu verebiliriz.

3.3.4 Sonug [18] : A ve B sonlu devirli monoidleri sirasiyla

0, = =xtk>D] ve p,=[y* =y (s>1)]
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sunuslariyla temsil edilsin. Ayrica x%° =xi' (0<i<k) esitligi verilsin. Bu

durumda A0,B, 0<m,p<k—1,0<n,q <s—1 olmak iizere

k= Xl, Xme'yn = me'ynx,

9 a0,8 = [X,y,Zymyn X
YX = X'y, 2imyn = Zym yn,
me'ynzxp'yqzzxp'yqme'yn ,
ys = yt, me'yn_‘y = nym'yn+1]

sunusuyla temsil edilir.
Ispat: §; (0 <i <k), Anm bir endomorfizmasi olsun. Bu durumda
y > End(4), y»§;
doniisiimii [15] den
0:B - End(A), y »§;

homomorfizmasma indirgenmesi i¢in gerek ve yeter kosul 8;° = 8;°  olmasidur.
Buradan x%° = x!" esitligine kolayca ulagilir. Buda bize yx = x'y sonucunu verir.
Geriye kalan bagmtilar1 ise (3.13),(3.15) ve (3.16) bagmtilarin1 kullanarak kolayca

gormek miimkiindiir. Boylece ispat tamamlanir. ]

3.3.5 Not : Eger A (ya da B) sonsuz ise bu durumda A0, B ¢arpimi sonsuz
irete¢ kiimesine sahip oldugu kolayca goriilebilir. Bu nedenle bazi cebirsel
ozellikleri sonlu iirete¢ kiimeli yar1 direkt ¢carpimindan sonsuz (yada sonlu) iireteg

kiimeli bu yeni versiyona aktarilabilir.
3.4 A0, B nin Regiilerliligi

Bu boliimde amacimiz A ve B nin her ikiside keyfiyken AQ¢,B nin regiiler

olmas1 i¢in gerekli ve yeterli kosullar1 vermektir. Bu nedenle 3.3.5 Not da tarif
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edildigi gibi sadece sonlu iiretecli kiimelerde ¢alismayacagiz. Aslinda A0s,B nin

iirete¢ kiimesi A ve B sonlu iirete¢ kiimesine sahipken sonsuz olabilir.

Bir M monoidinden alinan bir a eleman i¢in, M nin a elemaninin terslerinin

kiimesinden a~! elemanini alalim. Burada
a!={b€B:aba=a ve bab = b}

dir. Buna goére M monoidinin regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, tim a € M

icin a~?! kiimesinin bos kiimeden farkli olmasidir.

3.4.1 Teorem [18]: A ve B herhangi bir monoid olsunlar. A0, B carpiminin
regliler olmasi i¢gin gerek ve yeter sart:

(i) Ave B regiilerdir,

(ii) Tima € Ave b € B icin, bir e2 = e € B igin bB = eB idempotent ve
(2.11) de wverildigi gibi 6:B —» End(A) bir homomorfizma olmak {izere
ae A(a)@e bi¢imindedir,

(iii) Her (a,P,b) € A04,B i¢in, PLc A X B ve d € b~ ! olmak iizere ya

P=pb=|J {(a.bb)}

(ah)eR
ya da
P=pRbd= | {(a.bbd)}
(arh)eR
olmasidir.

Ispat: A0,,B nin regiiler oldugunu varsayalim. Béylece (a,®,15) € A0, B
icin (¢, P, d) vardir ve bu

(a,0,15) = (a,0,15)(c,P,d)(a, @, 1) = (ac(a)by, P, d),
(¢c,P,d) = (c,P,d)(a,0,15)(c,P,d) = (c(a)8,(c)6,, P, dd).
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dir. Bu nedenle d = 15 dir. Bu a = acave ¢ = cac oldugunu gdsterir. Benzer
idday1 kullanarak b = bdb ve d = dbd oldugunu gosterebiliriz. Bu durum bize
bd = e =e? nin bB = eB ve a € A(a)8, yi sagladigim gosterir. Dolayisiyla (i)
ve (ii) saglanmis olur. A0, B nin regiilerliliginin varsayimindan, (a, P, b) € A0, B

i¢in, (¢, P,,d) € A0y, B elemanlar1 vardir ve

(a,P,b) = (a,P,b)(c,P,,d)(a,P,b),
(¢c,P,,d) = (c,P,,d)(a,P,b)(c, Py, d)

dir. Boylece P = Pdb U P,bU P ve P, = P,bd U Pd U P, dir. b=bdb ve d =dbd
oldugundan, tiim (a, P,b) € A0q,B icin P,cAX B ve d € b~!olmak iizere ya
P =P;b yada P = P,bd dir. Aksi takdirde tim P,cA X B i¢in P, Pdb U PbU P
ye esit olamazdi ki bu A0, B nin regiilerliligi i¢in bir ¢eliski verirdi. Bundan dolay1

(iii) saglanmis olur.

Tersine Ave B nin (i), (ii) ve (iii) kosullarmi sagladigimi varsayalim.
(a,P,b) € A0¢,B, bB = eB olacak sekilde e? =e € B ve a € A(a)f, olsun. Bu
durumda baz1 u € A vardir ve a = u(a)f, dir. Ayrica bd = e ve d € b™! olacak

1

sekilde bazi d € B vardir. A regiiler oldugundan bazi v € a™! i¢in ¢ = (v)8,

alabiliriz.

a(c)6,(a)0pq = u(a)8,((v)64)6)(@)0pq = u(a), (1)6yq(a)6)q
= u(a)b,(v)0,(a)8, = u(ava)d, = u(a)é, = a,
c(@)04(c)84p = (1)0,(a)84((v)84)8ap = (1)84(a)0, (V)04
= (v)04(a)0,(v)0; = (vav)by = (v)0, = c.

esitlikleri vardir. Ayrica (iii) kosulundan P;cA X B olmak iizere elimizde P = P;b

vardir. Bu durumda

=P1b=P,
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=P1bd=P2

olacak sekilde P, = P,bd c AX B  vardir. Sonug olarak, tiim (a, P,b) € A0, B

i¢in,

(a,P,b)(c,P,,d)(a,P,b) = (a(c)8,(a)Bpg, Pyp U P,b U P, bdb)
= (a,P,b)

(c,P,,d)(a,P,b)(c,Py,d) = (c(a)B,(c)bp, P,bd U Pd U P,,dbd)
= (¢, P,, d).

esitliklerini saglayan (c, P,,d) € AQ,, B elemani vardir. Bu da istedigimiz sonugtur.[

3.5 Bruck — Reilly Genislemesi

Bruck — Reilly Genislemesi Bruck, Reilly ve Munn tarafindan olusturulan
yapilarin  genellestirilmis halidir ve tersinir yarigrup teorisinde Onemli rol

oynamaktadir.

Bruck — Reilly genislemelerinin insa edilme siireci, Bruck’un 1958 de her S
yarigrubunun bir monoid igerisine gomiilebilecegini gostermesiyle baglamistir.
Bruck, N°xS'xN° kiimesi tizerinde S in her elemanini S in birim elemanma
esleyen & homomorfizmi ile asagida tanimlanacak olan islemini tanimlamis ve bu
yapmin S ye izomorfik olan bir alt yarigrubu igeren (bu alt yarigrup {(0,s,0):s € S}
dir) bir monoid oldugunu gostermistir. Elde edilen bu yapiya Bruck genislemesi

diyoruz.

1966 yilinda Reilly ayn1 yapiy1 bir G grubu lizerinde ve 8 homomorfizminin
G iizerinde herhangi bir endomorfizm alarak tekrar insa etti. Bu yapiya ise Reilly
genislemesi diyoruz. 1970 de Munn bu genislemeleri genellestirerek Bruck — Reilly

genislemesi terimini ortaya koymus ve bunu herhangi bir M monoidinin M den M nin
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birimlerinin olusturdugu gruba tanimlanan & homomorfizmi olan genislemesi olarak

tanimlamistir. Bu konuyla ilgili daha ayrmtili bilgiler [20] den elde edilebilir.

Bu genislemenin tarihsel gelisimi ile ilgili kisa bir bilgi verdikten sonra bu

genislemenin tanimima gegebiliriz.

3.5.1 Tanim : A bir monoid ve 6 : A - A bir endomorfizm olsun. Buna

gore N”x AxN" kiimesi iizerinde,

(m,a,n)(p,b,q) =(m—n+t,(ad"")(b0"P),q—p+1)
islemi tanimlansin. Burada t = max (n,p) dir. N°x 4xNkiimesi yukarida verilen
islemle birlikte birim elemani (0, 14, 0) olan bir monoid olur ve bu monoid S(4, 8)
ile gosterilir.

Egerhera € Aicin af =1, ise S(4,0) Bruck’un geniglemesine, A nin bir
grup olmas1 durumunda ise Reilly’nin genislemesine sahip oluruz, son olarak da eger
6 nin goriintiisii A grubunun birimini igeriyorsa bu durumda genel Bruck — Reilly

genislemesini elde etmis oluruz.

3.5.2 Onerme [2] : X kiimesi A monoidi igin bir iirete¢ kiimesi olsun. Bu

durumda

{(0,x,0)[x € X3U{(0,1,,1),(1,1,,0)}

kiimesi de S(4, 8) monoidi i¢in bir iirete¢ kiimesi olur.

Ispat: 3.5.1 Tanimda verilen islem altinda,

(0,a,0)(0,b,0) = (0,ab,0), a,b € 4, (3.17)
(m,1,,0)(n,14,0) =(m+n,1,,0), mn€e N°, (3.18)
(0,1,,m)(0,1,n) =(0,1, m+n), mneN°, (3.19)

(m,1,,0)(0,a,0)(0,14,n) = (m,a,n),a € A,m,neN° (3.20)
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esitlikleri kolayca goriiliir.[ |

Simdi Bruck — Reilly genislemesinin sunusunu veren asagidaki teoremi

verebiliriz.

3.5.3 Teorem [2] : A monoidi [X: R] sunusu ile temsil edilsin ve 68 : A - A

bir endomorfizma olsun. Bu durumda S(4, 8) monoidi
[X,y,z: R, yz=1,yx = (x0)y,xz = z(x0),x € X] (3.21)
seklinde bir sunusa sahiptir.

Ispat: Ilk olarak X U {y, z} kiimesini Y ile gosterelim. Ayrica ¢:Y* — S(4, 6)

doniisimi

x¢= (Orxr O)r X € X’
y¢= (O’ 1A’ 1)3
Z¢= (1r 1Ar O)r

bi¢iminde tanimli monoid homomorfizmasi olsun. Bu durumda ¢ doniistimii, 3.5.1

Onermeden &rten oldugu kolaylikla goriiliir.

R bagmtilar1 A y1 sagladigindan (3.17) bagintis1 nedeniyle bu bagntilar ayrica
S(A, ) y1 da saglar. (3.21) deki diger bagintilarin S(4,6) tarafindan saglandig1 da

(O! 1A’ 1)(lr 1Ar O) = (Or 1Ar O)r
(Or 1Ar 1)(()’ xr O) = (Or xer 1) = (Or xer O)(Or 1Ar 1);
(Or xr O)(lr 1Ar O) = (1r xer O) = (1r 1Ar O)(Or xer O)r

esitliklerinden goriiliir. Bu nedenle ¢ doniisiimii, (3.18) bagmtist ile tanimli M

monoidinden S(A4, ) lizerine olan bir ¢ epimorfizmasina indirgenir.
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Simdi ¢ epimorfizmasinin birebir oldugunu gosterelim. Bunun igin bos
kelimeden farkli herhangi bir w € Y* kelimesinin m,n € N 0 ueX* olmak iizere
M iginde f(m,u,n) = z™uy" formunda bir kelimeye esit oldugunu gosterelim. Eger
lw| =1 ise, bu durumda w=x=f(0,x,0),x€X veya w=y=/[(0,¢1)
veya w =z = f(1,¢,0) dir. Burada ki € bos kelimeyi gosterir. Tlimevarim geregi [
uzunlugundaki her bir kelimenin f(m,u,n) formundaki bir kelimeye
indirgenebilecegini varsayalim ve |w| =1 olsun. Bu durumda w kelimesi ya

fm,u,n)x, x € X yaf(m,u,n)y yada f(m,u,n)z formun da yazilabilir.

fm,u,n)x = z™wy™x = zmw(x0™)y™ = f(m, w(x6™),n),
fm,u,n)y = z™wy"y = f(m,w,n + 1),

fm,w,n—1), n=1lise

= zMm Ny =
Famumz=zmwyrz = {4 T e

buradaki esitlikleden tiimevarim adimi tamamlanmais olur.

Son olarak (f(my,wy,ny))o = (f(my,wy,n,))0 esitliginin var oldugunu
diisiinelim. Bu durumda (m,,w;,n;) = (m,,w,,n,) olur ve boylece A iginde
Wy = W, Ve my = my, n; = n, elde edilir. (3.21) sunusu R yi icerdiginden M iginde
wy; = w, esitliginin saglandigi sonucunu cikarabiliriz ve bu nedenle M iginde
f(my,wy,ny) = f(my,, wy,n,) esitligi vardir. Boylece ¢ birebirdir ve istenen elde

edilmis olur.[]

3.6 Monoidlerin Giiclii Yanlatisleri

Y bir yarilatis ve Ay, a €Y, (ayrik) monoidlerin Y ile indekslenen bir ailesi

olsun. A, nin birim elemani 1, ile gosterilir. Herhangi iki «,f €Y, a = 8, i¢in

(@ ¢,, » Aq Uzerinde birim doniigiim;

(b) ¢y pbgy = by hera, B,YEY igcin ,a=p=y.
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kosullarini saglayan bir ¢ g’ Aq > Ag homomorfizmasi var olsun. S = U A,

aeY

kiimesi a € A, ve b € Ag igin,

ab = (aq)a,aﬁ) (bd)B,aB)

islemi ile birlikte bir yarigruba dénistiirilebilir. Biz bu yarigrubu S (Y; Ag, ¢, ) ile

gosterecegiz.

Simdi, yukarida tanimlanan S (Y ; Aa’¢a,ﬂ) yarigrubunun  sunusunu

olusturabilmemiz i¢in asagida ki teoremi verebiliriz.

3.6.1 Teorem [2] : Y bir yarilatis, A,, @ € Y, ayrik monoidlerin bir ailesi ve

Oy g Ag > Ag , a=f yukarida tanimda verilen (a) ve (b) kosullarmi saglayan
homomorfizmalarmn bir ailesi olsun. A, monoidlerinin her biri a# f, X, "X, # &

igin <X " :Ra> seklinde bir yarigrup sunusuna sahip olsun. X = U X,, R= U R, ve

aeY aeY

1, € X} ,@a €Y X, nin birimini temsil eden bir kelime olsun. Bu durumda

(X:R1,1,=1,.(e.feYap)l,x=xl,=x, ,(xeX,.0a>p)) (3.22)

sunusu, S (Y 34,58, ﬁ) yarigrubunun sunusunu temsil eder.

Ispat: S (Y; Ay, 0, ﬁ) yarigrubunu S ve T ile gosterelim ve yarigrup (3.22)

den tanimlansin. Listelenen tiim bagmtilar S icinde saglanir ve bdylece S, T nin bir
homomorfik goriintiisii olur. Eger X, tirete¢ kiimesi icerisindeki iki kelime T yar1
grubu igerisinde esit ise bu durumda bu kelimeler A, monoidi icerisinde esittirler ve
boylece A, nin ayn1 elemanini temsil ederler. Tersine, eger kelimeler A, monoidinin

ayni elemanin1 temsil ediyorlarsa bu durumda bunlar R, bagintilarina gore denktirler
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ve boylece bunlar kesinlikle T icerisinde esit olurlar. Boylece T esasinda A,

monoidlerinin ayrik birlesimlerini igerir.

1gx = xllg:xd)a' grX € X, bagintilar1 genisletilerek A, nin tiim elemanlarini

kapsadig1 dikkat edilmelidir. Eger a = x;1x5....x, ,X, ic¢indeki elemanlarm bir

carpimi ise bu durumda tim a > f igin

IBa = 18x118x2 1an

= (%100 (¥200) - (¥nbap)

= aq)a,,[?’

ve benzer olarak alg = a¢, 6

Egera € A, ve b € Gg ise bu durumda

ab = alglpgh = alygb = (ad)a'as) (bq)B'aB) € Agp

oldugu kolayca goriilebilir. Boylece T , A, monoidlerinin ayrik birlesimidir ve S ye

izomorftur.[]

3.7 Rees Matris Yarnigruplan

A bir monoid, 0, A ya ait olmayan bir eleman, I ve A indeks kiimeleri ve
P =(py;) €N, i€l girdileri AU {0} kiimesinden olan |A| X |I| lik bir matris
olsun. M°[A4; I, A\; P] Rees matris yarigrubu

. . (il; a1px1i2a2,>~2) P i, # 0 ise
DN N = ]
(i, ap, 1) iz, az,x ;) {O Dy = 0 ise

0(i,ax) =({l.ax)0=00=0
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islemi ile tanimli (I X A X A) U {0} kiimesidir.

P nin tiim girdileri 0 ise, bu durumda elde edilen yarigrup || X |A| X [A] + 1
elemanli ve sifir carpim yarigrubudur ve bu yarigrup i¢in en basit sunus onun ¢arpim
tablosudur. Bu ylizden biz P, sifirdan farkli girdiler igcerdiginde sadece asikar
olmayan durumlar1 g6z Oniine alacagiz. Biz bunu daha da sinirlayarak dikkatimizi P
nin en azindan A nin bir birim elemanini igerdigi yerdeki durumlarla ilgilenecegiz.
Bu aslinda Pnin 1, ya esit bir girisi oldugunu varsaymakla esdegerdir. Eger P

terslenebilir bir girdiye sahipse biz bunu p,; ile gdsterebiliriz, bu durumda

(ir ar>\) g (lr ap11r>\)

doniisiimii P’ = (P.;) = (Pi*P,;) olmak iizere MPC[4;1,A;P] den

MP[A; I, \; P'] lizerine bir izomorfizm olur ve agik¢a Pj; = 1, olur.

Simdi, yukarida tammlanan M°[4;I,A; P] yarigrubunun sunusunu
olusturalim. Bunun i¢in ilk 6dnce bu yarigrubun iirete¢ kiimesini belirleyen asagidaki

onermeyi verelim.
3.7.1 Onerme [2] : A monoidi X kiimesi tarafindan bir yarigrup olarak

tretilsin. Ayrica P, girdileri A U {0} kiimesinden olan |A| X |I| lik bir matris ve

p11 = 1, olsun. Bu durumda M°[A4; I, A\; P] Rees matris yarigrubu

{(Lx, DIx € X3U{(i, 1, D]i eI - {13} u {1, 1,2)]| e A—{1}}
kiimesi tarafindan sifir ile birlikte bir yarigrup olarak tiretilir.

Ispat:  {(1,x,1)|x € X}  kiimesi pi1 =14 olmasi  nedeniyle
{(1,a,1)la € A} = A altyanigrubunu iiretir. M°[A4; 1, \; P] nm sifirdan  farkli

herhangi (i, a,x) elemanm i¢in (i,a,x) = (i,14,1)(1,a,1)(1,1,,%) esitliginden
dolay1 ispat kolayca goriilebilir. []
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Bu onerme ile M°[A;1, A\; P] yarigrubunun iirete¢ kiimesini elde ettigimize

gore simdi M°[A4; I, A; P] nin sunusunu veren asagidaki teoremi verebiliriz.

3.7.2 Teorem [2] : A bir monoid, P girdileri A dan olan |A| X |I| ik bir

matris ve p;; = 1, olmak iizere S = MP°[A; I, \; P] bir Rees matris yarigrubu olsun.

<X : R> A i¢in bir yarigrup sunusu, e € X* A nin 1, birim elemanini temsil eden bos

olmayan bir kelime ve Y =XU {yili e€l— {1}} U {le XEN— {1}} olsun. Bu

durumda
<Y:R,yl.e =Y,y = D,,Z,€=2,,2,); = P/u(i el —{1},& € A—{l})> (3.23)

sunusu S yi sifir ile birlikte bir yarigrup olarak tanimlar.

Ispat : T kiimesi (3.23) de tanimlandig1 gibi sifirli bir yarigrup olsun.

¢:Y* = S doniisimii

xd = (1,x,1),
yo = (i,1,4,1), i €1 —{1},
zd = (1,1,2), xe A —{1},

ile tanimlayalim.

— _((1,psi,1) psi # Oise
eh=(1,1,,1) ve py it = {o Pt 0l

olduguna dikkat edelim. (3.23) deki tiim bagntilarin S de sagladigini kontrol edelim.

(1r a, 1)(1r br 1) = (1! apllbr 1) = (1r abr 1);

(i’ 1A’ 1)(lr 1Ar 1) = (ir 1Ar 1);

(1,p1;,1)  py #0ise

(1, 1A' 1)(1; 1A; 1) = {O P1i = 0ise’
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— (1’p>\1r 1) Px1 *=0 ise,
(11421 10 1) = {0 px1 = Oise

(lr 1Ar 1)(1r 1Ar>\) = (lr 1Ar>\)r

{(lr p>\i, 1) p)\l ¢ O ise
0

(1; 1Ap>\)(lr 1Ar 1) = p>\i = O iSe.

Bundan dolay1 ¢ déniisiimii bir ¢ :T — S epimorfizmasma indirgenir.

Bir sonraki adim olarak T nin sifirdan farklt  elemanlarinin

f (i,w,l) =ywz,, iel, AeA seklinde bir kanonik forma sahip oldugunu

gosterelim. Simdi y,,z, € X " bos kelime, we X~ ise bostan farkl bir kelime olsun. T
nin sifirdan farkli temsil edilen kelimelerinin uzunlugunu tiimevarim yoluyla

ispatlayacagiz. Bu uzunluktaki kelimelerden biri ya x = yxz, = f(L,x,1), xe X ya
V= yez, :f(i,e,l) ,iel yada z,=yez, :f(l,e,ﬂ,), A€ dir. T nin sifirdan

farkli bir elemanini temsil eden ve [ den daha kii¢iik uzunluga sahip tiim kelimelerin
T iginde bir kanonik forma esit oldugunu varsayalim. [ uzunlugundaki bir kelime T

icinde ya f (i, w,x)x, ya f (i, w,\)y;, yada f (i, w,»)z, den birine esittir. Ayrica,

fl, wX)x = ywz,x = ywz, ex = y;wps1x = f(i, wps1x, 1),
f(i,w, Dy; = yiwy; = yiwey; = y;wpy; = f(i, opyj, 1),
fl, 0Ny = yiwz,y; = y;wps; = f(i,wpxj, 1), x# 1igin,

fG 0Nz, = ywz,2, = yiwz, ez, = y;wps17, = f{, wpsy, 1),
dir. Boylece tiimevarim adimi tamamlanmis olur.

Bazi w,0 €Y icin  (y;wz,)o= (yyw'z,1)d  esitliginin var oldugunu
diisiinelim. Bu durumda, (i, w,%) = (i’w’ X\") olmasi anlamma gelir. Buradan A
icinde w = w’ esitligi vardir ve i = i’,x=xX". (3.23) deki R bagmntilarinin olmas1 T
icinde w = w' oldugunu gosterir ve sonug olarak T i¢inde y;wz, = y; o'z, dir. Bu

da bize ¢ nin birebir oldugunu verir.[
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3.7.3 Sonug : (3.23) sunusu i¢in , A sonlu sunuslu ve eger [ ve A indeks
kiimelerinin her ikiside sonlu ise, bu durumda M°[4;I, A\; P] Rees matris yarigrubu

da sonlu sunusludur.
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4. MONOIDLER ICIN CIFT YONLU YENI BIR YARI DIREKT CARPIMIN
INSASI

4.1 Giris

Bu kisimda 2. Boliimde tanimini verdigimiz yari direkt carpiminin ¢ift yonlii

incelenmesiyle elde edilecek yeni bir ¢garpimin ingas1 anlatilacaktir.

4.2 Monoidler icin Cift Yonlii Yeni Bir Yar Direkt Carpim

4.2.1 Tammm : A ve B herhangi iki monoid olsunlar. Ayrica P, =(a,.b,),

P,=(a,,b,) e AxB igin,

P, P, = (a,a,, byby)
seklinde bir iglem tanimlansin.

a,:B > End(A) ve  Bg:A - End(B)
doniisiimleri, tim x,aq,a, € A, y,b;,b, € B igin

(Dap,p, = (s, ) @b, ve Baya, = ()Ba,) bay (4.1)

kosullarin1 saglayan monoid homomorfizmasi olsunlar. A ve B nin ¢ift yonlii yeni

bir yar1 direkt carpimi tima € A ve b € B icin

(a,P;,b)(c, Py, d) = (a(c)abl , P1Py, (b)ﬁazd)’ (4.2)
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islemi altinda tanmmli A X (A X B) X B kiimesi olup Az M,B seklinde gosterilir.
Simdi yukarida verilen islem altinda Ag M, B min birim eleman (14, P,, 15) olan bir

monoid oldugunu gosterelim. Burada P, =(1,,1,) dir

B =(a.b), P,=(a,,b,) ve P,=(a,,b,) i¢in

(a, Py, b),(c, Py, d) ve (e, Ps, f) € Ag M, B olsunlar.

((ar Plr b)(cr PZ! d))(er P3’ f) = (a(c)ablf P1P2r (b)ﬁazd)(er P3’ f)
= (a(0)ay, (€)p,p, PiP2Ps, ((b)fayd) By f )
= (a(c)a, (), . RRP(P) B, (4) B, f)

(a, Py, b)((c, P, d)(e, Ps, ) = (a, Py, b)(c(e)ay,, P,Ps, (d)Ba,f)
= (a(c(e)ay,)ap,, PrPsPs, (b)Baya, () Ba.f)

= (a(c)ogbl (e)ahbz,EIJzIDs’(b)ﬁazas (d)ﬁ“3f)

oldugundan Ag M,B bir monoiddir.
Simdi asagida verilecek olan Onerme ve Teorem’den bu bdliimiin genel
amaci olan bu ¢ift yonli yar1 direkt carpimimin bir sunusunu veren bir lreteg

kiimesini verecegiz.

4.2.2 Onerme [18] : A ve B monoidleri sirastyla X ve Y kiimeleri tarafindan

tiretilsin. Bu durumda Ag M,B ,

{(
{
{(1,R.3): ey,
{
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kiimelerinin birlesimi tarafindan iiretilir.

ispat: a,a,,a,c€A, bby,b,,d€B, P,,P, EAXB icin

(a1, P, 13)(612’ E, 13) = (a1a2’ P, 13); 4.3)
(lAr Perbl)(lA’PE’bZ) = (1Ar Pe’ble)r (44)
(1A; P1; 13)(1A; Pz; 13) = (1A; P1P2; 13) (4-5)

(a, P, 15)(14,(c,15),15)(14,(14,d),15)(14,P,, b) = (a, (c.d), b)

oldugundan, ispat kolayca goriiliir.[]

4.2.3 Teorem [18]: AveB monoidlerinin sirasiyla [X:R] ve [Y:S]

sunuslartyla temsil edilsin. Bu durumda Az M, B nin iireteg kiimesi
Z=XUYU{z;:k€Xyadak €Y}

ve bagint1 kiimesi, x,k; € X ve y, k, € Y olmak tizere

R,S, (4.6)
Xy = yx, 4.7)
Zy,Zky = Zkiky — ZkyZRky) (4.8)
Zy, X = XZg,, (4.9)
YZg, = Zk, Y, (4.10)
Zy, X = (x)akzzkzr (4.11)
VZi, = Zk, (V) By - (4.12)

bi¢imindedir. Ispat1 vermeden once Z* kiimesi ile Z kiimesindeki tiim kelimelerin

kiimesini gostermis olacagimizi1 belirtelim.

Ispat: Simdi, ¢:Z* > Ag MyB homomorfizma doniisiimiinii

x, ki, € X ve y, k, €Y olmak lizere
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e = (x, P, 14),
WMo = 4P, y),
(21,) = (L, (k1 15), 1),
(2i,)9 = (14, (14, k2), 15).

bi¢iminde tanimlayalim. Bu déniisiimiin 4.2.2 Onerme den 6rten oldugu kolaylikla
goriiliir. Simdi (4.6) — (4.12) bagmtilarim Ag M, B yi sagladigin1 kontrol edelim.
Aslinda (4.6) bagmtilar1 (4.3),(4.4) ve (4.5) den gelir. (4.7),(4.8),(4.9) ve (4.10)

bagntilari ise

(x, P, 15) (14, P, y) = (X, P, y) = (14, Po, ) (%, P, 1),
(14, (ky, 1), 15) (14, (14, k3), 15) = (14, (ky, k2), 1p)

= (14, (14, k2), 15) (14, (kq, 15), 1),
(14, (ky,1p), 1p)(x, P, 1) = (x, (ky, 1p), 1p) = (x, P, 15) (14, (k1, 15), 1p),
(14 Py y) (1, (M, e2), 15) = (14, (1g, k2D, ) = (14, (14, k2), 1) (14, Pey y)

esitliklerinden elde edilir. Simdi (4.11) ve (4.12) bagmtilarinin saglandigini

gosterelim. Bunun i¢in tim x, k; € X ve y,k, € Y i¢in

(Lo, (L k), 16) (e, Py 1) = ()i, (14, k), 1)
= ((x)akz; F, 13) (14, (14, k2), 1),

(1A, Pe,}’)(lA, (k1; 13); 13) = (1A; (klr 13); (Y).Bkl)
= (1, (ky, 1p), 13)(1Ar P, (}’).Bkl)

esitliklerinden kolayca goriilebilir. Bdoylece ¢ doniisimii, (4.6) — (4.12) ile
tammlanan bir M monoidinden Ag M,B lizerine olan bir ¢ epimorfizmasina

indirgenir.

Simdi ¢ epimorfizmasinin birebir oldugunu gosterelim. Bunun i¢in w € Z*
bos kelimeden farkli herhangi bir kelimesini diisiinelim. Burada (4.7) — (4.12)

bagintilarini kullanarak
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wy €X', wy, €Y', o e{zk] 1k, eX} ve o e{zk2 ik, eX} icin M i¢inde
o=00 0,0, oldugunu kolayca gorebiliriz. Ayrica xiX;,..,xn €X Ve

Y1,Y2, » Yn € Y olmak Uzere wy, = Zy Zy,...Zy, V€ Wy, = Zy Zy ...Zy Olsun. Bu

durumda herhangi bir w € Z* igin, P(w) = (XX ... Xpn, Y1Y2 - V) olmak lizere

(@) = (0xwr, i, 00)0 = (WP (i, ) (W, )9 (wy)9
= (we, @, 18) (14, (¥1%3 e Xy V1 V2 V), 15) (14,0, @)

= (wy, P(0), w,)
esitligi elde edilir.

Bazi o', 0" € Z* i¢in (w')p = (w")¢@ esitliginin var oldugunu diigiinelim.
Bu durumda A i¢inde w, = wy ve B iginde wy, = wy esitlikleri vardir. Buradan
P(w") = P(w") elde edilir. Ayrica (8.6) bagntilar1 kullanilarak, M iginde w; = wy
ve wy, = wy esitliklerinin saglandigmi goriir ve bdylece w' = w" esitligi elde

ederiz. Buda bize ¢ nin birebir oldugunu verir.[|
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5. GENELLESTIRILMIS BRUCK - REILLY* GENiSLEMESI

5.1 Giris

Bu béliimde 3. Boliimde bahsedilen Bruck-Reilly genislemesinin daha genel
halini verecegiz. Fakat ilk 6nce bu boliimde kullanacagimiz Green denklik bagmtilar1
ve denklik smiflarmi inceleyecegiz.

5.2 Green Denklik Simiflan

5.2.1 Tanmim : S bir yarigrup ve L, S lizerinde

xly © S'x=S'yeosx=yvety=x(s,t €S, x,y€S)
biciminde verilen bir bagmti olsun. Boylece x,y € S elemanlar1 S nin ayni sol
idealini tiretir. Bu iirete¢ x ve y elemanlarma L — baglantilidir denir ve xLy ile
gosterilir.

Benzer olarak x, y € S elemanlari

xRy & xS'=yS' ©@xs=yveyt=x(s,t €S’)

seklinde S nin ayn1 sag idealini iiretiyorsa bu elemanlar R — baglantihidir denir ve

xRy ile gosterilir.

5.2.2 Not : Bir s € S nin L ye bagh olarak olusturulan denklik smifi L —
Smif1 olarak ifade edilir ve genellikle L bi¢iminde gosterilir. Benzer olarak s nin R

denklik sinifi R bigiminde gdsterilir.
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5.2.3 Teorem : Tanim 5.2.1 de verilen L bagmtis1 bir sag kongruans ve R

bagintis1 bir sol kongruanstir.

Ispat : L ve R nin her ikiside denklik bagmtisidir. O halde (x,y) € L alalim.
L nin tanimindan y = sx ve x =ty (s,t €S) yazilir. Ayrica z € S igin
yz = (sx)z = s(xz) ve xz = (ty)z = t(yz) olur. Boylece (xz,yz) € L elde edilir.
Benzer Ispat R igin yapilir.[]

524 Tanim : H=LNR ve S bir yarigrup olsun. Bu durumda s,t € S
elemanlar1 hem L — baglantii hem de R — baglantili olacagindan bu s,t
elemanlarma H — baglantilidir denir. Aslinda H bir denklik bagintisidir ve s € S
nin denklik smiflari

H, ={t:t € Ly N Ry}

ile gosterilir. Ancak H sag ve sol kongruans degildir.

5.2.5Tanmm : D =L o R olsun. L ve R bagmtilarmin bileskesiyle olusan bu
bagintiya D bagintisi denir.

D nin bir denklik bagintis1 oldugunu sdylemek digerlerinde oldugu gibi kolay
degildir. D nin denklik bagintis1 oldugunu gostermek i¢in asagidaki verilecek olan
onermeye ihtiyag vardir.

5.2.6 Onerme : L ve R bagntilar1 degismelidir.

Ispat : (x,y) € L o R eleman i¢in, (x,z) € L ve (z,y) € R olacak bigimde

bir z € S vardir. Buradan,

Z=S5;X, X = S,2, ¥ = Zty, Z = yt, (51,55, t;,t, €S’)

yazilabilir. Bir u € S i¢in, u = xt; olarak tanimlanir ise,
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utz = xt1t2 = Szztltz = Szytz =SZ =X,
Siu = Slxtl = Ztl =Yy,

Sy = Szztl = xt1 =Uu

olur. Buradan da (x,u) € R ve (u,y) € L oldugu kolayca goriiliir. Boylece

(x,y) € LoR ve Lo RcR oL sonucuna ulasilir. Tersi de benzer sekilde yapilir.[
5.2.7 Teorem : D bir denklik bagmntisidir.

Ispat : D nin yansiyan oldugu aciktir. Ciinkii L ve R nin her ikisde

yansiyandir. D nin simetri 6zelligini sagladigini gosterelim.

(x,y)ED=>(3zE€ S)((x,z) € Lve(z,y) € R)
=3z € S)((z, x) € Lve (y,z) € R)
=>(y,x) ERoL

olur. O halde Onerme 5.2.6 dan dolay1 (y,x) € LoR dir. Bdylece D simetri

ozelligini saglar. Ayrica

(x,¥),(v,z) €D
= (3u,v e S)((x,u) € Lve (u,y) € Rve (y,v) € Lve (v,z) € R)
= (3u,veE S)((x,u) € Lve(u,v) ERoLve (v,z) € R)
= (Ju,v € S)((x,u) € Lve(u,v) ELoRve (v,z) € R)
=@u,v,w € S)((x,w) € L ve (u,w) € L ve (w,v) ER ve (v,z) ER)
=>(3we S)((x,w) € Lve(w,z)€ R)
=>(x,z) ELoR=D

oldugundan dolay1 D nin gegiskenlik 6zelligine sahip oldugu goriiliir. O halde D
denklik bagmtisidir.[]
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5.2.8 Tamim : S bir yarigrup ve x,y € S olsun. x ve y elemanlar1 S nin ayni1
sag ve sol idealini iiretiyor ise bu elemanlara t — baglantilidir denir. Daha genel

bir ifadeyle,

xty © S'xS' =S'yS’

dir. [16,28] de yapilmis olan ¢alismalara gore Green bagintilar1 arasinda

HclL,  HcR, LcD, RcD, Dct

seklinde bir siralama vardir.

5.2.9 Tamim : Bir S yarigrubunun tek elemanla iiretilmis her alt yarigrubu
sonlu ise bu S yarigrubuna periyodik yarigrup denir. Yani S yarigrubu periyodik

m+r

ise, hera € S i¢cin, a = a™ olacak sekilde m,r > 1 sayilar1 vardur.

5.2.9 Tanimdan dolay1 her sonlu yarigrubun periyodik bir yarigrup oldugu

sonucu kolayca goriiliir.

5.2.10 Teorem : S yarigrubu periyodik ise T = D dir.

Ispat: D c t oldugu asikardir. Tersinin dogrulugunu gostermek icin

(x,y) € T alinir ise x = ayb, y = cxd (a,b,c,d € S) olur. Boylece
x = (ac)x(db) = (a(cxd)b) = (ayb) = x
x = (ac)?x(db)? = (ac)(ac)x(db)(db) = (ac)x(db) = x

.= (ac)ix(db)i=x..;

olur. S periyodik oldugundan (ac)' idempotent olacak sekilde i € N* vardir. O

zaman

x = (ac)ix(db)t = (ac)i(ac)ix(db) (db)! = (ac)ix = (ac) tacx = (ac)taz
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ve boylece xLz olur. Ayrica

y= (Ca)y(bd) = (ca)zy(bd)z = ... = (ca)jy(bd)j S

dir. Burada (bd)’ idempotent olacak sekilde i € N* secilirse,

z = cx = c(ac) 1 x(db)/** = (ca)/**cxd(bd) b = (ca)’*1y(bd)’b
= (cay*'y(bd)?b = (caYy(bdY ™ (bd) b = y(bd)~'b

olur. Buna ek olarak, zd = cxd = y oldugunda, zRy dir ve xDy sonucuna

ulagilir.[]

Simdi D nin smif yapisini inceliyelim.

D=LoR =RoLsmifi Ryivel yiigeren bir denklik bagintisidir. Ayrica
bir D — smif L ve R bagntilarinin bileskesidir. Eger a,b € S igin,
L =L, ={x €S:xLa}, D de herhangi bir L simf ve R = R, ={y € S:bRy}, D de

herhangi bir R sinif ise o zaman arakesitleri olan L N R kiimesi de bostan farklidir.

Green bagntilarinin ana teoremi asagidaki gibidir.

5.2.11 Teorem ([16],[28]) :
i) a,b € S 6yleki as = b ve bt = a olacak bigimde R — baglantil1 iki eleman

olsun. Ayrica xps = xs ve xp; = xt olacak bicimde

Ps: La - Lb ve pt:Lb - La

doniisiimleri verilsin. O zaman pg ve p; doniisiimleri, 5.2.4 Tanim daki gibi,
H =L NR smifindan H smifina tersinir bijeksiyonlardir.
ii) a,b € S dyleki sa = b ve tb = a olacak bigimde L — baglantil1 iki eleman

olsun. Ayrica x xg= sx ve x X;= tx olacak bicimde

Xs: Ry = Ry ve X¢:Rp 2 R,
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dontistimleri verilsin. O zaman g ve X; doniisimleri H =L NR smifindan H

sinifina tersinir bijeksiyonlardir.

Ispat: i) Ilk olarak ps: L, — L, doniisiimiiniin varligin1 gosterelim. Bunun
i¢cin x € L, alindig1 zaman (x, a) € L olur. Teorem 5.2.3 den dolayi, (xs, as) € L
Oldugu goriilir.  Bdylece xps € L, olur.  Benzer bicimde p;:L, = L, bir
doniisiimiin varlig1 gosterilebilir. Bir s€ L, alindiginda x = ua yazilabilir. Buradan

da

XpsPy = XSt = uast = ubt =ua =x

sonucuna ulasilir. Benzer bicimde, her x € L, i¢in, xp;ps = x bulunur. Bdylece p,
ve py, tersinir bijeksiyonlardir. Ayrica xst = x oldugundan xR(xp,) dir. Eger
X,y € L, elemanlar1 H baglantili elemanlar ise o zaman (xps;)RxRyR(yps) olur.
Buna ek olarak xp, ve yps ler R baglantili oldugundan (xp,)H (yp) olur.

ii) nin ispat1 1) ispatin bir duali bigimindedir.[|

5.2.12 Teorem : H bir S yarigrubunun H simifi olsun. O zaman

H? n H = @ dir veya H bir gruptur.

Ispat: H?> N H # @ kabul edelim. O zaman ab € H olacak bi¢imde a,b € H

vardir. Ayrica h € H elemani alindiginda aRab oldugundan, Teorem 5.2.12 (i) den,

Pp:X = xb

dontistimii aslinda H, = H dan H, = H ile bire-bir ve Ortendir. Ayrica Teorem

5.2.12.(ii) den,

NpiXx - hx

doniisiimii ashinda H, = H ve Hy;, = H (hb € H) ile bire-bir ve ortendir. Buradan
da
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hH =imx,=H ve H, = H

oldugu goriiliir. Boylece H nin bir grup oldugu goriiliir.[ ]

5.3 Genellestirilmis Bruck-Reilly* Genislemesi

T swrasiyla T nin 14 birimini iceren H ™ ve H smiflar1 olan H*; ve H; ile
birlikte bir monoid olsun. S ve y, T den H ™, lizerine bir homomorfizma olsunlar.

Ayrica u, H;’in bir elemani ve X, H*; lizerinde bir otomorfizm olsun ve

X P uxu”
igin

Y M= By

bigiminde tanimlansm. Simdi S =N’xN’x7TxN°xN’ yarigrubunu goéz oniine

alalim:

(m,n,v,p,q)(m',n",v",p’,q") =
{(m,n —p + max(p,n’), (vﬁm“"(p'"')‘p)(v’ﬁm“"(p'”’)‘”’),p’ —n' +max(p, n’),q'),q =m'ise
{ (m, n,v (((u‘”'(v’y)up’)yq‘m"l) ﬁp) ,0,q —m' + q), q >m'ise
|

\n —q +m', ', (W @puP)y™ D" W', ', q), q<m'ise

Burada B°y° T nin birim doniisiimleri olarak ve u® , T’nin 1, birimi olarak
alinmistir. Yukaridaki yapi ile birlikte S =N’xN’xTxN’xN’ monoidi, 7 nin u
eleman1 ve S, ¥ homomorfizmleri ile olusturulmus Genellestirilmis Bruck-Reilly

Genislemesi adini alir. S monoidi S = GBR*(T; B, v, u) ile gosterilir ve S monoidinin

birim eleman1 (0,0, 17,0,0) dir.
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5.3.1 Genellestirilmis Bruck-Reilly* Genislemesinin Sunusu

Bu bolimde GBR*(T; 8,y,u) igin bir sunus ve bu sunusun ispati lizerinde
yogunlasacagiz. Fakat ilk dnce asagida verecegimiz Onerme ile bu sunus i¢in gerekli

olan iirete¢ kiimesini tanimlayalim.

5.3.2 Onerme [27] : X, T monoidi i¢in bir iirete¢ kiimesi olsun. Bu durumda

{(0,0,%,0,0): x € X} U {(0,1,17,0,0) U (1,0,17,0,0) U (0,0,17,1,0) U (0,0, 17,0,1)}

kiimesi S = GBR*(T;,y,u) monoidi i¢in bir iirete¢ kiimesi olur.

Ispat: v, v, €T ve myun,p;,q €EN°(1<i<2) icin, asagidaki

esitlikleri kolayca gorebiliriz.

(0,0,v4,0,0)(0,0,v,,0,0) = (0,0, v,v,,0,0),
(m4,0,14,0,0)(m,,0,1£,0,0) = (m; + m,,0,14,0,0),
(0,n4,14,0,0)(0,n,,14,0,0) = (0,n, +ny,14,0,0),
(0,0,17,p,,0)(0,0,17,p,,0) = (0,0, 17, p; + p5,0),
(0,0,17,0,41)(0,0,17,0,q;) = (0,0,17,0,q; + q2),
(m4,0,14,0,0)(0,n,,14,0,0) = (my, ny, 14,0,0),
(0,0,17,p1,0)(0,0,17,0,92) = (0,0, 17, p1, 92),
(my,n4,17,0,0)(0,0,v,0,0)(0,0, 17, py1, 1) = (my, 1y, 11,01, q1)-

Dolayisiyla yukarida verilen esitlikler bize S = GBR™(T; B, ¥, w) monoidinin

{(0,0,%,0,0):x € X} U{(0,1,17,0,0) U (1,0,17,0,0) U (0,0,17,1,0) U (0,0, 17,0,1)}

ile tiretildigini soyler. [
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5.3.3 Teorem [27] : T, [X : R] sunusu ile tanimlanan bir monoid ve B,y T
den H*; icine tanimlanan bir homomorfizm olsun. Bu durumda

S = GBR*(T; B,y,u) monoidi x € X olmak tiizere

[X,y,z,a,b: R, (5.1)
yz=1, ba=1, (5.2)
yx = (xy)y, xz = z(xy), (5.3)
bx = (xB)b, xa = a(xp), (5.4)
yb =uy, ya=u"'y, (5.5)
bz = zu, az = zu™1] (5.6)

sunusuyla temsil edilir.

Ispat: X U {y, z,a, b} kiimesini Y ile gosterelim. Y icindeki tiim kelimelerin

kiimesini Y* ile gosterelim. ¢:Y* —» GBR*(T; 8, y, u) homomorfizmasini

xp = (0,0,x,0,0),

ye =(0,0,17,0,1),
ze = (1,0,1,0,0),
ap = (0,1,14,0,0),
by = (0,0,1,,1,0)

ile tanimlayalim. Onerme 5.3.2 den ¢ homomorfizmasmin bir epimorfizm oldugu
kolayca goriilebilir. Simdi (5.1) - (5.6) bagintilarinin GBR*(T; B,y,u) yu saglayip
saglamadigini kontrol edelim. R bagintilar1 T de saglandigindan dolay1 Onerme 5.3.2
den bu bagmtilar ayrica GBR*(T; B,y,u) de saglar. Simdi ise geriye kalan (5.2) —

(5.3) bagmtilarinin saglandigini gorelim.

(5.2):(0,0,17,1,0)(0,1,1,0,0) = (0,0, 1, 0,0),
(0,0,17,0,1)(1,0,1,0,0) = (0,0, 17,0,0),
(5.3:(0,0,14,0,1)(0,0,x,0,0) = (0,0,xy,0,1) = (0,0, xy, 0,0)(0,0,1,0,1),
(0,0,x,0,0)(1,0,1,,0,0) = (1,0, xy,0,0) = (1,0,1,0,0)(0,0, xy, 0,0),
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(5.4): (0,0,15,1,0)(0,0,x,0,0) = (0,0,x8,1,0) = (0,0,%8,0,0)(0,0,11,1,0),
(0,0,x,0,0)(0,1,17,0,0) = (0,1,x8,0,0) = (0,1, 17,0,0)(0,0, xB, 0,0,
(5.5): (0,0,17,0,1)(0,0,17,1,0) = (0,0,1,0,1) = (0,0,1,0,0)(0,0, 17,0,1),
(0,0,17,0,1)(0,1, 17,0,0) = (0,0,u~%,0,1) = (0,0,u%,0,0)(0,0, 1, 0,1),
(5.6): (0,0,1;,1,0) (1,0,1;,0,0) =(1,0,1,0,0)=(1,0,1,,0,0) (0,0,u,0,0)

(0.1,1,,0,0) (1,0,1,,0,0) =(1,0,u™,0,0) =(1,0,1,,0,0) (0,0,u™,0,0)

Bu nedenle ¢ doniisiimii, (5.1) — (5.6) bagintilar1 ile tanimlanan M monoidinden

GBR*(T; B,y,u) lizerine olan bir ¢ epimorfizmasina indirgenir.

Simdi ¢ epimorfizmasinin birebir oldugunu gosterelim. Simdi M icinde bos
kelimeden farkli herhangi bir w € Y* kelimesini diisiinelim. Bu kelimenin
f(m,n,v,p,q) = z™a"vbPyi, m,n,p,q € N°,v € X* formunda bir kelimeye esit
oldugunu gosterelim. |w| ile @ nun uzunlugunu gosterelim. Eger |w| = 1 ise bu

durumda,

w=x=f 0,0,x,0,0) (xeX),

dir. Simdi tiimevarimdan k dan daha kiigik wuzunluktaki her kelimenin
f(m,n,v,p,q) formundaki bir kelimeye indirgenebilecegini ve |w| = k oldugunu

varsayalim. Bu durumda w,

f(mnv,p,q)x (x€X),
f(m’”’V’P’Q)y'

f(m,n,v,p,q)a,
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f(m,n,V,p,Q)b ya da

f(m,nv,p,q)z

olarak yazilabilir. Simdi,
fm,n,v,p,@)x = zma™vbPyix = z™a™v((xy?)BP)bPy? = f(m,n,v((xyDB?),p, q),

f(m’ nv, p’ q)y = Zmanvbpyqy = Zmanvbpyq+1 = f(ml nv, p:q + 1)

f(mnv(@ yTHpP),p,q), q>1ise
f(m, n,v,p, q)a = f(m, nuv,p-— 1,0), q=0,p = 1lise
f(m,n+1,vp,0,0), g=p=0ise

f(m,n,v((wy?1)B?),p,q), q = lise

) ) ) ) b= m n bp qb:
f(m,n,v,p,q)b = z™a"vbPy {f(m,n,v,p+1,0), 7= 0ise

fm,n,v,p,q—1), q=>1ise
= yMmagn Py4d, —
f(mp n; vl p: q)Z zZa vb y VA {f(m + 1’0’ u—n(vy)up’ 0’0)’ q — 0 lS€

boylece tiimevarim adimi tamamlanir.
Son olarak, v;,v, € X* ve m;,n;,p;,q; € N’ (1 <i < 2) olmak iizere
(f(mlr N, V1, P1s ‘h))ﬁ” = (f(mz’ N2, V2, P2, ‘b))ﬁ”

esitliginin var oldugunu diisiinelim. Bu durumda
(z™Ma™v,bPryt)p = (z™2a™2v,bP2y%2) @

olur ve boylece

(mq,ny,v1,p1,q1) = (M3, Ny, V2, 02,42)
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esitligi elde edilir. Buradan T i¢inde v; = v, ve my =m,, Ny =Ny, p; = Py Ve
g1 = q, olur. GBR*(T;B,y,u) nun sunusu R yi igerdiginden dolayr M iginde

v = v, esitliginin saglandigini goriir ve bu nedenle M iginde
z™aqMy, bPryf = zM2q"2y,pP2y 2
esitligini elde ederiz. Buda bize @ nin birebir oldugunu verir.[]
Teorem 5.3.3 iin bir sonucu olarak asagidaki 5.3.4 Sonucu verebiliriz.

5.3.4 Sonug : v, X™ i¢inde keyfi bir kelime olsun.

ymv = (vy™y™,

vz™ = zM™(vy™),

b = (vp™)b",

va™ = a™(vp"),

ymbn — (uym—l)nym’
yman — (u—lym—l)nym
pnzm = Zm(uym—l)n’
n,m — Zm(u—lym—l)n

a

bagintilar: tiim m, n € N° i¢in GBR*(T; B, y,u) 1saglanir. Sonug olarak her
we (Xu{y,z,a,b})* kelimesi, bazi v € X* kelimesi ve m,n,p,q € N° icin

GBR*(T; B,y,u) iginde z™a"vbPylz formunda bir kelimeye esittir.
Bu konuyla ilgili ayrintili bilgiler [19-28] den elde edilebilir.
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6. SONUC VE DEGERLENDIRME

Tez bes ana bolimden olusmus olup, bu boliimlerde asagidaki sonuclar elde

edilmistir.

Tezin birinci bolimiinde kelime ve kelimeler arasindaki iglemler hatirlatilarak
serbest monoidler ve monoid sunusu tanimlanmis ve diger boliimlerde kullanilmig

olan temel 6zellikleri ile ilgili hatirlatmalar yapilmistir.

Ikinci boliimde monoidler icin yar1 direkt ¢carpim anlatilmis ve bu ¢arpimin
sunusu verilmistir. Ayrica bu yari direkt ¢arpimin bir genislemesi olan Wreath

carpim ve bu carpimin sunusu iizerinde durulmustur.

Ucgiincii boliimde, Bruck-Reilly genislemesi, Schiitzenberger carpim, yari
direkt carpim altinda Schiitzenberger carpimmin yeni versiyonu ve bu yeni
versiyonun sunusu tanimlanmistir. Ayrica bu yeni c¢arpimin bir sonucu olarak
regiilerlik 6zelligi lizerinde durulmustur. Ayrica monoidlerin giiglii yarilatisleri ve
Rees matris yarigruplar1 gibi baz1 6nemli monoid genislemeleri ve bu genislemelerin

sunuslarina da yer verilmistir.

Dordiincii boliimde monoidler ¢ift yonlii yar1 direkt carpim tanimlanmis ve bu

carpimin sunusu verilmistir.
Son bolimde ise, Bruck-Reilly genislemeleri daha da genellestirilerek

Genisletilmis Bruck-Reilly* genislemesi kavramina ve bu kavramin sunusu ile

sonuclarina deginilmistir.
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