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OZET

BAZI ONEMLI CEBIRSEL YAPILARIN CROSSED (CAPRAZ)
CARPIMININ OZELLIKLERI
DOKTORA TEZi
AHMET EMIN
BALIKESIR UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTIiTUSU
MATEMATIK ANABILIiM DALI
(TEZ DANISMANIL:DOC. DR. FIRAT ATES)

BALIKESIR, EKIM - 2015

Bu ¢aligmada bazi monoidlerin orthodoxluk, strongly - inverselik ve =-
regiilerlik 6zellikleri izerinde durulmustur. Bu tez alt1 bélimden olusmaktadir.

Birinci boliimde tezin tarihgesi ve gelisiminden bahsedilmistir ve diger
boliimlerde kullanilacak tanimlar, teoremler ve sonuglar verilmistir.

Ikinci béliimde, crossed (¢apraz) carpim altinda schiitzenberger carpiminin
yeni versiyonu ve bu versiyonun sunusu verilmistir.

Ucgiincii boliimde, regiilerlik tanimi verilerek crossed (gapraz) carpim,
crossed (c¢apraz) carpim altinda schiitzenberger ¢arpiminin yeni versiyonu ve ¢ift
yonlii yar1 direkt carpiminin regiilerligi arastirilmistir.

Dérdiincii boliimde, crossed (¢apraz) ¢arpim ve schiitzenberger ¢arpiminin
strongly (kuvvetli) n- inverseligi incelenmistir.

Besinci boliimde, crossed (¢apraz) ¢arpim, crossed (¢apraz) ¢arpim altinda
schiitzenberger carpiminin yeni versiyonu ve schiitzenberger carpiminin
orthodoxluk 6zelligi ¢alisilmistir.

Altinc1 boliimde, tezde elde edilen sonuglar 6zetlenmis ve sonra yapilacak
calismalar i¢in acik problemler verilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Monoid, Yari direkt c¢arpim, Schiitzenberger
carpim, Crossed (¢apraz) ¢arpim, Regiiler monoid, Strongly (kuvvetli) n-inverse
monoid, Orthodox monoid.



ABSTRACT

SOME IMPORTANT ALGEBRAIC CONSTRUCTION PROPERTIES OF
CROSSED PRODUCTS
PH.D THESIS
AHMET EMIN
BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE
MATHEMATICS
(SUPERVISOR:ASSOC. PROF. DR. FIRAT ATES)

BALIKESIR, OCTOBER 2015

In this study, generally properties of orthodox, strongly n- inverse and n-
regularity of monoids are concerned. This thesis contains of six chapters.

In the first chapter, the development and history of this thesis are given.
The definitions, theorems and the results which are used for the other chapters are
given.

In the second chapter, we define a new monoid construction under crossed
products and the presentation of this new product are investigated.

In the third chapter, as being defined regularity of monoids also regularity
property of this new product, the crossed products and the two sided product of
monoids are examined.

In the fourth chapter, the property of strongly n- inverse monoids of the
crossed products and the schiitzenberger products are examined.

In the fifth chapter, the property of orthodox monoids of the crossed
products and a new monoid construction under crossed products are studied.

In the sixth chapter, the result obtained from this thesis are summarized
and open problems for next studies are given.

KEYWORDS: Monoid, Semidirect products, Schiitzenberger products, Crossed
products, Regularity of monoids, Strongly =- inverse monoids, Orthodox
monoids.
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SEMBOL LISTESI

r(w)
T(w)
X+
x*

F(X)
| X|
$ = [X:R]

M ()
[w]
Gor(u)
Cek(u)
(T'+, T_)

M, (Z)

(A,B,a,f)
End(M)

Inm
AXB

A#LB
A #LB
A A B

AOB
Adg, B

Adi

Dogal sayilar kiimesi

Pozitif tamsayilar kiimesi

Bos kiime

Kelime

w kelimesinin baslangi¢ harfi

w kelimesinin bitis harfi

X kiimesindeki pozitif kelimelerden olusan kiime

X kiimesindeki pozitif kelimeler ve birim elemanin
birlesiminden olusan kiime

X ile iiretilen serbest (free) monoid
X kiimesinin eleman sayisi, F (X) in rank1

X tarafindan iiretilen ve R baginti kiimelerinin olusturdugu
monoid sunusu

§ sunusu ile tanimlanmis monoid
w kelimesinin denklik sinifi

( doniisiimiiniin goriintii kiimesi
U doniistimiiniin ¢ekirdegi

X kiimesi iizerinde birbirinden farkli pozitif semboller

Her bir bileseni negatif olmayan tam sayilardan olusan
n X n tipindeki matrislerin kiimesi

Crossed (¢apraz) sistem
M nin biitiin endomorfizmalarinin kiimesi
M monoidinin birim elemani

A ile B monoidinin direkt carpimi
A ile B monoidinin crossed (¢apraz) ¢carpimi

A ile B monoidinin crossed (¢apraz) ¢carpim altinda
schiitzenberger carpiminin yeni versiyonu

A ile B monoidinin yar1 direkt ¢arpimi
A ile B monoidinin schiitzenberger ¢arpimi

A ile B monoidinin yar1 direkt carpim altinda
schiitzenberger ¢arpiminin yeni versiyonu



A ile B monoidinin ¢ift yonlii yeni bir yar1 direkt carpimi
A kiimesinin kuvvet kiimesi

n. mertebeden Devirli monoid

M monoidinin merkezi

a elemaninin inversi

M monoidinin idempotent elemanlarinin kiimesi

M monoidinin regiiler elemanlarinin kiimesi

Ispatlarin sonuna eklenir
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1. GIRIS

Yar1 gruplarin (monoidlerin veya gruplarin) yar1 direkt, crossed (capraz) ve
schiitzenberger carpimlari, yar1 grup (monoid veya grup) teorisinin tarihi gelisim
siirecinde biiyiik bir 6neme sahiptir. Bir¢ok cebirsel ozelliklerde bu ¢arpimlar ¢ok
onemli rol oynamaktadir. Bu dogrultuda [1] de 1983 yilinda William R. Nico yari
direkt ¢arpiminin regiiler olmasi igin gerekli ve yeterli kosulu vermistir. [2] de 1996
tarihinde Yufen Zhang, Shizheng Li ve Desheng Wang yari direkt c¢arpiminin
strongly m-inverseligini incelemislerdir ve herhangi iki monoidin yar1 direkt
carpiminin strongly m-inverse olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosulu vermislerdir. 1989
yilinda ise [3] de Tatsuhiko Saito tarafindan yari direkt ¢arpiminin orthodoxlugu
incelenmis olup herhangi iki monoidin yar1 direkt ¢arpiminin orthodox olmasi igin
gerekli ve yeterli kosulu vermistir.

[4] de 2008 yilinda Ana-Loredena Agore ve G. Militaru, [5] de 2010 yilinda
Ana-Loredena Agore ve Dragos Fratila tarafindan crossed (¢apraz) carpim ¢alisilmas,
bir grup oldugu ayrica yari direkt ¢arpim ile olan iliskisi gosterilmistir,

1920 yilinda diinyaya gelen ve bir tip doktoru olan Marcel-Paul
Schiitzenberger ¢ocuklugundan beri matematige c¢ok ilgi duymus ve bu ilgisini,
tutkusunu Paris Universitesinde 1953 yilinda ikinci doktorasini matematik alaninda
alarak siirdiirmiistiir. Ozellikle Automata ve Language teorisinde matematikgiler
tarafindan ¢ok kullanilan ve kendi ismiyle anilan Schiitzenberger carpimini ortaya
koymustur. [6] da 1991 yilinda John M. Howie bu ¢arpimin bir monoid oldugunu
gostermistir ve [7] de 1994 tarihinde John M. Howie ve Nico Ruskuc bu ¢arpimin
sunusunu veren onerme ve teoremi vermislerdir. [8] de 2010 yilinda Eylem Giizel
Karpuz, Firat Ates ve Ahmet Sinan Cevik, schiitzenberger ¢arpiminin regiilerligini
incelemislerdir ve herhangi iki monoidin schiitzenberger ¢arpiminin regiiler olmasi
icin gerekli ve yeterli kosulu vermislerdir.

[9] da 2009 yilinda Firat Ates tarafindan schiitzenberger carpim ve yari direkt
carpim birlestirilerek schiitzenberger c¢arpim altinda yari direkt carpiminin yeni
versiyonu adinda yeni bir monoid yapist elde edilmistir. Elde edilen bu ¢arpiminin

bir monoid oldugunu goéstermistir ve bu ¢arpiminin regiilerligini incelemistir. [10] da
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2011 yilinda Eylem Giizel Karpuz ve Ahmet Sinan Cevik bu yeni ¢arpimin strongly
n-inverseligini incelemislerdir ve herhangi iki monoidin bu yeni ¢arpiminin strongly
n-inverse olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosulu vermislerdir. Ayrica [9] da Firat Ates
yar1 direkt ¢arpimini ¢ift yonlii olarak inceleyerek yeni bir monoid yapisi elde
etmistir. Bu yeni yapinin monoid oldugunu gosterip sunusunu veren Onerme ve
teoremleri de ispatlamigtir.

Yukarida bahsi gecen tiim c¢aligsmalardan hareketle birinci boliimde bu tez
caligmasimin diger boliimlerinde genel olarak kullanilacak bazi temel tamim ve
teoremlere yer verilmistir. {lk olarak serbest (free) monoidler incelenmis olup kelime
yapisina deginilmistir. Daha sonra ise genel anlamda monoid sunuslarinin yapisi ve
bu konuyla ilgili diger boliimlerde kullanacagimiz O6nerme ve teoremlere yer
verilmistir. Bu boliimde verilen bilgiler standart olup bu konuyla ilgili daha ayrintili
bilgiler [13-21] ve [24-26] kaynaklarindan elde edilebilir.

Ikinci bolimde crossed carpim ve schiitzenberger carpim birlestirilerek
crossed carpim altinda schiitzenberger carpiminin yeni versiyonu adinda bir monoid
yapisi elde edildi. 1k olarak elde edilen bu yeni yapinin bir monoid oldugu ispatlandi
daha sonra ise bu yeni monoidin sunusunu veren teorem verilip ispat1 yapilmistir.

Ucgiincii boliimde regiilerlik tanim1 verilmisir ve ilk olarak crossed ¢arpiminin
regiilerligi incelenmistir. Herhangi iki monoid i¢in crossed ¢arpiminin regiiler olmasi
icin gerekli ve yeterli kosul verilmistir. Daha sonra ikinci béliimde tanimlanmis olan
crossed carpim altinda schiitzenberger ¢arpiminin yeni versiyonunun regiilerligi
incelendi ve regiiler olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul verilmistir. Son olarak da ¢ift
yonlii yar1 direkt ¢carpiminin regiilerligi incelenmis ve herhangi iki monoidin yar1
direkt carpiminin regiiler olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul verilmistir.

Dordiincii boliimde ilk olarak strongly m-inverse monoidin tanimi verilmistir.
Daha sonra crossed ¢arpiminin strongly m-inverseligi incelenmistir. Son olarak da
schiitzenberger carpiminin strongly m-inverseligi incelenmistir ve herhangi iki
monoidin schiitzenberger ¢arpiminin strongly m-inverse olmasi i¢in gerekli ve yeterli
kosul verilmistir.

Besinci boliimde ise orthodoxluk tanimi verilip ilk olarak crossed ¢arpiminin
orthodoxluk 06zelligi incelenmistir. Daha sonra schiitzenberger ¢arpim altinda yari
direkt carpiminin yeni versiyonunun orthodoxlugu incelenmistir. Herhangi iki
monoid i¢in bu yeni c¢arpimin orthodox olmasi icin gerekli ve yeterli kosul

verilmistir. Son olarak da schiitzenberger carpiminin orthodoxlugu incelenmistir ve
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herhangi iki monoid igin schiitzenberger ¢arpiminin orthodox olmasi igin gerekli ve

yeterli kosul verilmistir.

1.1  Serbest (Free) Monoid

1.1.1 Tammm [14]: X bostan farkli bir kiime olsun. X kiimesinin her bir
elemanina harf denir. Ayrican € N, x; € X ve 1 < i < n olmak iizere
X1X9 oo Xp

ifadesine X iizerinde bir kelime denir ve w ile gosterilir.

1.1.2 Tamm [14]: Tanim 1.1.1 de verilen w kelimesinin baslangi¢ harfi
r(w) = x; ve bitis harfi de T(w) = x,, bicimindedir. Burada n = 0 ise w ye bos

kelime denir ve 1 ile gosterilir.

1.1.3 Tamm [14]: w ve u, X kiimesi {izerinde iki kelime olsun. w ve u
kelimelerinin ¢arpimi, w kelimesinin arkasina u kelimesini yazarak elde edilir ve bu

carpim wu bi¢iminde gosterilir.
Bos olmayan bir kelime iizerinde asagidaki islemler tanimlanabilir:

(i) Herhangi bir kelime i¢indeki 1 bos kelimesi silinebilir. Yapilan bu isleme,

kelime tizerindeki indirgeme islemi denir.

(if) Herhangi bir kelime igerisinde 1 bos kelimesi eklenebilir. Yapilan bu

isleme ekleme islemi denir.

1.1.4 Tamm [15]: M bir monoid ve X de bu monoidin iirete¢ kiimesi olmak
lizere X T kiimesi X iirete¢ kiimesindeki elemanlarla olusturulan en az bir uzunluklu
kelimelerin kiimesi olarak tamimlansin. X* kiimesini, X* = X U {1} kiimesi ile
tanimlayalim. Buradaki 1, M monoidinin birim elemanidir. m,n € N olmak iizere
X1, X2, s Xn s V1, Y2, -, Ym € X olsun. Ayrica wy,w, € X™ i¢in, wy = x1X5 ... X, ,

Wy = y1Y5 ... Y kelimeleri arasindaki islem

wWiW, = (X1X3 . Xn) (V1Y2 - Ym) = X1X2 . XnV1Y2 - Ym



bi¢iminde tanimlansin. Kelimeler arasinda tanimlanan bu isleme gore X* bir monoid
olusturur ve olusan bu monoide Serbest (Free) Monoid adi verilir ve F(X) ile

gosterilir.

1.1.5 Tamm [15]: X kiimesinin eleman sayisina F (X) in rank: denir ve |X]|

ile gosterilir.

1.2 Monoid Sunusu

1.2.1 Tamm [15]: X bostan farkl bir kiime (lirete¢ kiimesi) ve R € X* X X*
olacak sekilde R alt kiimesi (bagint1 kelimelerinin bir kiimesi) olsun. Bu durumda

PX:R]
ikilisine bir Monoid Sunusu denir.

Eger X ve R kiimelerinin her ikisi de sonlu ise & sunusu da sonludur. r, ve r_
sembolleri X kiimesi tizerinde birbirinden farkli pozitif sembolleri ifade etmek tizere,
her bir reR bagmtis1 (r,,7_) sirali ¢ifti olarak tanimlanir. Genellikle r : 1, =1_
bi¢iminde yazilir. Ayrica w; ve w, kelimeleri X kiimesinden elde edilen pozitif
kelimeler olmak iizere g sunusuna bagh olarak, bu iki kelimeden biri digerinden
Tanim 1.1.3 de verilen (i) ve (ii) islemin sonlu sayida uygulanmasiyla elde
edilebiliyorsa, w; ve w, denktir denir ve w; = w, seklinde gosterilir. Elde edilen ~
bagintis1 denklik bagintisi olup, herhangi bir w pozitif kelimesini igeren serbest
denklik smnifi [w] ile gosterilir. Bu denklik smifi {izerinde ¢arpma iglemi

[wy][w,] = [wyw,]

seklinde tanimlanir. Bu c¢arpma islemi altinda denklik simniflar1 kiimesi monoid
olusturur. Olusan bu monoide @ sunusu ile tamimlanmis monoid denir ve M () ile
gosterilir.

M bir monoid ve X bir kiime olsun. Ayrica
wX-M,x >m,

dontigiimiinii gbéz Oniline alalim. Burada X kiimesi lizerinde x;x, ... x,, € X bostan
farkli bir w = x;x, ... x, kelimesi i¢in,

ww) =my my, ..my (1.1)
kurali ile taniml
uF(X)-M

4



homomorfizmasinin varligimi biliyoruz. Ozel olarak w bos kelime ise, u*(w) = 1
dir. Simdi (1.1) ile tanimlanan pu* homomorfizmas: yardimiyla, bir M monoidinin

sunusunun olusturulmasinda kullanilan agsagidaki 6nermeyi verebiliriz .

1.2.2 Onerme [27]: #[X:R]bir monoid sunusu olsun. (1.1) de verilen

1 homomorfizmasinin
peM(p) > M, [x] = my
seklinde homomorfizmaya genisletebilmesi igin gerek ve yeter kosul, her reR igin,
pu(y) = pu@)
olmasidir.

1.2.3 Ornek : M,(Z") kiimesi, her bir bileseni negatif olmayan tam

sayilardan olusan n X n tipindeki matrislerin kiimesi ve = [x,y: x?y3 = yx] bir
. 1 o _[0 1 .
monoid sunusu olsun. Buna gore m; = [O 0] vem, = [O 0] olmak iizere,
u{x,y} > M (Z7),x > my,y »m,

fonksiyonunu diisiinelim. Burada u(x?y?®) = u(yx) oldugundan Onerme 1.2.2 den,

u dontistimii

e M () > My (Z7)
oyle ki

[x] = my, [x] & m,
homomorfizmasina genisletilir.

1.2.4 Tamm [26,27] : M bir monoid, X = {m,: xeX} kiimesi M monoidi

icin bir tirete¢ kiimesi ve § = [X: R] olsun. Eger
uX->M,x > m,
dontigiimii
weM(p) - M, [x] = m,

izomorfizmasina genisletilebiliyorsa, bu g sunusuna M monoidinin sunusu denir.
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Simdide asagida verilen 6nerme ile devirli (cyclic veya monogenic [26])

monoidlerin sunugunu veren dnerme’yi inceleyelim.

1.2.5 Onerme [26] : M, mertebesi k olan ve m ile iiretilen sonlu devirli

monoid olsun. Bu durumda X = {m} iirete¢ kiimesi {izerinde M nin sunusu
o = [x:x* = xt(k > )] (1.2)
bigimindedir.
Ispat : (1.2) de verilen x* = x! bagmtisini géz 6niine alalim. Ayrica
wX->M,x »m,
doniisiimii icin u(x*) = p(x") oldugundan Onerme 1.2.2 den
p:M() > M, [x] »m

genisletilmis homomorfizmasini1 elde ederiz. Burada meGor(u,) oldugunda, u,

ortendir. g sunusundan elde edilecek olan birbirinden farkli elemanlar

bigiminde olup Tanim 1.2.4 yardimiyla, M () nin farkli elemanlari

[1], [x], [x?], ..., [x"*71]

olacaktir. Buradan [M ()| = k elde edilir. Ozel olarak u, nin bire bir olmamasinin
kabulil [Im(u,)| < |[M()| = k esitsizligini vereceginden dolayr wu, bire bir olmak

zorundadir. Boylece ispat tamamlanmis olur. O

1.2.6 Tamm [28] : M bir monoid ve p, M {izerinde bir denklik bagintisi

olsun. Her x,y,s € M igin
(x,y) €Ep=(xs,ys) Ep
oluyor ise p bagintisina bir sag kongruans bagntisi,
(x,y) € p=(sx,sy) €Ep

oluyor ise p bagintisina bir sol kongruans bagintist denir. Eger p bagintis1 hem sag

hem de sol kongruans oluyor ise bu p bagmtisina kongruans bagintisi denir.
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1.2.7 Teorem [28] : M bir monoid, X de M igin bir iirete¢ kiimesi ve p, X*

kiimesi lizerinde R yi i¢eren en kii¢lik kongruans olsun. Bu durumda
M=X"/ 0
dir.
Ispat: ¢ sunusunun temsil ettigi M monoidi ve X iiretec kiimesi igin,
X > M,x - [x]
doniistimiint tanimlayalim. Bu doniistim
wX - M,[w] - [w]

seklinde tek bir 6rten homomorfizmasina genisletilebilir. Ayrica Cek(u), R yi igeren
en kiigiik kongruans bagintis1 oldugundan, Cek(u) =p dir. Dolayisiyla

1. izomorfizma teoremi geregi
M =X */p
elde edilir. o

1.28 Tamm [29] : Bir M monoidinin kendisinden, kendisi istiine
tamimlanan homomorfizmasma endomorfizma adi verilir. Aslinda M nin biitiin
endomorfizmalarinin kiimesi bileske islemi altinda bir monoid olusturur ve End (M)
ile gosterilir. Burada birim eleman

id:M->M

dir.

Endomorfizma ile ilgili farkli 6rneklere [29] da ulasilabilir.

1.3 Bazi1 Onemli Monoid Genislemeleri

Crossed (capraz) ¢carpim, yari direkt carpim ve schiitzenberger carpim; grup,
yar1 grup ve monoid cebirsel yapilari iizerinde ¢ok ¢alisilan konulardandir. Ozellikle
yar1 direkt carpim, combinatorial grup teoride ¢ok 6nemli bir yere sahiptir. [1-3], [6-
11], [12,14], [16-17] ve [21-22] de verilen ¢alismalarda matematik¢iler acaba bu li¢
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onemli ¢carpim kullanilarak yeni bir ¢arpim yani yeni bir monoid cebirsel yapisi, bir
monoid genislemesi elde edilebilir mi? sorusunu giindeme getirmislerdir. Bu
boliimde bazi 6nemli monoid genislemelerin tanimi1 verilmis olup monoid sunuslari
tizerinde ¢alismalar yapilmistir. Bu ¢alismalara [7-11] kaynaklarindan ulasilabilir.

1.3.1 Monoidlerin Crossed (Capraz) Carpimi

1.3.1.1Tamm [11] : A ve B herhangi iki monoid olsunlar. A ’nin

endomorfizmalarinin kiimesi End(4) olmak tizere
fiBXB — Avea:B — End(A)

asagidaki kosullar1 saglayan iki doniistim olsunlar. Her b4, b,, b3 € B ve a € A igin

ap, (@5,(@)) £ (b1, b2) = f(by,b2)ay,p, (@) (13)

f by, bp)f (b1by, b3) = ap, (f (ba, b)) f (by, babs) (1.4)

esitlikleri saglansin. Bu durumda (A4, B, «, f) dortliisiine bir crossed (¢capraz) sistem
denir. Eger f(1p,15) =14 ise (A4,B,a,f) crossed sistemine normallestirilmis
(normalized) sistem denir. a: B = End(A) doniisiimiine weak action (zayif hareket)
ve f:B X B - A donlisimii ise a — cocycle olarak adlandirilir. Eger (4, B, «, f)
normallestirilmis crossed sistem ise bu durumda f(1g,b) = f(b,15) =1, Ve

ay,(a) = adi.

A ve B herhangi iki monoid ve f:B X B = A ile a: B - End(4), (1.3) ve
(1.4) kosulunu saglayan iki donilisim olsunlar. Bu durumda A ve B’ nin crossed

carpimi aq,a, € A ve by, b, € B olmak iizere
(ai, b1)(az, by) = (‘hab1 (az)f(by,by), b1b2)

seklinde tanimlanir ve A#£B bi¢iminde gosterilir. Simdi A#éB’nin birim eleman:

1 = (1,,1p) olan bir monoid oldugunu gosterelim. Her a,aq,a, a3 € A ve

A#lB

b, by, by, bs € B igin



[(a.0,)(a,b,) ](as.b,) = (2, (8,) f (by.b, ). bib, ) (a5,b;)
Z(am%(az)f(bl b)), (8) f (bb b)bbb3)
=(ai%(az)%(%(as))f f (bb,, b)b1b2b3)
= (2, (8,) (0, () @, (b,b.5,), bbb,
- (2@, (a,)a, (%(as)f(bz,bg)) (bl Bb,), bbb,
= (@, (2, (a;) (b,.by)) f (B.byb). bbb
=(ay,b)[ a,an, (a;) f (b,,b,),byb, |
= (ay,0,)[ (3, ) (as,b,) |

bu da bize

[(ab)(a,.b,)](asb) = (b)) [ (22,0, ) (2a,by) ]

esitligini verir. Ayrica

(a,b)(1,,15) =(ac, (1,) f (b.15),bl, ) =(a,b)

(1A’1B)(a’b) :(1Aa13 (a) f (1B’b)’1Bb) = (a’b)

oldugundan
(a’ b)(lA’ls ) = (1A’1B)(a’ b) = (a’ b)

olur ki bu A#£B’ nin birim elemant 1 7, = (14,1p) olan bir monoid oldugu

anlamina gelir.

1.3.2 Monoidlerin Yar1 Direkt Carpimi
1.3.2.1Tamm [1,2] : A ve B herhangi iki monoid olmak iizere, her
a€A b,by,b, €B igin
8:B - End(A),b — 0, ve 1 » idgnqa)

seklinde tanimlanan 8 homomorfizmasi



61, (65,(2)) = 65,,(@) (15)

sartin1 saglasin. Buna gore A 'min B ile olan yar1 direkt c¢arpimi, her

(a4, by), (ay, b,) € A X B sirali ikilisi igin,

(ai,b1)(az, by) = (6119b1 (az), b1b2) (1.6)
kuralin1 saglayan bir kiimedir.

1.3.22Teorem [2] : Tanim 1.3.2.1 deki kosullar1 saglayan kiimeye M
diyelim. M kiimesi (1.6) da verilen isleme gore birim elemani(1,4,15) olan bir

monoiddir.

Ispat : M nin bir monoid oldugunu gdsterebilmemiz icin M nin birlesme
ozelligini sagladigini ve birim eleman1 (14, 15) oldugunu géstermemiz gerekir. Her

(al, bl)' (az, bz) ve (a3, b3) EAXB ig:in,

[(avbl)(az’bz)](as'b ):( ebl(az) )(asibs)

=(a8, (,)6,, (a,).bbyb )
- (a0, (zeb blbb)
:( 1)( 2‘9 )
=(a0)[(2,b,)(2:by) ]

dir. Buradan

[(a1, b1)(ay, by)1(asz, b3) = (aq, by)[(ay, by)(as, bs)]

esitligi var oldugundan birlesme 6zelligi vardir. Ayrica her a € A ve b € B igin

(a,b)(14,15) = (aB,(1,),b1g) = (a,b)

ve

(1Ai 13)((1, b) = (1A913(a)' 1Bb) = (a, b)

oldugundan

(a, b)(lAt 13) = (1A' 13)(0,, b) = (a, b)

olur ki bu M kiimesinin bir monoid oldugu anlamina gelir. O
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1.3.23Tamm [1,2] : (1.6) da verilen islem ile tanimlanmis olan M

monoidine A’ nin B ile olan yar: direkt carpumi denir ve A X4 B ile gosterilir.

1.3.24Teorem [28,30] : A ve B monoidlerinin sunuslari sirasiyla
4 =[X:R] ve o5 = [Y:S] olsun. Ozel olarak x € X ve y € Y olmak iizere Ty

simgesi ile
yx = (Hy(X))y

bigimindeki bir bagintiyr gosterelim. Ayrica T kiimesi, T, formundaki biitiin

bagintilarin kiimesi olsun. O zaman M yari direkt ¢arpim monoidinin sunusu
@ =I[XY:R,ST] (1.7
bigimindedir.
Ispat : X ={(x,15):x € X} ve Y ={(1,,y):y €Y} olsun ve Z=XUY
diyelim. Z* ile Z kiimesinden elde edilen kelimelerin kiimesini gosterelim.
@p:Z" - AXy B
homomorfizmasini
@(x) = (x,1p),
p(y) = (14,5)

islemleri ile tanimlayalim. (x,1p), (x5, 15), (14, y1) Ve (14,¥,) € A x4 B olmak

iizere
(1, 1) (x2, 1) = (X122, 1) (1.8)

(14, y1) (14, ¥2) = (14, 71¥2) (1.9

(x,1p)(14,5) = (x,¥) (1.10)

esitlikleri ile Z,A Xg B i¢in bir lirete¢ kiimesidir. Simdi A Xg B nin (1.7) deki
bagmtilar1 sagladigini gosterelim. x4, x5, ..., xg € X olmak tlizere R = xyx; ... X;

olsun. Bu durumda

11



(1, 15)(x2, 1) . (x5, 1p) = (x1X5 .. X5, 15) = (R, 15) = (14, 1p)

elde edilir. Ayrica y;,y,, ..., Yk € Y olmak tizere S = y;y, ...y, olsun. Bu durumda
(L y1) (L, y2) o (g yi) = Qg y1Y2 Vi) = (14, 8) = (14, 15)

elde edilir. Simdi x € X ve y € Y igin yx = (6,(x)) y olsun.
p(yx) = e(y)p(x)
= (14,)(x, 1p)
= (6,(),y)
= (6,0, 15) (1) = 0 ((6,(0)) )

olur. O halde Onerme 1.2.2 den ¢ homomorfizmasi (1.7) ile tanimlanmis herhangi
bir N monoidinden A x4 B ye olan ¢ homomorfizmasina indirgenir. Simdi ¢
homomorfizmasinin bire bir ve orten oldugunu gdsterelim. we € bos kiimeden farkl

bir kelime olsun. w = w,w, € N olacak sekilde w, € X* ve w, € Y kelimeleri

vardir. Boylece

(p(W) = (p(Wny) = <p(Wx)<p(Wy) = (Wx' 13)(1A'Wy) = (Wx' Wy)

dir. O halde w',w"" € Z* olmak iizere ¢ (w') = @(w'") oldugunu kabul edelim.
o) = p(wewy) = e(wp)o(wy) = Wy, 15)(14,wy) = (Wi, wy)

ve

ow") = p(wiwy) = pwdp(wy)) = (wy', 1) (1a, wy') = (wy, wy
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bu iki esitlikten (W,’C, W;,) = (W,’C’, wy,' ) olur ve buradan wy = wy' ve wy, = wy/ ¢ikar.
(1.7) deki bagintilardan hareketle wy = w, ve wy =w,y’ bagmtilarmin N de
saglandig1 goriiliir. Boylece istenen elde edilmis olur. o

Crossed carpim ve yari direkt carpimlarin tanimlarimi verdikten ve bu

carpimlarin birer monoid cebirsel yapisinda oldugunu gosterdikten sonra bu

monoidlerin birbirleriyle olan iligkisini veren asagidaki dnermeyi veriyoruz.

1.3.250nerme [5] : A ve B herhangi iki monoid ve f:BXB — A
dontistimii bir trivial (asikar) doniisiim olsun, yani her by, b, € B igin f(by,b;) = 1,
olsun. Bu durumda (4, B, «, f) nin bir crossed sistem olabilmesi i¢in gerek ve yeter
kosul a: B —» End(A) doniisiimiiniin bir homomorfizma olmasidir.

Bu Onerme bize, f:B X B - A donilislimii bir trivial (asikar) doniisiim
oldugunda A#£B = A X, B oldugunu, yani A’nin B ile olan crossed carpiminin

A’nin B ile olan bir yar1 direkt ¢arpimi oldugunu ifade eder.

1.3.3 Schiitzenberger Carpim

1.3.3.1 Tamim [7] : A ve B herhangi iki monoid ve P € A X B olsun. Her aeA
ve beB i¢in

aP = {(ac,d): (c,d)eP}
Pb = {(c,db): (c,d)eP}

seklinde bir ¢carpim tanimlansin. Buna gére A ve B’nin schiitzenberger ¢arpimi:
(a1, Py, b1)(ay, Py, by) = (a1az, Prby U ay Py, by b,)

islemi altinda tanimli A X (A X B) X B kiimesi olup A ¢ B seklinde gosterilir.
A O B, birim eleman1 (14, @, 15) olan bir monoiddir. Gergekten de her a,,a,, a; € A,

bl,bz,bg € BVGPl,PZ,P3 CAXB lgln
[(ay, Py, b1)(ay, Py, by)](as, P3, b3) = (aja,, Pib, U a; Py, byby)(as, P3, bs)
= (ayazas, (Pyby U a,P,)b3 U a,a,P;, b1byb3)

= (a1a2a3, Pyb,b3 U a,P,b3 U aya;,Ps, b1b2b3)
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= (aq, Py, b1)(azas, P,bs U a,P3, b, bs3)

= (a1, P, bl)[(az, p;, bz)(a3. ps, b3)]

dir. Buradan

[(ay, Py, b1)(ay, Py, by)](as, Ps, bs) = (a4, Py, by)[(ay, Py, by)(as, Ps, bs)]

esitligi var oldugundan birlesme 6zelligi vardir. Ayrica her b€ BveP S AXB

i¢in

(a,P,b)(14,0,15) = (aly,Plg U a®,bly) = (a,P,b)
ve

(14,9,15)(a,P,b) = (14a,0b U 1,P,13b) = (a,P,b)
oldugundan

(a,P,b)(1,4,0,15) = (1,4,9,15)(a,P,b) = (a,P,b)

olur ki bu A ¢ B’ nin birim eleman1 (1,4, ®, 15) olan bir monoid oldugu anlamina

gelir.

Simdi de bu monoidin sunusunu veren teoremi verelim. Ancak teoremi

vermeden once A ¢ B’ nin iirete¢ kiimesini veren asagidaki dnermeyi vermeliyiz:

1.3.3.2 Onerme [7] : A ve B monoidleri sirasiyla X ve Y kiimeleri tarafindan

tiretilsin. Bu durumda A ¢ B schiitzenberger ¢carpimi
{(xl @, 13): XGX} U {(1A1 @: y) yEY} U {(1AI {(al b)}l 13): aEA, bEB}
kiimesi tarafindan tiretilir.

Ispat:a,,a, a; € A, by, by, b; € Bve P;,P, € A X B olsun.

(a1,0,15)(az, 0,15) = (a1a;,0,15) (1.11)
(14,@,b1) (14,0, b;) = (14,9, b1b,) (1.12)
(14, Py, 15) (14, Py, 1) = (14, Py U Py, 1) (1.13)
(14,0, b)(14,P,15)(a,®,15) = (a, P, b) (1.14)
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oldugundan ispat kolayca goriiliir. O

Uretec kiimesini verdikten sonra schiitzenberger carpiminin sunusunu veren

siradaki teoremi verebiliriz.

1.3.3.3Teorem [7] : A ve B monoidleri swrasiyla [X:R,] ve [Y:Rg]

sunuslariyla temsil edilsinler. Bu durumda A ¢ B schiitzenberger ¢arpiminin iireteg

kiimesi

Z=XUYU{z,,:a€ADbE B}

ve bagint1 kiimesi;

Ra, R; (1.15)
2oy =Zap, ZapZed = Zed Zap, 4 CEA, b, deB; (1.16)
XZgp = ZxapX xeX, a€A, beB; (1.17)
ZapY = YZa by yeY, aeA, beB; (1.18)
Xy = yx, xeX, yeY; (1.19)

bigimindedir.

Ispat : ¢:Z* > A 0 B homomorfizma doniisiimiinii x € X,y €Y,a € A ve

b € Bolmak tizere;
<P(x) = (xl @; 13);
(P(J’) = (1A' Q'Y),

(p(za,b) = (1A'{(al b)}, 13)

islemleri ile birlikte tanimlayalim. Bu déniisiimiin Onerme 1.3.3.2 den drten oldugu
aciktir. Simdi (1.15) — (1.19) bagmtilarinin A ¢ B’yi sagladigin1 kontrol edelim.

(1.15) ve (1.16) bagintilar1 (1.11), (1.12) ve (1.13) den gelir. (1.17), (1.18) ve (1.19)
iseherx e X,y€eY,a€A,b € B igin

(.X', (D, 13)(1At {(a, b)}, 1B) = (x, {(xa, b)}' 13) = (1Aﬂ {(xa, b)}, 13)(xr ®r 1B)l

(1Ar {(a, b)}, 13)(1Ar @: }’) = (1Ar {(ar b}’)}' }’) = (1A' Q); }’)(1,4, {(a, bY)}, 13)1
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(X, @, 13)(1A' (D' y) = (X, (D' y) = (1A' (Z)' y)(x' Q), 18)

esitliklerinden elde edilir. Boylece ¢ doniisiimii (1.15) - (1.19) bagintilart ile

tanimlanan M monoidinden A ¢ B iizerine olan ¢ epimorfizmasina indirgenir.

Simdi ¢ epimorfizmasinin bire bir oldugunu gosterelim. Bunun igin

w € Z*bos kelimeden farkli herhangi bir kelimesini diistinelim. Burada (1.17),
(1.18) ve (1.19) bagmntilarin1 kullanarak [((w) € Y*,c(w) € {Za‘b: a€Abe B}* ve
r(w) € X* i¢in M iginde w = [(w)c(w)r(w) oldugunu kolayca gorebiliriz. Ayrica
(1.16) bagintist kullanilarak da P(w) € A X B i¢in

cw= || 2
(a,b)erP(w)

bigimindedir. Bu nedenle herhangi bir w € Z* kelimesi igin

e(wW) = p(Lw))p(cw))p(r(w))
= (1Al @, l(W))(lA' P(W)' 13)(T(W), @, 18)

= (r(w), P(w), l(w)).

esitligi elde edilir.

Bazi wy,w, € Z* igin @(w;) = @(w,) esitliginin var oldugunu diistinelim.
Bu durumda A iginde r(w,;) = r(w,), B i¢inde l(w,) = [(w,) ve P(w;) = P(w,)
esitlikleri de vardir. Buradan (1.15) de verilen bagmtilar1 kullanarak M iginde
r(wy) = r(wy) ve l(w;) = l(w,) esitliklerinin saglandigin1 goriir boylece wy = wy,

esitligi elde edilir. Bu da bize ¢ nin bire bir oldugunu verir. o
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1.3.4 Yan Direkt Carpim Altinda Schiitzenberger Carpiminin Yeni

Versiyonu

1.3.4.1 Tammm [9] : A ve B herhangi iki monoid olsunlar. P € A X B ve

b € B igin
Pb = {(a,db): (a,d) € P}
carpimi tanimlansin.
0:B — End(A)

ve (1.5) sart1 saglansin. A’nin B ile olan yar1 direkt ¢carpim altinda schiitzenberger

garpiminin yeni versiyonu;
(ay, P1,by)(az, Py, by) = (aﬂgb1 (az),P1b; U Py, b1b2)
islemi altinda taniml1 A X (A X B) X B kiimesidir ve A 0, B seklinde gosterilir.
1.3.4.2 Teorem [9] : A 0, B, birim elemani (1,4, @, 15)olan bir monoiddir.

Ispat:a,,a,,a; € A, by, b,,bs € Bve Py, P,,P; € A X B olsun.

= (a0, (2,6, (a)), Rbby L Pby U P, bbb |
a,),P,b, UP,,bb)
b,) (2, P,.b,) ]

,j'U
ey
~— —
QD
Q N
SN
LN

dir. Bura da her iki esitlikten yani

[(alr Plr bl)(a2) PZ) bZ)] (a31 P3) b3) = (all Pll bl)[(a21 PZ! bZ)(aBI P3, b3)]

esitligi bize A 05, B’nin birlesme 6zelligini sagladigini verir. Ayrica
(a,P,b)(14,0,15) = (abp,(1,),P15 U ®,b1p) = (a,P,b)
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ve
(1, 0,15)(a,P,b) = (146,,(a), ®b U P,13b) = (a,P,b)
oldugundan
(a,P,b)(14,0,15) = (14,0,15)(a,P,b) = (a, P, b)
olur ki bu A4 ¢4, B’nin bir monoid oldugu anlamina gelir. o

Simdi A ¢, B’nin sunusunu veren teoremi verebiliriz. Ancak ilk olarak bu

monoidin tirete¢ kiimesini veren asagidaki 6nermeyi verelim :

1.3.4.3 Onerme [9] : A ve B monoidleri sirastyla X ve Y kiimeleri tarafindan

tiretilsin. Bu durumda A 0, B,
{(x, (D, 13): X € X} U {(1A; Q;}’)y € Y} U {(1Ai {(a' b)}' 13): ac A, be B}
kiimesi tarafindan iiretilir.

Ispat:a,a;,a, € A, b,b;,b, € Bve P;,P, € A X B igin;

(ay,0,15)(az, 0, 15) = (a1a;,0,15) (1.20)
(1Ai Q), bl)(lA: Q); bZ) = (1A: ®; b1b2) (121)
(1Ai Pll 13)(1Ai PZ: 13) = (1Ar P1 U PZ, 13) (122)

(a,0,15)(14,0,b)(14,P,15) = (a,P, D)
esitlikleri vardir. Dolayisiyla yukaridaki esitlikler bize A ¢, B monoidinin
{(x,0,15):x € X} U{(1,,0,y):yeY}U{(14{(a,b)},15):a € A, b € B}
kiimesi tarafindan tiretildigini gosterir. O

A 05, B ’nin lireteg kiimesini veren Onermeyi verdikten sonra agagidaki

teoremile A ¢4, B’ nin sunusunu verelim :

1344Teorem [9] : A ve B monoidleri sirasiyla [X:R,] ve

[Y: Rg] sunuslariyla temsil edilsinler. Bu durumda
Z=XuUYUf{z,,:a€ADbeB}
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kiimesi A O, B nin iirete¢ kiimesidir ve

R, R, (1.23)
yx = (6,(x)y), (1.24)
22, = Zap, ZapZed = ZeaZap (A, CEA, b,deB), (1.25)
ZapY = YZapys XZap = ZgpX (x€X,y€Y ,a€A, beB) (1.26)

ise bagint1 kiimeleridir.
Ispat : Z icindeki tiim kelimelerin kiimesi Z* ile gosterelim. Ayrica
p:Z" > Ady, B
dontigimiini her x € X,y €Y ,a € Ave b € Bigin;
p(x) = (x,9,1p),
p(¥) = (14,9,y),
(P(Za,b) = (14,{(a,b)}, 15)

islemleri ile tanimlayalim. Onerme 1.3.4.3 ten ¢ nin 6rten bir homomorfizma oldugu
kolayca goriiliir. Simdi (1.23) — (1.26) bagintilarinin A ¢, B yi sagladigint kontrol
edelim. Aslinda (1.23) — (1.25) bagintilar1 (1.20), (1.21) ve (1.22) bagintilarindan
elde edilir. (1.26) bagntilari

(1A! {(a! b)}, 13)(1Al (D' )’) = (1Aﬂ {(Cl, b)’)}, }’) = (1Al Q' }’)(1,4, {(a, b}’)}' 1B)
ve
(x, @, 13)(1A1 {(a, b)}, 13) = (X, {(a, b)}' 1B) = (1AI {(a, b)}, 13)(36, @, 13)

esitliklerinden gosterilmis olur. Simdi, (1.24) bagmtisinin saglandigini gosterelim.

Timx € X, y€Y,a€ Aveb € B igin,

(1A1 Q)’ }’) (X, Q)’ 1B) = (Hy (X), @: }’) = (Hy(x)’ Q)' 13)(1A' Q), 3’)

dir. Bu nedenle (1.23) — (1.26) bagintilar1 ile tanimlanan M monoidinden A ¢, B

izerine olan ¢ epimorfizmasina indirgenir.
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Simdi ¢ epimorfizmasinin bire bir oldugunu gosterelim. Bunun igin weZ*

bos kelimeden farkli herhangi bir kelimesini diisiinelim. Burada (1.24) ve (1.26)
bagmtilarm kullanarak w, € X*,w,, EY" ve wg ) € {Za‘b: a€Abe B}* icin, M
icinde w = w,w,w,; oldugunu kolayca gorebiliriz. Ayrica (1.25) bagntisini

kullanarak P(w) € A X B igin

Wap = Zab
(a,b)eP(w)

bicimindedir. Bu nedenle herhangi bir w € Z* i¢in,
o) = @(wywywe,p)
= pw)e(wy)p(Wa,)
= (Wx, 0,15)(14,0,y) (14, P(W), 1p)
= (p(Wx,P(W),Wy)
esitligi elde edilir.

Bazi w',w" € Z* i¢in p(w') = (w"") esitliginin var oldugunu diigiinelim.
Bu durumda bu bilesenlerin esitligini kullanarak A i¢inde wy = w,', B iginde
wy, =w, ve P(w')=P(w") esitlikleri de vardir. Buradan (1.23) de verilen
bagintilarii kullanarak M iginde wy = w,’ ve wy = wy' saglandigim goriir ve
boylece w' = w" esitligini elde ederiz. Bu da bize ¢’nin bire bir oldugunu verir.

Boylece ispat tamamlanmais olur. O

1.3.45Not [9] : Eger A (yada B) sonsuz ise bu durumda A 04, B ¢arpimi
sonsuz lrete¢ kiimesine sahip oldugu kolayca goriilebilir. Bu nedenle bazi cebirsel
ozellikleri sonlu iirete¢ kiimeli yar1 direkt ¢arpimindan sonsuz (yada sonlu) iireteg

kiimeli bu yeni versiyona aktarilabilir.
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1.3.5 Monoidler i¢in Cift Yonlii Yeni Bir Yar1 Direkt Carpim

Bu kisimda, boliim 1.3.2 de ayrintili olarak bahsedilen yar1 direkt ¢arpiminin
cift yonlii incelenmesiyle elde edilen yeni bir monoid genislemesi ve bu

genislemenin sunusu takdim edilecektir.

1.351Tamm [9] : A ve B herhangi iki monoid olsunlar. Ayrica
Py = (ay,by) , P, = (az, b;) € A X B igin,

PP, = (aq,by)(az, by) = (a,ay, byb,)
seklinde bir ¢carpim tanimlansin.
a,:B - End(A) ve [4,:A— End(B)

dontigiimleri tiim x, a4, a, € A, y, by, b, € B igin

atp, (@, () = ,5,(6) Ve By (Ba, () = Baa, &) (127)

kosullarini1 saglayan monoid homomorfizmalari olsunlar. A ve B’ nin ¢ift yonlii yeni

bir yar1 direkt carpimi tim a,c € A ve b,d € B i¢in
(a,Py,b)(c,P,,d) = (aab1 (c), P1P;, Bq, (b)d) (1.28)
islemi altinda tanimli A X (A X B) X B kiimesi olup Az ™, B sembolii ile gosterilir.

1.3.5.2Teorem [9] : Ag X, B, P, = (1,,15) olmak iizere birim elemani

(1,4, P,, 1) olan bir monoid dir.

Ispat : Her a,c,e€ A, b,d,f €B ve P, = (a;,by),P, = (ay,b,),P; =
(a3, b3) CAXB 1(;1n
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[(a,R.b)(c,P,,d)](e,P,, f) (a% (c),RP,. A, (b)d )(e,Pg,f)
(aabl (c)a, (). PPP. A, (A, (b )d)f)
=(aa, (¢) ay, (€),PP,P, B, (b) B, (d) )

(aR.b)[(c.P,d)(e.P, f)]=(aP ( )PP, B, (d) )
(aas, (cat, ( PPPg,ﬁazag( )A,(d)f)
(

aa(b1 ablb PPP ﬂazag( )lBag (d)f)

dir. Bu iki esitlikten yani;

[(aR.b)(c.P.d)](e.R f)=(a Rib)[(c.Pd) (e R, )]

esitligi bize Ag ™, B’ nin birlesme 6zelligini sagladigini verir. Ayrica

(a, Py, b)(1,, Pe, 15) = (aap, (14), PrPe, B1,(D)15) = (a, Py, b)
ve

(14, P, 15)(a, Py, b) = (14a1,(a), PPy, Ba,(15)b) = (a, Py, b)
oldugundan

(a,Pl, b)(lAlpe' 13) = (1A1P€I 1B)(aIP1l b) = (alpll b)

olur ki bu Ag >, B’ nin birim elemani (1,4, P, 1) olan bir monoid oldugu anlamina

gelir. O

Apg ™, B’ nin bir monoid oldugunu gosterdikten sonra simdi bu genislemenin

sunusunu veren siradaki 6nerme ve Teoremi ve bunlarin ispatini verelim.

1.3.5.3 Onerme [9] : A ve B monoidleri sirasiyla X ve Y kiimeleri tarafindan

uretilsin. Bu durumda Az >, B,
{(xll Pe; 13): x16X},
{(14, (x2,1p),1p): x2€X},
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{(14, B, y1): y1€Y3,

{(14,(14,¥2),1p): y2€Y )

kiimelerinin birlesimi tarafindan iiretilir.

Ispat : Hera,a,,a,,c €A, b,by,b,,d € BveP,, P;,P, € A X B igin

(aq, P, 15)(az, P, 15) = (a1a3, P, 1p), (1.29)
(1A'Pe'b1)(1AiPe'b2) = (1A'Pe'b1b2)' (130)
(1A; Pl; 18)(1A; P2r 13) = (1AI P1P21 1B)l (131)

(a, PEJ 13)(1A' (C, 13)1 13)(1A' (1Aﬂ d)' 13)(1A' Pe, b) = (a, (C, d), b)

oldugundan ispat kolayca goriiliir. O

1.3.5.4 Teorem [9] : A ve B monoidleri sirastyla [X: R] ve [Y: S] sunuslariyla

temsil edilsinler. Bu durumda Ag X, B’nin iirete¢ kiimesi
Z=XUYU{z,:keXV keY}

ve bagint1 kiimesi x, k; € X ve y, k, € Y olmak lizere

R,S, (1.32)
Xy = yx, (1.33)
Zi, Zky = Zikyky = ZkyZkys (1.34)
Zg, X = XZ,, (1.35)
YZg, = Zy,Y, (1.36)
Z,x = ay, (x)z,, (1.37)
VZie, = Zi, Br, () (1.38)

bi¢imindedir.
Ispat : Z* kiimesi ile Zkiimesindeki tiim kelimelerin kiimesini gdsterelim.

@: 7" - Ag ™, B
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homomorfizma doniisiimiinii x, k; € X ve y, k, € Y olmak iizere
p(x) = (x, P, 1p),
o(y) = (14, k., y),
(P(Zkl) = (14, (ky,15),1p),

(P(Zkz) = (1Al (1Al kZ)r 18)

biciminde tanimlayalim. Bu doniisiim Onerme 1.3.5.3 den orten oldugu agiktir.

Simdi (1.32)-(1.38) bagmtilarim1 Ag X, BYyi sagladigin1 kontrol edelim. Aslinda
(1.32) bagmtilart (1.29), (1.30) ve (1.31) den gelir. (1.33), (1.34), (1.35) ve (1.36)

bagintilar1 ise
(e, P, 15) (10, P, y) = (%, Pe, y) = (14, P, ¥) (x, P, 1)
(14, (k1,15), 15) (14, (L4, k), 15) = (L, (e, k2), 15) = (14, (14, k), 15) (14, (K1, 15), 15)
(14, (k1, 1), 1p) (X, Pe, 1p) = (x, (kq, 1p), 1) = (X, Pe, 15)(14, (k1,1p), 15)
(L4, P, ) (10, (1, k2), 1) = (10, (1, k2), ¥) = (14, (14, k2), 15) (14, P, ¥)

esitliklerinden elde edilir. Simdi (1.37) ve (1.38) bagntilarinin saglandigini

gosterelim. Bunun i¢in tiim x, k; € X ve y, k, € Y icin,

(L4, (La, k2), 1) (x, Pe, 1) = (akz (x), (14, k3), 13) = (akz (x), P, 13)(1,4: (14, k2), 1)

ve

(Lo, Per Y) (L, Cky, 1), 15) = (14, (ks 18, Biey 0)) = (L, Ger, 16D, 18) (1, Pos B, )

esitliklerinden kolayca goriilebilir. Boylece ¢ doniistim, (1.32) — (1.38) bagintilari ile
tammlanan bir M monoidinden Ag 4, B lizerine olan bir @ epimorfizmasina

indirgenir.

Simdi ¢ epimorfizmasinin bire bir oldugunu gosterelim. Bunun ig¢in

weZ” bos kelimeden farkli herhangi bir kelimesini g6z oniine alalim. Burada (1.33) —
(1.34)  bagmtilarnm  kullanarak  w, € X*,w, €Y, w; € {Zkll k, € X}* ve

Wi, € {Zk2= k,eX }*igin M iginde w = w,wy Wy, w,, oldugunu kolayca gorebiliriz.
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Ayrica Xy, X3, ., Xy € X V€ Y1, Y5, ..., Yn € Y olmak lizere wy, = zy zy, .7y Ve
Wy, = Zy Zy, ..Zy ~ Olsun.  Bu durumda herhangi bir weZ* igin,

P(w) = (x1X3 «. X, Y1Y2 - V) Olmak tizere
p(w) = <P(Wka1Wk2Wy)
= W) @(Wie, )9 (Wi, )0 (wy)
= Wy, §, 15) (14, (X125 - X3, V1 V2 - V), ]-B)(]-A' 9, Wy)
= (Wx,P(W),Wy)
esitligi elde edilir.

Bazi w',w" € Z* i¢in p(w') = (w"") esitliginin var oldugunu diigiinelim.
Bu durumda A iginde wy = w,’ ve B icinde wy, = wy/ esitlikleri vardir. Buradan
P(w') = P(w") elde edilir. Ayrica (1.32) de verilen bagntilarin1 kullanarak M
icinde wy = wy’ ve wy, = wy/ esitliklerinin saglandigmi goriir ve boylece w' = w"

esitligini elde ederiz. Bu da bize ¢’nin bire bir oldugunu verir. O
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2. CROSSED (CAPRAZ) CARPIM ALTINDA
SCHUTZENBERGER CARPIMININ YENi VERSIYONU

1. Bolimde crossed (¢apraz) ve schiitzenberger carpiminin tanimi verilip
bunlarin sunusunu veren dnerme ve teoremlere deginilmistir. Bu bolimde ise; bu iki
monoid yapilarini birlestirerek acaba yeni bir monoid genislemesi elde edebilirmiyiz?
sorusuna cevap bulabilmek i¢in ¢aligmalar yaptik ve bu calismalar neticesinde yeni
bir monoid genislemesi elde ettik. Bu yeni monoid genislemesinin sunusunu veren

teoremi bu boliim igerisinde verecegiz.
2.1  Tammm : A ve B herhangi iki monoid olsunlar P € AX B ve b € B
i¢in
Pb = {(a,db):(a,d) € P}

carpimi tanimlansin.

f:BxXB—-Avea:B - End(A4)

dontigtimleri Tamim 1.3.1.1 de verildigi gibi olsunlar. A’nin B ile olan crossed
(¢apraz) carpimu altinda schiitzenberger ¢arpiminin yeni versiyonu

(ay, Py, by)(az, Py, by) = (a1ab1 (az)f (b, by), Piby U P, b1b2)

islemi altinda tanimli A X (A X B) X B kiimesidir ve A, #éB seklinde gosterilir.

2.2 Teorem : Acp#gB birim eleman1 (1,4, @, 15) olan bir monoiddir.

Ispat : Her a,,a,,a3 € A, by,b,,b; € Bve P;,P,,P; € A X B icin
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[(am P.b)(a, Pzibz)](as’ Ps'bs)=(a10‘bl (a,) f (b.b,),Pb, UPziblbz)(as’ P,.b,)
aar, (2,) (b, )ay, (3) f (bby.b;).(Pb, P, )b, UP, bbb,

) (b,b,) T (b, by), Rbyb, LD, P, bbb,

)at, (T (b,,b,)) f (by,b,b,), Rb,b, URb, UP, bbb

(a, Pi'bl)[(az! P,.b,)(a,, Ps!bs)] =(a, H.'b.l)(a?abz (a5) f (by,b; ), Pb; UP3,b2b3)
byb, ), Pb,b; L Pb, U, bbb )

)
8, ), (o, () e, (f(By,by)) f (bbyby), Rbyby LR LR, bbb,
dir. Her iki esitlikten yani;

[(a.P.b)(a,P.b,) (2, B.by) = (2, B.by)[ (8, P b, ) (35, Py ) |

esitligi var oldugundan birlesme 6zelligi vardir. Ayrica her aeA,beBve P € A X B
i¢in
(a,P,b)(14,8,15) = (aa,(14)f(b,1),15 U 8,b1p) = (a, P, b)
ve
(14 90,15)(a, P,b) = (1,a;,,(a)f (1p,b),0b U P,13b) = (a, P, b)
oldugundan
(a,P,b)(14,0,15) = (1,,0,15)(a, P,b) = (a, P, b)

olur ki bu Acp#éB’ nin birim elemani (1,4, @, 1z)olan bir monoid oldugu anlamina

gelir. O

Acp#gB’ nin bir monoid oldugunu gosterdikten sonra simdi de bu monoidin

sunusunu veren asagidaki teoremi verebiliriz:

2.3 Teorem : A ve B monoidleri sirasiyla [X:R] ve [Y:S]sunuslariyla

temsil edilsinler. Bu durumda Acp#gB monoidi
Z=XUYU{z,,:a€ADbE B}

tarafindan tiretilir ve W , X {izerinde kelime olmak iizere
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R,

S =W,

yx = a,(x)y (xeX,yeY),

28y = Zap, Zap Zea = ZeaZap (A, cEA, b, deB)

ZapY = VZaby XZap = ZapX (X€X , V€Y, a€A, beB)
bu monoidin bagint1 kiimeleridir.

Ispat : Z icindeki tiim kelimelerin kiimesini Z* ile gosterelim ve
@:Z" > AL B

homomorfizma doniisiimiinii xeX, yeY, aeA ve beB igin

(P(x) = (X, Q' 18)'
p(y) = (14, 0,y),
(p(Za,b) = (1A'{(ai b)}, 1B)

(2.1)
(2.2)
(2.3)
(2.4)
(2.5)

islemleri ile tanimlayalim. Bu durumda her a,a4,a, € A4,b,b,,b, € Bve P,P;,P, C

A X B i¢in

(a,0,15)(az,0,15) = (a1a,,9,15)
(14,9, b1) (14,0, b;) = (14,9, b1 b;)

(14, Py, 15)(14, P, 15) = (14, Py U P;, 1)
(a,®,15)(14,9,b)(14,P, 1) = (a, P, b)

(2.6)
2.7)
(2.8)

oldugundan ¢ nin orten oldugu sdylenir. Simdi de (2.1) — (2.3) arasindaki

bagintilarin saglandigini gosterelim. xq, x5, ..., X € X olmak lizere R = x;x, ... X

olsun. Bu durumda

(le Q), 13)(x2, @, 1B) (xs, @, 1B) = (R, ®' 13) = (1Aﬂ ®r 13)

elde edilir. Ayrica y;, 5, ..., ¥k € Y olmak tizere S = y;y, ...,y olsun. Bu durumda
(14,0,y1)(14,8,¥2) . (14, B, ¥1) = W5, B, 12 -, Y1) = (Ws, B, 5) = (Ws, @, 1)
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dir. Burada ki W; = f(y1, y2)f 1Y2, ) f (V1¥2Y3,Ya) - f (V12 - V-1, Vi) dir.
Boylece (2.1) ve (2.2) bagintilart saglanmis oldu. Simdide (2.3) bagintisinin

saglandigini1 gosterelim:

(1A; @, y) (X, (Z), 13) = (ay(x)f(y' 13)' ®' y) = (ay(x)r ®' 18)(1A' Q)' y)

dir. (2.4) bagitis1 ise (2.6), (2.7) ve (2.8) den elde edilir. Simdide (2.5) bagintisinin

saglandigini1 gosterelim:

(1A' {(a, b)}, 13)(1Ai (Z)' y) = (1Aﬁ {(Cl, by)}, y) = (1A' ®' y)(lAr {(Cl, by)}' 13)
(x, @, 13)(1A1 {(a, b)}, 1B) = (X, {(a, b)}' 13) = (1A1 {(a, b)}, 18)(x' @, 18)

dir. Bu nedenle ¢ doniisiimii (2.1) — (2.5) bagintilart ile tanimlanan M monoidinden
Acp#éB monoidi {izerine olan ¢ epimorfizmasina indirgenir.

Simdi de ¢ epimorfizmasinin bire bir oldugunu gosterelim. Bunun i¢in

weZ”* bos kelimeden farkli herhangi bir kelimesini diisiinelim. Burada (2.3) ve (2.5)
bagmtilarini kullanarak wy, € X*,w,, € Y* ve w, ), = {Za,b: a€Abe B}* igin, M
icinde w = wywywg p, vardir. Ayrica (2.4) bagmtisim kullanarak da P(w) € A X B
i¢in

Wap = Za,b
(a,p)eP(w)

bicimindedir. Bu nedenle herhangi bir weZ"* kelimesi i¢in,

Pw) = p(w) = @(Wewywep,)
= pw)p(wy)o(Wap)
= Wy, ©, 15) (14, B, wy ) (14, P(W), 15)
= (wx, P(W), wy)

esitligi elde edilir.

Bazi w',w" € Z" i¢in w' = wywyw,, ve w' =wy'wyw,, esitliklerini
alalim. Eger o(w') = @(w"") ise, bu durumda bu bilesenlerin esitligini kullanarak A

icinde wy =w,’ , B iginde wy, =wy’ ve P(w') = P(w") esitlikleri de vardur.
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Buradan (2.1) ve (2.2) bagintilarim1 kullanarak M icinde wy = w,' ve wy = wy/

esitlikleri elde edilir. Bu da bize ¢ ’nin bire bir oldugunu gosterir. 0
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3. CROSSED (CAPRAZ) CARPIMININ, CROSSED
(CAPRAZ) CARPIM ALTINDA SCHUTZENBERGER
CARPIMININ YENI VERSIYONUNUN VE CIiFT YONLU
YARI DIREKT CARPIMININ REGULERLIGI

Bu tez calismasimin bu bolimiinde 1. ve 2. boliimlerde tanimini ve sunusunu
vermis oldugumuz bazi monoid yapilarinin regiilerlik 6zelligi incelenmistir. Ilk
olarak monoidler iizerindeki regiilerligin tanimin1 verdik ve ardindan basta yari
direkt carpim daha sonra ise sirasiyla crossed (¢apraz) carpim, crossed (¢apraz)
carpim altinda tanimlanan schiitzenberger carpiminin yeni versiyonu ve son olarak

da ¢ift yonlii yeni bir yar1 direkt ¢arpiminin regiilerligi incelenmistir.

Bir M monoidinden alinan her a elemani igin, a = aba olacak sekilde bir
b € M varsa M ye regiiler monoid ad1 verilir. Bir regiiler M monoidinden alinan her
a eleman1 a = aba ve b = bab olacak sekilde bir b € M varsa belemanina a nin

inversi denir ve b € a~! seklinde gosterilir. Bu durumda
a™'={b € B:aba = a, bab = b}

dir [1,21],[26].

3.1  Yan Direkt Carpiminin Regiilerligi

Tarafimizdan yapilan sonuglara gelmeden 6nce ¢aligmalarimiza 1sik tutan ve
[1] de teorem ve ispati bulunan A X4 B yar1 direkt ¢arpiminin regiilerlik 6zelligini

asagidaki teorem ile verelim:

3.1.1 Teorem [1] : A ve B herhangi iki monoid olsunlar. A X4 B ¢arpiminin

regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter kosul:
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Q) A ve B regiilerdir.

(ii) Tiim a € A ve b € B i¢gin, bir e? = eeB i¢in bB = eB idempotent

eleman1 vardir ve Tanim 1.3.2.1 de verildigi gibi
0:B — End(A)
bir homomorfizma olmak {izere
a € Ab,.(a)
bigimindedir.

Ispat : A X B’nin regiiler oldugunu varsayalim. Boylece (a,15) € A Xy B

icin (¢, d) vardir ve bu

(a, 1B) = (a, 13)(C, d)(a, 1B) = (aced (a), d)

ve

(c,d) = (c,d)(a,15)(c,d) = (cBy(a)By(c),dd)

dir. Bu esitliklerden d = 15 dir. Bu da bize a = aca ve ¢ = cac oldugunu gosterir.
Boylece A ’nin regiiler oldugunu gostermis olduk. Benzer iddiayr kullanarak;

(14,b) € A x4 B i¢in (¢, d) vardir ve bu

(1Al b) = (1Ai b)(c, d) (1AI b) = (Cab (C)' bdb)

ve
(C, d) = (C' d)(]-Aﬂ b) (C, d) = (ngb (C), dbd)

dir. Bu esitliklerden b = bdb ve d = dbd oldugunu gosterebiliriz. Bdylece B ’nin
regiiler oldugunu gostermis olduk. Bu durum bize bd = e = e? nin bB = eB ve

a € A6,(a) y1sagladigini gosterir. Dolayisiyla (i) ve (ii) saglanmis olur.

Tersine A ve B ’nin (i) ve (ii) kosullart sagladigini varsayalim.
(a,b)eA xg B,bB = eB olacak sekilde e? = eeB ve aeAf,(a) olsun. Bu durumda
bazi u € A vardir ve a = u6,(a) dir. Ayrica bd = e ve d € b~ olacak sekilde bazi
deB vardir. A regiiler oldugundan bazi v € a™? igin ¢ = 8, (v)alabiliriz.
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a8, ()0yq(a) = ub,(a)0,(04(v))bpa(a)
= 16, (a)8pa(v)Opq(a)
= ub,(a)0, (V)0 (a)
= uf,(ava)
= ub,(a)
=a

ve

€04(a)84,(c) = 04 (1)04(a)8ap(6a(v))
= 0a(v)84(a)Bapa (V)
= 04(v)84(a)04(v)
= 6, (vav)
= 04(v)
=c

esitlikleri vardir. Sonug olarak, baz1 v € a™! igin ¢ = 8,4 (v) kosulunu saglayan tiim

(a,b) € A xg B i¢in,
(a,b)(c,d)(a,b) = (aby(c)6pa(a), bdb) = (a,b)
ve

(c,d)(a,b)(¢c,d) = (cBq(a)bap(c), dbd) = (c,d)

esitliklerini saglayan (c,d) € A Xg B eleman1 vardir. Boylece A Xg B ¢carpiminin

regiiler oldugunu bulmus olduk. Bu da istedigimiz sonugctur.
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3.2  Crossed (Capraz) Carpiminin Regiilerligi
Bu boliimde tarafimizdan arastirilan A#Z;B crossed (¢apraz) carpiminin
regiilerlik 6zelligini veren asagidaki teorem verilecektir.

3.2.1 Teorem : A ve B herhangi iki monoid olsunlar. Ayrica b € d~! igin
f(b,d)ays(a)f(d,b) = ay (ad(a)) ve ag(a)f(d,b)f(db,d) = az(a)

olacak sekilde a € Aay(@y(a)) var olsun. Bu durumda A#éB carpiminin regiiler

olmasi i¢in gerek ve yeter sart A ve B’ nin regiiler olmasidir.

Ispat : A#£B’ nin regiiler oldugunu varsayalim. Boylece (a, 15) € A#{;B

i¢in (c, d) vardir ve bu
(a,1p) = (a,15)(c,d)(a, 15)
= (aa1,(c)f(14,d), 15d)(a, 1)
= (ac,d)(a, 1)
= (acaq(a)f(d, 1p),d1p)
= (acaq(a),d)
ve
(c,d) = (c,d)(a,15)(c,d)
= (caq(a)f(d, 1p),d1p)(c,d)
= (caq(a),d)(c,d)
= (cag(@)aq(c)f(d,d),dd)

= (cay(ac)f(d,d),dd)

dir. Burada d = 15 dir. Bu da bize a = aca ve ¢ = cac oldugunu gosterir. Bu da

bize A’nin regiiler oldugunu verir.
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Benzer iddiay: kullanarak (1,,b) € A#/B i¢in (c, d) vardir ve bu
(14,b) = (14,b)(c, d)(14,b)
= (ap()f (b, d),d)(14,b)
= (ap(c)f (b, Dapq(14)f (bd, D), bdb)
= (ap(c)f (b, d)f (bd, b), bdb)
ve
(c,d) = (c,d)(14,b)(c,d)
= (caqg(14)f(d,b),db)(c,d)
= (cf(d, b)ag,(c)f (db,d),dbd)

dir. Bu esitliklerden b = bdb ve d = dbd elde edilir. Bu da B’nin regiiler oldugu

anlamina gelir.

Tersine A ve B’ nin regiiler bir monoid oldugunu varsayalim. Varsayim

geregi b € d™1 igin
f(b, Dapq(@)f(bd,b) = ay(aq(a)) ve ag(a)f(d,b)f(db,d) = ay(a)

olacak sekilde a € Aa, (ad (a)) vardir. Bu durumda bazi ueA igin a = ua,, (ad (a))

ve ayrica v € a” ! igin ¢ = ay(v) vardir. O halde;

act, (c) f (b,d)ag (a) f (bd,b) = ey, (e, (2)) e, (e (v))  (b,d) ety (2) f (bdl,b)
~uat (a (2) )ab(% >ab< ) (b.4) 1 (bd.b)
= ua, (a4 (a) (a)) f(b,d) f (bd,b)
:Uab(ad(ava)) ( ) (bd, b)
=ua, (a4 (a)) f (b,d) f (bd,b)
=uf (b,d) e, (a) f (bd,b)
= Uat, (o (2))

ve
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esitlikleri vardir. Sonug olarak baz1 b € d 1 i¢in
f(b, d)aya(a)f (bd, b) = ap(aa(a)) ve ag(a)f(d, b)f (db,d) = ay(a)
olacak sekilde a € Aa,, (ad (a)) , ayrica v € a” ! icin ¢ = a,(v) kosulunu saglayan
her (a,b) € A#£B icin (¢, d) vardir dyle ki;
(a,b)(c,d)(a,b) = (aap(c)f (b, dapa(a)f (bd, b), bdb) = (a,b)

ve
(c,d)(a,b)(c,d) = (caq(a)f(d, b)aay(c)f(db,d),dbd) = (c,d)

dir. Bu da bize A#ZB monoidinin regiiler oldugunu verir.o

3.2.2 Tanmm [5] : A ve B monoidlerini Tanim 1.3.1.1 de verilen a ve f
doniistimlerini géz Oniine alalim. Eger f, trivial (asikar) bir doniislim alirsak bu
durumda crossed c¢arpim bir yar1 direkt carpima doniisiir. Eger a’ y1 trivial (asikar)
bir dontigiim alirsak bu durumda Im(f) € Z(A) ve f: B X B = Z(A)bir 2 — cocycle
olur. Burada Z(A),A’ nmin merkezidir. Bu durumda A#£B crossed carpim A x/ B
halini alir ve A ve B’ nin Twisted carpim olarak adlandirilir. A X/ B twisted

carpimi her a,,a, € Ave by, b, € B i¢gin

(ay, b1)(az, by) = (aya,f (by, by), b1by)

formiilii ile verilir. Bu konuyla ilgili daha ayrintili bilgilere [4,5] kaynaklarindan

ulasilabilir.

Twisted c¢arpimin tanimin1 ve Teorem 3.2.1 de crossed c¢arpiminin

regiilerligini veren teoremi verdikten sonra asagidaki sonucu verebiliriz:
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3.23 Sonu¢ : A ve B herhangi iki monoid olsunlar. Bu durumda

b € d1igin
F(b,d)af (bd, b) = a ve af (d, b)f(db,d) = a

olacak sekilde a € A olsun. Bu durumda A x/ B twisted ¢arpimmnin regiiler olmasi

i¢cin gerek ve yeter sart A ve B nin regiiler olmasidir.

3.3 Crossed (Capraz) Carpim Altinda Schiitzenberger Carpiminin

Yeni Versiyonunun Regiilerligi

Bu béliimde, 2. bdliimde tanimini ve sunusunu vermis oldugumuz Acp#gB
crossed ¢arpim altinda schiitzenberger carpiminin yeni versiyonunun regiilerligini

veren asagidaki teorem verilecektir.

3.3.1 Teorem : A ve B herhangi iki monoid olsunlar. Bu durumda Acp#{;B
carpiminin regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter sart A’nin bir regiiler monoid ve B’nin

bir grup olmasidir.

Ispat Acp#é 'nin  regller oldugunu  varsayalim.  Boylece

(a,{(14,15)}, 15) €A #LB igin (x, P, y) vardir ve bu
(a,{(1a,1p)},15) = (a,{(14,15)}, 1) (x, P, y) (a,{(14,15)}, 1)
= (ax,{(14,15)}y U P,¥)(a,{(14, 1)}, 15)
= (axay(a),{(14,15)}y U P U {(14,15)},¥)
ve
(x,P,y) = (x,P,y) (a,{(14,15)}, 15) (x, P, y)
= (xay(@),P U{(14 1)}, ) (x, P,y)

= (xay(a)ay(x)f(y' v), Py U {(14,1p)}y, 3’3’)
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dir. Bu nedenle y = 15 dir. Bu a = axa ve x = xax oldugunu gosterir. Bu da bize
A’nin regiiler oldugunu verir. Benzer iddiay1 kullanarak (14, {(14,15)}, b)eACp#éB

i¢in (x, P, y) vardir ve bu

(14,{(14,15)},b) = (14, {(14, 15D}, D) (x, P, ¥) (14,{(14, 15)}, b)
= (ap () f (b, ¥),{(14,1p)}y U P, by) (14, {(14,15)}, b)
= (ap () f (b, y)f (by, b),{(14,1p)}yb U Pb U {(14, 1)}, byb)
ve
(x,P,y) = (x, P,y)(14,{(14,15)}, D) (x, P, y)
= (xf (v, 0), Pb U {(1,,15)}, yb) (x, P, y)

= (xf (v, b)ay, (X)f (yb,¥), Pby U {(14,15)}y U P, yby)

dir. Bu esitliklerden

{(14,15)} = {(14,15)}yb U Pb U {(14, 1)}

P =Pbyu{(1,1p)}yUP

elde edilir. Burada (14, yb) = (14, 15) ve Pby = P esitlikleri vardir. ve bu da bize

yb = by = 1 yi verir. Bu da B’ nin bir grup oldugu anlamina gelir.

Tersine A’nin regiiler bir monoid ve B’nin bir grup oldugunu varsayalim.
(a,P;,b) € Acp#gB alalim. B bir grup oldugundan yb = by = 15 olacak sekilde
yeB vardir. Ayrica A regiiler oldugundan v € (a f (b, y))_lkosulunu saglayan bazi

f(b,y)v € a~! igin ¢ = a,,(v) alabiliriz. Bu durumda

aay(c)f (b, y)apy(a)f(by,b) = aa,(c)f (b, y)a
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= aa, (e, () F(b,y)a
= af (b,y)ay, (v)a
= af (b, y)va
=a
ve

cay(a)f(y, b)ay,(c)f(yb,y) = cay(a)f(y,b)c
= a,(Vay(a)f (v, b)a,(v)
= ay(Way (@a, (f(b,y))a, )
= ay(vaf (b, y)v)

= a,(v)

esitlikleri vardir. Ayrica P; € A X B olmak lizere P, = P;y © A X B olarak segersek
P,ybuU P,bU P, =P, UP,ybU P,
=P,UP,UP
=P,
ve
P,by UPyyUP, =PyUPyUPy
=Py

=P,

esitlikleri de elde ederiz. Sonug olarak P, = P;y,by = yb = 1zve v € (af (b, y))_1

kosulunu saglayan baz1 f (b, y)v € a™! igin ¢ = a,,(v) olmak iizere
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(,.D)(€, Py ) (@ Pb) = (a4 (€) (b, ¥)at, (a) T (by,b), Pyb UPHUR, by)

_(a.R.b)
(c.Py)(a,R.b)(c, P, y)=(ca, (a) f (y.b)a, (c) f (yb,y), Pby URYy UP,, yby)
= (C’ P, y)

esitlikleri vardir. Bu da bize A, #éB monoidinin regiiler monoid oldugunu verir. O

3.4  Cift Yonlii Yeni Bir Yar1 Direkt Carpiminin Regiilerligi

1. bolimde, [9] da ayrintili olarak incelenen Ag ™, B ¢ift yonlii yeni bir yari
direkt ¢arpiminin tanimi verilip sunusu incelenmistir. Bu boliimde ise bu ¢arpimin
regiilerlik 6zelligini aragtirip asagidaki teorem ile Ag M, B carpiminin regiler

olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosulu verdik.

3.4.1 Teorem : A ve B herhangi iki monoid olsunlar. P, = (a4, b,) Ve

P, = (ay, by) olmak iizere Ay X, B garpimimin regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter

sart;

(i) A ve B regiilerdir.

(i) Tim a€A ve b € B olmak iizere bir e? =e € B icin bB = eB
idempotent ve

ap: B - End(A)

bir homomorfizma olmak iizere a € Aa,(a) ve ayrica bir t? =t € A igin aA = tA

idempotent ve
Ba:A = End(B)
bir homomorfizma olmak tizere b € ;(b)B vardir.

kosullarinin olmasidir.
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Ispat Ag My B ’nin regliler  oldugunu  varsayalim.

(a, P, 15)€Ap ™, B igin (c, Py, d) vardir 6yle ki;
(a P, 1p) = (a, P, 15)(c, Py, d)(a, P, 1p)
= (aay, (¢), PeP1, Ba, (15)d) (. ., 1)
= (aabl (c), P, d) (a,P,,15)
= (aay, ()ap, (@), PP, By ,,(d)15)
= (aayp, (A)ay, (@), P;,d)
ve
(c,Py,d) = (c,Py,d)(a, P, 153)(c, Py, d)
= (C“bl (@), Plpe:ﬁlA(d)lB)(C’ Py, d)
= (cab1 (a),Pl,d)(c, P, d)

= (cab1 (@)ayp, (c), PPy, B, (d)d)

Boylece

dir. Bu nedenle d = 15 ve P, = P, olmasi nedeniyle a; = 1, ve b; = 15 dir. Bu

a = aca Ve ¢ = cac oldugunu gosterir. Bu iki esitlik bize A nin regiiler oldugunu

Verir.

Benzer iddiay1 kullanarak (1,4, P, b) € Ag X, B icin (¢, Py, d) vardir dyle ki:

(14, P, b) = (4, P, b)(c, Py, d) (14, P., b)
= (141,(€), B.Py, o, (b)d) (14, P., b)
= (¢, Py, Ba,(b)d) (14, P., b)
= (cay,(14), PiPe, 1, (Bay (D)d)b)

= (C, Py, Ba, (b)db)
ve

(C, P1; d) = (C, P1; d)(lA,Pe,b)(C, Plﬂd)
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= (ca:b1 (1,),P,P,, db)(c, P, d)
= (¢,P;,db)(c, Py, d)
= (cap, (), PP., B, (db)d)

bu iki esitlikten P; = P, dir. Burada a; =14 ve b; = 15 dir. Bu b = bdb ve
d = dbd oldugunu gosterir. Bu iki esitlik bize B nin regiiler oldugunu verir. Bu
durumda bd = e = e? nin bB = eBVe a € Aa,(a) y1 sagladigin1 gosterir. Benzer
sekilde ac = t = t? nin aA = tA ve B.(b)B yi sagladigin1 gosterir. Dolayisiyla (i)

ve (i) kosullar1 saglanmis olur.

Tersine A ve B ’nin (i) ve (i) kosullarin1 sagladigini varsayalim.
(a,P;,b)eAg X, B,bB = eB olacak sekilde e?=e€B ve ac€ Aa,(a) ayrica
(c,P,,d)eAg M, B,aA = tA olacak sekilde t> =t € A ve b € B.(b)B olsun. Bu
durumda bazi u € A ve h €B vardir ve a =ua,(a),b = B(b)h dir. Ayrica
b,b, = e, a,a, =t,d € a”! ve c € b~ olacak sekilde bazi ¢ € A ve d € B vardur.
Ave B regiiler oldugundan bazi v € a™! igin ¢ = ap, (v) vex € b~1igind = B, (x)

alabiliriz.
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B, (D) B, (d)o =3, (b) B, (A, (X)) (0)h

=f(b) Bya, (X) A (D)
= 4, (bxb)h

= :Bt (b) h

=b

esitlikleri vardir. Ayrica P, P,P; = P; ve P,P, P, = P, dir. Gergekten
PyP,P, = (ay,by)(az, by)(ay, by) = (ay,by) = Py
ve
P,P1 P, = (ay,by)(ay, b1)(az, by) = (az, by) = P,

dir. Sonu¢ olarak P; = (aq,b;) ve P, =(a,b,) olmak flizere tim

(a, Py, b)eAg X, B igin
(a,R.b)(c,P,.d)(a,R,b)=(aa, (¢)ay, (), RP.R. B, (b) B, (d)b)=(a,R,b)
(c,P,,d)(a,R,b)(c, Pz,d):(cwb2 (a)ocbzbl (c), P,RP,. B, (d),Baz (b)d ) =(c,P,,d)

esitliklerini saglayan (¢, P,,d) € Ag Wy B elemam vardir. Bu da bize Ag X, B’ nin

regiiler oldugunu verir. 0
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4. CROSSED CARPIMININ VE SCHUTZENBERGER
CARPIMININ STRONGLY m — INVERSELIGI

Bu tez calismasinin bu bdliimiinde monoidlerin © —regiilerlik ve strongly
(kuvvetli) m — inverseliginin tanimi verilecektir. [2] de verilen ¢alismadan hareketle
crossed carpim, strongly m — inverse monoid iken buldugumuz sonug ve
schiitzenberger ¢arpiminin strongly m — inverse olmasi igin gerekli ve yeterli kosulu

veren teorem verilecektir.

4.1 Tamm [2]: M herhangi iki monoid olsun. E(M) ile M monoidinde ki
idempotent elemanlarin kiimesini, RegM ile de M monoidinde ki regiiler olan
elemanlarin kiimesini gosterelim. Bu durumda her a € M i¢in bir m € N dogal sayisi
vardir oyle ki a™ € RegM oluyorsa M monoidi m — regiiler monoid olarak

adlandirilir.

4.2 Tamm [2]: m — regiiler monoide ilave olarak ayrica E(M) eger degisme
ozelligini de sagliyor ise M monoidi strongly (kuvvetli) = — inverse monoid olarak

adlandirilir. Burada RegM, bir M strongly m — inverse monoidinin alt monoididir.

4.3 Teorem : A ve B herhangi iki monoid olsunlar. Bu durumda eger A#£B
strongly  — inverse monoid ise A ve B monoidleri de strongly = — inverse monoid

olurlar.
Ispat : A#ZB’nin strongly  — inverse monoid olsun. Bu durumda meN i¢in
(a,1p)™ = (@™, 1p) ve (1,,b)™ = (f(b,b)f (b, D) ... f(b™ ™%, b), b™)
dir. O halde her (a,15)™ € A#£B icin (c,d) € A#£B vardir dyle ki

(a, 1B)m = (a, 1B)m(c' d) (a, 1B)m
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=(a™, 1p)(c, d)(a™, 1p)
=(a™a,(c)f (15, d), 15d)(a™, 1)
= (a™caq(a™)f(d, 1p),d)
ve

(c,d) = (c,d)(a,15)™(c,d)
= (c,d)(@™, 15)(c,d)
= (cag(@™f(d, 1p),d15)(c,d)
= (cag(a™aqy(c)f (d,d), dd)

burada d = 15 oldugundan a™ = a™ca™ ve c =ca™c dir. Bu da A ’'nin
m — regiiler oldugu anlamina gelir. Simdi de a,, a, € E(A) i¢in E(A4)’ nin degismeli

oldugunu gosterelim. A#[,B strongly © — inverse oldugundan tanim geregi

(a1,1p)(az, 1) = (az, 1g)(ay, 15)

dir. O halde
(ar1,(a2)f (15, 15), 1515)(az1,(a1) f (15, 15), 1515)
dir. Buradan
(a1a5,15) = (ayaqy,1p)
elde edilir ki bu

aia, = a,a4q
yani A nin strongly  — inverse oldugu anlamina gelir.

Ayni sekilde benzer islemleri B monoidi i¢in uygularsak meN olmak {izere

her (14,b)™ € A#£B icin (c,d) € A#£B vardir dyle ki

(1Ai b)m = (1Ai b)m(c’ d)(lAl b)m
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dir. Burada
(14, D)™ = (f(b,b)f (b%,b) ... f(b™ 1, b), b™)
esitliginde kolaylik olmast nedeniyle
x = f(b,b)f(b% b) ... F(b™ 1, b)
esitligi ile gosterelim.
(x,b™) = (x,b™)(c,d)(x,b™)

= (xapm(c)f (™, d), b™d)(x,b™)

= (xapm(c)f(b™, d)aymy(x)f(b™d, b™), b™db™)
ve

(c,d) = (¢, d)(x,b™)(c,d)
= (cag(x)f(d,b™),db™)(c,d)
= (cag(x)f(d,b™)agym(c)f(db™,d),db™d)

dir. Buradan b™ = b™db™ ve d = db™d oldugundan B, — regiiler monoiddir.
Simdi de by, b, f(by,by), f(by, by) € E(B) i¢in E(B) nin degismeli oldugunu
gosterelim. Burada (f(by, by),by) Ve (f(by, by), b,) € A#/B dir. O halde A#/B

strongly m — inverse monoid oldugundan tanim geregi

(f(blﬂbl)'bl)(f(bz'bZ)' bZ) = (f(bZ'bZ)'bZ)(f(bli bl)' bl)

dir. Bu esitligi diizenlersek

(f(bub)a (F(b.b,)) f(Bb,) b, )=(f (byby)en, (F (b)) f (bo1y).bb)
elde edilir ki buradan

b1b2 = b2b1
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degisme oOzelligi elde edilir. Bu da B’ nin strongly m — inverse monoid oldugu

anlamina gelir. O

4.4 Teorem : A ve B herhangi iki monoid olsunlar. Bu durumda A ¢ B
schiitzenberger carpiminin strongly m — inverse monoid olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul her (a,P,b) € A0 B iginm € N,xA,y € B,P,,P, € A X B olmak iizere

(1) a™x =1,veyb™ = 1g
E(A) ve E(B) kiimelerinin degismeli olmasidir.

Ispat : A 0 B’nin strongly m — inverse monoid oldugunu varsayalim. O halde

her (a,{(14,15)},b) € A 0 B i¢ginm € N ve (x, P, y) vardir dyle ki:

(a, {(1Aﬂ 13)}, b)m = (a, {(1A; 13)}, b)m(x' P, )’) (a, {(1A' 1B)}l b)m

buradan

(a{(1015)}.b) =@ {(1.,1)}b™ La{(1,1)}b" 2 U..ua™? {(1,,1,) o™
wa™{(1,1;)}b™ ", b™) (X, P, y) @™ {(1,,15) 0™
wa{(1,1e)}b™ U.ua™ {(1, 1) ™Y Lam (1,15 )}, b™)
=(a"% {(1,.15)jb™ywa{(1,.15)}b™ 2y
U..wa™ {(1,,1,) by
wa™{(1,.1;)} ywaP,bmy)@", {(1,.1; )}b™*
wa{(l,1g)}b™? U.ua™ {(1, 1) ™Y Lamt {(1,,15)} b™)
=(a"xa",{(1,.15)}b"yb" La{(l,,1; )b 2 yb"
U...ua™?{(1,,1)}b™ " Pybm wam (1,1, )} yb"
wa"Ph" uax{(1,,15)}b™ wam™xa{(1,,15 )b
w..vam™a"?{(1,,1;)}b™ " va"xa"* {(1,,1;)},b"yb")

dir. Bu esitlikten
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{(1,,15)}b™yb™ Laf(1,,1;)}b™ 2yb"
U...wa™{(1,,15)}b™ " Pybm wam (1,15 )} yb"
wa"Ph" uax{(1,,15) b wamxa{(1,,1; ) b™
U...uam™a™?{(1,,15)}b" " vamxa™ {(1,.1; )}

={(1015)}b™ (L, 1 )fb™?

U...ua™? {(1A’1B )} bm—(m_l) wa™! {(1A’1B )}

esitligini elde ederiz ve buradan

(77 o )
e )
e f(ata of(aran)
e o)
() )
(@b Uf(a )

esitligi elde edilir. Buda bize her (a,{(14,15)},b) € A0 B i¢in m € N ve x€A, yeB
var olacak sekilde a™x =1, ve yb™ = 1y esitliklerinin saglandigint gosterir.
Boylece (i) saglanmis olur.

Simdi (e, Py, f1), (€5, Py, f2) € E(A ¢ B) alalim. A 0 B strongly m — inverse

monoid oldugundan

(e1, Py, f1)(e2, Py, f2) = (€2, P2, f2)(e1, Py, f1)
degisme 6zelligi vardir ve buradan
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(ere2, Pifa Ve Py, fifs) = (ezeq, Pofi UeyPy, fof1)
olur. Buradan
P f, Ue P, = Pf; UeyPy

elde edilir. Simdi eq,e, € E(A) oldugunu diisiinelim. A 0 B strongly @ — inverse
Oldugu 1(;1n E(A 0 B) deglsmehdlr O halde (81, {(1Al 13)}, 1B), (ez, {(]‘A’ 13)}, 13)
€ E(A 0 B) olmasi nedeniyle

(e, {(14,1p)}, 15) (€2, {(14, 1)}, 15) = (e, {(14,15)}, 1) (e1,{(14,15)}, 1)

esitliginin varligini soyleyebiliriz. Buradan
€162 = €264

elde ederiz. Bu da E(A) 'nin degismeli oldugu anlamina gelir. Benzer sekilde
fi, f> € E(B) oldugunu diistinelim. A ¢ B strongly = — inverse oldugu i¢in E (A ¢ B)
degismelidir. O halde (1,,{(14, 1)}, f1), (14, {(14, 1)}, f2) € E(A 0 B) igin

(1A! {(1A! 13)}' fl)(]-A' {(1Aﬂ 13)}' fZ) = (1Aﬂ {(1A' 13)}' fZ)(]-Aﬂ {(1A' 13)}' fl)

esitliginin varligini sdyleyebiliriz. Buradan

fifz = fof

elde ederiz. Bu da E(B)’ nin degismeli oldugu anlamina gelir. Boylece (ii) saglanmis
olur.

Tersine m € N ve x € A,y € B var olacak sekilde A ve B monoidlerinin (i)
ve (i) kosullarin1 sagladigimi varsayahm. Her bir (a,P,b) € A0B ve
n=12,..,m—1 olmak tzere (x,xa"Pbm‘(”“)y, y) € A0 B elemanimn goz

Oniine alalim. Ayrica
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F=(a,P,b)" (x, xa"Ph™ "y, y)(a, P,b)"

olarak alalim. O halde

F=(a",Pb™ UaPb™? Ua?Pb™? U...ua™2Pp™ (™Y
wa™Ph™™ h" )(x xa"Pb™ "y, y)(a Pb™* UaPb™? Ua’Pb™?

U...ua™2pp™ ™ U a™tph™ ™ b") = (a"x, Pb™ty
waPbh™ 2y Uua?Pb™y u...ua™2ph™ (" Yy
wa™Py ua™xa"Pb™ "y bmy)(@™, Ph™* L aPb™?

wa?Pb™ u...ua™2Ph™ ™Y Ua™tPh™ ™, b™)

esitligi vardir. Boylece

F=(a"xa", Pb™"yb™ LaPbh™ ?yb"
wa?Pb™yb™ U...ua™ 2 Ph™ ™M Yybh™ La™tPyb™
wa™xa"Pb™ " Myb™ UamxPh™ !
wa"xaPb™? ua”xa*Pb™®

U...ua™a™2Ph™ ™ Uamxa™Pb™ ™, b"yh™)

elde edilir. (i) den a™x =14 ve yb™ =15 alrsak n=1,2,..,m—1 igin

a™xa™ = a™ ve b™yb™ = b™dir. Ayrica

Pb™yb™ UaPbh™2yb™ UaZPh™2yb™ L...ua™ 2Pb™ " yp"

bm n+1

wa" ' Pyb™ ua"xa"P Jyb™ LU amxPh™

wa™xaPh™? uamxa?Pb™? U...ua™xa™ 2Ph™ (™Y
waxa™tppm ™
— Pb™! UaPb™? UaPph™?

n+1

U...ua™Pb™ ™Y Ua™Pua"Ph™
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dir. Boylece a™Pb™ ™+ jfadesi,
egern = 1ise aPb™ 2 olur,
egern = 2 ise a*Pb™ 3 olur,

egern = 3ise a*Pb™* olur,

egern=m— 1lise a™ 1Pp™ ™ = g™ 1P olur.
O halde

Pb™ UaPb™? Ua?Pb™? U...ua™2Pb™ " La™ P ua"Ph™ "

Pb™ UaPb™? Ua?Pb™? U...ua™Ph™ (™2 UamPh™ ™Y La™Ph™

olur.Budan =1,2,...,m — 1 olmak lzere
(a,P.b)" (xxa"Pb™ "y, y)(a,P,b)" =(a,P,b)"

esitligini verir ki bu A 0 B’ nin T — regiiler oldugunu gosterir.
Simdi E(A0B) ’nin degismeli oldugunu gostermeliyiz. (i) den
(e1,Py, f1),(e5, Py, f5) € E(A 0 B) igin
(e1, Py, f1)* = (e1, Py, f1) Ve (€3, Py, 2)* = (e, Py, f2)
esitlikleri vardir. Bu esitliklerden
(ef, Pifi U eiPy, f?) = (e1, Py, f1) Ve (€5, Pof, U erPy, ff) = (€2, P2, f)
esitlikleri elde edilir. Buradan
ef =e,ff =fue;=evefS =1

elde edilir ki buda bize eq, e, € E(A) ve fi, f; € E(B) oldugunu verir. (ii) den ve

E(A) ile E(B)’ nin degismeli olmas1 varsayimindan gz 6niinde bulundurursak
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(e1, P1, f1)(ez, Py, f2) = (e1e2, Pif2 U el Py, f1f2)
= (eze1, Pof1 U exPy, f2f1)
= (ez, Py, f2)(e1, P1, f1)

olur. Bu da E(A ¢ B)’ nin degismeli oldugunu dolayisiyla A ¢ B’ nin strongly m —

inverse monoid oldugunu gosterir. O

Teorem 4.4 i goz oniinde bulundurarak A ¢ B’ nin m — regiiler monoid

olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosulu veren asagidaki sonucu verebiliriz:

45 Sonug¢ : A ve B herhangi iki monoid olsunlar. Bu durumda A ¢ B
schiitzenberger ¢arpiminin 7w — regiiler monoid olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, Her
(a,P,b) € A0B i¢gin meN ve x € A,y € B var olacak sekilde a™x =1, ve

yb™ = 15 olmasidir.
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5. CROSSED (CAPRAZ) CARPIMININ, YARI DIREKT
CARPIM ALTINDA SCHUTZENBERGER CARPIMININ
YENI VERSIYONUNUN VE SCHUTZENBERGER
CARPIMININ ORTHODOXLUGU

Bu tez caligmasinin bu kisminda monoidlerin orthodoxluk, sag inverse ve sol
inverse 6zelliginin tanimi verilip, A#Cf{B crossed carpimi orthodox, sag inverse ve sol
inverse Ozelliklerini sagliyor iken ayni 6zelliklerin A ve B monoidleri i¢in gegerli
olup olmadigini arastirdik. Ayrica schiitzenberger ¢carpim A ¢ B ve yar1 direkt garpim
altinda schiitzenberger ¢arpiminin yeni versiyonu A O, B ’nin orthodox monoid

olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul tarafimizdan arastirilmistir.

5.1 Tanmmm [3] : Tanim 4.1 ve Tanim 4.2 de verildigi gibi bir regililer M
monoidinin idempotent elemanlarinin kiimesi E(M), M monoidinin bir alt monoidi

oluyor ise M ye orthodox monoid ad1 verilir.

5.2  Tanmm [3] : Tanim 5.1 de verilen M monoidi ve a,b € E(M) igin
eger aba = ba oluyor ise M monoidine sol inverse monoid, egr aba = ab oluyor ise

M monoidine sag inverse monoid adi verilir.

Orthodox, sag inverse ve sol inverse monoidin tanimlar1 verdikten sonra

simdi A#gB > nin sag inverse ve sol inverse monoid olmasiyla ilgili asagidaki teoremi

verebiliriz.

5.3 Teorem : A#£B crossed carpimi bir orthodox veya sol yada sag
inverse monoid o6zelligini sagliyor ise bu durumda A ve B monoidleri de aym

ozellikleri saglar.

Ispat : A#gB orthodox monoid olsun. Bu durumda Tanim 5.1 geregi A#{;B

regiilerdir ve regiiler olmasi nedeniyle (a, 1) € A#£B i¢in (x, y) vardir oyle ki:
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(a,1p) = (a,15)(x, y)(a, 1p)
= (aa1,()f(15,), 1) (@ 15)
= (ax,y)(a,1p)
= (axa,(a)f(y,15),y1p)
= (axa,(a),y)
ve
(x,y) = (x, y)(a,15)(x, )
= (xay(@)f (¥, 15), y15)(x,¥)
= (xay(a),y)(x,¥)
= (xay (@ay, )f (3, 9),yY)

Bu iki esitlikten y = 15 elde ederiz. Bu esitlikle birlikte a = axa ve x = xax

esitlikleri vardir ki bu bize A’ nin regiiler oldugunu verir.
Benzer iddiay1 kullanarak (1,4, b) € A#Z;B icin, (x, y) vardir dyle ki:
(14,0) = (14,0)(x,¥)(14,b)
= (Laap(x)f (b, y), by)(14,b)
= (ap (X)f (b, ), by)(14,b)
= (ap () f (b, y)apy (14)f (by, b), byb)
= (ap(x)f (b, y)f (by, b), byb)
ve
(x,y) = (x,¥)(14,b)(x, y)
= (xay,(1)f (¥, b),yb)(x,y)

= (xf (v, b)ay, () f (yb, ), yby)

54



esitlikleri vardir ve bu esitliklerle birlikte b = byb ve y = yby esitlikleri vardir ki

bu bize B’ nin regiiler oldugunu verir.

Tanim 5.1 geregi A ve B’ nin regiilerligini gostermis olduk. Eger E(A) ve
E(B) idempotent elemanlarinin sirasiyla A ve B monoidlerinin alt monoidleri

oldugunu gosterirsek A ve B monoidlerinin orthodox oldugunu gostermis olacagiz.

a,, a;, € E(A)ve f(b,b), f(by,by), b, by € E(B) olsun. O halde (ay,1p),
(az 15), (f (b, b), b) ve (f(by, by), by) € E(A#},B) dir. Gergekten de:

(a1,1p)* = (a1, 15) (a1, 15)
= (ay1a4,1p)
= (af,1p)
= (ay,1p),
(az, 1p)* = (az 1p)(az, 15)
= (a,ay, 15)
= (a3, 15)
= (az 1p),
(f (b, b),b)* = (f (b, b), b)(f (b, b), b)
= (f(b,b)f (b,b)f (b, b), b?)
= (f(b,b),b)
ve
(f (b1, by), by)? = (f (b1, b1), b1) (f (b, b1), by)
= (f(by, by)f (by, b1)f (by, by), b)
= (f (b1, b1), by)

dir. A#&B orthodox monoid olmasi nedeniyle
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2
((a;a)%,0,15) = ((01» 1p)(ay, 13)) = (a,,1p)(az, 15) = (aia;,15)
bu esitlikten
(a,07)% = a;a,

esitligini elde ederiz ki bu da bize A’ nin orthodox monoid oldugunu gosterir. Benzer

sekilde
(f (b, b)f (by, by)f (b, by)f (b, b)f (b1, by)f (b, by)f (bby, bby), (bby)?)

= ((F(b, b), b)(f (by, by), by))’
= (f (b, b), b)(f (by, b1), by)
= (f(b' b)f(bl' bl)f(bl bl)ﬁbbl)

bu esitlikten
(bbl)z = bb1
esitligi elde ederiz ki bu da bize B nin orthodox monoid oldugunu gosterir.

Simdide A ve B’ nin sag ve sol inverse 6zelliklerini inceleyelim. Eger A#f;B

sag inverse monoid ise bu durumda
(aa1a,1p) = (a,15)(as,15)(a, 15)

= (a,15)(ay, 1p)
= (aay, 15)

ve

(f (b, DYay (f (b1, b1))f (b, by) @y, (f (b, b))f (bby, b), bb;b)

= (f (b, b), b)(f (b1, b1), b)) (f (b, b), b)
= (f (b, b), b)(f (b, b1), b1)
= (f(b, b)a, (f(bl, bl))f(b, b,), bbl)
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esitlikleri vardir. Bu iki esitlikten aa,a = aa; ve bbb = bb, esitlikleri var

oldugundan A ve B monoidleri de sag inverse 6zelligini saglarlar.
Eger A#£B sol inverse monoid ise bu durumda benzer yontemle
(aaia,1p) = (a,1p)(as, 15)(a, 1)

= (a1,15)(a, 1)
= (aqa,1p)

ve

(f (b, DYay (f (b1, b)) f (b, by)atpp, (f (b, b)) f (bby, b), bbyb)

= (f (b, b),b)(f (b1, b1), b1)(f (b, b), b)
= (f (b1, b1), by)(f (b, b), b)
= (f(by, b ay, (f (b, b))f (by,b), b1b)

esitlikleri vardir. Bu iki esitlikten aa,a = a,a ve bbb = b;b esitlikleri var

oldugundan A ve B monoidleri de sol inverse 6zelligini saglarlar. o

A#£B’ nin orthodox, sag ve sol inverse monoid 6zelliklerini veren teoremi
verdikten sonra A 04, B’ nin orthodox monoid olmast i¢gin gerekli ve yeterli kosulu

veren siradaki teoremi verebiliriz.

5.4  Teorem : A ve B herhangi iki monoid olsunlar. Ayrica Tanim 1.3.4.1
de verilen kosullar1 g6z 6niine alalim Bu durumda A 0, B’ nin orthodox olmasi i¢in

gerekli ve yeterli kosul A’ nin orthodox monoid ve B’ nin bir grup olmasidir.

Ispat : A 0., B’ nin orthodox monoid oldugunu varsayalim. Bu durumda
Tanim 5.1 geregi A0, B regilerdir ve regiller olmasi nedeniyle

(a,{(14,15)},15)€A O, B igin (x, P, y) vardir 6yle ki:

(Cl, {(1Aﬁ 13)}; 13) = (a, {(1A' 13)}' 13)()6', P, }’) (a' {(1A' 1B)}r 18)
= (ax, {(1A' 13)}y U P' y)(a' {(1Aﬂ 13)}' 18)
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= (ax0y(a),{(14, 1)}y U P U {(14,15)},7)
ve
(x,P,y) = (x,P,y)(a,{(14,15)}, 15) (x, P, y)
= (x6,(a), P U{(14,15)},y)(x, P, y)
= (x6y(a)6y(x), Py U {(14,15)}y U P, yy)

esitlikleri vardir. Bu iki esitlikten y = 15 elde ederiz. Bu esitlikle birlikte a = axa

ve x = xax esitlikleri vardir ki bu bize A’ nin regiiler oldugunu verir.

Benzer iddiayr kullanarak (14,{(14,15)},b) € A 0, B i¢in (x,P,y) vardir

oyle ki:
(14,{(14,15)}, b) = (14, {(14, 1)}, D) (x, P, y) (14, {(14, 1)}, b)
= (6, (x), {(14,1p)}y U P, by) (1,4,{(14,15)}, b)
= (6, (x), {(14,1p)}yb U Pb U {(14, 1)}, byb)
ve

(X»P»J’) = (X;P;J’) (1A'{(1A' 13)},b)(x,P'J’)
= (X,Pb U {(1Aﬂ 13)}'3’b) (le'y)
= (xgyb(x):Pby U{(14, 1)}y UP, yby)

esitlikleri vardir ve bu esitliklerden

{(14,15)} = {(14,15)}yb U Pb U {(14,1p)}
P =Pby U{(1,,1p)}yUP

esitliklerini elde ederiz. Bu iki esitlikten (14, yb) = (14, 15) Ve Pby = P esitlikleri
vardir. Buradan da yb = by = 15 elde ederiz ki bu da bize B’ nin bir grup oldugunu

Verir.
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Simdi A’ nin orthodox monoid oldugunu gosterelim. a,, a, € E(A) olsun. O

halde (a,,®,15), (a,,®,15) € E(A 04, B) dir. Gergekten de:

(ay,8,15)% = (ay,0,15) (a1, 8, 15) = (a;a,,0,15) = (ai, 8, 15) = (a1, 8, 15)
ve

(az, 8,15)? = (ay, @, 15)(a,, @, 15) = (aza,, @, 15) = (a3,0,15) = (a,, 0, 15)
dir. A 04, B’ nin orthodox monoid olmasi nedeniyle

((a182)%,0,15) = ((a1,8,15)(@2,8,15))" = (01,8, 15)(2,8, 15) = (12,8, 15)
bu esitlikten
(a1a,)? = a,a,

esitligi elde ederiz ki bu da bize A’ nin orthodox monoid oldugunu gdsterir.

Tersine A’ nin orthodox monoid ve B’ nin bir grup oldugunu varsayalim.

(a,P,b) € A O, B alalim. B’ nin grup olmasi nedeniyle bir y € B vardir dyle ki:
yb =by =1g

dir. A’nin orthodox monoid olmasi nedeniyle Tanim 5.1 geregi ayrica regiilerdir. A
regiiler oldugundan bazi v € a™! i¢in ¢ = 6,,(v) alabiliriz. Asagidaki esitligi goz

ontine alalim :
a6y (c)0yy(a) = ab), (Hy(v)) a
= abp,(v)a

= ava

ve
c6y(a)f,(c) = cby(a)c

=6,(v)0,(a)6,(v)
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= 6, (vav)
=6,(v)
=c
Ayrica, P; € A X B olmak iizere P, = P,y € A X B se¢iminden
P,ybUP,UP, =P, UP,ypUP, =P,UP, UP, = P,
ve
P,byUPiyUP, =PiyUPiyUPy=Py=P,

dir. Sonug olarak, P, = Py € A X B,yb = by = 1 ve baziv € a™! igin ¢ = 6,,(v)
olacak sekilde her (a, P;,b) € A O, B icin (¢, Py, y) € A O, B vardir 6yle ki:

(a,Py,b)(c,Py,y)(a,Py,b) = (a@b (c)Hby (a),Pyyb U P,b U Py, byb):(a, P;,b)
ve

(¢, Po, ¥)(a, P, b)(c, P2, y) = (c8y(a)6y(c), Pby U Piy U Py, yby) = (c, P, ¥)
dir. Bu iki esitlik bize A ¢, B’ nin bir regiiler monoid oldugunu verir.

Ads, B’ nin regiler monoid oldugunu gosterdik. Eger E(A 0, B)
idempotent elemanlarinin kiimesinin A ¢g, B monoidinin alt monoidi oldugunu
gosterirsek A ¢, B monoidinin orthodox oldugunu gostermis olacagiz. Bunu icin
(a,Py,b),(c,Py,y) € E(A 04, B) alalim. Yukarida ispatin ikinci kisminda aldigimiz

bazi v € a™! igin ¢ = 0, (v) ve yb = by = 1, varsayimlarin tekrar alabiliriz.
a6, (c) = ab, (6,(v))

= aeby(v)
= av
esitligini g6z Oniine alirsak;
(ab,(c), Piy U Py, by)? = (av, Piy U Py, 1p)?

= (av, Py U P,,15)(av, Py U P,,1p)
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= (aleB(av),Ply UP,UP,yUP,, 1313)
= (av,P;y U P,,1p)
= (aby(c), P,y U P;, by)
esitligini elde ederiz ki bu bize
(abp(c), PLy U Py, by) = (a, Py, b)(c, P, y) € E(A 0, B)
oldugunu gosterir, yani bu A ¢, B’ nin orthodox monoid oldugu anlamina gelir. o

Yar1 direkt garpim altinda schiitzenberger ¢arpimiA ¢, B’ nin orthodox
monoid olmasi i¢in gerek ve yeter kosulu veren teoremin ispatin1 verdikten sonra
simdi de schiitzenberger carpim A ¢ B’ nin orthodox monoid olmasi i¢in gerekli ve

yeterli kosulu veren siradaki teoremi verelim:

55  Teorem : A ve B herhangi iki monoid olsunlar. Bu durumda A ¢ B’
nin orthodox monoid olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul A ve B’nin birer grup

olmasidir.

Ispat : A 0 B’nin orthodox oldugunu varsayalim. Bu durumda Tanim 5.1
geregi A O B regiilerdir. regiiler olmasi nedeniyle (a,{(14,15)},15) € A ¢ B i¢in
(x, P,y) vardir oyle ki:

(a! {(1Aﬂ 1B)}i 13) = (a' {(1Aﬂ 13)}’ 13)(.76', P, )’) (a' {(1A' 1B)}f 1B)
= (ax: {(1Al 13)}3’ U aP' }’)(a' {(1A' 18)}r 1B)

= (axa, {(1Ai 13)}3’ U ClP U ax{(lA, 13)}; Y)

ve
(x,P,y) = (x,P,y)(a,{(14,15)}, 1) (x, P, y)
= (xa, P U x{(14,15)},y)(x, P, y)
= (xax, Py U x{(14,15)}y U xaP, yy)
dir. Bu iki esitlikten
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y =13,
{(14,15)} = {(14, 15)}y U aP U ax{(1y4, 15)},

P =Py Ux{(14,15)}y U xaP

esitlikleri vardir. Bu li¢ esitlikten
{(14,15)} = {(ax,1p)} ve P = xaP
esitlikleri vardir. Buradan
ax =xa =1y

esitligini elde ederiz ki bu bize A’ nin bir grup oldugunu verir.

Benzer iddiay1 kullanarak (14,{(14,15)},b) € A 0 B i¢in (x, P, y) vardir oyle

ki:
(14,{(14,15)}, D) = (14,{(14, 15D}, b) (x, P, ¥) (14, {(14, 15)}, D)
= (x,{(14, 1)}y U P, by) (14, {(14, 1)}, b)
= (x,{(14,15)}yb U Pb U x{(14, 1)}, byb)
ve

(x,P,y) = (x, P,y)(14,{(14,15)}, b)(x, P, y)
= (x,Pb U x{(1,,15)}, yb)(x, P, y)
= (xx, Pby U x{(14, 15)}y U xP, yby)
esitlikleri vardir ve bu esitliklerden
x =1y,
{(14,15)} = {(14,15)3yb U Pb U x{(14, 1)},
P = Pby U x{(14,15)}y U xP

esitlikleri vardir. Bu ii¢ esitlikten
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{(14,1p)} = {(1,4,yb)} ve P = Pby
esitlikleri elde edilir. Buradan da
yb = by = 1
esitligini elde ederiz ki bu bize B’ nin bir grup oldugunu verir.

Tersine A ve B’ nin birer grup oldugunu varsayalim. (a,P;,b) € A0 B

alalim. A ve B’ nin birer grup olmasi nedeniyle bir x € A,y € B vardir dyle ki:
ax =xa =1, ve yb=by =13
dir. Ayrica P; € A X B olmak lizere P, = xP;y € A X B se¢iminden
P,;yb U aP,bVUaxP, = P, UaxP;ybUP;, =P,UP,UP, =P,
ve
P,by U xP;y U xaP, = P, UxP,yUP, =P,UP,UP, =P,

dir. Sonu¢ olarak, P, = xP,y S AXB,ax =xa=1, ve yb = by = 150lmak
tizere her (a, P;,b) € A0 B i¢in (x, P,,y) € A 0 B vardir oyle ki:

(a, Py, b) = (a, Py, b)(x, P, ¥)(a, Py, b)
= (axa, Pyyb U aP,b U axP;, byb)
= (a, P, b)
ve
(x, Py, y) = (x,P5,y)(a, Py, b)(x, Py, y)
= (xax, P,by U xP,y U xaP,, yby)
= (x,P,y)
dir. Bu iki esitlik bize A ¢ B’ nin birer regiiler monoid oldugunu verir.

A 0 B’ nin regiiler monoid oldugunu gosterdik. Eger E(A ¢ B) idempotent
elemanlarinin kiimesinin 4 ¢ B monoidinin alt monoidi oldugunu gosterirsek A ¢ B

monoidinin  orthodox monoid oldugunu gostermis olacagiz. Bunu igin
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(a,Py,b),(x,P,,y) € E(A 0 B) alalim. Yukarida ispatin ikinci kisminda aldigimiz

baz1 x € A ve y € B vardir dyle ki:
ax =xa=14veyb =by =1g
varsayimlarini tekrar alabiliriz. O halde;
(@ Pr, bt Py y))” = (ax, Pry U aPy, by)?
= (14, P1y U aP,, 1p)?
= (14, P1y U aPy, 15)(14,P1y U aPy, 1p)
= (1414, P, yUaP, UPyUaP,, 1515)
= (ax, P,y U aP,, by)
= (a, Py, b)(x, P, y)
esitligini elde ederiz ki bu bize
(ax, Py U aPy, by)? = ((@ Py, b)(x, P 3))” = (@, Py, b)(x, Po, y)€E(A 0 B)

oldugunu gosterir. Bu da A ¢ B’nin orthodox monoid oldugu anlamina gelir. o
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6. SONUC VE ONERILER

Tezin birinci boliimiinde kelime ve kelime yapisina deginilerek kelimeler
arasinda tanimlanan islem ile serbest monoidler hatirlatilmistir. Monoid sunusu
verilmis olup diger boliimlerde ¢esitli sonuglari bulunan crossed (¢apraz) carpim,
yar1 direkt ¢carpim ve schiitzenberger ¢arpimin tanimlar1 verilmistir. Ayrica crossed

carpim ile yar1 direkt carpim arasinda gegisi veren teorem verilmistir.

fkinci boliimden itibaren literatiirde ilk defa bulunan sonuclar verilmistir.
Crossed c¢arpim ile schiitzenberger carpim birlestirerek elde edilen yeni cebirsel
yapinin monoid oldugunu gosteren ve bu monoidin sunusunu veren teorem ikinci

boliimde verilmistir.

Tezin Ugiincii boliimiinde regiilerlik tanim1 verilip crossed carpim, crossed
carpim altinda tanimlanan schiitzenberger ¢carpiminin yeni versiyonu ve ¢ift yonlii

yar1 direkt carpiminin regiilerlik 6zelligini veren teoremlere yer verilmistir.

Calismanin  dordiincii  boliimiinde  strongly m-inverse tanimi  verilip
schiitzenberger ¢arpiminin strongly 7- inverse monoid olmasi i¢in gerekli ve yeterli

kosulu veren teoreme yer verilmistir.

Besinci boliimde ise orthodoxluk tanimi verilip schiitzenberger carpiminin ve
yar1 direkt carpim altinda tanimli schiitzenberger ¢carpiminin orthodox monoid olmast

icin gerekli ve yeterli kosulu veren teoremlere yer verilmistir.

Bu c¢alismadan hareketle crossed ¢arpiminin orthodox olmasi i¢in gerekli ve
yeterli kosul ve crossed ¢arpiminin strongly m- inverse monoid olmasi igin gerekli ve

yeterli kosulu veren durumlar incelenebilir.
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