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OZET
FABER POLINOMLARININ iLERI ASIMPTOTIK OZELLIKLERI

AliDOGU
Balikesir Universitesi, Fen Bilim!leri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
(Yiiksek Lisans Tezi / Tez Damismani: Yrd. Doc. Dr. Yunus Emre YILDIRIR)
Balikesir, 2011
Bu ¢alismanim amaci Faber polinomlarmin asimptotik 6zelliklerini incelemektir.
Giris ve sonug boltimii diginda bu tez dért ana béliimden olusmaktadir.

2.boltimde, tezin ilerleyen boliimlerinde kullanilan bazi temel tanmim ve teoremler
verilmistir.

3. bolimde, Faber polinomlari, genellesmis Faber polinomlar: p-Faber polinomlari ve
p-Faber esas kisminin tanimlars, integral gdsterimleri ve temel 6zellikleri incelenmistir.

4. bolimde, Faber polinomlarmm en basit asimptotik &zellikleri ispatlanmus,
genellesmis Faber polinomlar1 ve p-Faber polinomlar: icin elde edilmis olan benzer
asimptotik 6zellikler ifade edilmistir.

5. bolimde, p-Faber esas kismu i¢in asimptotik &zellikler ifade edilmis ve
ispatlanmugtir. '

ANAHTAR KELIMELER: Faber polinomlari / genellesmis Faber polinomlari / p-Faber
polinomlar1 / p-Faber esas kismi
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ABSTRACT
FURTHER ASYMPTOTIC PROPERTIES OF FABER POLYNOMIALS
Ali DOGU
Balikesir University, Institute of Science
Department of Mathematics
(M..S.Thesis / Supervisor: Asst.Prof: Dr. Yunus Emre YILDIRIR)
Balikesir-Turkey, 2011

The purpose of this work is to investigate the asymptotic properties of Faber
polynomials.

Expect the introductory and the conclusion chapter, the thesis consist of four main
chapters.

In chapter 2, some basic definitions and theorems that will be used in the further
chapters are given.

In chapter 3, the definitions, integral representations and basic properties of Faber
polynomials, generalized Faber polynomials, p-Faber polynomials and p- Faber principle part
are given. "

In chapter 4, the simplest asymptotic properties of Faber polinomials are proved. The
similar asymptotic properties of generalized Faber polynomials and p-Faber polynomials are
stated.

In chapter 5, the asymptotic properties of p-Faber principle part are proved.

KEY WORDS: Faber polynomials / generalized Faber polynomials / p-Faber polynomials /
p- Faber principle part.
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SEMBOL LISTESI

Simge

- 1 Q R 2 R OO

Adi

Karmasik sayilar kiimesi
Gergel sayilar kiimesi

Dogal sayilar kiimesi
Kontinyum

Sinirl basit baglantili bolge
G bolgesinin sinir1

K kontinyumunun seviye ¢izgisi
I'; seviye cizgisinin i¢i

I'; seviye ¢izgisinin ici

K kontinyumunun Faber pol.

G bolgesinin p-Faber esas kismi

I' egrisinin uzunlugu

G bolgesinin kapanisi

{ze C:|¢|<1} (agik birim disk)
{ze C:|z-2z,| < &} kiimesi

G bolgesinin tiimleyeni

Faber pol. tirete¢ fonksiyonlar1

G bolgesinin seviye egrisi

I'; seviye ¢izgisinin ici

~

I', seviye ¢izgisinin dis1



ONSOZ

Faber polinomlar1 ve Faber polinomlarinin ileri asimptotik ¢zelliklerini konu
alan bu ¢alismam esnasinda bana zamanini ayirip yardimlarini esirgemeyen Yrd.
Dog¢.Dr. Yunus Emre YILDIRIR hocama tesekkiirlerimi sunarim.

Ayrica bu zamana kadar maddi ve manevi yardimlarini esirgemeyen aileme
ve arkadaslarima da tesekkiirii borg bilirim.

ALI DOGU
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1.GIRIS

Faber polinomlar1 1903 yilinda alamn matematikci G.Faber tarafindan
tanimlanmugtir. Bu polinomlar kompleks fonksiyonlarin yaklagim teorisinde 6nemli
bir rol oynamaktadir.Faber polinomlarinin serileri, basit baglantili1 bolgelerde analitik
fonksiyonlarin gosterimi i¢in kullanilmuis ve analitik fonksiyonlarin yaklasim ile ilgili
bir ¢ok teoremide bu serilerin yardimiyla ispatlanmigtir.

Faber polinomlarinin temel 6zellikleri ile ilgili teoremler Bartolomeo, J. He,
M. [8] Brui, LN. [9] Coleman, J.P.& Smith, R.A. [10] Dodunova, L.K [11] Ewing,
J.H& Schober, G. [12] Gatermann, K. Hofmann, C.Opfer, G. [13] ve He,
M.X.&Saff, E.B. [14] tarafindan incelenmistir.

Bu tez calismasinda, p-faber esas kismi tantmlanmis ve Faber polinomlart
i¢in elde edilmis olan asimptotik 6zelliklerin benzerlerinin p-Faber esas kismu icin de
gecerli oldugu isptlanmustir.



2.0ON BILGILER
2.1 Temel Tanimlar ve Teoremler

2.1.1 Tamim: Karmagik diizlemde acik ve baglantili kiimeye bolge, kapali ve
baglantili kiimeye de kontinyum denir. [1, s:1]

2.1.2 Tanim: [a,b] c R olmak iizere siirekli bir
I:[a,b]—>C

fonksiyonuna karmagik diizlemde bir egri denir. Burada T'(a) ve T'(b)
noktalarina sirasiyla egrinin baslangic ve bitim noktalart denir. Bir T egrisi
verildiginde T'(a)=T(b) ise T ’ya kapali egri; bir " egrisi sadece f =¢, icin
I(1,)=T(z,) oluyorsa I ’ya Jordon egrisi; I" tiirevi var ve siirekli ise I' ’ya
diferansiyellenebilir egri; diferansiyellenebilir bir TI' egrisi icin eger, F'(t) #0

oluyorsa I'’ya diizgiin egri denir. [2,s:126]

2.1.3 Tammm: B karmagik diizlemde bir bolge olmak iizere f:B—C

stirekli doniigiimii verilsin. Eger bir z,€ B noktasindan gegen ve aralarinda & agisi
yapan ), ve %, egrilerinin f(y) ve f(y,) gorinti egrileri de w, = f (zo) da
aralarinda yon ve biiyiikliik bakimindan « agis1 yapiyorlarsa f fonksiyonuna z,
da bir konform doniistimdiir denir.[2,s:309-310]

2.1.4 Tamm: Bir f karmagsik fonksiyonu bir z, noktasimnin belli bir
D(ZO,§) , 0>0, komsulugundaki biitiin noktalarda diferansiyellenebiliyorsa £,
2, .da analitiktir denir. [2,s:100]

2.1.5 Tanim: T" karmagik diizlemde bir egri olsun. Eger bir T cemberini T’
yaresmeden T c¢emberinin bir komsulugunda konform olan bir doniisiim varsa T
egrisine analitik egri denir. [3,s:20]



2.1.6 Tammm: Bir y(¢)=z(¢)=x(r)+iy(¢), 0<r<1 egrisini alam. Bu
egrinin ug noktalant z,=2z(0) ve z =z(1) olsun. Eger, egri lizerindeki noktalar,
7, dan baslamak iizere ¢’ nin artisina karsilik gelis sirasina gore taranirsa, ¥ pozitif

yonde doniilmiis olur. [2,s5:129]

2.1.7 Tamm: [a,b]cR olmak iizere I':z=z(t)=x(t)+iy(t) eprisi

verilmig olsun. Eger n dogal sayr oldugunda a=t <t,<..<t, =b kosulunu

saglayan 1, t,,...,t,,, degerlerinin keyfi bir dizisi i¢in ilz(tkﬂ)—— z(, )’ toplam1
k=1

St Uatdl

sinirli kaliyorsa I' egrisine sonlu uzunluklu egri denir. Bagka bir degisle, I egrisini
gosteren  z fonksiyonu sinirli degisimli ise I' ya sonlu uzunluklu egri denir.
[7,8:417]

2.1.8 Teorem(Riemann Doniisiim Teoremi): G cC s en az iki
noktadan olusan basit baglantili bir bolge ve z,€ G olsun. Bu durumda, G

bolgesiniU  birim djgkine

f(zo)——*() ve f'(z,)>0

kosullar: altinda resmeden bir tek f konform doniisiimii vardir. [4,s:8]

2.1.9 Teorem: Diizlemde bir G bdlgesi verilsin. G kapali bolgesinin

timleyeni D olsun. Riemann konform doniisiim teoremine gore D bolgesini |w|>1

bolgesine doniistiiren bir ¢ konform doniisiimii vardir ve

P() =00 ve ¢'(oo)=um?-(§>o (2.1)

4
kosullar1 altinda bu ¢ konform doniisiimii tektir. [4,s:104]

Ispat: D bolgesinin z=co noktasini z, =0 noktasina tastyan




déniisiimii altindaki goriintiisti G, bolgesi olsun ve w, =¢(z,) , G, bdlgesini

9(0)=0 , ¢/(0)=lim=L>0

7~>0 2

kosullart altinda |w’<1 bolgesine doniistiiren fonksiyon olsun. Buradan D

bolgesini Iw]>1 bolgesine doniistiiren

1

W=¢(Z)=@

fonksiyonu (2.1) de istenen 6zellikleri saglar.

2.1.10 Teorem(Simrsiz Bolgeler Icin Cauchy Integral Formiilii): G, sonlu
uzunluklu bir Jordon egrisi ile sinirlanmis sinirli bir bélge ve I' bunun pozitif
yonlendirilmis sinir1 olsun. f, CG bolgesinde analitik bir fonksiyon ise

1 f(6) _ f()=f(z); ze CG
27zil§—zd§ {f(oo); iy

olur. [6,s:486]

2.1.11 Teorem(Holder Esitsizligi): E bir 6l¢lim uzayr olmak tizere , p>1,
g>1ve

—1—+-—1—:1 icin fe I’ (E) ve ge’(E) ise fge L(E) ve
P 4q

If(x)g(x)dx

E

< @f (x) dx]% (”g (x)f dx];

E

olur. [7,5:388]



2.1.12 Teorem(Weierstrass M-Testi): AcC ve g, , A lizerinde taniml

fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Gergel sayilarin asagidaki dzellikleri saglayan bir M,

dizisi varsa, Z 8, » A tzerinde mutlak ve diizgiin yakinsaktir.
1

(i M, =0, igin ZMn yakinsak,
1

(ii) Her ze A i¢in |gk(z)|SMk , k=12,..

[2,s:189]

2.1.13 Tammm: Eger G bolgesinin sinir1 bir Jordon egrisi ise, G ’'nin U ’ya
her konform doniisiimii G ’a birebir ve siirekli olarak genisletilebilir. Ayrica yine G
bolgesinin simr1 bir Jordon egrisi ise, CG nun CU ’ ya her konform doniisiimii CG’
ye birebir ve siirekli olarak genisletilebilir. [1,5:24]

2.1.14 Tamm: x, ve Yy, iki pozitif dizi olsun. Eger |xn]Sc.yn , n=12,..

olacak sekilde n’den bagimsiz bir ¢ >0 varsa x, = 0( y,) gosterimi kullanilir.



3. FABER POLINOMLARI
3.1 Faber polinomlarmin tanimi

I' sinir1 en az iki noktadan olusan basit baglantili bir G bolgesi verilsin.
K =GuT kontinyumunun tiimleyeni D basit baglantili olsun (D=C—5) .
Riemann konform doniisiim teoremine gére D bdolgesini le >1 bolgesine birebir ve

konform olarak resmeden ve

p(0) =00 ,¢'(oo):1im-¢(—Z)=}/>0 3.1

2w 7

kosullarin1 saglayan ¢ dontlisiimii tektir.

¢ fonksiyonu D ’de sadece oo noktasinda analitik degildir. (3.1) deki
sartlar altinda o noktas1 ¢ fonksiyonun basit kutup yeridir. Buradan o’ un

komsulugundaki Laurent acilimi

¢(z)= 7z+y0+2/'—+L§+...
2z

bicimindedir. £ =0,1,2... i¢in

[6(2)] =(7z+70 +—E—+—Zy%+---)

Y ‘ ‘ ‘ b(k) b(k) b(k)
=y +al 7 +al v a a2

Z Z Z

oldugu goriilmektedir. Sonuncu esitlifin sagindaki  z ’nin negatif olmayan

kuvvetlerinden olusan
F(2) =y +a¥ 2 +a" 2+ +a¥ 744"

polinomuna G bolgesiicin k. metebeden Faber polinomu denir.

b](k) N bz(k) - bn(k) N
5 "
< < Z

toplamini da —E, (z) ile gosterirsek

F()=[¢(z)] +E.(2)



elde ederiz.

R>1 olmak iizere, merkezi O ve yaricapt R olan ¢emberin ¢ fonksiyonu

alindaki ters goriintiisii
Ty ={z:|¢(z)|=R.R>1]
olsun.
Iy, (R>1) egrilerine G bolgesinin seviye egrileri denir.

Her I'; seviye cizgisi iki kanonik bolge tanimlar; egrinin ici G, ve egrinin

dist Dy:

G, =intl'y, D, =extl’

3.1.1 Teorem: Vze G, icin

27[1 lj

olur.

ispat: ze G, alam. E, (Z) fonksiyonu D, kapal1 bolgesinde analitiktir.

Sinirsiz bolgeler icin Cauchy Integral Formiiliine gére

— j——%g E,(»)=0 (3.2)

olur. Buradan (3.2) ve Cauchy Integral Formiiliine gére

dg

1ol .1 (F(O-E()
r{;-.z dé'v'zm‘r{ {-z

_ 1 (E(§),. 1 (E()
—Zm‘r{ é’——zd{ 271'1-“ ¢ - ng“



27[1"‘—__9{1{ F()

oldugu goriiliir. Boylece her ze G, icin

F, ,
Fk(z)—;a I é'(i) ¢
bulunur.

3.1.2 Teorem: Vze D, icin

4

E, ()1 J[¢(§>] ,

iy -z
olur.

Ispat: ze D, alalim. Sinirsiz Bélgeler igin Cauchy Integral Formiiliinden

T P =R =) () (33)

elde edilir. E, (e<) =0 oldugundan (3.3) ve Cauchy Integral Formiiliine gbre

E"(Z)bzinjE;k(i) ¢

dg

1 R(O-[e)]
==

N, [6)]

- d
27z'irJ; {-z 2mif -z ¢

ze D,



elde edilir. Sonug olarak Faber polinomlarinin integral gosterimleri asagidaki gibi
olur.

eG 34
27[11:[ z R 34)

E (z)=— 1284 j z€ D, (3.5)
27 F

w=¢(z)  konform doniisiimiiniin ters déniisimind  z=w(w) ile

gosterelim. Buna gore (3.4) ve (3.5) esitliklerinde ¢ =w/(r) doniisiimii yaparsak

Pl [ VO,
¢ 27y W (1) = z
E (2)=_t AONS
T g e V(O = z
elde edilir.
A(t,z)=———~—~—l// ®
wt)—z

denirse, bu son esitlikte goriildiigii gibi F,(z) Faber polinomlart A(t,z)
fonksiyonunun f=co noktasinin delinmis komsulugundaki aciliminin Laurent

= F,
katsayilaridir. Dolayisiyla A(t,z)= Z : kglz), z€ Gy,
k=0

t|>R  yazabiliriz.

Gorildigi gibi  F, (z) polinomlart A(t,z) polinomlar1 yardimiyla iiretilmis olur.

Boylece A(t,z) fonksiyonuna Faber polinomlarinin iirete¢ fonksiyonlari denir.



Simdi bazi 6nemli kiimelerin Faber polinomlarini verelim.

3.1.1 Ornek: U birim disk alindiginda  ¢(z)=z olur. Dolayisiyla

F (z)= [(b(z)]k = z* olur. Bunu s6yle de gosterebiliriz.

olur.

3.1.2 Ornek: Eger G bolgesi Iz - Zol < R, diski ise bu diskin disinin |w| >1

bolgesine, @(co)=00 ve ¢'(oo)=lim?LZ—)>O kosullarini  saglayan konform

700 z

doniisiimii

dir. Bu durumda her k& dogal says1 i¢in

1 k
Fk(z)———};k—(z—-zo)
olur. Goriildiigii gibi |z:—zO[ <R, diski icin Faber polinomlar: konform doéniisiim
fonksiyonun negatif olmayan tam kuvvetleridir ve E, (z) =0, k=0,1,2,...
3.1.3 Ornek: K =[-11] olsun. Bu durumda K kontinyumun disinn

lw] >1 bolgesine,

P(e0) =00 ve ¢'(w)=limM>0

700 z

10



kosullar1 altinda konform doniigiimii w-—-q)(z) =z++vz"—1 seklindedir. Karekdk

fonksiyonunun lim—l—\/zz— =1  kosulunu saglayan dalin1 sectifimizde ¢

2o 7

fonksiyonunun tersi
Z:l//(w)z}—(w+l—j, [w[>1
2 w

Zhukovskii fonksiyonu olur. Bu fonksiyonu

(t F,
¢(t’z)=!//y(/t)(—)z ~; tkE-1Z)’ 7€ Gy, |tl>R

formiiliinde yerine yazarsak

w'@ = F(2)
w()—z 1 2t+1) kot"“

olur. Buradan

F,(2)
e 2t+1)_,; . >R, ¢@)<R

elde edilir. = —1— dersek
w

2 »
1-w =Zkak(Z)’ |w|<1

1— ZWZ + W2 k=0

oldugu goriiliir. Diger yandan ortogonal polinomlar teorisinde ispatlanmistir ki

T, (x) = cos(k arccos x) bigiminde tanimli Chebyshev polinomlart i¢in

=T, (2)+2>_ W'T,(2)
k=1

acilimi gecerlidir. Boylece

F(2)=T,(z) ve F()=2T,(), k=1
k=

11



3.1.4 Ornek: R>1 olmak iizere diizlemde odaklart +1 , yar1 eksenleri

a:-l-(mij, p=L[r-1]
2U 'R AN

elips verilsin. Bu elipsin denklemi

2= Re?+ 1.9], 0<0<2rm
2 Re'

seklinde yazilabilir. Boylece konform doniisiim fonksiyonu

1 1
= s R)=—| Rw+— |,
zw(w)z(wRJ

w

W=¢(z;R)=—;-(z+x/—z—2_——l)

formiilleri ile tanimlanabilir. Bu elips icin Faber polinomlar

1 2
F@R)=—rF(@==T,), k2l

k

seklinde bulunur.
3.1.5 Ornek: K kontinyumu

~1 -2
Z'+a, 2" +a,,7" tazta)<a

kosulunu saglayan noktalar kiimesinin belirledigi p odakli Lemniscate olsun. Bu

durumda konform doniisiim fonksiyonu

1
Z a,, a, a A
w=@g(z) ==| 1+—L=+ p22 *-.. ‘11—1_1___0_ ) zeD
a Z Z 7z

J
dir. Kokiin temel degerini alirsak (lim(l + Lot +...+ ﬂ) =1 olacak sekilde)

2 Z Fad

1 _ _ m
¢m”(z)=——@-(z”+ap_]z” 1+ap_zz” 2...+alz+a0) ,m=12,...
a

12



p-2

1 _1 n
E,IP(Z)=dTp(z”+ap_lzp +a, ,z ...+alz+ao) ,m=12,..

olur. Bu ornekte  m=1,2,... iken mp mertebeli biitlin faber polinomlart

hesaplanabilir. Ozellikle eger iki odakli ’zz —1| <1  lemniscate verilirse

F,(2)=(22-1)" elde edilir. Ustelik

%
¢(Z)=Z[1_;17j ~ 1 1 1

formiiliine dayanarak kiigiik derecelerin tek Faber polinomlar1 hesaplanabilir.
Ornegin
; 3
F(2)=z, F(z)=z —52

elde ederiz

3.1.6 Ornek: z=y(w)= w+—31— : [W|>1 (2.6)
w

fonksiyonu |w| >1 bolgesinde basit kutba sahip oldugu oo noktasi hari¢ analitiktir.
Bu fonksiyonda w=e" yazarsak

z=w(ei9):ei9+—3—15:cost9+sint9+%(cos39—isin39) buluruz. Reel ve
e

imajiner kisimlar1 ayirarak x=4cos’@ , y=4sin’6 astroid denklemlerini elde
ederiz. Sinirlarin uygunlugu kuralina dayanarak (2.6) fonksiyonu |wl >1 bdlgesini

birebir ve konform olarak astroidin digina doniistiiriir. Faber polinomlarinin iireteg
fonksiyonunu hesaplayarak

e

elde ederiz.



Bu durumda z’nin keyfi degerleri icin Faber polinomlarini yazmak kolay
degildir. Sadelik icin bu polinomun degerlerini z=0 icin hesaplayalim. z=0
oldugunu farz edersek

oo

w'-1 1 w1 (=)
wS 1+( 1 j_ W Z3n44n ~Z n44n+1 zsn44n+5

n=0

3w’

elde ederiz. Bu acilimdan

oldugu goriiliir.

3.2 Genellesmis Faber Polinomlarinin Tanimi

g(z) agirlik fonksiyonu D bdlgesinde analitik ve a, = g(e0) >0 olsun. ¢ , D
bdlgesini |w| >1 bolgesine birebir ve konform resmeden,

p() = , ¢'(o)=limZZ 5 0

e 7

kosularin1 saglayan bir doniisiim olsun. Bu durumda ke N igin g(z)[¢(z)]k

fonksiyonu e noktasinda k. mertebeden kutba sahiptir. Bu nedenle «~ daki
Laurent acilimi

b (k) b (k)
k -
g(z) [¢(Z)] = ao;/(zk +ak_1(k)zk 1+ak 2(k) L. +al(k)z+ao(k) Lt "k

acilim gecerlidir. Buradaki z ’nin negatif olmayan kuvvetlerinden olusan

(k) k-2

Fk(z;g)zaoykzk +a,_ 1(k) - l+ak 2 +.. +al(k)z+a0

polinomuna K =GuT kontinyumunun g agurlik fonksiyonuna gore k.

mertebeden genelesmis Faber polinomlar: denir.

—b—lg+ +b"(k) +
et
z z

14



toplammida —E, (z;g) ile gosterirsek
g =F, (z:8)-E (xg)
esitliginden
F,(z8)=8@[e)] +E,(z:8)

elde edilir.

3.2.1 Teorem: Vz e G, igin

F(z8)= 2mfg CWZ{)] d¢

olur.

ispat: ze G, alalim.(3.7) den

o 2 g B g (B

R

elde ederiz. Sinirsiz bolgeler icin Cauchy Integral formiiliine gére

I@M%)
iy {2z

d{ =E, (°°;g)=0

oldugundan Cauchy Integral formiiliine gére

L (O, F,(¢8)

2mid -z ZmJ -z de=Fi(ze)

olur.

3.2.2 Teorem: Vze D, icin

1Ig@HﬂQT

T o dg

B, (z;g)= 27

15



olur.

Ispat: ze D, olsun. E, (z;g) fonksiyonu D, bélgesinde analitiktir.

Sinirsiz bélgeler i¢in Cauchy Integral formiiliinden gore

1 IEk(K;g)

mig  {-z

d{=E,(=g)-E,(z¢g)

elde edilir. E, (e°; g)=0 oldugundan

- iy G-

oldugu goriiliir. Buradan

1 se)]

iz {-z

E (z¢g) ¢, ze D,

olur ve agagidaki integral gosterimleri elde edilmis olur.

Fk(z;g)=2:n_ J g(i),[_mf)] dg¢, ze G,
Ek(z;g)=2i[i J g({;[ibif)] dg, ze D,

(3.8) ve (3.9)da ¢ =w(¢r) doniigiimii yaparsak

1o asy0)y@

F(zg)=7—
:(z8) i gy W)z

ze Gy

16
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Lo g(w®)yw'(@) »
27l I w(t)—z

E (z8)= ze D

olur. Buradan Laurent katsayilarinin tanimina gore

gyMw'®) & F(z8)
A t, ; = =
(t,z;8) W) -2 ; s

elde edilir. Buradaki A(z,z;g) fonksiyonuna Fk(z;g) genellesmis Faber

polinomunun iirete¢ fonksiyonu denir.

3.3 p-Faber Polinomlarimin Tanim
I ile sinurly, basit baglantili bir G bélgesi verilsin. G =G UT kapali bélgesinin
timleyeni D olsun(D = C—G-). ¢ , D bolgesini [w| >1 bolgesine birebir ve

konform resmeden,

#(=) == ¢ (=)=lim L = y>0

e 7

kosularini saglayan bir doniisim ve ke N, pe(l,ee) olsun. [¢(z)]k Y#(z), =

‘un cikarilmis komsulugunda analitiktir ve e  noktasinda bu fonksiyon
k.mertebeden kutba sahiptir. Bu durumda o > daki Laurent agilimyi;

o,

- _ _ T )
[¢(Z)]k \p/¢ (Z) = 7kzk + 7k—1zk '+ 7k—2zk 2 R A +j+z—§+---+—zf+---

olur. Bu esitligin sagindaki z ° nin negatif olmayan kuvvetlerinden olusan
k k-1 k-2
Ec,p(z):;/kz RVt A (Y S R (T i )

polinomuna G kiimesi icin k. dereceden p — Faber polinomu denir.

5.9 _ 6
L+=24..5
z 227
toplammm da  —E, ,(z) ile gosterirsek
(9] {9 (2) = F,,,(2)- B, (2)
esitliginden

17



F,,(2)=[¢)] ¢ (z) +E,, (2) (3.10)

olur.
3.3.1 Teorem: Vze G, icin
1 gD
Filz )_.2m_rj; {-z 46
olur.

Ispat: ze G, alalim. (3.10) dan

1[I, 1 (E, (), 1 (E,(()
27riJ. ¢z dg_Zﬂif[ -z d§+2ﬂii G-z de

Iy

elde ederiz. Sinirsiz bélgeler i¢in Cauchy integral formiiliine gore

1 jEk’p(;)d;ZEk,p (e2)=0

27l Ty ;—Z
oldugundan
L lo I 4o, 1 (R,
27:1’;[ -z dg_zmi = d¢=F,,(2) z€ G,
olur.

3.3.2 Teorem: Vz € D, icin

()= jwm ) i

E =
2mi g -z

k.p

olur.

Ispat: ze D, alalm. E, ,(z) fonksiyonu D, bélgesinde analitiktir. Sinirsiz

bolgeler icin Cauchy Integral Formiiliine gére

1 Ek,p (Z) _ oo) —
im0

18



elde edilir. E, ,(o)=0 oldugundan

E (e L jEk,p(é“) 1 jP;,,,(e“)—w(;)]’\/"gb'(;)

.rR él_z 27[ir1e é/"‘Z

dg

! ij,p(f)dng ! J[¢(§)] WO,

“Zm'rk -z 2mi s {~z
1 Ol e
- 2751';[ £~z de

oldugu goriiliir. Buradan

B, (o)=L [1#©) WO,

Comil (-2

z€ D,

elde edilir. Sonug¢ olarak p-Faber polinmlarinin asagidaki integral gosterimleri
gecerlidir.

F,(2)= 2;; wm}_“f ©ag z2€ G, (3.11)
E,,(z)= zin.rf [¢(;)§ _“:) @d{ ze D, (3.12)

(3.11) esitliginde w=¢({) ve {=w(w) doniisiimii altinda

L

' P
 (2) 27[iw=|R[W y(w)—-z Y

elde edilir ve buradan Laurent katsayilarinin tanimina gore

19



elde edilir. Buradaki A(w,z, p) fonksiyonuna F, (z) p-Faber polinomunun iireteg

. fonksiyonu denir.
3.4 p-Faber Esas Kisminin Tanim

G suri sonlu uzunluklu kapal: I" Jordon egrisi olan siurl bir bélge olsun. @ , G bolgesini

U~ bolgesine
$(0)=, 4(0)= Izi_g’oizgé, (z)>0

kosullart altinda resmeden konform déniistim olsun. w, , @ ’in ters doniisimi ve ke Z*

olsun.

[yﬁ] (z)]k“; {/¢,(z) fonksiyonunu goz oniine alalim. Bu fonksiyon G\ {0} da analitiktir ve
0 noktasinda k.mertebeden kutba sahiptir.

Bu fonksiyénun 0 noktasindaki Laurent acihmimn esas kismum 7, , (%) ile

gosterirsek Vze G \ {0} igin

(4] "0 () - £, (Y)+E, , (=) (3.13)

olacak sekilde G de analitik Ek, , (z) fonksiyonu vardir. . Buradaki Fk’p (%) rasyonel

fonksiyonuna k. dereceden p— Faber Esas Kismi denir.

R>1ve VzeG™ igin T,= {g’ eG: |¢1 (z)’ = R} egrisine G bdlgesinin seviye egrisi

denir. Her T seviye cizgisi iki kanonik bélge tanimlanir; egrinin i¢i G, ve egrinin dis1 D,

G, =intT,, Dy, =extT,,

3.4.1 Teorem: Her z € D, igin

7 (yz)__l J‘[@(é’)ljj/@(g)dg

k - .
. 27 £
R

20



olur.

Ispat: ze [)R alalim. (3.9) dan

j[% ]’?/ﬂ— (A“) év

27'[1 fR ;“Z

27 g

olur. Cauchy integral teoremine gore

ve sinirs1z bolgeler i¢in Cauchy integral formiiliine goére

ol k;)«(?)df B (=)= Foy (V)= (1)

'z

oldugundan R>1 ve Vze D, igin

Ao (4) =y 2] D,

integral gosterimini elde ederiz.

3.4.2 Teorem: Her ze GR i¢in

(4] a0,
{—z

~

1
B2 =—g]
r_‘R

olur.

Ispat: ze GR alalim. Simirs1z bélgeler i¢in Cauchy Integral formiiliine gore

.

27[1 £

ve Cauchy Integral Formiiliine gire
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JEtic e, (0

oldugundan (2.13)’ ten

kp(ﬁ)dé/ J’ 217 lé’ J’ Z’p(é’)lg —E (5)

271'1

olur ve p-Faber esas kismi icin asagidaki integral gosterimleri elde edilmis olur.

E,(Y)=- szm )] p“¢‘ dg" ze Dy (3.14)

Ty

()= 1.1[@(5)]](7;/” 46, : (3.15)

27[1 ]:R g“

(3.14) ve (3.15) esitliklerine ¢, ({)=w ve {=y,(w) doniisiimiinii uygularsak

L

= 1 Sy w7
Ec,p(%)za—ﬂ_‘iw‘[lew pl/l/z(wv/‘; Za’w
L

el [um
27i =R y,(w)—z

E

k.p

elde edilir.
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4. FABER POLINOMLARININ ASIMTOTIK OZELLIKLERI

4.1 Teorem: K baglantih D tiimleyenine sahip sinirli kontinyum ve
F, (Z), k=0,12,,, K kontinyumun Faber polinomlari olmak iizere Vze K

icin

lim §F, , (z)| <1

k—eo
olur.

Ispat: ze K olsun. £>0 olmak iizere R=1+& oldugunu varsayalim. Bu
durumda (3.4) ten ze K icin

< (1+8)k E(FH-S)
- 2 p(K.T,,)

le(z)’J 1 IW(;)] il S| 1 IJ“

27i s (-2 |27l )

£

£ -7
elde edilir.

Burada /(T,.); T egrisinin  uzunlugunu, p(K,T,,) da K

I+e

kontinyumu ile I, egrisi arasindaki uzaklig1 gostermektedir.

I+e

_ 1 A(ry,)
) P T
dersek
|F (2)| sce)(1+e)" ze K

olur. Bu esitsizligin her iki tarafinin k.dereceden kokiinii alirsak

|F. (2 <[c@]k (1+¢)

olur. Bu esitsizliginde k — oo icin limit alirsak
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lim {/|F, , (z)| <1+

k—eo

elde ederiz. € keyfi kiigiikliikte oldugundan ve sol taraf €’a bagli olmadigindan,

imy|7, , (z)[ <1, ze K

k—>oe0
elde ederiz.

4.2 Teorem: 1<r<R olacak sekilde r ve R iki sabit say1 olsun.
F,(z) polinomlar1 K kontinyumun Faber polinomlar1 olmak iizere Vze D, icin

F,(z)=[¢2)] +O¢*) @.1)

olur.

ispat: Z€E 13R olsun. (3.5)’den

1[(

’Ek(z)lz Py

27i

‘Q

[ pleco]

f 1 reT)
lzml ’é’ z!

27 p(T,.Ty)

ja¢]<

T —,
U\
N _J

elde edilir. Burada 4(I",); T

egrisi arasindaki uzaklig1 géstermektedir.

egrisinin uzunlugu , p(I',,I';)de I, ile T,

r

c(R,r):=

dersek
|E,(2)|< c(R, r)r*
olur. Buradan

E (2)=0(")
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oldugu goriiliir ve
F,(2)=[9] +E,(2)
esitliginden
F,(2)=[¢2)] +0(r*)

elde edilir.

4.3 Teorem: Vze D igin

tim 17, ()] =0 (=)

olur ve bu esitlikteki yakinsama D igindeki her F kompaktinda diizgiindiir.

ispat: zel', olsun. (4.1)’den

£ ()=[o(2)] [H[Z((:])k}[¢<z>]" [“%%%}WZ)T o)

olur. Buradan

25



_CF
() e
Rk |:¢(Z)]k Rk
—1-cl<|2 ( ) +Cc—
Rk ]:¢ ] Rk

elde edilir.

cl(R)=1—c%k— , cz(R)=1+cE—

denirse

le (Z)l

=¢ (R)< o

= R*¢/(R) < ’Fk (z)’ <R, (R)

olur. Bu esitsizligin her ii¢ tarafinin k. dereceden kokiiniin alirsak

R[e (R <R ()] <[c(R)]

elde edilir. kK —co icin limit aldigimizda

R<lim{|F, (z)| <R

k—>o0

lim {F, (z)) = R=[p(2)

ko0

lim §/|F, (z)| = R=|$(z)

k—>oo

) ze D

elde edilir. Bu esitlikteki yakinsama D igindeki her F kompaktinda diizgiindiir.
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4.4 Teorem: Vze D icin

lim Ec+l(z) =¢(Z)

== F(z)
olur ve bu yakinsama D icindeki her F kompaktinda diizgiindiir.

Ispat: ze I alalim.

[6(2)] =E.()+F,(2)

esitligini kullanarak

F(2) _[0(2)]"+0(r)
F(2) [g(e)] +0(r)

[¢(2)]" 1+O((”k+2l
o

) e
el
1+ rk 1+0(%
O(R*) R
¢(z) 1+O(%t£(£gﬂj =¢(z)+¢(z)~0(%:£(:z%;k)
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oldugu goriiliir. Buradan

R,
Lw F,(z) 7).

elde edilir. D igindeki her

= Fiul2) ¢(Z)+¢(Z)O(§§J “O(%LW)J'O(# J

k I3
1+0 (I—k-j

R
k — oo igin limit alirsak

ze D

F  kompaktinda bu yakinsama diizgiindiir.
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Genellesmis Faber ve p-Faber polinomlar icin asmiptotik 6zellikler benzer
yontemlerle elde edilmistir.

Genellesmis Faber Polinomlarimin Asimptotik Ozellikleri

QEMF,{ (z;g)|£1 , ze K
lim 4|, (z:8)| =[o ()], ze D

lim = 00, ce D

p- Faber Polinomlarmm Asimptotik Ozellikleri

;i_i:n;kmc’p(z)lSl , ze K
tim {7, (2) =lo =) ze D
limM =@(2), zeD

ke Fk,p (Z)

29



5. P-FABER ESAS KISMININ ASIMPTOTIK OZELLIKLERIi

Faber, Genellesmis Faber ve p-Faber polinomlar: i¢in elde edilmis olan
asimptotik ozelliklerin benzerleri p-Faber esas kismi i¢in de elde edilebilir.

5.1 Teorem: G sinirli bir bolge ve Fk,p(yz) k=0,1,2,.. 1iinG

bolgesinin p-Faber esas kismi olmak iizere Vze CG igin

k—>o0

olur.

Ispat: ze CG olsun. &>0 olmak iizere (3.10) esitliginde R=1+¢&

oldugunu varsayalim. Bu durumda,

- 1 g ()] » ,’/¢1 1 F
P;,p(%)!*zmr[[ ] *)

275,0 CGr

4’/¢1 Olacl (5.

1+£

elde edilir. Burada p(G“,I‘Hg) ; CG ile T, arasindaki uzaklg:

gostermektedir. (5.1) de esitsizliginin sagindaki integrale Holder esitsizligini
uygularsak

s (4>|d§s(~j #(¢)

1 1

sl ]

olur. ¢ ({)=w ¢(¢)d{ =dw doniisimi altinda

(¢




olur. Burada Bu esitsizligi (5.1) de yerine yazarsak

1 1 1

£, (Y )[ <(27)r (1+e)r[ £(F,..) ]

2
1 (1+£) p
27 p(CG,FM)

elde edilir. Burada E(f“m), I',,, egrisinin uzunlugudur.

c(e,p)= (2”)—1’; Mfw)]; E;(Tém

dersek

B, (Y)ete p)(1+e)

olur. Her iki tarafin da k. dereceden kokiinii aldigimizda

] ieerieer s

elde edilir ve &k — oo icin limit alinirsa

lim#
k—>oo

F,(Y)|<+e)

olur. Son olarak ¢ —0 icin

imyl7, (%) <1

olur ve ispat tamamlanmis olur.

5.2 Teorem: 1<r<R olacak sekilde r ve R iki sabit say1 olsun.

(yz) G bolgesinin p-Faber esas kismi olmak iizere, Vze 5R i¢in

E,(V)=[a (Z)]kﬁ% gl (z)+0(r*)

F

k.p
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olur.

Ispat: ze (:}R olsun. (3.11) den

‘Ek,p (Z)I = omi ! j [(251 ] )‘ Ale dé’
[4,(¢)] |<’/¢1 ) o2 1
1 I r? }}
Sl-_z”ilfj, | ~2| [4¢1= 27zp(fR )”9”1 )7 1a¢]

olur. Holder esitsizliginden

flelacts flacenat| | ict]
elde ederiz . ¢ ({)=w ve ¢/({)d{ =dw doniisiimii altinda

1 1 1

f i { ] 10 om0

esitsizligini elde ederiz. Burada / (f‘r) , I~’r egrisinin uzunlugudur. Sonug olarak,

olur.

1 1 (r);

C(R.7,p)=(27)" [z(f,)]q

aldigimizda
= 'Ek!p (z)| <C(R,r,p)r*
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= E, ,(z)=00")

olur ve (3.9) esitligini kullanarak

ﬁk,p(yz)Z[Q(Z)]k_%\”/@'(2)+0(r"), 2€ Gy, 1<r<R (5.2)

asimptotik formiiliinii elde ederiz ki bu da ispati tamamlar.

5.3 Teorem: Vze G icin

timy| £, (1) =l )

olur ve bu esitlikteki yakinsama G nin her kompakt alt kiimesi lizerinde diizgiin
yakinsaktir.

Ispat: ze T, olsun. (5.2)’den
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= ~k’p(yz)— % ; < i
S N OO e

B D) ot o <o
. 2 |F, () A P -2
=A@ ()7 |-ee 0 ((Zﬁ) sel (B @) (A ()7

(#(2))"

sekildeki ¢, (p) ve c,( p)sabitleri vardir. Dolayisiyla, 1

elde ederiz. ¢(z)#0 , VzeT, icin 0<c (p)<

<c,(p)<es olacak

olur.

¢, (R,r,p)< ’)Rk <c¢,(R,r,p)
R'c, (R,r,p)< Fk,p (yz) <c,(R,r,p)R*
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Bu esitsizligin her ii¢ tarafinin k. dereceden kokiinii alirsak

Rey(R,r, p)% < k,/ FM (yz)‘ <Re, (R,r,p)%
oldugu goriiliir. k — oo icin limit aldigimizda

refimylF,, (V) <&

= limg| 7, (V) = R=la (2)

elde edilir ve bu yakinsama G nin her kompact alt kiimesi tizerinde diizgiindiir.

4.4 Teorem: Vze D icin

Fs (V)

lim—

e, (V)

olur ve bu esitlikteki yakinsama G nin her kompakt alt kiimesi tizerinde diizgiindiir.

=¢(2)

Ispat: zel, olsun. k ve k+1 icin (5.2)’den




olurve zel,, ¢/(z)#0 oldugundan O<c <

¢, ve ¢, sabitleri bulunabilir. Boylece

(¢/(2))r

<c, <o olacak sekilde



(@(z))"{w o) } {1.& o)
T Sl =4(z) O(R“‘)(mz))?l
(mz»%[n o) } [14_ o(r) }
oA O(R)(#(2) 7
e o) 2
~4(2) O<R"1’)>(<’g)<z>);

o(r) ) o
¢ (z) O(Rk 1)(@ (Z))_FO ?(Rk)((/jx(z))_}z?
1+ (r ) 2
O(R*)(#(2)) "
SI@(Z)I‘ o(r+) ) o) l
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olur. Boylece

olur ve bu esitlikte k — o icin limit alinirsa

lim ﬁf“’p )
L (V)

elde edilir ve teorem ispatlanmis olur.

=¢,(2)
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SONUC

Bu tez calismasinda elde edilen yeni sonuglar 5.bsliimde bulunmaktadir. Faber
polinomlari, genellesmis Faber polinomlar1 ve p-Faber polinomlart icin elde edilmis olan
_ asimptotik 6zelliklerin benzerlerinin p-Faber esas kismi i¢in de gegerli oldugu ispatlanmistir.

Ayrica Faber polinomlarinin diger ileri asimptotik &zelliklerinin p-Faber polinomlar:
ve p-Faber esas kismu i¢in de gecerli oldugu ispatlanabilir.
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