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OZET
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Bu calismanin amaci Agirlikli Smirnov siniflarinda yaklasim teorisinin bazi
problemlerini incelemektir.

Bu tez bes ana boliimden olusmaktadir.
Birinci boliim, yaklagim teorisi hakkinda temel bilgiler icermektedir.

Ikinci bolimde, diger béliimlerde kullanilacak olan temel tanimlar ve
teoremlere yer verilmigtir. Ayrica bu boélimde fonksiyon simiflar ve diizgiinliik
modiilleri tanimlarina, Cauchy singiiler integrali tammmina ve bu integral ile ilgili
onemli teoremlere yer verilmistir.

Ucgiincii béliimde, Faber polinomlar1 ve p-Faber polinomlar incelenmistir.
Ayrica I7(I") uzay1 ve I’(I",w) agirhkli uzayinda p-Faber Laurent rasyonel
fonksiyonlari tanimlanmustir.

Dérdiincti boliimde, Agirhikli Smimov smiflarinda bazi diiz teoremler
incelenmistir

Besinci béliim, bu tezden elde edilen sonuglarin 6zetini olusturmaktadir.

ANAHTAR KELIMELER: Faber polinomlari, p-Faber polinomlari, p-Faber

Laurent rasyonel fonksiyonlari, Cauchy singiiler integrali, Smirnov smuifi, agirlikli

Smirnov sintfi, diizgiinliik modiilii, diiz teorem




ABSTRACT

DIRECT AND CONVERS THEOREMS OF APPROXIMATION THEORY
MSC THESIS
ISA DOGAN
BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE
MATHEMATICS
(SUPERVISOR : PROF. DR. DANIYAL M. iSRAFILZADE)
BALIKESIR, KASIM 2013

The purpose of this work is to investigate some problems of approximation
theory in the Weighted Smimov classes.

This thesis consists of five chapters.

The first chapter includes some basic concepts about the approximation
theory.

The second chapter is assigned for basic definitions and theorems related to
other chapters. Furthermore, it contains the definition of function spaces and
modulus of continuity, definition of Cauchy singiiler integrals and important
theorems about this integral.

In The third chapter , Faber polynomials and p-Faber polynomials are
studied. Besides p-Faber Laurent rational functions of the functions belonging to

I[P(I') and If(I",w) are defined.

The fourth chapter, some direct theorems in the weighted Smirnov class is
investigated.

The fifth chapter, provides the summary of all result obtained in the thesis.

KEYWORDS: Faber polynomials, p-Faber polynomials, and p-Faber Laurent
rational functions, Cauchy Singular integrals, Smirnov class, weighted Smirnov

class, modulus of continuity, direct theorem
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1. GIRIS

Genellikle yaklasim teorisinde arastirilmasi zor olan bazi fonksiyonlara daha
iyi Ozelliklere sahip olan daha basit fonksiyonlarla yaklasim problemleri
arastirilmaktadir. Iyi 6zelliklere sahip olan basit fonksiyonlar simufi olarak,
incelenmesi gereken temel fonksiyonlar uzayinin belirli bir alt uzay1 segilir. Secilen
bu alt uzayin elemanlar temel uzayin elemanlarina gére daha basit ve daha iyi

ozelliklere sahip olmas: gerekir.

 Basit ve iyi ozelliklere sahip olduklari i¢in polinomlar veya rasyonel

fonksiyonlar kiimesi bu sekildeki alt uzaylar olarak diisiiniilebilir.

Yaklasim teorisindeki temel problemlerin ilki yaklasimin hizinin
degerlendirilmesi digeri ise fonksiyonlara yaklagimin hizi hakkinda bilgi varsa bu

bilgiden hareketle fonksiyonlarin 6zelliklerinin arastirilmasidir.

Temel uzaydaki fonksiyonlarm &zelliklerine gore yaklagimin hizinin iistten
degerlendirilmesi ile ilgili problemlere yaklasim teorisinin diiz problemleri ve
bununla ilgili teoremlere ise yaklagim teorisinin diiz teoremleri denir. Bunun tam
tersi olan fonksiyonun yaklasim hizi ve yaklasim ozelliklerine gore fonksiyonun
Ozellikleriyle ilgili bilgi veren problemlere yaklasim teorisinin ters problemleri ve
bununla ilgili teoremlere yaklagim teorisinin ters teoremleri denir. Burada en ideal
durum belirli bir fonksiyon simifinda diiz ve ters teoremlerin gerek ve yeter kosul
olarak ifade edilebilmesidir. Bu gibi durumlarda incelenen fonksiyonlar sinifinin

konstraktif karakterizasyonu elde edilmistir denir.

Bu ¢alismada Agirlikli Smirmnov Simiflarinda yaklasimin bazi diiz teoremleri

incelenmistir.

EP(G),p=]1 Smimov smifinda polinomlarla yaklasimin hizi daha 6nce - -

bir¢ok matematikg¢i tarafindan incelenmistir. Sinir1 analitik egri olan, basit baglantili
ve siirhh G bolgesi igin £7(G) simifindaki diiz teoremler Walsh ve Russel

tarafindan 1959 yilinda ispatlanmustir [16].




I" diizgiin Jordan egrisi, 1 ise I" egrisinin uzunlugu ve z =z(s) bu egrin yay
uzunluguna gore parametrizasyonu, Hs), 0<s<I, I iizerinde s parametresine

karsilik gelen noktadaki teget ile reel eksenin pozitif yonii arasindaki agi olsun. &

fonksiyonunun (4, s) siireklilik modiiliiniin

JQ_G:(S’S) 2w >0 (1.1)

L 5
0 5

kosulunu sagladiginda E”(G) smifinda diiz ve ters teoremler Al’per tarafindan

ispatlanmistir [17].

Al’per in sonuglar1 1969 yilinda p >1 igin Kokilashvili [18], p=1 igin 1977

yilinda Anderson [19] tarafindan genellestirilmistir.

[20]’de regiiler sinirh bélgeler icin f € £7(G) nin p-Faber serisinin n. kismi
toplami kullanilarak yaklagan polinomlar insa edilmis ve bazi yaklasim problemleri
incelenmistir. Daha sonra ayni metot [9]’da kullanilarak [°(/") de p-Faber Laurent

rasyonel fonksiyonlarinin n.kismi toplami kullanilarak yaklasim teorisinin diiz

teoremieri ispatlanmigtir. G nin Sinin regiiler Jordan egri oldugunda G deki analitik
fonksiyonlarin agirlikli Smirmmov smiflarinda yani E?(G,®) de p-Faber seri
agiliminin yaklasim 6zellikleri [2]’de incelenmigtir. Bu ¢alismada E” (G, @) agirlikh

Smirnov sinifinda polinomlarla yaklagimin hizi, fonksiyonlarin Faber seri toplamlar:

kullanilarak incelenmistir. Vurgulayalim ki daha énce G bolgesinin s regiiler

Jordan egri oldugunda p-Faber-Laurent rasyonel fonksiyonlarinin E?(G,®@) ve
I’ (G,w) uzaylarindaki yaklasim ozellikleri Israfilov tarafindan [1]’de incelenmisti.

E?(G,w) siniflarinda yaklasim teorisinin uygun ters teoremleri ise Israfilov ve

Giiven tarafidan [22]’de ispatlanmugtir.

Bu yiiksek lisans tezinde ise [1] ¢alismasindaki diizgiinliik modiilii yerine Ky

tarafindan [3]’de tanimlanmis olan Q' (f,4) diizgiinliik modiilii kullanilarak yeni -

p.a.r

sonuglar elde edilmistir.

Metin iginde gegen c,c,,c,,..., farkli bagintilarda genelde farkli olan ve tanim

ve teoremlerdeki esas parametrelere bagl olmayan sabitlerdir.
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2. ONBILGILER

21 Temel Tanimlar ve Teoremler

2.1.1 Tamm: Kompleks diizlemde baglantili ve agik kiimeye bir bolge;

baglantili ve kapal bir kiimeye de kontinyum denir [5, s.1].

2.1.2 Tanim: [a, b] C R olmak iizere siirekli bir
F:[a,b] —-C

fonksiyonuna kompleks diizlemde bir egri denir. Burada /(a) ve I'(b) noktalarina
sirastyla egrinin basglangi¢ ve bitim noktalari; bir " egrisi verildiginde [ (a)=1(b)

oluyorsa I'ya kapali egri; I" tiirevi var ve siirekli ise I" ya diferansiyellenebilir egri;

efri; bir I” egrisi igin sadece #, =¢, durumunda 7'(#,) = I'(#,) oluyorsaI"ya Jordan

egrisi denir [11].

2.1.3 Tanim : [a,b] < R olmak iizere
I':z=2z(t) = x(t) +iy(¢)
stirekli egrisi verilmis olsun. Eger n dogal say1 oldugunda
h=a<t,<t<..<t,=b

kosulunu saglayan V1,,¢,,1,,....1,,, degerleri i¢in

1

> |zt — 21|

k=1




toplam1 sinirli kaliyorsa I' egrisine sonlu uzunluklu egri denir. Baska bir ifade ile ,
I' egrisini gosteren z fonksiyonu sinirh degisimli ise I ya sonlu uzunluklu egri

denir [4,5.417].

2.1.4 Tamm: 1 < ¢ kapal bir egri olsun. D(z,r), r yarigapli z merkezli agik
disk ve |F & D(z,r)l A D(Z, r) nin uzunlugu olsun. Eger her r>0 i¢in

Sup{ 'F N D(z, r)| VY <er

zel’

olacak bigimde I ya baglic > 0 sabiti varsa [ ya regiiler egri denir ve regiiler egriler

smnifi S ile gosterilir [1].

2.1.5 Tanmm: G, siur1 bir " Jordan egrisi olan siirl bir bolge, z, € I” verl”
nin z, da bir tek tegeti var olsun ve de z, in komgulugunda I" egrisi normalin her
iki yani lizerinde bulunsun. Bu durumda, eger G iginde bulunan ve z, noktasinda son
bulan siirekli bir ¢ egrisinin, z, 1 bir komgulugundaki kismi, kdsesi z,da bulunan,

biiyiikliigli = den daha kiigiik olan ve agiortay: I"ya i¢ten normal ile gakisan bir ag1
icinde kaliyorsa bu ¢ egrisine agisal yol denir. Eger G iginde analitik olan bir f(z)
fonksiyonu, z, I tizerindeki bir z, noktasina I igindeki keyfi bir agisal yol boyunca
yaklagirken bir a degerine yaklagiyorsa, kisaca, f(z) agisal yollar iizerinden a degerini

alir veya f(z) I' lizerinde agisal limite sahiptir, diyecegiz [4].

2.1.6 Teorem(Simirsiz Bolgeler icin Cauchy Teoremi): G , sonlu uzunluklu
bir' Jordan egrisi ile smirlandirilmig simirli bir bolge ve I bunun pozitif

yonlendirilmis sinir1 olsun. /', ¢ G bélgesinde analitik bir fonksiyon ise ,

If(C) Jf(w) f(2):zeC-G

iy f(oo) zeG

olur [6, 5.486].
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2.1.7 Teorem(Riemann Konform Doniisiim Teoremi): G kompleks
diizlemde sinir en az iki noktadan olusan basit baglantili bir bolge ve z, € Golsun.

Bu durumda, G bélgesini U ya
S(z)=0 ve f(z)>0

kosullar altinda resmeden bir tek konform déniigiim vardir [15, s.8].

2.1.8 Teorem: Eger bir G bdlgesinin sinir1 Jordan egrisi ise, G nin U ya her
konform déniisiimii G'ye birebir ve siirekli olarak genisletilebilir. Ayni sekilde G nin

sinirt bir Jordan egrisi ise , CG nin CU ye her konform déniisiimii ¢ G ye birebir ve

siirekli olarak genisletilebilir.[5, s.24]

2.2 Fonksiyon Siniflar:

2.2.1 Tanmm: T", kompleks diizlemde sonlu uzunluklu kapali bir Jordan egrisi

olsun. T tizerinde tanimh Lebesgue 6lgiilebilir / fonksiyonu ve bir p € (1,00)icin

I

e, ;(ﬂf(z)lp le’Jp < 00

kosulu saglayan fonksiyonlar kiimesi [”(1") ile gosterilir. IF (1), || . " normuna

(r)

gore bir Banach uzayidir.

2.2.2 Tamm: G, basit baglantili bir bélge, I = G ve f fonksiyonu G de
analitik olsun. p=>1 alalm. G de yerlesen ve I, — I 6zelligine sahip sonlu
uzunluklu kapali Jordan egrilerinin bir (I°,) dizisi i¢in

[|f @) |dz| < M

I

n

olacak bigcimde n'den bagimsiz M = M(f) sayis1 bulunabiliyorsa f € E?(G) dir

denir. E7(G) uzayma Smirnov sinifi denir [4, s.438].

ORGSR AT A e i i A T




2.2.3 Tammm: 7 sonlu uzunluklu bir egri olsun. Eger @: I —[0,]
olgiilebilir fonksiyonu i¢in @™ ({0,00}) kiimesinin él¢iimii 0 ise » fonksiyonuna bir

agirlik fonksiyonu denir.

2.2.4 Tamim: o, I' {izerinde bir agirhik fonksiyonu ve p >0 olsun. Eger

p-1

T ) O )

zel” >0

oluyorsa o, I iizerinde A;-Muckenhoupt kogulunu sagliyor denir ve we 4,(r") ile

gosterilir [1].

2.2.5 Tamm: [’ ([",w):= {fe (ry|fl'eel (F)} uzayma o agirhklh 77

uzayi denir [2].

22.6 Tamm: E7(G,w) :={ [eEG): fel!(I'w)} uzayma G igindeki

analitik fonksiyonlarin p. dereceden o Agirhkli Smirnov sinifi denir [2].

2.2.7 Teorem(Hélder Esitsizligi): p, g>1 ve —l~+l =1 igin f(z)elf(I)
P q

ve g(z2)e /(") ise f(2)g(z)e L'(I") ve

) A , /s
s(ﬂ 1) a’zJ ( ﬂg(z)| dzJ

[f(2)g(2)dz

olur [4, s.338].




2.2.8 Teorem(Minkowski Esitsizligi): p>1i¢cin f(z),g(z) e IF(I) ise

+

| ,
{ﬂﬂﬂ+g@f¢J s(ﬂﬂﬂﬂk} [ﬂm@ﬁﬁJ

olur [4,s.389].

2.2.9 Tamm: g € I ([0,27],®) ve pe(0,0)igin,

g(e”")-T(9)

E,(8@)=inf

I ([0,27].0)

sayisina derecesi n'yi asmayan trigonometrik polinomlar tizerinden g fonksiyonunun

en iyi yaklasim hatast denir. Burada IT, derecesi n'yi agmayan trigonometrik

1

polinomlar sinifidir.

2.2.10 Tamm : I kompleks diizlemde sonlu uzunluklu bir Jordan egrisi

olsun. f e 7(I"), 1< p <wolmak iizere
.l
MuxnrgﬂgLVmw

fonksiyonuna Hardy-Littlewood Maximal fonksiyonu, M: f — M(f) operatoriine

Hardy-Littlewood Maximal operatdrii denir. Buradaki supremum C deki tim Q

diskleri iizerinden alinmaktadir. [7, s.117].

Burada eger fel'(I\w), we 4,(I') ve M (fXz) bir Hardy-Littlewood

Maximal fonksiyonu ise bu durumda agirlikli fonksiyon uzaylan igin [12]’deki

sonug 3 kullanilarak /* den bagimsiz bir ¢ sabiti igin

Ml 0, S€

oldugu goriiliir [3].

/@) 2.1)
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2.3  Diizgiinliik Modiilleri

f e’ (T,w) ve we 4,(T) olsun. L’ (T, w)uzayi, genellikle f(z) e L (T, )
iken f(z+h)el”’(T,») olmadigindan dolayi, genel shift operatériine gore
invaryant degildir. Bu sebeple biz f € I (T,®) i¢in asagida yeni bir shift operatorii

tanimlayalim.

[3]’te Nguyen Xuan Ky tarafindan tanimlanan modiilde genel durumu

bozmadan w+ st yerine we™ kullanilarak,
g C r+5+ ¥ isi
Afw)=) (-1 l[S]f(we P
=0
olmak iizere o; operatoriinii
1 h
oL f0)=- ﬁA, fw)lde

seklinde tamimlayalim.

2.3.1 Tanm: f e I'(T,w) ve we 4,(T) olsun. Bu durumda pe(0,%)

olmak iizere L?(T,w) uzayinda f fonksiyonu i¢in r. dereceden diizgiinliik modiilii

03, o (5= Supo,/ ()

(T, w)
seklinde tamimlanir [3].

Burada Q:,’m},_ (f,0) fonksiyonu siirekli, negatif olmayan ve azalmayandir ve

her f e I’(T,w) igin [3]'teki Teorem 1 kullanilirsa
me;,,,,(£.6)=0
oldugu goriilebilir. Bununla birlikte V £, £, € L (T, @) igin

3+ LB SEL,, (f, 8§}, (£ 6) 2.2

oldugu




I (T m)

(i + 1y 8)=Sp s (s + 00w

G
Bl flar s+ A
- 0 1P (T.a)
_S l]'i(_l)r+s+l r f+ ist dt
=2 Ihlzstg g2 ; (S + /) (we™) .
. lh 3 r+s+1 F ist - 1yl ¥ ist
=Sl [3 [J(ﬁ)(we 2D (J(fz)(we )}dr »
1%,
= Sup|- [|A7 (/)00 + A7 (L) owf
s 172 5 (o)

h h
<Supl- [l 0nfar+ [lar ol

i<

(T, w)

= Sup|lo, (f,)w)+o, (f,)(w)

1P (1)

o;, (/)W)

+Sup|o;, (1, )W)

Z(Te)  |pes (T w)

- Q;’sﬁ’af (J‘; ? 5) + Q;,m,r (fz ? 5)
seklinde gosterilebilir.

Aynica L°(T,w) agirhikli vzayinda (2,1) gerefi; eferwme A,(T) ise
Q;‘m'r( f,8) modili L°(T,®) uzayinda sinirli ve p'ye bagl olup f den bagimsiz

bir ¢ sabiti i¢in;

Q. (f.8)<c|f

l<p<oo

P(T.w)’

seklinde degerlendirilebilmektedir [3].
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2.4  Cauchy Singiiler Integrali

I' kompleks diizlemde kapali sonlu uzunluklu bir Jordan egri olsun.

Bu durumda
(L€ g
r c—z
Cauchy integralini ele alalm. z ¢ I oldugunda bu integral analitik bir fonksiyon
belirtir. I" {izerinde bulunan bir z,noktasim géz dniine alalim.
Simdi z, € I've keyfi bir ¢>0 i¢in ", :== I" — D(z,,&) olsun.
Eger

f(()
e—>0 Ié’ ZU

limiti varsa bu limite Cauchy Singiiler integrali denir ve

§,f(z)=lim L Qf ©lag veya
1) =PV ) g [ Hedy

seklinde gosterilir.

2.4.1 Teorem: Eger Cauchy integrali I" {izerinde hemen her yerde I” nin bir
tarafi {izerinde bulunan biitiin agisal yollar boyunca belirli limit degerlerine sahipse,
Cauchy singiiler integrali " {izerinde hemen her yerde mevcuttur ve Cauchy
integrali I nin diger tarafi tizerinden I” {izerinde hemen her yerde agisal limit
degerlerine sahiptir. Tersine, Cauchy singiiler integrali I" {izerinde hemen her yerde
mevcutsa Cauchy integrali I” nin her iki tarafi iizerinden de I' lizerinde hemen her

yerde ac¢isal limit degerlerine sahiptir [4, s.431].
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Simdi G, I” smirna sahip sinirl bir bélge olsun. Genel durumu bozmadan 0

orijininin G i¢inde oldugunu kabul edelim.

Eger fe L"(I) ise

v L[ -
! (Z)'_2nif-!-§—z € FieES

f(2) :=L_ —df(g) & . el
A% 5~

seklinde tamimlanan f*:G — C ve f :G~ —C fonksiyonlar: sirasiyla G ve G~

icinde analitiktirler ve /(o) =0 dur.

En son teorem kullanilirsa f* ve [~ Cauchy integrallerinden biri I
tizerinde hemen her yerde agisal limit degerlerine sahipse, Cauchy singiiler integrali
I iizerinde hemen her yerde vardir ve f* ve f~ Cauchy integrallerinden digeri de
I tzerinde hemen her yerde agisal limit degerlerine sahiptir. Tersine, Cauchy
singiiler integrali I" iizerinde hemen her yerde varsa f~ ve f~ Cauchy integralleri

I" tizerinde hemen her yerde agisal limit degerlerine sahiptir. " nin her iki tarafi
izerinde bulunan agisal yollar tizerinden limit alarak, I" iizerinde hemen her yerde

gecerli olan

f%ﬂ=5mﬂ@+%f&L

f(m=&f&r§f@x

f@=1'@-f @ (2.3)

bagntilarini elde ederiz [4, 5.2].

2.4.2 Lemma: Efer e § ve we A4,(I") ise bu durumda her f e L (I", )

icin /" e E*(G,w)ve f~ e EP(G ,w) olur[2].
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2.5 Yardimeir Teoremler

I' kompleks diizlemde soniu uzunluklu bir Jordan egrisi olsun. Jordan egri
teoremine gore her Jordan egrisi kompleks diizlemi biri sinirli digeri sinirsiz iki basit

baglantili bolgeye ayirir.

G ile I' egrisinin i¢ bélgesini, G ile I' egrisinin dig bolgesini gosterelim.
Yani G = inti" ve G~ = Extl” olsun. Genel durumu bozmadan 0 € G alalim. Ayrica

T::{z eC:|z| =1} veya T :=(0,27) olmak tizere U := 1T ve U™ = ExtT olsun.

Riemann konform déntisiim teoremine gore G~ den U~ ye

@(o) =00, Iim@ >0
0

kosullarini saglayan bir tek ¢ konform dontstimii vardir.
Riemann Konform Déoniistim teoremine gore G den U~ ye
¢, (0) =0, limz¢,(z) > 0

kogullarini saglayan bir tek ¢ konform dontigtimii vardir.

¢ donistimiiniin tersi y ile, ¢ donisimiiniin tersi v ile gosterilsin.

2.5.1 Teorem: LeS, l<p<wo ve @, I' de bir agirlik fonksiyonu ve

fel’(I',o) olsun. Bu durumda

NAC) P

ILP(F,w)

esitsizliinin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul @ € 4,(I") sartinin saglanmasidir

[14].
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2.5.2 Lemma: fel'(I'w) ve we 4,(T) agirhik fonksiyonu olsun. Bu

ilarg(& —w)-arg(d{ )]

durumda her k dogai sayisi ve { €T igin, p({.w)=e olmak iizere

SIS (WS, 07( NP w) |(w)

esitsizligi saglanir.

ispat:

o7 1S,(Nw1=1 [[|a;

=% Jj g(;(—l)”“' (:]Sr_f'(wei"’)dt

=5 [ e U((P V5 ), Cf L :)}dr

Burada { = (e ve d{ =e"'d{ degisken doniigtimii yapilirsa;

.L AN I ¢ e"’)e”‘

éf . wem gv ets! m'

olacagindan;
o1 15, (1= ﬁ"i(—l)’*‘” U[ Ay J’dt

1 Z( n™ [ Jf(ce"”)
hL ( )EJ- gﬁw dé’ ¢

[:) Fe

1
Sh-‘: )ij: T |a¢| at

13




dt

[l

2mi Jr |é’_w|

<]

27i |C—WI

1 1 ¥
=PV L(” ElA’f(g)ldt]wC |

I o, (&)
=(PV )5 jr( -

C-W=|e-W(E ™) ve dE="®|d(] esitlikleri

lé’ _“4 =(¢—wle ™) ve ’dé’l =e ™™ d ullanilirsa:

Je

o efi arg(d()
o) 1S, (]S (Pr) - L(L}d:

i (é’ _ w)e—fﬂrg(,f—\")

- B O_;‘-f(é’)eiarg(C—l-‘)—iarg(dC)
=(P¥)s L[ - }1{

= PEY | [—G” K e de

=S; [ (Ve w) (W)

or (S, (NS, [o7(HeC W) [(w)  elde  edilir  ve

tamamlanmis olur.

253 Lemma: f € I’ (T,w) ve we 4,(T') olsun. Bu durumda

QS (), (fr)

14
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ispat




olur.
Ispat: Q,, (S,(f))= ﬁ‘]ug

<Sup
<5

o, [ST (f)]

2T w)

S:[ o7 (e w)]

LP(T )

co, ()p(&,w)

IF(T.@)

("@(é’ : W)” :I|€’[arg(gww)_ﬂrg(d§)] ” = 1] oldugundan,
¥aa (1)

Q:’,ru,r (ST (f)s) < '\l?‘]uig

= thlgxgﬂdé )

=

ca;, (F)p(C.w)

I"(T.@)

T

o (f>0) elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.

2.5.4 Lemma: [ € ’(T, @) ve we 4,(T) ise

Q0 (f*) < e+

olur.

Ispat: T iizerinde hemen her yerde /™~

ve Lemma 2.5.3’den

2)

e
Qp,a).r

(fs)

g +8,.(f) oldugundan baginti (2.2)
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Q:”ﬂ’sf' (f+ * ) - Q;,w,r (( f 3 S‘j' (f))a )

2
<, L4050

*

1 : d
S5, 000 5) 02, 4 (f1)

1 *
= (5 3 C)Qp,(u.r(fb')

elde edilir.

2.5.5 Lemma: geL(U,w) ve we 4,(T) olsun. Eger g fonksiyonunun

orijindeki Taylor agilimimmin ». kismi toplami Zak(g)w" ise bu durumda her n
k=0

dogal sayis1 igin

* 1
S C(F)Qp,m,r (g> ;)

(T ).

“g(W) DA
k=0
olacak bigimde c(r) >0 sabiti vardir.

Ispat: > pe*, geE’(U,w) fonksiyonunun aU smirindaki sir
e

degerlerine gore yazilmig Fourier serisi, S,(g,0):= Y. B,¢"’ bu serinin n. kismi

k=—n

toplami olsun ve a,(g) ile ge E?(U,w) fonksiyonunun Taylor katsayilarini
gosterelim. g € E'(U) oldugundan k <0 igin £, =0 olur ve bununla beraber £ >0

icin B, = a,(g) elde edilir [8, s.38].

Dolayisiyla

= |s*)-5,(2.0)

1P (T, )

(2.4)

"mm—i@@wk

L7([0,27 ),0)

esitligi elde edilir.
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Simdi g(¢) nin I°([0,27],) iizerindeki derecesi n’yi asmayan
Y

trigonometrik polinomlarla en iyi yaklagimim 7 (9) ile gdsterilsin. Yani

T ell

(0,27 Lw) '

E,,(g.0)=inf {|g")-T, ©)

derecesi n’yi agmayan trigonometrik polinomlarin g’ye en iyi yaklagiminin minimum

hatas1 olarak tanimlansin ve

GO NC)

E, (g0) @.5)

LP([0,27).) N

olsun.

Bu durumda (2.4) kullanilirsa

<|ee”)-7; ©)

LP(T\@)

+[s.(e-17,.0)

Hg(”’)“i“* (g 2.6)

(10,27 ).@) 17([0,27].@)

elde edilir.
Diger yandan efer we 4,(r) ise [13]  calismasindan hareketle

Vg e I7([0,27],w) igin

Sup|S,(g.0)|

120

¢ ||g]

LF([0.2x],
12((0.22).0) ([0.27].w)

elde edilir.

Bu esitsizlik g-7, fonksiyonuna uygulanarak (2.5) ile (2.6) bagmntilar

kullanilirsa

<[s-10)

1P (T @)

+ “Sn (g - 111 ? 9)

IP([0,27]@) LF([0,27 @)

g(w) - Z a, (gw'

<E,,(8®)+S,(g-T.9)

2M([0,27 @)

<E, (8)+¢|g-T;

L([0.27).e)
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e E"‘p(g,a)) +cIE"_p(g,a))
<{e, +DE, (g 0)

olur ve

<(q +DE, (g) 2.5

IP(T @)

()~ Y a, (gt
k=0

elde edilir.

[3] calismasinda ispatlanan Teorem 2’ye gore

* 1
En,p(gs a)) < Cz(r)Qp,m’r(.g!;)

oldugundan sonuncu esitsizlikten

. |
S c(r)Qp,a),r (g9 _I—T)

P(T.w)

gw)- Y a, (g

elde edilir ve ispat tamamlanmis olur. Burada c(r):=c¢,(r)c,+1) seklinde

tanimlanir.

Simdi f e I'(I",w) ve we A4,(I") aguhk fonksiyonu olsun ve

fiw)= FTywI@' W), @y(w) = aly(w)] 2.8)
seklinde tamimlansin.

f e’ (I',w) oldugunda

@l =( [ 0@ee])” <co

oldugunu biliyoruz. Buradan z=w(w) doniigimi yapilir, £ (w) ve a,(w)

tamimlari kullanilirsa
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@l =( LN at@lel)” =( [l ooy ol

(1

([0 anomlal)” Lo

£l ]y

; Je
w(w(w))|dw|]

1P (T )
elde ederiz ki buradan f € L’ (I",w) ise f, € L"(T,w,) oldugu goriiliir.

Diger yandan [ € L7(I",w) ve we 4,(I") agirhk fonksiyonu igin

1 2

L) = [Tyl W) w? @ (w) = aoly (w)] (2.9)
seklinde tanimlandiginda, Z =y, (w) dontisiimii yapilir f,(w) ve @,(w) tammlar:

kullamlirsa f € L7 (I, w) iken f, € L”(T,®,) oldugu benzer sekilde goriiliir.

Buradan fel’(I,w) ise f,el’(T,0,) Ve f,€Ll’(T,0,) oldugundan,

we A,(I') Ve w,, o€ 4,(T) kosullari saglandiginda,

Q, o f0s8) ve Q,, (1, 6)

modiillerinin iyi tammlandiklar goriiliir.
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3. FABER SERILERI, GENELLESTIRILMIS p-FABER
LAURENT SERILERI ve p-FABER LAURENT
RASYONEL FONKSiYONLARI

3.1 Faber Polinomlar:

I kompleks diizlemde sonlu uzunluklu bir Jordan egrisi olsun. Jordan egri
teoremine gore her Jordan egrisi kompleks diizlemi biri sinirli digeri simirsiz iki basit

baglantili bolgeye ayirir.

G, ' egrisi ile siirlanan simirli bélgeyi, G~ ise I' ile smirlanan sinirsiz
bolgeyi gostermis olsun. Yani G := /mtm ve G =Extl’olsun. Genel durumu

bozmadan 0e G alalim. Ayrica T:z{zeC:|z]=1} veya T :=(0,27) olmak iizere,

U = mtT ve U = ExtT olsun.

Riemann konform déniisiim teoremine gére G~ den U~ ye

P(0) =0, Iimﬂz-l>0

=0 g
kosullarimi saglayan bir tek ¢ konform déniisiimii vardir.
Benzer sekilde Riemann konform déntigiim teoremine gére ¢ den U~ ye
P(0) =, limzp,(2) >0
kosullarini saglayan bir tek ¢, konform déniigtimii vardir.
@ doniigiimiiniin tersi y ile ¢ doniisiimiiniin tersi y; ile gosterilsin.

Teorem 2.1.8 den I' Jordan egrisi oldugunda ¢ ve ¢ doniigimlerinin I

lizerine, y ve y; dontistimlerinin ise 7' iizerine homeomorfik genislemeleri vardir.
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@ fonksiyonu G~ de z = o noktasi hari¢ analitiktir ve z = o noktasinda basit

kutup yeri vardir. Bu sebeple z =« noktasinin ¢ikarilmis komgulugunda

7’1 72+ +}’+.,
z2

Z

p(z)=yz+y,+

seklinde Laurent serisine agilabilir.

Simdi negatif olmayan bir £ tamsayisi igin

k
[¢(z)]k=(?2+}'o iy Ly ]
z Z

acilimini ele alalim. Dikkat edilirse bu agilimin z = e« noktasinda k. dereceden kutup

yeri vardir. Bu agilimdaki kuvveti negatif olmayan terimlerin toplamini £, (z), diger

terimlerin toplamini E, (z) ile ifade edersek,

[p@)] = F(2) + B (2)

elde ederiz. Burada £, (z), G de analitik olup £, () =0 kosulunu saglar. Bu son

esitliktenz € G olmak iizere

J-[(P@ )i ! jﬂ(g ) 1 J'Ek ©)

dd +
2m'r g £ =2

d
L= 27 ¢ d

27[1

yazilabilir. Buradan sinirsiz bélgeler i¢cin Cauchy teoremi geregince

o [ = 5 =0

27i ;.

ve Cauchy integral formiilii geregince

5=

2y

olur. Simdi ¢ =w(w) doniisiimii yapilirsa her z e G ve k=0,1,2, ..., igin

L e~ 2m it w(w)—z
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integral gosterimi elde edilir.

Bu son formiilden

' (w) c =TT
W)~z g "‘M ,zeG ,welU

bagintisi elde edilebilir [10].

3.1.1 Tammm: F, (z) polinomuna G bélgesinin k. dereceden Faber polinomu

denir.

@,(z) fonksiyonunu diisiintirsek G de z =0 noktasi harig analitiktir ve z =0

noktasinda basit kutup yeri vardir. Bu sebeple z=0 noktasimin ¢ikarilmig

komsulugunda Laurent serisine agilabilir.

Negatif olmayan k tamsayisi igin, [(p] (z)]k fonksiyonu G - {0} kiimesinde
analitiktir ve z=0 noktasinda k. dereceden kutbu vardir. [qpt(z)]k acgilimimnt

diisiinelim. Bu agilimda esas kism1 F, (%) ile gosterelim.
Bu durumda G bdlgesinde analitik olan ve
[0 =R()+E@) zeG

olacak bi¢imde bir £, (z) fonksiyonu vardir.

Bu son esitlikten

j[qo(é”)] F A" ag vl By

278 5 2m 27{1 26 —¥

yazilabilir. z € G i¢in Cauchy teoreminden

22
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27i ;.

ve sinirsiz bolgeler i¢in Cauchy integral formiilinden z e G~ igin

Fi(
}—4244 Fy () - FG%——F()

2mi

olur. { =y, (w) doniiglimii yapilirsa her z € G ve negatif olmayan k tamsayisi igin

[0, w'y| ™) 4
k(/) Em-[ z dg_z:nlijlw(w) z

elde edilir.

Bu son formiil kullanilarak

bagintisi elde edilebilir [10].

-~ 1
3.1.2 Tanm: Fk(%) rasyonel fonksiyonunaG bolgesinin — kuvvetlerine
z z

gore k. dereceden Faber esas kismi denir.

3.2 Genellestirilmis p-Faber Laurent Serileri

Teorem 2.1.8°den I' Jordan egrisi oldugunda ¢ ve ¢ donitistimlerinin I

lizerine, y ve Y, doniisiimlerinin T {izerine siirekli genislemeleri vardir. Yine ¢,

G~ iginde; ¢, , G iginde; ¥’ ve w, fonksiyonlarida U~ i¢inde sifirdan farklidar.

k negatif olmayan bir tamsay1 olsun. ¢(z) fonksiyonu G~ de z = o noktasi

hari¢ analitiktir ve
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@'(e0) = limg(fl >0
0 bed

oldugundan z =« noktasinda [go(z)]k 7lo'(z) fonksiyonunun k. dereceden kutup yeri

vardir. Bu sebeple z = daki Laurent a¢ilimini diisiiniirsek her z € G igin

[e@)] ') =F, () +E, ,(2)

olacak bigimde k. dereceden F, ,(z) polinomu ve E, (=)= 0kosulunu saglayan

G~ de analitik £,  (z) fonksiyonu vardir.

Bu son esitlikten R>7 ve her z€ G igin
Iy={¢ G :Jo¢)=R||

olmak tizere

1 j[¢(§)] Vo', dc = 1 J‘*},p(é“) 1 J-Ek‘,,(e")dg’

dd +
27i & —E 27i £ —g

§—z 2mi r
yazilabilir. Buradan sinirsiz bélgeler i¢in Cauchy teoremi geregince

£,©),

27[1 é’ z oo 26 T E()=0

ve Cauchy integral formiilii geregince

1 (C)

Zm § z -, 4=, oLk

olur. Buradan R>/ ve her z € G igin

A
R ()= | J[qo({?_\/zcv@) i

27 £

integral gosterimi elde edilir ve ¢ =w(w) doniisimii yapilirsa her ze G ve

k=0,1,2, ..., i¢in
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F ()= 1 -[wrr[wf(w)]l—idw
R 27i | le W(W)-z

integral gosterimi elde edilir.

3.2.1 Tamm: F, (z) polinomuna G bolgesinin k dereceden p-Faber

polinomu denir.

3.2.2 Lemma: Her zeG ve we U  igin

[w'on]

& Fk,p (Z)
y(w)—z o w

e (3.1)

olur.

Ispat: z ¢ G olsun.

i 1_%
M__ fonksiyonu U~ iginde analitik,
w(w)-z

w(e0) =00 ve limm>0

W—po0 W

oldugundan, bu fonksiyon U~ nin kompakt alt kiimeleri iizerinde diizgiin olarak

yakinsayan

wwﬁﬁ:iagn

yw)-z i W

seklinde bir tek Laurent serisine sahiptir. Bu esitlik kullanilarak R >1 ve ne Z i¢in,

k=0 W

J_wawﬁﬁwl%jw{iﬁﬂﬂ
[w=R

2mi o w(w)—2z 2xi k41

25
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bulunur. Buradan F, (z)= 4, (z) oldugu goriiliir.

np np

3.2.3 Lemma: n bir dogal say1 ve I, = {é’ eG :|p(Q) =1+ l/n} olsun.

Eger zeG ise

I [eO)] W [@(C)] W
—

g

H—):ﬂ

Fl+]j

olur [15].

Bu sonug [15]’den elde edilir. Tezin tam olmasi agisindan ispat [15]’deki gibi

asagidaki sekilde gerceklestirilir.

Ispat: d(z,I Jsyn) = inf {|§ —z[ 16 € FHW} diyelim ve n,,1+1/n <|¢;(z)|
kosulunu saglayan en kiigiik dogal sayr olsun. Bu durumda » 2> n, ozelligindeki her

dogal say1 igin

d(z’Fl+l/(n+l)) >d(z, F]+l,/r1) 2 d(z, F1+1,'nu)

olur. g >1i¢in, l+l:1 ise
P 4

i )
If-lﬂ,,, [40(4); \imd““‘ f( IJ i {W [(”i]e ﬂ 5(14»%].9’9(1.9 .

elde ederiz. Agik olarak, n > n,igin
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d3

L T—

<
f— ®
S

ot

+
X | =
N S

m-.

2
A

|

™y

g(k+1)-1 2z
-, W
d (Z, Fl+lfno) 0 n
olur. Bu durumda,

s oo

olacak bicimde B sabitinin varlig1 ispatlanabilir. Son iki esitsizlik

1 ¢ )
(1 LY

1+1Je"9 d9;

A
i
<
— o
&5y
—
L
3 |
-
m‘l—
@
N 7
|
3]

) Ie [v()}" g Lw" [v'(w) )" g | [o ] ')
0 » J § —z

w(w)-z

bulunur ve ispat tamamlanmis olur.
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3.2.4 Lemma: Eger ze G ise

F,(2)=[o@)] ') + Zjﬁ ;[@(4 ); _\/Zmdg

olur.

Ispat: ze G~ olsun. Eger R >1 ise yeterince biiyiik segilen bir # dogal sayist

i¢in z, I', U I, py ile sinirli bolgenin bir i¢ noktasi olur. Dolayisiyla, Cauchy integral

formiilii geregince,

[@(2)]" P’Q'(Z) o ﬁ j [gp(é’)g] _ijr(é’).jé’

1'ﬁu1‘|“+%

T 2z 2ri

f‘!+%,

o eI D 1 OV D,
et —z £ —E

ve Lemma 3.2.3 kullanilarak istenilen sonug elde edilir.

Simdi [¢,(2)] 7 /() fonksiyonu dikkate alalm. Bu fonksiyon G {0}
kiimesinde analitiktir ve z=0 noktasinda £ dereceden kutbu vardir. Eger bu

fonksiyonun z=0 daki Laurent agiliminda esas kismi ﬁ,‘ p(é) ile gosterirsek her

ze (G - {O}
el =B (] E
[@t (Z)] ve(z) = k,p(/z)+ k,p(z)
olacak bicimde G iginde analitik olan bir E,c’ 5 (2) fonksiyonu vardir.

Bu son esitlikten R>/ ve zeG igin
I ={¢ «Glp($)=R|}

olmak lizere,
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I[M)] \/qol(e“ s Jf*ip%) sl (B
2 L~z

27 g

yazilabilir. Cauchy integral teoreminden

(C )
27 I

"J

ve siirsiz bolgeler i¢in Cauchy teoreminden

elde edilir. Dolayisiyla R>1 ve her ze G igin

kp(/) 1 jcol(g)] * o) e

2ri =2

integral gosterimini elde ederiz. Bu integralde ¢ =y, (w) doniigiimii yapilirsa

B Y=- Wk_; [W{(w)]l_;dw

m‘ 1 x Wilw)—z

slide sdilis,

~ . .1
3.2.5 Tanim: F,(’p(%) rasyonel fonksiyonuna G bolgesinin — nin
zZ

kuvvetlerine gore k. Dereceden p-Faber esas kismu denir.

3.2.6 Lemma: Her zeG ve wel igin

w‘% [W]F(W)]l i ;(p(/) (3.2)

W (W) —Z k=0 “1

olur.
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W [y{w)]

fonksiyonu U~ ig¢inde analitik ve o da ikinci
y(w) -

ispat:
kerteden bir sifira sahip oldugundan onun U~ igindeki Laurent serisi agilimi

w7 [yl o] 5 4,,(2)

v, (w)—z k=0 wh?

formundadir. Sag taraftaki seri U~ nin kompakt alt kiimleri {izerinde diizgiin

yakinsaktir. Dolayisiyla eger R >1ve n dogal say1 ise

n-3 ' L
Lo W el

27i bk ¥, (W) —z

olur. Buradan
_ﬁ:1,p (}é) = jnfl,p (Z)

oldugu goriiliir. F}, B (%) =0oldugundan

[l)tr/](w)l’l i kp(/)

w(w)-z =0 wh!
elde edilir.

3.2.7 Lemma: n bir dogal say1 ve I {( eG: lqol(§)| = 1+}/} olsun.

Bu durumda her z e G igin

d¢

i | [co(c)]Z o€, _ I[qo(g)]z o' @)

n—rx _

rl+%
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olur [15].

Ispat .2.3 Lemmanin ispati gibidir [15].

3.2.8 Lemma: Eger ze G\ {0} 1se

E,(V)=[a@]" o) - j[ﬂ(é’)]g W i

olur.

Ispat: Eger ¢ yeterince kii¢iik secilirse ve n yeterince biiyiik alinirsa

ze€ G\ {0} noktast [ vy, W OD™(0,5) egrisiyle sinirh bélgenin b1r i¢ noktas: olur ve

[(91 (é")]k_%’ {@{(&) fonksiyonu bu bdlgede analitik olur. Dolayisiyla, Cauchy integral

formiiliinden,
ey 1 (eI . 1 ¢ [ e
[(P] (Z)] = Erf*}/ gz = _MBD(E';E) -z =

elde ederiz. E, (£)/(¢ —z) fonksiyonu D(0,€) da analitik oldugundan

k=3 pf ot ﬁ;{p 1
k3 I[qaf(i)] mdgzl j%g

z ap(0e) §-z Eg 2D(0.¢) ¢z
1 J- (§ ) B / )
= aD(0,e) é'

oldugu goriiliir. Bu, ispati tamamlar.

33 I?7(I") Uzayindaki Fonksiyonlarin p-Faber Laurent Rasyonel
Fonksiyonlar
fel’(I'") olsun. Daha once bélim 2.4 te tammladifimiz [+ € E7(G)
[~ e E?(G™) fonksiyonlarinin her birisinj
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1

fow) = flywy'(w)”

L2

L) = fly )y (w)” w”
seklinde tanimlanan f, ve f; fonksiyonlar cinsinden ifade edelim.

ze G i¢in

|
J‘f(C)

oldugunu biliyoruz.

A

Buradan ¢ =w(w) donisimi yapiir ve fy(w)=fly(W)](y'(w))”

kullamlirsa

1 If(é) 1 If [w(w)] w(w))

f(2)= =

2m

1 ff [W(W)](ZEW;)_X’ (W'(w))l%dw

2m

_[fo( )i’l_(ﬂd

w(w)—z

elde edilir.

Benzer sekilde ze G igin
1
F(2): __2 f_gdé’
i é’ z

oldugunu biliyoruz.
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1

Buradan ¢ =y ,(w) doniigimi yapilir ve f(w)= fly,(W)I(y, (w))’w

kullanilirsa

2
P

1 J-f(c,.“) If[wl(w)] o)

2 7 ww)-z

! jf[w,(w)](w:(w))f”ﬂ (i)'
27r1 ww)—z

L STl onY? W (wion)
o

w
27i ; v(w)—z
7 (1! =%
_ i w " (yi(w))
S i,:“ﬂ (w) il dw
elde edilir. Boylece sirasiyla
f J.fo( ) W ( )] . ze G
o Tt Oy %
Pl = [ B -

27 ; ! v,(w)—z

integral gosterimleri elde edilmis olur.

z e I' i¢in hemen hemen her yerde f(z)= f"(z)— f (z) oldugundan (3.1)
ve (3.2) geregince f € I”(I") fonksiyonuna

£~ S aF, (2)+ Y ~aF, ()
k=0 k=1

seklinde gosterilen bir p-Faber Laurent serisi karsilik gelir.

Burada tanimlanan g, ve g, katsayilari

REYAC)

;B —.q’k+1 k=012...,
2m
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g el [N, k=0,1,2,...,

2mi s wt

ile tamimlanir ve bu katsayilara f e I”(I") fonksiyonunun p-Faber-Laurent
katsayilar1 denir.
£, f,€ I7(T) oldugundan, f',f" € E*(U) ve fi(0)=0, f (0)=0

olmak lizere T lizerinde hemen her yerde

Fow) = fo (W)= fy (w)

ve
fHw)= [T (w) = £ (w)
olur.
Bunlar kullanilarak k=0,/,2, ... igin,
/10 J'f ™), J‘fo oy J'ﬁ) ) 4,
©T i ] Wi T 2mis W 2m el 2m w!
oo L w1 J-f O J'f ) . Jf M) 4,
£ 27:11:' w“l 27:1 i 2m w"H 27:1 fad
elde edilir.
Yani a, ve g, katsayilan sirasiyla f,", £, € E”(U) fonksiyonlarinin Taylor
katsayilaridir.

3.3.1 Tamm: fel”(I") ve a, a [f fonksiyonunun p-Faber Laurent

katsayilar1 olsun. Bu durumda
Y 4, () + ) —a.F, (%)
k=0 k=1

serisine f fonksiyonunun n.dereceden p-Faber-Laurent seri agilimi denir.
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34  I”(I',w) Uzaymndaki Fonksiyonlarin p-Faber Laurent Rasyonel
Fonksiyonlari

Simdi en sondaki tamima benzer bir tamim L7 (", @) agirhkli uzayi igin

verelim. f e L'(I",w) ve @ € A,(I") olsun. Bu durumda p €(1,%) i¢in

( [lre) m(z)|dz])%’ <

oldugunu biliyoruz.

1

Simdi ——i—l =1 olsun.
P g

Z)az = zZ)\ oz %’;
fﬂf( etz rl(lf( )|((2)) (w(z))%}:z

Esitligini dugiinelim. Burada Holder esitsizlifini ve we 4,(I") sartini

kullanirsak

o N
Jreoke<( el @ {W} .

:[ rer (w(z))dzJ%? [ jj(w(z))"%dzj/%

- (J(a)(z))_%dz]%

Fd
I

=, L J(@(z))%-‘dz]%

=cc, =¢C
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B b et e g SEL

bulunur ki bu e L'(I") oldugunu gosterir.

Dolaysiyla f € L (I',w) ve we A (I') ise f e L'(I") olur.

Boylece f e IF(I",w) ise f € L'(I") olacagindan

g g v — 3 PFE ) g
F G, f(Z)——zm.}I.Edé
o w1 FE)
f G —)C, f (Z)f—'zﬁlljzdg

fonksiyonlarimi  tamimlayabiliriz ve I lzerinde hemen her yerde
f(2)=f"(z2)-f(z) dir. Burada Lemma 242 den f'eE"(G,w) ve
[ € E*(G™,w) olur ve bu fonksiyonlarin her biri daha énce tamimladigimiz £, ve
/, fonksiyonlan cinsinden sirasiyla
e
. 1 y'(w)] *
/ (z)::—_Jfo(w)——d[ L o, 1e0
27i ; w(w)-z
W fyin]
w,(w)—z

F(2) :=ﬁf[f[ (w) dw, zeG

seklindeki integral gosterimine sahip oldugunu béliim 3.3’de gosterdik.

Dolayisiyla (3.1) ve (3.2) geregince LF (I, ) fonksiyonu

F(@)~ Y, )+ Y -6, Fy, ()

seklinde genellestirilmis bir p-Faber- Laurent serisine karsilik gelir.

Burada tammlanan g, ve a, katsayilar

g et P k=0,12,...,

;i g W
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a, ::L de, k=0,1,2,...

27i i

ile tammlanir ve bu katsayilara f e /f(/") fonksiyonunun p-Faber Laurent

katsayilar: denir.
f, e I’ (I' o) oldugundan Lemma 2.4.2 den
1y (w)e E” (U,a,) , fy € E* (U, @)
elde edilir.
Benzer sekilde f, € L”(I',®,) oldugundan Lemma 2.4.2 den
ffw)e E*(U,w) , f; e E"(U @)
elde edilir ve T iizerinde hemen her yerde
fow) = f (W)= fy (w) (3.3)
ve
KO0 = £ 0 = £ (w) (3.4

esitlikleri saglanir. Bunlar kullanilarak

, :=L_ I—dwﬁ) gv) ve a, ::L. j.—dwﬁ S:V)
271 ;W 2mi ;s w

elde ederiz ki bu katsayillar swrasiyla f" e E¥(U,0,) ve ['eE?(U,®,)

fonksiyonlarinin Taylor katsayilaridir. Dolayisiyla Lemma 2.5.5 ve Lemma 2.5.4

ard1 ardina uygulanirsa

N n ; 1
ﬁ) (w)_gakwk = CQp,mb,r(.f(]?g)

ML ()

N noo s 1
f; (w)_gakwk gCQp,ml,r(f;’;)

LT @)

elde ederiz
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3.4.1 Tanm: [ el’(I",w), a, ve g, katsayilan f fonksiyonunun p-Faber —

Laurent katsayilari olsun.

bu durumda,
Rﬂ,p(f: Z) = Z aI(F;r,p(Z) + Z_akﬁ:'r,p(}'/z)
k=0 k=1

rasyonel fonksiyonuna f fonksiyonunun n. dereceden p-Faber —Laurent rasyonel

fonksiyonu denir.
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4. AGIRLIKLI SMIRNCV SINIFLARINDA p-FABER
LAURENT RASYONEL  FONKSIYONLARIYLA
YAKLASIM

4.1 Ana Sonuclar

4.1.1 Teorem: resve feE’(Gw) l<p<oo, reN olsun. Eger

we A,(I') ve o, € 4,(T) ise her n dogal sayisi ve
P(z.f)=), a"z"
k=0

polinomu i¢in,

17 =6 Dy S, For D)

17 (o)

esitsizligi saglanir.

Buradaki ¢, n'den bagimsiz bir sabittir ve  P,(z,f) fonksiyonu f

fonksiyonunun p-Faber serisinin n. kismi toplami olarak elde edilmistir.

41.2 Teorem:res ve fel’(I,w) 1<p<ow, 71eN olsun. Eger

we A,(I') ve w,, w,€ 4,(T) ise her n dogal sayist igin ¢ > 0 sabiti ve

R,(zf)= Y, a"z*
k=—n
rasyonel fonksiyonu vardir ki,

Hf—RAufﬂbuwuSC[QQWJJ@10+Q;%JJLL)}
g n n
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esitsizligi saglanir.

Burada R (z,f) fonksiyonu f fonksiyonunun p-Faber Laurent scrisinin

n.kismi toplami olarak elde edilmistir.

Simdi bu son teoremden f € E?(G ,®) durumu igin asagtdaki sonug elde

edilir.

413 Teorem : resSve feE’(G,w) 1<p<o, reN olsun. Eger

we A, (I") ve o, e A,(T)ise her n dogal sayis1 ve

4]
Rz )= ais

k=-n
rasyonel fonksiyonu igin,

=R Pl SR, o)

(Fe) —

esitsizligi saglanir.

Burada ¢, n den bagimsiz bir sabittir ve R (z, f) rasyonel fonksiyonu f

fonksiyonunun p-Faber Laurent serisinin n. kismi toplami olarak elde edilmistir.

Dikkat edilirse efer I" yeterince diizgiin egri ise o € 4 2 (T)swge 4,(T) ve

@, € A,(T) kosullart denktir. Bu durumda agagidaki teorem saglanir.

4.1.4 Teorem: I' diizgiin ve (1.1) kosulunu saglayan egri , € L/(/, @),

l< p<o vereN olsun. Eger we 4,(I") ise her n dogal sayisi igin bir

Bia =) alst

k=—n

rasyonel fonksiyonu vardir ki,
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. 1 . |
I L | By i D+ (D

esitsizligini saglar.
Buradaki ¢, n den bagimsiz bir sabittir ve R (z, /) rasyonel fonksiyonu fin
p-Faber Laurent serisinin #. kismi toplami olarak elde edilmistir.

4.2  Ana Sonuclarm Ispatlar

Teorem 4.1.1 ispaty: f, € L7(T,w,) oldugu aciktir. f;* ve f,” foksiyonlarim

£ ow) =% j&dg, wel
i 2 —
ve
, 1 /(&) :
fo(W):%eré‘: wel
seklinde ifade edelim.

f e Ef(G,w) fonksiyonunun k. dereceden p-Faber katsayilari a,(f) ile
gosterilsin. Lemma 2.4.2’den f," € E*(U,w,) ve f, € E*(U ,®,), bununla beraber

fy (0)=0 ve T lizerinde hemen her yerde f, = f,"— f,” olur. Buradan

1
auw;ﬂiﬁ
oldugunda,
4n-—ﬁg>
elde edilir.

Dikkat edilirse f € E(G,®) nin k. p-Faber katsayilar , f," e E*(U,w,) nin

orijindeki k. Taylor katsayilardir.
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Diger yandan f € E*(G,w) ise z' € G~ igin
J‘J‘(C) 1 =0

saglanir ve T {izerinde hemen her yerde saglanan  f, = £, - £, esitliginden I

{izerinde hemen her yerde

O = @D~ fy @ONPCY? (4.1)
esitligi saglanir.

z' € G~ olsun. Lemma 3.2.4 ve son esitlik yardimiyla
Z a"(/)F, ,(2) = (@(z ))X’Z a(f)p* ()

@EN*S a (e (&)

L 1 Q)
' 2an £ -z o 2mi 3¢ - 7
,, @V Y a (et ()
=@V Y (et )+ | d¢
k=0 ! 27i r é’—z'

! I(qo(c))f‘%(qv(:))d ! j(ca(;))%’fz, @),

27:1 z 27i & g el
elde edilir.
Buradan
WV WY i _onronil 5o
MJ rog =W )
oldugundan dolay1

Za "(F,E) =@ ))%’Za‘"}(f)co*(z’)
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i J.(49'(5 ) [iai")(f )" () - fy (@& ))}
+ = de

2818 ;-2

@@V £ (p(2)
elde edilir.

I' disgindan agisal yollar {izerinden z' — z limiti alinirsa hemen her yerde

gecerli olan
ga,i")(f)ﬂ_p (2)= %(qa'(z))/“ﬂ {gai”)(f)co" (2)- fo*(qo(z))}
L5 (@)~ f; (@(2) (@' (2))”
+S, {(w’)y” {gai”’ (N =1y o qoﬂ (z)

esitligi I de saglanir. Baginti (4.1), Minkowski esitsizligi ve Teorem 2.5.1
kullanilarak

|f=58.0f2)

1
(o) S (cl + E)

£ =Y a? (fywt

L7 )

esitsizligi elde edilir. Lemma 2.5.5 ve Lemma 2.5.4 kullanilarak ispat tamamlanmig

olur.

Teorem 4.1.2 ispati: R (z,f)=) a,F, (z)+) —aF, (¥) rasyonel
k=0 k=1
fonksiyonunun Teoremdeki gerekli esitsizligi sagladigini ispatlayacagiz.

f(2)=f"(2)-f(z) esitligi I da hemen hemen her yerde

saglandigindan dolay1
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[f(z)—i&kﬁ,p(X)

<cq, (f7) (42)

1P (I w)
ve

F,00  <e, (fo) (43)

IP(T )

esitliklerinin elde edilebildigini gosterelim.

fo(w) ve f(w) fonksiyonlarmin (2.8) ve (2.9) teki notasyonlarinda w

yerinde sirasiyla @(z) ve @,(z) yazilir daha sonra burada (3.3) ve (3.4) kullanilirsa

I da

F@) = £ @) - £ (@) (@) (4.4)
ve

F@=[£ @)~ £ @@ @ @) (@) @.5)
elde edilir.

Once (4.2) deki esitsizligi ispatlayalim . z'e G olsun. Lemma 3.2.8 ve (4.5)

bagintisini kullanirsak;

@ 3 OV Y agh©)

ik, 00 =@ 0 ) Y a0l @), | — i
. n X T o+
=(qol'(z'))/'/" (49] (z -))/"? Zakqplk(zj - -" (@1(4)) (@1;:_);' @) d¢
@Y (@, ()7 [Z aol ()~ £ (o, (;))}
d¢

2_.?1'1'1'" . g_z'

ZJn

2m .['" éj’r(é’z)

é’—z' 2xi

g—z'
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elde edilir.

Ayrica

@ (@ N £ @) e BG.0) ve @Y (@) /7 (@) € EG.0)

oldugundan

iy @Y @ ) £ @)

2i é’_Z'

¢ =@ (0, (@)

Ve

L @O @€ £ (@) .

=@V (0, N £ (@ (2))

elde ederiz.

Boylece bu son esitlikler yardimiyla

S a0 = @@V 0, ) S gt )+ 14(2)
k=1 k=1

@) (@ () {i ae )~ £ @& ))}
k=1
*% /8 g_z'

2N (0, N £ @ EN+@E) (9 ) £ (0 (z))

g

elde edilir.

L tzerinde tegetsel olmayan yollar tizerinden z'— z limiti alinirsa hemen

hemen her yerde gecerli olan

n

aF, (-1 (2)=(@(2)" (9, ()7 i a,pf (z)
k=1 k=1 .
" E
~S, [(-:0{)%’ @) [Z aof -1} qoﬂ (2) :

k=1

1 1A oy =Y k +
—2(@@)" (9, (2) (Z e ()~ f, (cu,(z)_)]

2@l (9, (2)7* £ (@@ + (@1 @) (9, (2)) 7 [ (0,(2))

+[ £ @) - £ (@ @) ] @ ()7 (i)
esitligi elde edilir.

v e i L T .
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Bu son esitlikte (2.3) ve (4.5) kullanilirsa
YAk, (-1 (@) =1 @Y @ @) [Z a0t ()~ (@ (z))]

=Sy [ @) (@) (iﬁmf‘ — /o9 H (2)

1
elde edilir.

Burada Minkowski esitsizligi ve Teorem 2.5.1 uygulanirsa

"f_(z)_iakﬁl,p(%) =q f1+(w)—i5kwk

() I(T.o)

elde edilir.

Son olarak Lemma 2.5.5 ve Lemma 2.5.4’den dolay:

* 1
<6Q, (i)

1P (I w)

‘f(z)kiak&,,(%)

elde ederiz.

Benzer sekilde Lemma 3.2.4 ve (4.4) kullanilir ve I iizerinde tegetsel

olmayan yollar izerinden limit alinarak

* 1
<6, (o)

(@)

11 @-Ya k00

oldugu goriiliit. R (-, /) nin tanimi, son iki esitsizlik ve (2.2) kullamlarak

|l =R¢.0N,, <

ey

@1 @~ S ah,00+3-af,,00)

(I )

&-3ak, 0

Aro-Yak,m)

. .. kel (e N (1)

<o, . (o) +e@,, (fisd)

=6, (Q} 0, S D+ D, S0
15




elde edilir ve ispat tamamlanir.

Teorem 4.1.3  ispatiz Eger feE’(G ,w) ise Teorem 4.1.2  yi..

f.:=f—f(0) fonksiyonuna uygulariz. R (z,f) rasyonel foksiyonun yaklagimi

o)+ Z a,F, () alnarak inga edilir.
k=1

Teorem 4.1.4 ispati: Kosul (1.1) altinda we 4,(L) @, € A,(T) ®, € A,(T)

bagintilarinin birbirine denk oldugu gésterelim.

@ ve @,’mn denk olduklarini géstermemiz yeterlidir. @, ve @’in denk

olduklan benzer sekilde gosterilir.

L diizgiin bir egri oldugundan w e 4,(L) iseher T L igin

(ﬁ _[a)(g‘)ldﬂ] / (Ih L[m(g)]ﬁ |d§|J <¢ <o

(4,6)
yazilabilir.

Diger yandan [21]’deki L tizerindeki kisitlayici kosuldan her |w| <1 igin
0<e <|y'(w)|<e, <o

yazilabilir.

Buradan her I < 7 igin

(@) = [l Ol <c, ve

III N -L(l)

elde edilir. (4,6)’da ¢ =y/(z) yazilirsa son {i¢ bagintidan w € 4,(L) ve w, € 4,(T)

o)<
C,

1

kogullarinin denkligi elde edilmis olur.
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Bundan dolayr Teorem 4.1.4’tin ispati Teorem 4.1.2°nin ispatina benzer

sekilde ilerler.

Uyarr: 4.1.1 ve 4.1.3. teoremlerinin ters durumlar1 aym bdlge siniflarinda
elde edilebilir. Bu ters teoremlerin ispatinda [22] ¢alismasinda kullanilan yéntem

uygulanabilmektedir.

Elde edilecek bu ters ve tezde ispatlanan diiz teoremleri 6zel halde Lipschitz
fonksiyonlarnn sinifi igin yazdigimizda bu simflarda konstraktif karakterizasyon

probleminin ¢dziilebilirligini gérmiis oluruz.
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5. SONUCLAR

Bu tez g¢aligmasinda, agirlikli Smirnov sinifi £2 (G, ) deki polinomlarla

yaklagtmm hizi incelenmis ve bazi diz teoremler ispatlanmistir.Yaklagim
probleminin ¢dziimiinde kullamilan polinom ve rasyonel fonksiyonlar, Faber
polinomlar1 ve Faber Laurent rasyonel fonksiyonlar kullanilarak insa edilmistir.Elde
edilen yeni sonuglar dordiincii bélimde bulunmaktadir ve bunlar agagidaki gibi

belirtilebilir.

1. resve feE"(G,w), I<p<wolsun. we 4,(I') ve w,e 4,(T) oldugu

durumda yaklagim teorisinin p-Faber serilerinin n.kismi toplami yardimiyla

yaklasimin gergeklestirildigi diiz teorem ispatlanmisgtir.

2. Tesve fel’/I',w), 1< p<woolsun. wed,(I') ve o, € 4,(T)

oldugu durumda yaklagim teorisinin p-Faber Laurent rasyonel fonksiyonlar

yardimiyla yaklagimin gerceklestigi diiz teorem ispatlanmistir.

3. resve fek?(G ,w), 1< p<owolsun. Benzeri problemler regiiler

Jordan egri ile sinirli, sinirsiz bolgelerde tammlh agirhikli Smimov uzaylarinda da

incelenmis ve benzer teoremler elde edilmistir

4. I' diizgiin (1.1) kosulunu saglayan egri ve f € L7 (I',@), 1< p <o olsun.
we A,(I') ve I egrisinin yeterince diizglin efri oldugu durumda @, @,ve @

fonksiyonlarinin tizerine konulan kogullar tek bir kosul olarak ifade edilerek

yaklasim teorisinin diiz teoremi ifade edilmistir.
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