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OZET

FABER OPERATORLERININ SINIRLILIGI

Ramazan CETINTAS
Balikesir Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii,
Matematik Anabilim Dah
(Yiiksek Lisans Tezi / Tez Famismani : Yrd. Do¢. Dr. Yunus Emre YILDIRIR)
Balikesir, 2010
Bu ¢alisma dort boliimden olusmaktadir.

Birinci bolimde, bazi temel tanim ve teoremler verilmistir. Ayrica Cauchy
tipli integrallerin limit degerleri ile Cauchy Singiiler integrali arasindaki iligki ifade

edilmistir.

Ikinci béliimde, Faber polinomlarinin tammi  ve temel Ozellikleri

verilmistir.

Ugiincii  boliimde, &ncelikle Faber operatorleri tammlanmis ve sinir
ozellikleri incelenmistir. Daha sonra, Hp Hardy uzayindan, Ep(G) Smirnov uzayina
tanimlanan Faber operatorlerinin normlarinin degerlendirmeleri verilmis ve bu

degerlendirmelerin yaklasim teorisindeki uygulamalar1 incelenmistir.

Son boliimde, bir 6nceki boliimde elde edilen sonuglar Orlicz uzaylarina

genellestirilmistir.

ANAHTAR KELIMELER : Faber polinomu / Faber operatorii / Hardy uzay: /

Smirnov uzayi / Orlicz uzay1 / Faber operator normu



ABSTRACT
BOUNDEDNESS OF FABER OPERATORS
Ramazan CETINTAS
Balikesir University, Institue of Science ,
Department of Mathematics
(M. Sc. Thesis / Supervisor: Yrd. Do¢. Dr. Yunus Emre YILDIRIR)
Balikesir 2010
This thesis consists of four chapters.

In the first chapter, some basic definitions and theorems are given.
Moreover, the relation between the limit values of Cauchy type integrals and Cauchy

Singular integral is stated.

In the second chapter, the definition and the basic properties of Faber

polynomials are given.

In the third chapter, firstly, Faber operators are defined and their boundary
behaivour is investigated. Then, estimates of the norms of Faber operators from Hp
to Ep(G) are given and the application of these estimates in the theory of

approximation is considered.

In the final chapter, the results obtained in the previous chapter is

generalized to the Orlicz spaces.
KEY WORDS: Faber polynomial / Faber operator / Hardy space / Smirnov space /

Orlicz space / The norm of Faber operator
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SEMBOL LiSTESI

Simge Ad1

C Karmagsik sayilar kiimesi

R Gergel sayilar kiimesi

G Sinirl basit baglantili bolge

) G bolgesinin siir1

Ik Kapal1 ve baglantil1 bir bolgenin seviye ¢izgisi
Gr [k seviye ¢izgisinin i¢i

Dg g seviye ¢izgisinin dis1

D(z, 1) {z e C:|z—zy| <r}kimesi

D(zy, 1) {z € C: |z — 24| < r}kiimesi

T {z € C: |z| = 1} kiimesi ( birim ¢gember)
U {z € C: |z| < 1} kiimesi ( agik birim disk)
G G bolgesinin kapanisi

CG G bolgesinin tiimleyeni

IT| [" egrisinin uzunlugu
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1.0N BILGILER
1.1 Temel Tanimlar ve Teoremler

1.1.1 Tamim: Karmasik diizlemde baglantili ve agik bir kiimeye bolge, baglantili ve
kapali bir kiimeye de kontinyum denir [1,s: 1].

1.1.2 Tanmm: [a,b] € R olmak iizere bir
I': [a,b] > C

fonksiyonuna karmasik diizlemde bir egri denir. Burada I'(a) ve I'(b) noktalarina

sirastyla egrinin baslangi¢ ve bitim noktalari denir. Bir I' egrisi verildiginde

['(a) =T'(b) ise I'ya kapal egri; bir ' egrisi sadece t; =t, i¢in ['(t;) = I'(ty)
oluyorsa T'’ya Jordan egrisi ; I'" tirevi var ve sirekli ise T ya
diferansiyellenebilir egri; diferansiyellenebilir bir T' egrisi igin eger, ' # 0

oluyorsa T ‘ya diizgiin egri denir[2,s: 126].

1.1.3 Tammm: [a,b] € R olmak iizere
[:z=2z() =x(t) +iy(t)
stirekli egrisi verilmis olsun. Eger n dogal say1 oldugunda
tyb=a<t, <tz < <ty =b

kosulunu saglayan tq,t,,ts, ..., t,41 degerlerinin keyfi bir dizisi i¢in

n

D 12(tni) = 280

k=1



toplamu sinirli kaliyorsa I' egrisine sonlu uzunluklu egri denir. Baska bir degisle, I'

egrisini gosteren z fonksiyonu siirli degisimli ise I' ya sonlu uzunluklu egri

denir[5,s:417].

1.1.4 Tanmm: I’ sonlu uzunluklu kapal1 bir Jordan egrisi olsun. Eger her r > 0 i¢in
sup{|[T N D(z,1)|:z € T} < K(D)r

kosulunu saglayan sadece I' ya bagh bir K(I") > 0 sabiti varsa I' ya regiiler egri

denir[1,s: 2]. Burada [T n D(zr)|, T N D(z,r) nin uzunlugudur.

1.1.5 Tammm: B karmasik diizlemde bir bolge olmak tizere f:B — C siirekli
dontisiimii verilsin. Eger bir z, € B noktasindan gegen ve aralarinda o agis1 yapan
herhangi iki diizgiin y,; ve y, egrilerinin f(y;) ve f(y,) resim egrileri de f(z,) = wy
da aralarinda yon ve biiytlikliik bakimindan « agis1 yapiyorlarsa f fonksiyonuna z,

da bir konform doniisiimdiir denir[2,s: 309 — 310].

1.1.6 Tamim:Bir f karmagik fonksiyonu bir z, noktasinin belli bir D(z,5) , 8 > 0,

komsulugundaki biitiin noktalarda diferansiyellenebiliyorsa f, z, da analitiktir
denir[2,s:100].

1.1.7 Tammm: I' karmasik diizlemde bir egri olsun. Eger bir T ¢emberini I''ya
resmeden ve T ¢emberinin bir komsulugunda konform olan bir doniisiim varsa I’

egrisine analitik egri denir[3, s: 20].

1.1.8 Teorem(Riemann Konform Doniisiim Teoremi): G c C sinir1 en az iki

noktadan olusan basit baglantili bir bolge ve z, € G olsun. Bu durumda, G bolgesini



U birim diskine f(zo) = 0vef'(zy) >0 kosullar altinda resmeden bir tek f

konform doniisiimii vardir [4, s: 8].

1.1.9 Teorem: E c C smir1 en az iki noktadan olusan, baglantili tiimleyene sahip,

sinirl bir kontinyum olsun. Bu durumda, CE bélgesini CU ya

®(0) =0 ve ®(0) = lim @ >0
Z—00

kosullar1 altinda resmeden bir tek ® konform doniisiimii vardir[4, s: 104].

1.1.10 Tammm: R > 1 olmak iizere, merkezi 0 ve yaricapt R olan ¢emberin @

fonksiyonu altindaki ters goriintiisii
IR = {z:|®(z)| =R,R > 1} olsun.

I egrilerine E kontinyumunun seviye ¢izgileri denir[5, s: 34].

1.1.11 Teorem(Smmrsiz Bélgeler I¢in Cauchy Integral Teoremi): G, sonlu
uzunluklu bir Jordan egrisiyle sinirlandirilmis bir siirlh bolge ve ' bunun pozitif

yonlendirilmis sinir1 olsun.

f, G bolgesinin tiimleyeninde yani CG de analitik ise

1 [ ) dE = {f(oo) —f(z), z€CG

2mi -z f(0), z€G

r

olur[6,s: 486].

1.1.12 Tanim: G, smir1 bir I" Jordan egrisi olan siirl bir bolge, z, € I' ve I nin da
Zo da bir tek degeri var olsun ve de z; in bir komsulugunda I' egrisi normalin her
iki yani iizerinde bulunsun. Bu durumda, eger G ic¢inde bulunan ve z, noktasinda

son bulan siirekli bir € egrisinin, z, mn bir komsulugundaki kismi, kdsesi z, da

3



bulunan, biiyiikliigii m den daha kiiciik olan ve agiortayr ' ya igten normal ile
cakisan bir a¢1 icinde kaliyorsa bu £ egrisine acgisal yol denir. Eger G i¢inde analitik
olan bir f(z) fonksiyonu; z, T iizerindeki bir z, noktasina I i¢indeki keyfi bir agisal
yol boyunca yaklasirken bir a degerine yaklasiyorsa, kisaca f(z) agisal yollar boyunca

a degerini alir veya f(z), ' lizerinde agisal limit degerine sahiptir denir[7,s: 428].

1.1.13 Tanim: p bir dogal say1 ve 0 < o < 1 olmak iizere, eger
I:z=1z(t) =x(t) +iy(t)

fonksiyonu p+1 defa siirekli diferansiyellenebilir ve zP*V(t) € Lipa ise T egrisi

C(p + 1, a) smufina aittir denir ve T € C(p + 1, a) seklinde gosterilir.

1.1.14 Lemma: Eger T € C(p + 1, a) ise,

) —p(w)
- W

. ;> lwl>1

Ptw) =

fonksiyonu, |[t| > 1 kapali bolgesinde t degiskenine gore p defa siirekli

diferansiyellenebilirdir;ayrica bu durumda |t| > 1 icin LIJt(p) (t, w) € Lipa dir ve

Lipschitz kosulundaki sabit |w| = 1 gemberine bagl degildir.

1.2 Bazi Fonksiyon Simiflari

1.2.1 Tammm: I', kompleks diizlemde sonlu uzunluklu kapali bir Jordan egrisi olsun.

[" lizerinde tanimli ve 1 < p < o0 i¢in

k=1l

e, = | [Pl ) <o
r

kosulunu saglayan biitiin 6l¢iilebilir kompleks degerli fonksiyonlarmn smifi LP(T") ile
gosterilir [8, s: 1]. Gostermek miimkiindiir ki, LP(T), || . ”LP(F) normuna gore bir

Banach uzayidir.



1.2.2 Teorem(Holder Esitsizligi ) : I, kompleks diizlemde sonlu uzunluklu kapali

bir Jordan egrisi olsun. p>1,q > 1ve

+-=1i¢infe LP(I')vege LYT) isef.g € L}(T) ve

1
q

T |-

=
=

p
j f00. g00dx| < ] IFGOIP dx j 180019 dx
r

r r

olur[7,s: 388].

1.2.3 Teorem(Minkowski Esitsizligi): p > 1 i¢in f,g € LP(I") ise

1

[y
=

p b
] ) + g P dx | < f feolPdx | + f 5GP dx
r

r r

olur[7,s:389].

1.2.4 Tamm: U i¢inde analitik olan ve bu disk i¢inde

_o®
O =30

seklinde  iki analitik fonksiyonun orani formunda yazilabilen fonksiyonlarin

olusturdugu siifa Nevanlinna Sinifi denir ve N ile gosterilir[7, s: 369].

N sinifin1 karakterize etmenin bagka bir yolu su teoremle verilir.

1.2.5 Teorem: Bir f(§) fonksiyonunun N smifindan olmasi igin gerekli ve yeterli

kosul 0 < r <1 igin

2T
f log*|f(re®)|"d6
(o]



integralinin r den bagimsiz bir M sabitiyle sinirli olmasidir[7, s: 394].

Burada log* gdsterimi

seklinde tanimlanir.

N sinifina ait fonksiyonlarin sinir 6zellikleri i¢in de su teorem gegerlidir.

1.2.6 Teorem: Eger bir f({) fonksiyonu N smifina ait ise bu fonksiyon birim
cember iizerinde hemen her yerde biitiin acisal yollar boyunca belirli f(e'®) limit

degerlerine sahiptir[7, s: 395].

1.2.7 Tamim: U birim disk olmak {izere; U i¢inde analitik olanve 0 <r <1 ve
p > 0 igin
2m

f |f(rei®)|°de

(o]

integralinin r den bagimsiz bir M sayisiyla sinirli olmast 6zelligine sahip f(Q)

fonksiyonlarmin sinifina Hardy Sinifi denir ve Hp ile gosterilir[7, s: 402].

Acik olarak U iginde analitik ve sinirli olan biitiin fonksiyonlar keyfi

p >0 Hp smifindandir. Bununla beraber 0 <p’<p ve biitin x > 0 igin

xP < 1+xP esitsizligi saglandigindan H, c H»  kapsamasinin gergeklendigi
kolayca goriilebilir. Ayrica, keyfi p>0ve x>0
i¢in

1 xP
logtx = Blog’“xp <—

oldugundan her p > 0 i¢in H, c N kapsamasinin saglandigini goriiriz. Bu son

kapsama dolayistyla diyebiliriz ki bir f(¢) € H, fonksiyonu p >0 i¢in birim



cember iizerinde hemen her yerde agisal yollar boyunca belirli limit degerlerine

sahiptir ve bunlar bir f(e'®) limit fonksiyonu formundadir.

Simdi daha genel bir fonksiyon smnifin1 tanmimlayalim. G, kompleks
diizlemde sinir1 kapali sonlu uzunluklu T Jordan egrisi olan simirli bir bolge olsun.
¢ = x(z) ile G bolgesini konform olarak U ya doniistiiren bir fonksiyonu gosterelim.
z = w(¢), x nin ters fonksiyonu olsun. I} ile z = w({) donisiimii altinda |{| =r

r< 1, ¢emberine karsilik gelen G ig¢indeki egrileri gosterelim.

1.2.8 Tamim: G i¢inde analitik olan 0 < r <1 ve p > 0 i¢in

f|f<z)|p|dz|
Iy

integralinin r den bagimsiz bir M sayisiyla sinirli olmast 6zelligine sahip f(z)

fonksiyonlarmin sinifina Smirnov siifi denir ve Ep(G) ile gosterilir[7, s: 438].

Bu tanimda gegen
[ Gy 1Pidz)
I'r

integralinde z = w(¢) donisiimii yapilarak

f(2) € Ep(G) & f(0()Vw' Q) € Hp
oldugu kolayca goriiliir. Dolayisiyla eger f(z) fonksiyonu EP(G) smifina ait ise; bu
fonksiyon T iizerinde hemen her yerde biitiin acisal yollar boyunca belirli f(z") limit

degerlerine sahiptir; |f(z')|?, T iizerinde integrallenebilirdir ve

i [ 1P 1dal = [ 16 P1az
r—
T, r

olur[7]. EP(G) smifinin konform déniisiimden bir bagimsiz tanim1 da verilebilir.



1.2.9 Tammm: G iginde analitik olan ve G ig¢indeki I, = T 6zelligine sahip sonlu

uzunluklu kapali Jordan egrilerinin bir [}, dizisi i¢in

j If(2)IPdz]
'n

integralinin n den bagimsiz sonlu bir sayiyla siirli olmasi 6zelligine sahip

fonksiyonlarin smifina Smirnov smifi denir[7,s: 438].

1.2.10 Teorem: f(z), G i¢inde analitik bir fonksiyon olsun. Bu fonksiyonun T’
tizerinde hemen her yerde agisal yollar boyunca belirli limit degerlerine sahip olmasi

ve G icinde her yerde

2T y/

1 fiz") .,
f(Z) = —f[ Z'——dZ

Cauchy formiiliiniin saglanmasi igin gerekli ve yeterli kosul f(z) fonksiyonunun

E;(G) smifindan olmasidir. Ayrica f(z) € E;(G) ise Cauchy integral teoremi

f f(z')dz' =0

r

seklinde saglanir[7, s: 439].

1.2.11 Tammm: Siirekli ve konveks bir M : [0,00) — [0,00) fonksiyonu
M(0) = 0,

M) >0, Vx>0icin ,

. M®) . M)
lim =0 ve lim = w
x-0 X X—-w X

kosullarini sagliyorsa bu fonksiyona bir N-fonksiyonu ( Young Fonksiyonu) denir.

M bir N-fonksiyon olsun.



N(y) := max {xy — M(x):x >0} , y=0

fonksiyonuna M fonksiyonunun tiimleyen fonksiyonu denir.

1.2.12 Tanim: a > 0 i¢in

j MIalf @] 1dz] < o0
r

kosulunu saglayan  f:T' - C Lebesgue Olgiilebilir fonksiyonlarin lineer

uzayint Ly () ile gosterecegiz. Ly () uzayt

IFIl 5= sup f F(@g@lldzl: g € La(D;p(gi N) < 1
r

normuna gore bir Banach uzayidir. Burada N, M Young fonksiyonunun tiimleyen

fonksiyonudur ve

p(giN) = f Nllg(2)I] |dzl
r

dir. Buradaki ||f]l ., normuna Orlicz normu ve Ly(I) Banach uzayna da

Orlicz uzay denir.

1.2.13 Teorem (Holder Esitsizligi) : (X, M, ) bir dlgiim uzayi, M bir Young

fonksiyonu ve N bunun tiimleyen fonksiyonu olsun. Vf € Ly ve Vg € Ly igin

f el du < Nl llgll
X

olur.



1.2.14 Tamm: M : [—o0,00) — [0,00) Young fonksiyonu olmak tizere bir

U birim diskinde analitik ve r ye goére diizgiin olarak

2T

j M[|f(re't)|] dt < oo

0

kosulunu saglayan fonksiyonlar sinifina Hardy-Orlicz sinifi denir ve Hy ile

gosterilir.

Hy smifindan olan f fonksiyonlarinin |t| = 1 tizerinde hemen her yerde

acisal sinir degerleri vardir ve f € Ly (|t] = 1) dir.
Hy sinifina ait bir f fonksiyonunun normu;

f N[lg(w)l] |dw] < 1}

|wl=1

Ifll,, = Sup{ f Ifg®Ildt|: g € Ly(It] = 1),
t[=1

seklindedir. Bu norma gére Hy bir Banach uzayidir.

1.2.15 Tamm: U, {w € C: |w| = 1 } birim diskinin i¢ bélgesi olsun. G, kompleks
diizlemde sonlu uzunluklu bir Jordan egrisi olan I' egrisinin i¢ bolgesi olsun. [} ise;

r < 1 igin seviye ¢izgileri olsun ve M de bir Young fonksiyonu olsun.
G de analitik olan ve r ye gore diizgiin olarak

[ Mt 11zl < e

I'r

kosulunu saglayan fonksiyonlar sinifina Smirnov-Orlicz sinifi denir ve Ey(G) ile

gosterilir.
Smirnov-Orlicz sinifi bilinen Smirnov smifinin genellesmis bir halidir.

Ozel olarak eger M(x) :=xP, 1 < p < o olursa bu durumda Smirnov-

Orlicz siifi Ey (G), Smirnov sinifi Ep(G) ile gakisir.

10



Em(G) € EX(G) oldugundan Ey(G) smifindaki her fonksiyon, I' iizerinde hemen
her yerde agisal sinir degerlerine sahiptir ve sinir deger fonksiyonu da Ly (T) ya

aittir. Bu ylizden Ey(G) normu;

Iflewce) = NfllLyaey » f€Em(G)

= |flley@ = sup flf(Z)g(Z)IIdZI:gE LN(F):j N[lg@)I]ldz] = 1
r r

seklindedir. Bu norma goére Ey (G) bir Banach uzayi olur.

1.3 Cauchy Tipli Integrallerin Limit Degerleri

1.3.1 Tanmm: I', kompleks diizlemde sonlu uzunluklu bir Jordan egrisi olsun.

[ L)

YA/
r

Cauchy tipli integralini goz oniine alalim. z¢& I' oldugunda bu integral bir analitik
fonksiyon tanimlar. Simdi I iizerinde bulunan bir z, noktasin1 géz Oniine alalim.

Keyfi bir € > 0 igin

[, := I — D(z, €) olsun. Bu durumda eger

f(z’'
limf ,( )dz’
e—0 7 — 7

Te

limiti varsa, bu limite f fonksiyonunun Cauchy Singiiler integrali denir ve

S (F)(zg) = lim — jf(z')df
rizZo) ="M | 77— 2%
FE

veya

1 f(z'
Sr(0)(z0) ==—(P-V-)I%dz'

2Tt
r

11



seklinde gosterilir.

Asagidaki teorem,Cauchy integralinin T tizerindeki limit degerleriyle, Cauchy

singiiler integralinin varlig1 arasinda bir iligki kurar.

1.3.2 Teorem(Sokhotskii): Eger Cauchy integrali I iizerinde hemen her yerde I' nin
bir tarafi ilizerinde bulunan biitiin acisal yollar boyunca belirli limit degerlerine
sahipse, Cauchy singiiler integrali I' tizerinde hemen her yerde mevcuttur ve Cauchy
integrali ' nin diger tarafi ilizerinden I' lizerinde hemen her yerde agisal limit
degerlerine sahiptir. Tersine, Cauchy singiiler integrali I' tizerinde hemen her yerde
mevcutsa Cauchy integrali I' nin her iki tarafi tizerinden de I' lizerinde hemen her

yerde agisal limit degerlerine sahiptir.Burada

i 1 1 fz) ' =
zl—{rzloZﬂi z' —1z z = 2mi) z
r r

i f(z")

!

1
— dz' + Ef(ZO)

formiili T lizerinde hemen her yerde saglanir. Bu formiilde sol taraftaki limit acisal
yollar boyunca alinir. Sag tarafta pozitif isaret agisal yol egrinin solunda; negatif

isaret ise yol egrinin saginda kaldig1 zaman alinir.

12



2-FABER POLINOMLARI
2.1 Faber Polinomlarmin Tanim

Kompleks diizlemde T ile sinirli, basit baglantili bir G bolgesi verilsin. D,
z = oo noktasini igeren,G = G U T’ kapal1 bdlgesinin tiimleyeni olan basit baglantil1
bolge olsun. Riemann Konform Doéniisiim Teoremi’ne gbére D bolgesini, [w| > 1
bolgesine konform ve {inivalent olarak  doniistiiren bir w = ®(z)  konform
doniistimii vardir ve

®(z)
Z

®(0) =0 ve O ()= lim =y>0 (2.1)
Z—00

kosullart altinda ® konform doniisiimii tektir.

Bu kosul gosterir ki D béldesinde z = o noktasi diginda analitik olan w = ®(z)
fonksiyonu z = oo noktasinda basit bir kutba sahiptir. Bu yiizden ® fonksiyonunun

z = oo noktasinin komsulugunda Laurent agilim1 vardir ve

_ Yo Yz o Yk,
(I)(z)—y.z+y0+Z+Z2+ +Zk+

bigimindedir.

Not: ®(z) nin agiliminda pozitif kuvvetli bir tek z olmalidir.Aksi halde z — oo iken

. O(z)
lim = oo

Z—0C0 YA

olur.
Negatif olmayan bir n tamsayisi i¢in;

n(,) = Yo Ya LYl Y
(I)(Z)—(y.z+y0+z+zz+ +opt )

=y"z" +a,_ ™.zt +a, ,MW 2072 4 .4 g, Wz 4 ™

b, (n) bz(n) bk(n)

+ 2t
v/ 72 7K

oldugu goriilmektedir. Burada negatif iislii sonsuz terim vardir. Burada
Fo=vy"z"+a,_™.z" 1 +a, ,M.z2" 2+ ... 42, MWz 4 3,® (2.3)
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polinomuna G bolgesi i¢in n.dereceden Faber Polinomu denir.
(2.3) ifadesindeki z nin negatif kuvvetlerini igeren terimlerin toplami igin;

bl(n) bz(n) bk(n)
_En(Z) = . ZZ + e+

+

+ ...
7K

gosterimini kullanacagiz.
Sonug olarak sonsuzun delinmis komsulugunda gegerli
D" (z) = Fy(2)—En(2)
formiilii yazilabilir. Buradan da
Eq(2) = Fy(2) — ©"(2)

yazilabilir. ®(z) sadece o nun delinmis komsulugunda degil, G nin tiimleyeninde
her yerde tanimhdir. F,,(z) bir polinomdur. Dolayisiyla son yazdigimiz esitlik G

nin tiimleyenindeki sinirsiz bilesenin her yerinde tanimlidir.

2.2 Urete¢ Fonksiyonu

z = Y(w) fonksiyonu w = ®(z) fonksiyonunun ters fonksiyonu olsun. Yani,
z = (w) fonksiyonu Y : |w| >1 - CG seklinde tammlidir ve bu fonksiyon

konformdur.

O:CG- |w=R>1, ®(0) = oo ve ®'(0) =y > 0 oldugu gdz dniinde

bulundurulursa;

Y(c0) =00 ve P'(0) = @ = % = > 0 elde edilir. Ayrica bu fonksiyon

B B B
z=L|J(w)=Bw+BO+W1+W—22+---+W—l;+---,IWI>1

14



seklinde seri agilimina sahiptir.

1 ([e®]"
Fn(Z)zﬁlj E—Z dz, Z € Gr

nin integralinde &€ = Y(t) doniisiimii yapilirsa

Y’ ()
— n
Fu(2) = om )" Pt) —z dt, € Gr
|t]=R
. _y'® -
Burada z€ G, ve |t| >R icin A(t,z) = —= denilirse son
Y(t)-z
durumda ;
F,(2) = — ftnA(t ) dt
niz) = 21t 2
[tI=R
elde edilir.

Sonuncu esitlikten de gorisdigi gibi F,(z) Faber Polinomlar, A(t, z)
fonksiyonlarinin  t = oo noktasinin delinmis komsulugundaki Laurent aciliminin

Laurent katsayilaridir.

Dolayisiyla;

elde edilir.

Goriildigi gibi  F,(z) polinomlari , A(t,z) fonksiyonlarnin yardimiyla
tiretilmis oldu. Buradaki  A(t,z) fonksiyonuna Faber polinomunun iireteg

fonksiyonu denir.

Simdi de bazi1 6nemli kiimelerin Faber polinomlarini verelim.
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2.2.1 Ornek: G bolgesi yerine birim disk olmasi durumunda, ®(z) =z ve buna

karsilik da  y(t) = t doniistimleri gegerlidir. Bunlardan hareketle;

ISVACINNS SN S WIS U VAN oI
(D(t’z)_ljj(t)—z_t—z_t'1_%_t' (t) _Zt““

n=0 n=0

elde edilir. Oyleyse birim disk durumunda ~ F,(z) = z" olur.

2.2.2 Ornek: Eger G bolgesi |z — zy| < R, diski ise, bu diskin digmin |w| > 1
O (2)

bolgesine , ®(0) = 0 ve @ () = lim — > 0 kosullarini saglayan konform
Z—>00

doniistimii

Z—Z
Rg

w=0(z) =
dir. Bu durumda her n dogal sayisi i¢in
1 n
Fn(z) = R, (z —20)

olur. Goriildiigii gibi |z — zy| < Ry diski i¢in Faber polinomlari, konform doniisiim

fonksiyonunun negatif olmayan tam kuvvetleridir ve E,(z) =0, n=0,1,2, ...

2.2.3 Ornek: K =[-1,1] olsun. Bu durumda K kontinyumunun disinin |w| > 1

bolgesine, ®(0) = 0 ve ®'(e0) = lim ? > (0 kosullar1 altinda  konform
Z—>00

dontlistimi

w=0(z)=z++yz2 -1

seklindedir. Karekok fonksiyonunun

lim 1—\/22 -1=1

Z—00 7

kosulunu saglayan dalini se¢tigimizde @ fonksiyonunun tersi
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z = J(w) =%(W+V—1v), lw| > 1

Zhukovskii fonksiyonu olur. Bu fonksiyonu

YO RO
A(t,z) = U0 = _ztnT’ z€ Gg , |t| >R

formiiliinde yerine yazarsak

VO o -1 O F®
tlJ(t)—z_t(tZ—th+1)‘z {n+1

olur. Buradan

tf >R,|D <R
T - . It >R, [0@)

1
elde edilir. t =— dersek
w

1—w?
(1-2wz+ w?)

z WhF.(2), |w| <1

oldugu gortiliir.
Diger yandan ortogonal polinomlar teorisinde ispatlanmistir ki ;

T, (x) = cos (narccosx) bigiminde tanimli Chebyshev polinomlari igin

=W @42 Em M, (2)
(1-2wz+w?) olZ Wiz
n=1
acilimi gecerlidir. Boylece
Fo(z) = Ty(z) ve Fy(z) = 2 T, (2), n=>1

elde edilir.
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2.2.4 Ornek: R > 1 olmak iizere diizlemde odaklar1 +1, yar1 eksenleri

2 R ’ 2 R

10 1
=5 (RO +),  0<os2m

seklinde yazilabilir. Boylece konform doniisiim fonksiyonu

z=y(w;R) = %(RW + %),

w=®(z;R) = (z +4/z? )
formiilleri ile tanimlanabilir. Bu elips i¢in Faber polinomlari
F(ZR)— — Fr(2) = T(Z) n>1

seklinde bulunur.

2.2.5 Ornek: K kontinyumu
|zP + ap_1zP™' +a,_,zP72 + -+ a;z+ag| < a
kosulunu saglayan noktalar kiimesinin belirledigi p odakli lemniscate olsun.

Bu durumda konform doniisiim fonksiyonu

1
v/ ap_1  Ap- a ag\p
— = _ b1, p-2, 91 | 0P
w—(l)(z)—a(1+ . +ZZ + Zp‘1+zp)' Zz€D
dir. Kokiin temel degerini alirsak,yani
a a 5
. p-1 p-2 a do\p
Zl_l)gl (1 + . + .2 + 1 + Zp) = 1 olacak sekilde;

1
O"P(z) = an(zp +ap_1zP7 +ap_,zZP A + -t agz + ao)m, m=12,..
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1
Fmp(2) = an(zp +a,_ 2P + ap_zzp‘2 +-+az+ ao)m, m=1,2,..

olur.

Bu ornekte m=1,2,... iken mp mertebeli biitlin Faber polinomlari

hesaplanir. Ozellikle eger iki odakli |z — 1| < 1 lemniscate verilirse

F,,(z) = (z2 — 1)"elde edilir. Ustelik

1 1 1 4
2z 8z3 1625

formiiliine dayanarak kii¢lik derecelerin tek Faber polinomlar1 hesaplanabilir.
Ornegin
3
Fi(2) =z, F,(2) =Z3—§Z

elde ederiz.
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3- FABER OPERATORLERI

3.1. Faber Operatorlerinin Tanim
G, bir T sonlu uzunluklu Jordan egrisi ile sinirli sonlu bir bolge olsun. Ve
@(t) fonksiyonu |t| < 1 diskinde analitik ve |t| = 1 ¢emberi lizerinde hemen her

yerde agisal sinir degerlerine sahip olsun.

@(®(%)) fonksiyonunun T tizerinde integrallenebilir oldugunu kabul edelim. Yani;
[1o@@nide=" [ oI v @Ild < (3.1)
r lt|=1

kosulunun sagladigini kabul edelim. ( ®(§) = t doniisimi yaptik.)

Bu durumda

1 ®
Fo(z, @) = f(z) = — @é —(?)

r

d§, z€G (3.2)

Cauchy - tipli integralini gozoniine alabiliriz. Eger {’'(t) tirevi [t| > 1
bolgesinde H, siifindan ise (3.1) kosulu [t| < 1 bolgesinde H, sinifindan

olan herhangi bir ¢(t) fonksiyonu i¢in saglanir.
(3.1) deki integrale Cauchy-Schwarz esitsizligini uygularsak;

2 2

f|cp<t>||¢'<t>||dt|s flqo(t)lzldtl . flw’(t)lzldtl

[t|=1 [t|=1 [t|=1

elde edilir. Burada esitsizligin sagindaki her iki ifade de integrallenebilir
oldugundan bu iki integralin ¢arpimi da integrallenebilir ve dolayisiyla

sonludur.Yani;

f (O] [ (©1]dt] < oo

[t|=1
olur. Dolayisiyla bu kosullar altinda (3.2) formili her ¢(t) € H, fonksiyonuna
G Dbolgesinde analitik bir f(z) fonksiyonu karsilik gelir. Boylece H,
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fonksiyonlarinin kiimesi {izerinde bir integral operatérii tanimlanir. Bu

operatore G bolgesi icin Faber Opreatérii denir. Bu operatori
FO = FO (Zr (P)

ile gosterirsek (3.2) esitligini
f(z) = Fo(z,9), 2€G (33)

biciminde de ifade edebiliriz.

Cauchy-tipli integraller I' nin icinde bir analitik fonksiyon belirtir.

Fy: Hy = A(G)
( A(G) : G de analitik fonksiyonlar uzay1 )

3.2 Faber Operatorlerinin Bazi Ozellikleri

1- Bir G bolgesi i¢in Faber operatorii |t| < 1 diskinde analitik fonksiyonlarin bir

kiimesini, G bolgesinde analitik fonksiyonlarin bir kiimesine dontistiirtir.

2- Faber operatoriiniin temel 6zelliklerinden biri,bu operatoriin birim diskte taniml

her polinomu bir G bélgesinde tanimli bir polinoma doniistiirmesidir.

Ayrica (3.2) deki Faber operatoric @(®(%)) dagitim fonksiyonu ile birlikte bir
Cauchy-tipli integraldir. Bu yiizden Cauchy operatoriiniin tiim 6zellikleri, (3.2) deki

operator i¢in de saglanir.

3- Bir G bolgesindeki (3.2) deki Cauchy Tipli integrali gibi ayni @(®(§)) dagitim
fonksiyonu ile z € ExtI' : =D kosulu altinda bir Cauchy Tipli integral goz 6ntine

alinabilir. Yani;

£,(2) = zif ‘p(q)(z)) 2€D (3.4)
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olur. D bolgesinde tanimlanan bu Cauchy Tipli integrali (3.2) deki Cauchy tipli

integralinin biitiin 6zelliklerine sahiptir ve f;(c0) = 0 dur.

4- Eger (3.1) kosulu saglaniyorsa, f(z) ve f;(z) fonksiyonlarinin I {izerinde hemen

her yerde agisal sinir degerleri i¢in Sokhotskii formiilii gegerlidir.

@(0(3)) d = o(2(3))

im —
72—7Z¢ 2T —Z 2mi — Zg
r r

dg £ = @(0(z)).

Burada

1
z € G ise f(zg) = Srp(D(zo)) + E(P((D(Zo)),

1
z€D ise fi(z9) = Sre(®(2)) — 5 @(0(20)),
olur ve I lizerinde hemen her yerde
f(zo) — f1(zo) = (P((D(Zo)); yani

f(zo) = (P((D(Zo)) + £1(20)

elde edilir.

3.3 Faber Operatorlerinin Smir Ozellikleri

Oncelikle T egrisinin diginda Faber tipli integralin smr 6zelliklerini

inceleyelim.

@(®(§)) dagitim fonksiyonu ve z € Extl’ := D olmak iizere
1 (o(e®)
fl(Z) = ﬁf E——ngl z€D (34)

ile gostermistik. Bu formiilde z = yy(w) doniisiimii yapalim. Ayrica & = i (t) dir.
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O =y, E=y{) =dE=y'(t)dt olur. Elde edilenleri yukaridaki integralde
yerine yazarsak;

“7m ) 3@ -

[t]=1

_ 1 (e(e®) 1 (D). Y’ (1)
000 = 3 |

1 W' () 1
‘%ifﬂohm—wm‘vwht 55
[t]=1
1
=5 J-(p(t)F(t,w)dt olur.
[t]=1
Burada
Fow) = —2 =1, lw > 1. (3.6)

YO -yw) t—w’

(3.5) ifadesinde (t) fonksiyonu diskte analitik oldugundan Taylor a¢ilim1 vardir.

Ayrica |%| < 1 oldugundan

1 O
Tw —Z p_rEy olur. Dolayisiyla,
k=0
! ) ! dt = ! fi tn i - dt
2mi WS T an wkt1
tl=1 ltl=1 n=0 k=0
1 " 1 t t?

=_2_T[i j(a0+a1t+a2t +) W+m+m+"' dt

|t|=1
1 ag  apt apt? a;t as;t? agtd dieo
T 2mi w  w? w3 w o w2 w3 B

|t|=1
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seklindedir.

1 0, n#-1
. n g — (05 :
Clnkul o ft dt {1' n=—1 dir.

[tl=1

P — (W)
B t—w

P(t,w): , lt] >1,|w|>1

gosterimini kullanarak (3.6) fonksiyonunu {i(t, w) ile ¢arpip bolersek;

WO = p(w)) 1
(wo-H=) 2 yew
OB ~WEw

t—w

F(t,w) =

(3.7)

gosterimini elde ederiz.

I'eC(p+2,a) olsun. Budurumda ispatlanmistirki, {(t,w) # 0

ve |t| =1,|w| = 1 kapali bolgesinde w degiskenine gére p+1 defa siirekli
tiirevlenebilir.

U’ (t,w) tiirevi, [t| = 1, |w| = 1 bdlgesinde w’ya gore p defa tiirevlenebilir.
(3.7) deki fonksiyon da benzer 6zelliklere sahiptir. Dolayisiyla eger

o(t) € Hi(It] < 1) ise;

5= | e@FP(Lwdt, jw>1 (3.8)

|t|l=1

integrali |w| > 1 igin diizglin yakinsaktir. Dolayisiyla (3.5) ile ifade ettigimiz f; (z)
fonksiyonu D kapal1 bdlgesinde p defa siirekli diferansiyellenebilirdir. Ayrica ¢(t)
fonksiyonu, |t| < 1 diskinde yalnizca H; smifindandir. Yine ¢ ve T iizerine baska

kosullar koyularak da (3.8) integrali diizgiin yakinsak yapilabilir.
Ornegin, eger I bir analitik egri ise (3.6) fonksiyonu |w| > 1 ve
|t| = 1 kapal1 bolgesinde analitiktir. Dolayisiyla (3.5) esitliginin sagindaki integralde

|t| = 1 yerine |t| = p (p < 1) yazilabilir. (Analitikliginin sonucu)
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Bu kosul altinda f; (z) fonksiyonu D kapali blgesinde analitiktir.

Sonug¢ olarak bir D bolgesinde Faber integralinin smir &zellikleri
tamamiyle T nin diizgiinlik derecesine baghdir. Ve ¢(t) € H; (|t|] < 1) kosulu

altinda ¢ fonksiyonunun 6zelliklerinden bagimsizdir.

Simdi

f(z) =

if Mdg, Z€G (3.9)

2Ti E—1z
r

fonksiyonunun sinir 6zelliklerine bakalim.
f(z) = o[®(2)] + f,(z), z€T (3.10)

Sokhotskii formiiline gore , I' egrisi yeterince diizgiin oldugunda f(z) nin

ozelliklerinin |t| = 1 ¢emberi tizerinde @(t) nin 6zelliklerine benzer oldugu goriiliir.

Ornegin; eger ¢(t) fonksiyonu |t| = 1 ¢emberi iizerinde siirekli ise, f(z)

fonksiyonu da I egrisi lizerinde siireklidir.

Eger (t) fonksiyonu |[t| =1 ¢emberi iizerinde p defa siirekli
diferansiyellenebilir ise, f(z) fonksiyonu da I' egrisi tizerinde p defa siirekli

diferansiyellenebilirdir.
Benzer sekilde @(t) € L,(|t| = 1) = f(z) € Ly(T) olur.

Biitiin bu iddialar (3.10) dan goriiliir. Eger, I egrisi yeterince diizgiin
olursa, f;(z) fonksiyonu D kapali bolgesinde uygun mertebeden siirekli

diferansiyellenebilirdir.

Ayrica (3.9) ile ifade ettigimiz Faber Operatori bir @(t) € H;

fonksiyonunu, G bolgesinde analitik bir f(z) fonksiyonuna donistiiriir.
Kolayca gosterilebilir ki, sayet I" egrisi yeterince diizgiin olursa,

f(z) € E;(G) olur. Gergekten, 0yle kosullar kabul edelim ki; bu kosullar altinda
f, (z) fonksiyonu D kapali bolgesinde siirekli olsun. Buradan (3.10) formiiliinden

,Z € Gicin
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f; (§)
§E—z

f®) — £,5)
() = 5 = Z—mf

r

f(&)
E_Z_m dg

Sinirsiz bélgeler icin Cauchy Integral Formiilii geregince

fl(E)

2T
r

dE =0 olur. Oyleyse;

f&) — £,(8)
f(z) _2_7[1 E—1z d§ = ZT[iJ-

r

f()dEd

Boylece f(z) fonksiyonu, I' egrisi ilizerindeki agisal sinir degerleri
kullanilarak bir Cauchy integrali ile gosterilebilir. Bu f(z) nin E;(G) sinifindan

oldugu anlamina gelir. Benzer sekilde, ispatlanmistir ki; 1 < p < o0 i¢in;
@(t) € Hp, = f(z) € Ex(G) ve F:H, - Epdir

Tiim bu sonuglar da gosteriyor ki,

1 [ e(0®)
f(Z)_ﬁ_[E——ZdE' Zz€G

r

Faber operatorii [t| < 1 diskinde analitik bir ¢@(t) fonksiyonunu, G deki analitik
bir f(z) fonksiyonuna smir Ozelliklerini koruyarak doniistiirir. Ayrica sinir
ozellikleri noktasal (yerel) olarak da korunur.  Yani 6rnegin, @(t) fonksiyonu
cember iizerinde bir t; noktasinda siirekli ise, bu durumda {(z) fonksiyonu da
benzer bir nokta olan z; = @(t;) noktasinda siireklidir. Ve eger ¢(t) fonksiyonu
bir t, noktasinda sinirh degilse, f(z) fonksiyonu da z, = @(t,) noktasinda benzer

ozellige sahiptir.

Simdi de

llJ(t)

1
ow) = (Fo™' f)(w) = f(z) =5— f wl <1 (3.11)
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ters Faber operatoriinii inceleyelim. Burada f(z) € E;(G) ve I' sonlu uzunluklu ve
diizglinliiglin bir kosulunu saglayan bir egridir. Bu kosullar altinda (3.11) operatorii,
G deki analitik f(z) fonksiyonunu |w| < 1 diskinde analitik olan @(w)

fonksiyonuna smir 6zelliklerini koruyarak dontstiiriir.

Bu operatdr asagidaki hipotez altinda da vardir;

j|f¢<t> 1dt] = j|f<z>||® ©®1de] < o

|t|l=1

Eger |[w| > 1 veT egrisi yeterince diizgiin ise, (3.5) formiiliine benzer

bir sonug elde ederiz ki bu da;

fly(®] (t)

1
o) = o f f [(OIFC w) dt (3.12)

dir. Bunlarmn hepsi (3.5) in sagindaki integralden sdylenebilir.
Gostermek miimkiindiir ki (3.11) operatort, (3.9) operatoriiniin tersidir.
(3.10) formiiliinde z = i(t) degisken degistirme yapalim. Oyleyse;
f(W®) = e® + HWO), Ith=1 (3.13)
gegerlidir. Bu esitlikte f; (Lp(t)) fonksiyonu |t| > 1 bolgesinde analitiktir ve I egrisi

tizerinde bazi hipotezler altinda H; sinifindandir. (3.13) esitligindeki f; (LIJ (t))
degerini, (3.11) deki integralde yerine koyarsak,

R GRS CIO PR Ny S CONN W

2T t— 2T t—

[tI=1 [t|=1

elde edilir. Buradan da elde edilir ki (3.9) ve (3.11) operatorleri karsilikli olarak
terstirler. Bu da (3.9) ile ifade ettigimiz Faber operatoriiniin, |t| < 1 diskinde analitik
bir @(t) fonksiyonunu, G de analitik bir f(z) fonksiyonuna doniistiirmesi

anlamindadir ve (3.11) operatorii de f(z) fonksiyonunu @(t) baslangi¢ fonksiyonuna
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dontistiiriir.  Sonug olarak ters Faber operatoriinii F; ile gosterecek olursak bu

operator s0yle tanimlanir:

Lineerlik 6zelliginden, Faber operatorii analitik fonksiyonlarin uzaylari arasinda bir
izomorfizm olusturur. Ve eger operatér normu sinirli ise, bu izomorfizm sadece

cebirsel degil ayn1 zamanda topolojiktir.

3.4 Faber Operatorlerinin Normlarimin Degerlendirmeleri

Varsayalim Ki, belirlenen kosullar altinda , I’ nin disinda bir Faber tipli
integralle tanmimlanan f;(z) fonksiyonu, kapali D bolgesinde siirekli olsun. Bu

durumda

1 W' (D) 1
00 =3 | 000 [w) —yw) tow|
[t]=1
formiilii z = Y(w) i¢in
1
i) = o f PO FEw)dt ,[w] > 1 (3.14)
|t|l=1

seklini alir. Bu esitlikten, f; (z) degerini (3.10) daki Sokhotskii formiiliinde yerine

yazarsak,
1
f(ljJ(w)) = p(w) + o f @(t) F(t, w)dt , lw| =1 (3.15)
[t]=1

elde ederiz.

Simdi de Faber operatoriinii diisiinelim. Belirli fonksiyon uzaylar1 igin

Faber operatorii
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1 [e(e®)

() = Folz,0) = 5. | ==

i, z€G (3.16)

seklindedir.

S$imdi (3.16) daki Faber operatdriiniin ,H,(|t| < 1) fonksiyonlar kiimesini
p > 1igin E,(G) fonksiyonlar kiimesine doniistiirmesi durumunu diisiinelim. Daha

Onceden
1
(W) = o) + 7= [ eOFCwW ,  Iwl =1
|t|=1
esitligini elde etmistik. Bu esitlikte z = {(w) doniisiimii yapalim. Oyleyse;

f(z)=<p(c1>(z))+zini f o(0) F(t, 0(2))dt (3.17)

[t|=1

elde edilir. Buradan

1
If(z)| = (p((D(Z)) +2—1Ti f @(t) F(t,d)(z))dt

[t]=1

p
1
= TP = [0(0@) +5— | o©F(tee)d:
[t]=1
Simdi de her iki tarafi I" lizerinden integralleyelim;
p
1

flf(z)lpldz|=f cp(c1>(z))+2—1Ti f[(p(t)].F(t,CD(z)) dt| |dz|
r r /=1

1 1

p 1 p p
flf(z)IpIdZI =f cp(<1>(z))+ﬁ f[cp(t)].F(t,qa(z))dt |dz|
r r [t|]=1

Yukaridaki esitlige 6nce Minkowski esitsizligini uygulayalim; bu durumda
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1 1

p p
[ereiaal| <| [ |oew@)| 10
r r

1
p p

f f | o®|F(t, o(@)|1dtl| 1dz|

r [ltl=1

+1
2T

Simdi de esitsizligin sagindaki ikinci integrale Holder esitsizligini uygulayalim;

[N

1

p p
[cieiaal| <[ o(ow@)[ ¢z
r r

p

TR

1 1
p q

1
+ﬂrf ||Ilcp(t)lpldtl HI |F(t,CI)(z))|q|dt| |dz|

®(z) = w doniisiimii yapalim. Oyleyse ;
®'(z)dz=dw = dz= (D,L(z) dw olur. & = ! oldugundan

dz=y/'(w)dw olur. Buradan da |dz| = [’ (w) ||dw | elde edilir.

Elde ettigimiz bu ifadeleri yukaridaki esitsizligin sagindaki ilk integralde yerine

yazarsak;

1

=1l

p
[1ieiaal | <| [ Lol w@) aw!
r |

|w|=1

Tl

1

1 _
+o=d [1o@riaat [ | [ [Fe@)[Ya| e

[t|l=1 r [ltl=1

Qo

Burada my(T') = sup [Y'(w) | ve
lw]=1
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TR

1
Mpqg(I) = o f f|F(t,q>(z))|q|dt| |dz|
r Lit=1

denilirse son durumda;

|

p 1
f £2)[ P 1dzl | < 1llup[mo)IP + l@llipMpq (D)
r

1
= Ifllgp < Nl@llup[mo(M]IP + ll@llapMpq(T)

= lflep < el (ImoIF + Mg (1)

elde edilir. Oyleyse Faber operatdr normu su sekilde degerlendirilmis olur:

IFoll < [mo (TP + Myq ()
Fo + Hp(lt] < 1) - Ep(G) .

Benzer sekillerde, Faber operator normlarinin degerlendirmeleri, bu operatorlerin
tamim ve deger fonksiyon uzaylar1 degistirilerek de yapilabilir. Ornegin Faber

operatorii i¢in
B(|t| < 1) - Ep(G) veya
Hp(|t] < 1) - B(G) veya

Hp(|t| <1) » Eq(G) veya baska durumlar da olabilir. Bu ve benzeri

durumlarda da degerlendirmeler ¢ogaltilabilir.  Bunlara ek olarak ters Faber

operatorleri i¢in de benzer degerlendirmeler yapilabilir.

Ayrica Faber operatdriiniin sinirli bir norma sahip olmast durumunda, analitik
fonksiyonlara polinomlarla yaklasim i¢in yapilacak degerlendirmeler veya elde
edilecek ¢esitli sonuglar, birim diskten, yeterince diizgilin bir egri ile sinirh keyfi bir

bolge lizerine taginabilir.
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3.4.1 Teorem: Birim diskte tanimli, derecesi n yi asmayan (¢, ) polinomlarinin, F,
Faber operatorii altinda goriintiileri G bolgesinde tanimli derecesi n yi asmayan (P,)

polinomlar1 olsun. Bu durumda

If = Pullepcey < lIFollup - 10 — @nllup

esitsizligi gecerlidir.

Ispat:
|t| < 1 diskinde analitik fonksiyonlarin kiimesini diigiinelim.
Bir @(t) € Hp, (|t] < 1) igin ¢(t)'ye yakinsayan bir { ¢n(z)} polinomlar dizisi vardir.

(3.16) daki Faber operatoric t degiskenli n. dereceden ,(t) polinomunu,
n.dereceden z degiskenli P, (z) polinomuna doniistiiriir. Ayrica f(z) fonksiyonu eger
I egrisi yeterince diizgilin ise (3.10) daki Sokhotski formiilii geregince I' lizerinde

sureklidir.

(3.15) numarali formiilii hem f(z) hem de P,(z) i¢in ele alirsak
f(z) = Pa(z) = @(®(2)) — @n(P(2))
1
+5— [ 10O~ @] F(& () dt (3.18)

elde edilir.

Varsayalm ki Faber operatérii Hy ([t| < 1) sinifindan sinirh bir norma sahip

olsun. Bu, I" egrisinin yeterince diizglin olmasi durumunda olur. Bu durumda

|IFoll Faber operatériiniin normu sinirl olur.

Simdi (3.18) esitliginin her iki tarafinin mutlak degerini alalim.

|f(z) = Pa(2) | =

1
P(P@) = @a(®(@) + o | [e® = @n(D]-F(t @(2)) dt

ltl=1
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= |f(z) = Pu(2) [P =

p

1
e(®@) = (@) + o ][CP(t)— en(D]-F(t, @(2)) dt

lt]=1

:f|f(z) — By(2) | P |dz] =
r

p

|dz|

1
[o@@) - en(@@)+ 5= [[0® - en®FEo@) d
r

lt]=1

1
p

= flf(Z)—Pn(Z)IpIdZI] =
T

1

p p

f IdZIX .
r

Yukaridaki esitlige once Minkowski sonra da esitligin sagindaki ikinci integrale

1
0(0@) = on(@@)+ 7= [ [0~ GuLF( 0@ de

tl=1

Holder esitsizligini uygulayalim;

1

[ lo(o@) - @n(w))lpldﬂ‘

k=1l

j|f(z) —P@) | P |dz|‘ <

r

1

p P
flcp(t)— cpn(t)llF(t,CD(Z))IldtI‘ IdZI}

tl=1

&l

1 1

p p
:lj |f(z)—Pn(z)|p|dz|] < f (o) - <pn(¢(z>)|p|dz|]
r r

1
p

+ ﬁ{fr l(flt|=1| o) — q)n(t)lpldtl)%(f|t|=1|F(t,CD(z)) |q|dt|)él |dz|}
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1

[ lo(o@) - cpn(cwz))lpldzll

= [If = Pyllgp <

- 14P
P q
+% < fl(p(t)_ (pn(t)lpldu) J( j|F(t»CI>(z)) |q|dtl> |dz|
[tI=1 AN
Buradan
p 1
If = Pallgp < f|(P((D(Z))— CPn(CD(z))| |dZ|]
r
1P o
1 p 1
T < |f|(p(t)_ cpn(t)|p|dt>‘ I! <| J [F(t @) |q|dt|> |dz|
tl=1 i

1

.“(P(CD(Z))— (Pn(d)(z))|p|dz|‘

= [If = Pullgp <

1

1
+ﬂ{ flcp(t)— <Pn(t)|p|dt|} f[l lf |F(t, @(2)) |q|dt|‘ |dz|
r t|=1

[t]=1
®(z) = w doniisiimii yapalim. Oyleyse ;

®'(z)dz=dw = dz= d)%) dwolur. @ = ! oldugundan

dz=y'(w)dw olur.Buradan da |dz| = |{/'(w) ||dw | elde edilir.

Elde ettigimiz bu ifadeleri yukaridaki esitsizligin sagindaki ilk integralde yerine

yazarsak
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>
16~ Pulley < | | low) = n(w)l" 10w 1w

lw|=1

q
1
ot [ 1o eaPlad { [ | [ F(co@) || 10

[tl=1 r |lt=1

olur. Burada

my () = |SI|1£1I1IJ’(W) I

Ve

q
1
Mpq(r)=ﬁ f[ j|F(t,CD(z)) |q|dt| |dz|
r

tl=1

=1l

ile gosterilip esitsizlikte yerine yazilirsa
1
”f_ Pn”Ep < ”(P - (pn”Hp[mO(F)]p + ”(P - (Pn”HpMpq(F)
1
= [IE=Pallep < 110 = @nllip ([mo (TP + My (1)
bulunur ve

If = Pallep < [[Follup - ll¢ = @nllap  Fo : Hp = Ep

elde edilir. Bu ispat1 tamamlar.

Daha once elde ettigimiz
Fl: l)n = @n

ters Faber operatoriiniin normunun sinirlilig ile ilgili su teorem verilebilir
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3.4.2 Teorem: Birim diskte tanimli, derecesi n yi asmayan (¢, ) polinomlarinin, F;
ters Faber operatorii altinda goriintiileri G bolgesinde tanimli derecesi n yi agmayan

(P,) polinomlart olsun. Bu durumda,

”(P - (pn”Hp = ”F1”Ep”f_ l:)n”Ep

esitsizligi gecerlidir.

Ispat:

flp (0]

dt, lw| <1
t—w

1
QW) = Fy(tw) = > f

tl=1

Faber tipli integralin sinir degerleri i¢in |w| = 1 {izerinde hemen her yerde gegerli

olan

ew) = flyw)]+ @ (w), |w[=1

Sokhotski formiili elde edilir. Burada

)
F(t'w)_tb(t)—tb(w)_t—w' [t =>1,|w|>1
olmak tizere
1 flv@®] =~ 1
@1(w) = o —w dt = 5= f fly®]. F(t,w) dt

ltl=1 [t|=1

ile gosterilebilir. Bu formiil yardimiyla

1

o) = 4w = 5= [ (O] Few) de
[t]=1

elde edilir.
Bu esitlikten polinomlar i¢in elde edilecek benzer esitlik ¢ikarildiginda;
owW) = @n(w) ={fly(w)] — Py [W(w)]}
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1
- |t|_1[f[q;(t)] — Pa[W (O] F(t,w) dt

Her iki tarafin mutlak degerini aldigimizda;

lo(W) — on(w) | =

()] - B — 5= [ [900] - Pulw ] Fow) dt

[t|=1

= [e(w) — @p(w) [P=

p

1
W] = P [b (W + o — j [Pa[W(O)] = fly(O]] F(t, w) dt

t]=1

Simdi de her iki tarafi |w| = 1 iizerinden integrallersek;

] (W) — @n(w) [Pldw] =

lwl=1

p

|dw]

1
| |ctweon = rawenn + 5= [ [Raw00] - A1) P w) de

tl=1

lwl=1

buradan da

1

p
{ f|cp(w>—cpn(w) |p|dw|} -
lw|=1

N

elde edilir.

T

p
|dW|}

(0]~ PN} + 5= [ [B0(O] T O] FCew) dt

ltj=1
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Yukaridaki esitlige once Minkowski esitsizligi uygulayalim;

% ;
f lo(w) — @,(w) [Pldw|; < f | ffw(w)] = P, [W(w)] [P|dw]
lwl=1 lwi=1
p
- f
T | l_[ | lf Y ()] = P, [WO1IF(, w)|dt]| |dw]
wl=1 [|t|=1

1

v o 12

Y (w) = z doniigimii yapalim = {'(w).dw=dz = dw =
= ® = ! oldugundan
dw=®'(z)dz olur.Buradan da |dw| = |®'(z) ||dz | elde edilir.

Elde edilen ifadeleri esitsizligin sagindaki ilk integralde yerine yazip norm tanimini

da kullanirsak

k=1l

o — @llup < ﬁﬂ@—&@ﬂ%ﬂ@HM|
r

p

+% !I f|f[tb(t)]—Pn[¢(t)]||F(t,d>’(Z))IIdt| |®"(z) ||dz |

ltl=1

Esitsizligin sagindaki ikinci integrale Holder esitsizligini uygulayalim

1

1o — @ullup < fmn—m@nwv@MMH

r
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1 p

1
1 p a
ton Ff <It£|f[¢(t)]—Pn[w(t)]lpldﬂ) |t|[1IF(t.<1>’(z))Iqut| |®’(z) ||dz |

Burada bazi diizenlemeler yaparsak

1
p

lo = @nllup < {f | £(z) = Pa(2) [P|9"(2) |[dz I}
r

1 p

1
5 q
+% ( f|f[l|1(t)]—Pn[lIJ(t)]|p|dt|> f( fIF(t,¢'(z))|q|dt|> D' (2) |1dz |
r \ltl=1

tl=1

1
p

lo = @nllup < {f | £(z) = Pa(2) [P|9'(2) |[dz I}
r

| =
Qo
Tl

1 p
+ﬁ{ / If[w(t)]—Pn[w(t)]lpldtl} [ [irco@pead) 106
r \jtj=1

tj=1
elde edilir.

Y(t) = z doniistimii yapilirsa

1

WOdt=dz > dt=—

dz = |dt| = |®'(z) ||dz | elde edilir.

Bu ifadeleri yukaridaki esitsizligin sagindaki ikinci integralde yerine yazarsak

1

¢ = @nllup < {f | £(z) = Pa(2) [P|9"(2) |[dz I}
r
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[
Qo

+%{J|f(z)—Pn(Z)|p|<1>'(Z)IIdZI}p j(j

[t]=1
Burada

my(F) = Sgpl P'(2)]

ve

=

1
Mpa(D) = 54 [ | [ IFG @ G 1elat | 1a)

I \Jt=1
ile gosterip esitsizlikte yerine yazarsak
1 2
lo — @nllup < If = Pullep[ma(D)IP + If = Bollgp[my (5) 1P M, (1)
1 1
< I1f = Pallep ma (D [1 + s ()M (1)

elde edilir. Burada ¢@(w) = F,(t,w) Faber operatorii oldugundan

”(P - (pn“Hp < ”FlllEp”f _Pn”Ep

olur ve ispat biter.
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4. ANA SONUCLAR

4.1 Teorem: f(z) = Fy(z, @) Faber operatorii i¢in

Iflewce) < IFolly @y,

degerlendirmesi gegerlidir.

Ispat: Hy; uzaym Ey(G) uzayma déniistiiren

1 [ o[e@®)] de JEG
_Z ’

f(z) = Fo(z, ) = o— :
r

Faber operatoriinii goz ontine alalim.

_ 1
() = plo@)] + 5= [ @ F(6o@)dt

lt]=1

esitliginin her iki tarafin1 bir g(z) € Ly(T) fonksiyonu ile ¢arpalim:

1
() 80) = 0[] 6@ + 5= | 90 (&, 2())de g

[t|l=1

(3.17)

Buradan 6nce her iki tarafin mutlak degerini alip sonra iiggen esitsizligi uygularsak

1
f(2) 8(2)| = |@[P(D)] 8(z) +-— f@(t) F(t, (2)) dt g(2)

ltl=1

1
= f(2) ()] < lo[®@)] (@) + [5— ] @(t) F(t, ®(2)) dtg(z)

ltl=1

1
= [f(2) (@) = |o[® ()] 8] +5— j le(Dg(2)| [F(t, ®(2)) ||dt|

Itl=1

olur.
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Her iki tarafi I' {izerinden integrallersek,

f f(2) g(@)] |dz] < f 0[] g(2)| ldzl
r r

.[

elde edilir. Simdi (4.1) esitsizliginin sagindaki birinci integrali ele alalim.

flcp(t)l 18@IF(t, @(2)) [[dt] | |dz] (4.1)

tl=1

Bu integralde @(z) = w doniisiimii yapalim. Oyleyse;

= ¢'(z).dz=dw = dz = ﬁdw = dz=y'(w)dw olur. Buradan da

|dz| = | ¢'(w)||dw | elde edilir. Bu ifadeleri (4.1)de birinci integralde yerine
yazarsak;

jlcp[q)(Z)]g(Z)Ile|= f|<P(W)||g(¢(W))||¢'(W)||dW|
r

lw|=1
Burada

mo(I) = sup [§'(w)|

ile ifade edip integralde supremuma gegersek;

fICP[CD(Z)] g(2)| |dz| Smo(l“)-sur){ f lowW)| |g(ww))|ldw |:
r

lwl=1

g(y(w)) € Ly(lwl = 1), j N[gW )] ldw | < 1}

lw|=1

olur.

Burada g(z) € Ly(T) oldugundan g(y(w)) € Ly(Jw| = 1) olur. Gergekten de;

f N[Ig(W(w))[] [dw |

[wl=1
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integralinde  y(w) = z doniisiimii yapalim = {’(w). dw= dz
= |dz| = [P’ (w)||dw |
= |dw| = |®'(z)|dz |

Bu ifadeleri yukaridaki integralde yerine yazarsak

f N[lgpw))I] ldw | = j N[lg(@)[] 19’ (2)]|dz|

|w|=1 r
elde edilir. Burada

my (F) = Sl;plfb’(Z) |

denirse son durumda integral

fN[Ig(Z)I]IGD’(Z)IIdZI < my(I) f N[lg(@)I] |dz|
r

r

olur. g(z) € Ly() ve

f N[lg(@)1] 1dz|

r

integrali sonlu oldugundan

f N[lg(p(w))I] ldw |

lw|=1
intagrali de sonludurve g(W(w)) € Ly(jw| =1) dir.

Son durumda

fl(P[CD(Z)] g(2)| |dz| Smo(l“)-sur){ f loW)| |g(ww))|ldw |:
r

lw]=1

g(b(w)) € Ly(lwl = 1), ] N[gW )] ldw | < 1}

lw|=1
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= flcp[d>(2)] g(@)[1dz| = mo (D). ll@llu, (4.2)

r

elde edilir.

Simdi de (4.1) esitsizliginin sagindaki birinci integrali inceleyelim:

[ | [ 10! lg@liFe @) 1dt]| 10zl =

r |ltl=1

1
- j 5@)] j (O |F(t @) |1dtl | 1dz]
r i

[t|=1
yazilabilir.

Icerideki integralde Holder esitsizligini uygularsak son durumda

1

o [ 1801| [ 19001 IRt @) 11l 1

si.]|g<z)|.||<p||H B ©(@)lu, ldz
21'[1F M N

1
= f 82| f (O] [F(t ®(2)) [|dtl||dz|
r

[t]=1

< “(P”HME

1
: f 8@ It (@)l |dz]
r

Burada

1
mo() = 5= [ 181 [Pl
r
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ile gosterirsek

f lo(®] [8(2)IIF(t, ®(2)) [|dt] | |dz] = [l¢llx,mz ()

r [llt=1

Zm

elde edilir.

(4.1) esitsizliginde (4.2) ve (4.3) ifadelerini yerlerine yazarsak;

f £2) )] [dz] < mo(@). l@llny, + lpllay,ms (D)

= Ifllgy ) < ||(P||HM(m0(F) + mZ(F))
Burada f = F,(z, @) bir Faber operatorii oldugundan;

Iflley ) < Follay ll@llny

elde edilir ve ispat biter.

4.2 Teorem: Birim diskte tanimli, derecesi n yi agsmayan (¢,) polinomlarinin,

(4.3)

F, Faber operatorii altinda goriintiilert G bolgesinde tanimli derecesi n yi asmayan

(P,) polinomlar1 olsun. Bu durumda

esitsizligi gecerlidir.

Ispat: |w| < 1 diskinde analitik fonksiyonlarin kiimesini diisiinelim.

Bir @(t) € Hy (Jw| < 1) igin ¢(t)'ye yakinsayan bir { ¢, (z)} polinomlar dizisi

vardir.

<1>(E)

f(z) = Fy(z, )—Zif z€G
r
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Faber operatorii t degiskenli n. dereceden «,(t) polinomunu, n.dereceden z
degiskenli P, (z) polinomuna doniistliriir. Ayrica f(z) fonksiyonu eger I' egrisi

yeterince diizgiin ise (3.10) daki Sokhotskii formiilii geregince I' tizerinde siireklidir.

I' iizerinde hemen her yerde gecerli olan

1
() = o(@() + 5 f o(®).F(t, d(2))dt , €T

tl=1

formiiliinii P,(z) i¢in de yazalim;

P.(2) = ¢>r1(c1>(z))+zini f on(®). F(t, ®(2))dt , €T .

[t]=1

Bu iki formiilii taraf tarafa ¢ikarirsak;

f(z) = Pa(z) = @(®(2)) — @n(P(2)

1
t5— | [0~ en(O]FE () dt (44)

lt]=1

elde edilir.

Varsayalim ki Faber operatorii Hy (|t| < 1) smifindan sinirli bir norma sahip olsun.
Bu T egrisinin yeterince diizgiin olmast durumunda olur. Bu durumda [|F,|| Faber

operatoriiniin normu sinirli olur.
Simdi de (4.4) esitliginin her iki tarafini bir g(z) € Ly (") fonksiyonu ile garpalim;
(f(z) = Pa(2))g(2) =
o)~ 0u(@) + 3 [ 1000 = @uOIFE OGN | g
[t|l=1

Her iki tarafin mutlak degeri alinirsa;

|(f(z) = Pa(@))g(2)| =
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tl=1

1
(@(¢(Z))— Pn(P(2) +5— f[(P(t)— ¢Pn (D] F(t, @(2)) dt )g(Z)

= |(f(2) = Pa(2))g(@)] =

1
(@(@@) = en(®(2)) 8(2) +-— < j[(P(t)— en(D]. F(t, (2)) dt) g(2)

[t|=1

Ucgen esitsizligini uygularsak;

() — P, (2))g@)] < 1(0(@(2)) = ¢n(®(2))) g(@)]

6(2) f [ @M — @u(O]-F(t &) dt

[t]=1

Tom

Simdi de her iki tarafi I' iizerinden integralleyelim;

f I(f2) — Po(2))g(@)| ldz] < f (@(@(2) — Pn(@(2))) 8@ Idzl
r T

1
+ﬁf llg(z)l flq)(t)— on (D] IF(t,CID(Z))IIdtILdZI (4.5)
r

lti=1
(4.5) esitsizliginin sagindaki birinci integrali ele alalim.
Bu integralde ®(z) = w déniisiimii yapalim. Oyleyse ;
O(z)dz=dw = dz= ﬁ dw olur. ® = y~* oldugundan dz=y (w)dw olur.
Buradan da |dz| = |y'(w) ||dw | elde edilir.

Elde ettigimiz bu ifadeleri (4.5) deki birinci integralde yerine yazarsak;

f (P(@@) — @n(®()) g(2)] |dz] =
r
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f |(oW) = @n(w)) (U wW))| [y (w) [1dw |

lwl=1

olur. Burada
mo(I) = sup [y'(w) |
lw|=1

ile ifade edilip integralde isleme sokarsak;

fl(cp(q)(Z))— On(®(2) ) g(2)| |dz| <
r

o) | 1) = @u@)) (gCw))|ldw

lw|=1
olur.

Buradan da supremuma gegersek;

f (@(®(2) = @n(®(2)) (@) |dz] Smo(r)sup{ f |(0w) = @n(w)) (2(W(wW)))|ldw I:
r

lw|=1
gW(w)) € Ly(Iwl = 1), f Nllgw)|] ldw | < 1}
lw|=1

elde ederiz.

Burada g(y(w)) € Ly(|w| = 1) olan bir fonksiyondur. Dolayisiyla

f (0(®@) — 0n(®@)) 5@)| ldz] < me(D). 1o — @nlli, (4.6)
r

elde edilir.

Simdi de (4.5) esitsizliginin sagindaki ikinci ifadeyi inceleyelim.
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1
= | lE@1 [ 160~ 0a 001 R 2 1dtl 1]
r

[t|=1

ifadesinde igerideki integralde Holder esitsizligini uygulayalim:

1
o= | @l [ 10 = ol 17 @) 11atl| 1 <
r

tl=1

1
ﬁjlg(Z)l-Il@— @nlluy- IFCE @(2)) llnydz]
r

elde edilir. Burada

1
ma(0) = 5= [ 11 1Pl
r

denilip yukaridaki integralde yerine yazilirsa;

1
— Ff [|g(z)| [ 1600~ @u00 |F(t.cb<z))||dt|]|dz| =llo= @allaymy(@ @7

[t/=1
elde edilir.

(4.6) ve (4.7) degerlerini (4.5) ifadesinde yerine yazarsak;
f |(f(2) — Py (2))g(@)| 1dz| < mo(D). [l — @nlluy,  + ll@ = @nllyyma (D)
r

= (It = Pollgy ) < [lo = @, (mo(®) +m, ()
olur.Burada f = F,(z, ¢) bir Faber operatorii oldugundan;

If = Pallewce) < IFollnylle = @nllny,

elde edilir ve ispat biter.
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4.3 Teorem: Birim diskte tanimli, derecesi n yi asmayan (@, ) polinomlarinin, F;
ters Faber operatorii altinda goriintiileri G bolgesinde tanimli derecesi n yi agmayan

(P,) polinomlari olsun. F;:P, = ¢, olmak iizere

lo — @nlluy < IFsllgy lIf — Palley
esitsizligi gecerlidir.

Ispat:

1
e(w) =F (t,w) = 7ot f dt, lw| <1

tl=1

Faber tipli integralin sinir degerleri i¢in;

ew) = YW+ @ (w), [w|=1

Sokhotskii formiilii elde edilir. Burada

1 f 1
o(w) = Z_nil ) % dt = —2—m| l[ flu(t)]. F(t,w) dt

ile gosterilebilir. Bu formiil yardimiyla

o) = ()] = = [ ). Few at

ltl=1

elde edilir. Bu formiilden yararlanilarak polinomlar i¢in de benzer olarak

1
on) = PU W] — 5 [ PWOIFCEw) de

tl=1

elde edilir. Elde edilen bu iki esitligi taraf tarafa ¢ikarirsak;
OwW) — @u(w) = {fTyW)] = Po[U(W)]}

1
—— | [flw®] - P.[W(®]] F(t, w)dt (4.8)

2T
[t|=1
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elde edilir. Simdi ise (4.8) esitliginin her iki tarafin1 bir g(w) € Ly(lw| = 1)

fonksiyonu ile ¢arpalim;

(e(w) — @n(W))(g(w))

= <{f[¢(w>] — P, [y(W)]} - Zim f [flw (0] - P.[W(D]] F(t, w)dt> (g(w))

ltl=1

1
= {flyw)] - B[y (w)}g(w) + g(w).o— f [flw(®] = Pa[W (O] F(t, wdt

tl=1

Simdi de her iki tarafin mutlak degerini alip liggen esitsizligi uygularsak;

|(@(W) — @ (W) (g(W))|

1
< HfwW)] = Py [b(W)jgw)| + |g(w).o— f [flw®] = Pa[w®O] F(t, w)dt

2mi
ltf=1

olur. Her iki tarafi |[w| = 1 iizerinden integralleyelim;

f|(<P(W)—<Pn(W))(g(W))|IdWIS f|{f[l]J(W)]—Pn[l]J(W)]}g(W)||dW|

|w|=1 lw|=1

1
+o | l|g(w)|

lwl=1

f Iflw (O] = P [w O [F(, W)Ildtll |dw| (4.9)

[t]=1
elde edilir.

(4.9) esitsizliginin sagindaki birinci integrali ele alalim. Bu integralde {(w) = z

dontistimii yapalim .

, _ _1
= Y'(w). dw=dz :dw——w,(w) dz
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= ® = ! oldugundan
dw=®’(z)dz olur. Buradan da |dw| = |®'(z) ||dz | elde edilir.

Elde edilen ifadeleri inceledigimiz bu integralde yerine yazarsak;

f (ETWW)] — Pa[W(wW)Dg(w)| |dw] = j 1((2) — Pa(2)}(@ (@) (2) |1dz |
r

lw|=1
elde edilir. Burada

my (F) = Sl;pl P'(2)]

denilip integralde yerine yazilirsa son durumda integral;

f |(TW(W)] — Pa[(w)T}g(w)| [dw] = m, (T) f 1(£(2) — P, (D)}e(@(@))dz |
r

lw|=1

olur. Buradan da supremuma gegersek;

f |TW(w)] — Ba [$(W)gw)| [dw] < my (Dsup { f I(62) — Pa(2)}g(®(2))|1dz |
r

lwi=1

g(@(2) € Ly(lwl = 1), f N[lg(ww))l] IdWI}

r

f {flw (W] = Po[W(W)3gwW)| [dw| < my (D). [If — Pyllg,, (4.10)

lw|=1
Burada g(®(z)) € Ly(lw| = 1) dir.
Simdi de (4.9) esitsizliginin sagindaki ikinci integrali inceleyelim. Bu integralde

1
'

P(t) = z doniistimii yapalim = {'(t). dt=dz = dt = dz

= & = ! oldugundan

dt=®'(z)dz olur.Buradan da |dt| = |®'(z) ||dz | elde edilir. Burada t = ®(z)

olur.
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Ayrica Y(w) = z idi. Oyleyse; w = ®(z) olur. Bu degeri inceledigimiz integralin
icindeki integralde F(t,w) degerinde ve yukaridaki doniisiim sonuglarini integralde

yerine yazarsak son durumda;

1
- f lg(w)| f IFW(O] = Pa[w@®]] EC w)lldt] | 1dw]

lw|=1 [t]=1
— 1 4 |
—ﬁllj |g<w)|j|f<z)—Pn<z)||F<t.<1>(z>>||cb<z)||dz| |dw]
w|=1 r i

2T

- L f Ig(w)| f £2) — Pa(2)] [F(t, D(2))]1dz] | [dw]
r |

[w|=1

elde edilir. Icerideki integralde Hélder esitsizligini uygularsak integralin degeri;

1
< g m®) [ BT~ Rl IFC @) s, ldw
wl=1
1
= om0 lIf = Polle, f|g(W)|.||F(t,d)(z))||EN|dW| olur.
|w|=1
Burada

1
ma () =5 [ 18001 1P @@ lsyldw]

[w|=1

denilip integralde yerine yazilirsa son durumda;

1
— f Ig(w)| f W (O)] — Pa[W O] F(t w)l|dt] | [dw]

lwl=1 Itl=1

= lIf = Pullgy. mq (). my(I) (4.11)

elde edilir. (4.10) ve (4.11) ifadelerini (4.9) de yerine yazarsak;
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[(@(wW) = @n(W))(8(W))[ldw| < lIf = Pyllgy. my (D) + [If = Pyllg,. my (D). my (1)

lwi=1

f |(@(wW) = @n(W))(gW))|ldw| < [If = Pyllg,,. my (D1 +. my (D]

lwl=1

= |l — @ulluy, < If = Pyllg,-mi(M)[1+.my(1)]  elde edilir.
@(w) = F{(t,w) Faber operatorii oldugundan
lo — @nlluy, < [[Fillgyllf — Pullgy,

elde edilir ve ispat biter.
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SONUC

Tezde elde edilen teoremler yardimiyla ortalamada en iyi yaklasimin diiz

ve ters teoremleri, birim diskten , yeterince diizgiin sinira sahip bdlgelere tasinabilir.

Hardy uzaylariyla, Smirnov uzaylar1 arasinda tanimlanan Faber ve ters
Faber operatorlerinin normlarinin siirliligi problemi incelenmis ve bu operatdrlerin
Hardy Orlicz ve Smirnov Orlicz uzaylar1 tanimlanmalari durumunda da normlarin

stirliligr ile ilgili yeni teoremler elde edilmistir.
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