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KOMPLEKS BOLGELERDE TANIMLI FONKS 1YON UZAYLARINDA
YAKLA SIM PROBLEMLER i
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NESLiHAN COMERT
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MATEMAT iK ANAB iLiM DALI
(TEZ DANI SMANI: YRD. DOC. DR. BURC iN OKTAY)

BALIKES IR, 2013

Bu calsmanin amaci analitik fonksiyonlarin bazi sinifldanyaklaim
teoresinin bazi problemlerini incelemektir.

Giris ve sonuc bolumleri dinda bu tez ti¢ ana bélimden whaktadir.

Ikinci bolimde; 6nce ileri ki bolumlerde kullanilacak ot@mel tanimle
ve teoremler verilmgi daha sonra yalkdanin incelendii bazi fonksiyonel uzayl
ve bu uzaylardaki en iyi yakjam sayisi tanimlanrgtir.

Ucuincti bolimde; dnce yakian teorisinde yakk@an polinomlarin igass!
icin Onemli olan Faber polinomlanaratiriimistir. Daha sonra Fak
polinomlarinin asimptotik 6zellikleri, Faber serileve analitik fonksiyonlari
Faber serileri, karmggk diizlemin basit b#antili bolgelerinde incelenstir.

Doérduncta bolimde;karmagik duzlemin basit bdantil boélgelerind
Bernstein & Walsh diz ve ters teoremlexie Faber serilerinin maksin
yakinsaklik teoremleri agariimistir.

ANAHTAR KEL IMELER: fonksiyonel uzaylar, Fabepolinomlari, Fabe
serileri, Riemann konform dogiimu, maksimal yakinsaklik teoremleri



ABSTRACT

APPROXIMATION PROBLEMS ON THE FUNCTION SPACES
DEFINED ON COMPLEX DOMAINS
MSC THESIS
NESLIHAN COMERT
BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE

MATHEMATICS
(SUPERVISOR: ASSIST. PROF. DR. BURCIN OKTAY )

BALIKES IR, JUNE 2013

The purpose of this work is to investigate somélenms of approximatic
theory in some classes of analytic functions.

Except the introduction and the conclusrapters, the thesis consists
three main chapters.

In the second chapter; basic definitions and thresn&hich are used in t
following chapters are given. After that, some fimtal spaces in which t
approximantion is investigated and the best apprari number in these spac
is defined.

In the third chapter; firstly, Faber polynomialsialhhave been important
in the construction of approximant polynomials ippeoximation theoryare
investigated. Secondly, asymptotic properties albdf polynomials, Faber sel
and Faber series of analytic functions are invagtigd) m the simply connect:
domains of the complex plane.

In the forth chapter; the direct and the inverseotems of Bernstei&
Walsh and maximal convergence theoremBaijer series are investigated or
simply connected domains of the complex plane.

KEYWORDS: functional spaces, Faber polynomials, Faber sefResmani
conformal mapping, theorems of maximal convergence
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1. GIRIS

Faber polinomlari, kompleksgdgdenli fonksiyonlar icin yaklgim teorisinde
onemli bir rol oynar. Faber polinomlarinin serisasit bglantili bolgelerde analitik
fonksiyonlarin gdsterimi i¢in kullanilir ve anakitfonksiyonlarin yakl@mi tzerine
pek cok teorem bu serilerin yardimiyla ispatlarilindigi gibi |z —z,| <R
diskinde analitik bir fonksiyon

[oe)

f@) =) anz=2)" (1)

n=0

Taylor serisine acilabilir. Ve bu seri diskin hankpakt altkimesi Gzerinde dizgin
olarak yakinsar. Faber serileri, birim disk durumanfade edilen Taylor serilerinin
basit bglantili bolgeler durumuna genejteilmesidir.

Faber ilk kez 1903 yilinda sinirh, tasaslantili keyfi bir G bolgesi igin bu
bolgede analitik olan ve bazi ekskdlar s&layanf (z) fonksiyonunun

[oe)

f(2) = Z an®Pn(z), z€G (1.2)

n=0

bicimindeki bir seriye acilabilecekekilde {®,,(z)} polinomlar sistemini belirleme
problemini aratirmistir. (1.2) serisindek{a,} katsayilari G bdlgesine fa olup
f(z) fonksiyonu yardimiyla tanimlanir. Faber, bu promle ¢ézimindeG
bdlgesininI” sinirinin reguler analitik @i oldugu durumu dginmdtir. Faber’in
olusturdusu {®,(z)} polinomlar sistemi bugin Faber polinomlar olarak
bilinmektedir.

Faber ilk makalesinde K kontinyumunugiider analitik birl” sinirina sahip
basit bglantili bir G bolgesinin kapagi oldugunda,G bolgesinde analitik bif (2)
fonksiyonunun (1.2) deki Faber serisine acilabildj bu serininG bdlgesinde
mutlak ve duzgun yakinsaglni elde etmi. Bu agilimin katsayilarini

_ 1 (f©e'(©) ¢
2mi ) ™)

p

an

formull ile ifade etmitir. Buradal,, ¢(z) konform dongimu altindalw| = p
cemberinin ters goruntusudir. Ye< 1, |w| = p boélgesindep(w) analitik olacak
sekilde secilmgtir. Faber bgka bir makalesindg (z) fonksiyonunun bgantili
tumleyene sahip sinirl kontinyum Uzerinde analiknasi durumunda (1.2) deki



acillimin sglandgini ispatlamgtir. Bu durumda (1.2) deki seri, K kontinyumu
Uzerinde mutlak ve dizgun olarak yakinsaktir. FakE920 yilinda uglncu
makalesinde ilk kez kapall bir bdlgede analitik Ksiyonlarin dizgin yakgami
Uzerine calmis, Faber serilerinin yardimiyla en iyi yakim icin deserlendirmeler
elde etmtir.

Faber den sonra W. Sewell, A.l, Markesch, S. Y. Alper, S. N.
Mergelyan, V. K. Dzyadyk, V. S. Rogozhin, G. M. @pin, V. |. Smirnoz and N. A.
Lebedev gibi birgcok matematik¢@ bdlgesinin ¢gtli geometrik kaullari altinda
Faber serilerinin yardimiyla diz ve ters yakia teoremleri elde etrylerdir. Faber
serileriyle yaklaim problemleri ginimizde de pek cok matematikcaftadan
calisiimaktadir.

Bu tez cajmasinda yakkam teorisinin énemli bir alt dali olan maksimal
yakinsaklik teoremleri tGzerine galmistir. Faber serilerinin  kanonik bélgelerde
yaklasim ozellikleri aratirilmistir. f(z) fonksiyonuGg, R > 1, kanonik bolgesinde
analitik fonksiyon olmak Uzerg(z) fonksiyonuna Faber serisinin kismi toplami ile
yaklasim hiziG,, 1 < p < R, bolgesinde agariimistir.



2.ON BILGILER

2.1 Temel Tanimlar ve Teoremler

2.1.1 Tanim: [a, b] c R olmak Uzere surekKli bir,

y:|a,b] - C

fonksiyonunaC dizleminde biegri denir. y(a) = y(b) isey’ya kapah &ri; y egrisi
sadecet; = t, icin y(t;) = y(t,) oluyorsay’'ya Jordan erisi; y' tlrevi var ve
surekli isey’ya diferansiyellenebilir gri; diferansiyellenebiliry egrisi icin eger,

Vt € [a, b] icin y'(t) # 0 oluyorsay’ ya diizgiin gri denir [4].

2.1.2 Tanim: f, [a, b] GUzerinde tanimh reel gerli bir fonksiyon,

P = {xg, X1, ..., X}

[a, b] aralginin bir parcalanmasi W@, [a, b] aralginin tumP parcalanmalarinin
kiimesi olsunf’nin [a, b] Gzerindeki toplam salinimi,

b(fy. — _
VE(f): fgégkzzlv(xk) ()l

olarak belirlenir.

Ber, V.2 (f) sonlu isef fonksiyonula, b] sinirli salinimlidirdenir[5].

2.1.3 Tanim: Eger, y = y(t) fonksiyonu sinirh salinimh ise bunun

belirttigi y egrisinesonlu uzunluklugi denir[4].



2.1.4 Tanim: Kompleks duzlemde, lgantili ve kapali bir kiimeye
kontinyum bazlantili ve acik kimeye dadlgedenir[2].

2.1.5 Tanim: A, C'de bir bélge olsun. ger, A balantili ve A icindeki her
y egrisi yine A icinde sabit biz, noktasina homotop ise A'yaasit balantili bolge
denir[4].

2.1.6 Tanim: B, C’'de bir bolge olmak lzerg: B — C surekli dongimu
verilsin. Eger, birz, € B noktasindan gecen ve aralarindacisi yapan herhangi iki
dizginy; ve y, egrilerinin f(y;) ve f(y,) resim erileri de wy, = f(z,) da
aralarinda yon ve buyukluk bakimindanagisi yapiyorlarsg fonksiyonunaz,’da
bir konform dénglimdur denir. Eer herz, € B noktasindg konform isef, B de
konformdurdenir[4].

2.1.7 Tanim: y karmalk duzlemde bir gri olsun. Eger bir U ¢emberini
y'ya resmeden v# ¢cemberinin bir kogulugunda konform olan bir dégum varsa
y egrisineanalitik esri denir[13]. Her analitik gri bir Jordan grisidir.

2.1.8 Teorem: Eger bir G bélgesinin siniri analitik birgi ise, G bélgesinin
D bolgesine her konform dogiimi, G'yi kapsayan belirli bir bolgeye birebir ve
analitik olarak genietilebilir. Ayni sekilde G 'nin sinin analitik &ri ise, CG
bolgesininCD’ye olan her konform donlimiCG’yi kapsayan bir bolgeye birebir

ve analitik olarak gesietilebilir [6].

2.1.9 Teorem: Eger bir G bélgesinin siniri Jordargesi ise,G bdlgesininD
bolgesine her konform dosiimi, G'ye birebir ve surekli olarak gegietilebilir.
Ayni sekilde G'nin siniri Jordan grisi ise,CG bolgesininCD’ye olan her konform

donisimu CG'ye birebir ve sirekli olarak gegietilebilir [6].



2.1.10Teorem (Riemann D6nglm Teoremi): G < C sinin en az ki
noktadan olgan basit bglantili bir bélge vez, € G olsun. Bu durumda; bolgesini

D’ ye,

f(z0) =0 vef'(z9) >0

kosullari altinda resmeden bir t¢kkonform déngima vardir[1].

2.1.11 Teorem: G c C sinirl en az iki noktadan aian, bglantili tumleyene

sahip sinirli kontinyum olsun. Bu durumd#; bolgesini CD’ye,

@(0) = o0 Velimz_m%z) =y>0

kosullari altinda resmeden bir tgkkonform donguimu vardir1].

2.1.12 Teorem (Weierstrass M-Testi):A c C ve g;, A Uzerinde taniml
fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Gergel sayilarigagidaki 6zelliklerini sglayan bir

M, dizisi varsay;-, gx , A Uzerinde mutlak ve dizgin yakinsaktir.

(i) M, = 0igin, ), M) yakinsak,
(i) Herz € A igin, |gk(2)| < My, k =1,2, ... dir [5].

2.1.13 Teorem (Sinirsiz Bolgeler icin Cauchyintegral Formiilii): G sonlu
uzunluklu Jordan gisiyle sinirlanmy bir bolge vel’ bunun pozitif yonlendirilrs

sinirt olsun. ger, CG bolgesinde analitik bir fonksiyon ise

1 @d _{f(oo)—f(z);zECG
2m’r c—2z $= f () ‘ZEG

olur [9].



2.2 Bazi Fonksiyonel Uzaylar

2.2.1 Tanim: G sonlu uzunluklu birl" Jordan griyle sinirh bir bélge ve
1 <p <o olsun. I"da Lebesgue olgulebilir v&f|? nin yay uzunlguna gore
Lebesgue integrallenebilir oldu kompleks dgerli f fonksiyonlarin kiimesine

Lebesgue uzagenir veL, (') ile gosterilir[10].

2.2.2 Tanim: G sonlu uzunluklu bif” Jordan griyle sinirli bir bélge vef,

G bolgesinde analitik bir fonksiyon olsungét,

flf(Z)Ipldzl <M, 1<p<o

In

olacak sekilde G icinde G 'nin kompakt altkimelerini sinirlayan vé& egrisine
yaklasan {I;,}»-; sonlu uzunluklu Jordangglerinin bir dizisi varsaf fonksiyonu
Smirnowvuzayindandidenir. Smirnov uzayk, (¢) ile gosterilir[7].

Vf € E,(G) fonksiyonuI" lizerinde hemen her yerde acisal limite sahiptieger
f'nin agisal limiti icin ayni notasyonu kullanirsgke L, () dir.

Ozel haldez bolgesi bir birim disk isé, (G) uzaylari, bilinent, (D) Hardy uzaylari
olur.

2.2.3 Uyari: L,(I") veE,(G) uzaylarip > 1 oldugunda,

Q=

1flE, 6 = If N,y = ( [1r@Piaz )
r

normuna gore Banach uzayidirlar.

2.2.4 Teorem (Holder Esitsizligi): 1 <p,q <o ve %+% =1 olsun.

Egerf € L, veg € L, isefg € L, dir ve



1 1

p
f Ifelldz] < f 1P ldz] f glaldzl b = Nl liglle
r r r
olur [8].

2.3 Enlyi Yaklasim Sayisi

Kompleks dizlemde derecgsih olan cebirsel polinomlarin kiimesigi, ile
gosterelim.

2.3.1 Tamm: p > 1 olmak Uzer¢f € E,(G) olsun.n € N igin,

ES(f36) =, inf IIf = Pulli,0

sayisingf fonksiyonunuryo,, sinifindaen iyi yaklaim sayisdenir.



3. FABER POLINOMLARI VE FABER SER ILERI

Konform dongumin varlgl kullanilarak konform dongilmin yaklaim
teorisinde geni uygulama alanlarinin  olgu 0zel polinomlarin elde
edilebilirliginden goralur. Bilindgi gibi {z"},;-, kuvvetleri birim diskte analitik olan
fonksiyonlar sinifinda bir tam sistem giurur. Yani birim diskte analitik olan her
fonksiyon bu sistem Uzerinde yakinsak kuvvet segisicilabilir. Dger taraftan her
yakinsak kuvvet serisinin yakinsaklik boélgesi mkdldir disk olacgindan diskten
farkli basit bglantih bdlgede tanimh analitik fonksiyonun bir et serisine
acilabilecgini iddia edemeyiz. Bu tip bolgelerde fonksiyonuovket serisinden
farkli seri acilimlarinin elde edilmesi gerekir. Beri agilimlarindan bir tanesi Faber
seri acilimi olarak bilinmektedir. Faber seri agihi tanimlamadan 6nce Faber
polinomlarinin tanimini verelim.

3.1 Faber Polinomlari

Kompleks dizlemdé ile sinirli, basit bglantih ¢ bdlgesi verilsin.G~,
z = oo noktasini iceren; = G U I' kapali bolgesinin tiimleyeni olan basitgtentili
bir bolge,D := D(0,1), T :== 0D ve D~ := CD olsun.

Riemann konform doniim teoremine gore; ~ bolgesiniD~ bdlgesine,

() =0 ve () =lim,_, L2 =y >0 (3.1)

kosullari altinda resmeden bir tekkonform dongimu vardir.

(3.1) deki baintilardan ¢(z) = w fonksiyonu G~ bélgesindec noktasi
disinda analitik vav = ¢@(z) fonksiyonuco noktasinda bir basit kutba sahiptir. Bu
nedenleg fonksiyonunureo noktasinin ¢ikariingikomsulugundaki Laurent acilimi,

Vi, Y2 Yk
W=§0(Z)=]/Z+]/0+?+Z—2+"'+Z—k+"'

seklindedir.



n=0,1,2,...i¢in,

Vi, V2 Yk n
[p(2)]" = (yz+y0 +7+Z_2+ ...+Z_k_|_ )

— (n) _n-1 (n) n-2 (n) (n)
=y"z"+a,-;z"  +a,,z" ++a; 'z+aq,

b(n) b(n) b(n)
+1_+2_2+...+k_k+...
Z Z Z

esitli gi elde edilir. Bu sitlikte z'nin pozitif kuvvetlerinden olgan ve n+1 tane terim
iceren grubu,

&, (z) = y"z" + a,(ln_)lz"‘1 + a,(ln_)zzn‘2 + agn)z + a(()n)

Z’nin negatif kuvvetlerinden olusan ve sonsuz terim iceren grubu da,

) p™
1 k
_En(z) — _Z _|_...+_Zk + ..

gosterirsek,
[p(D]" = &, (2) —En(z) , 2z€G™ (3.2)

esitli gi elde edilir.[¢(2)]™ fonksiyonuG~ boélgesindex noktasi dyinda analitiktir
ve oo noktasinda n dereceli bir kutba sahiptir. Bu nésle8.2) sitli ginde®,,(z), n
dereceli bir polinomk, (z) fonksiyonu iseG ~ boélgesinde analitik olup,, (o) =0
dir.

3.1.1 Tanim: @,(z) (n = 0,1,2,...) polinomlarinaz bolgesinin n. dereceden

Faber polinomlaridenir.

z € G icin (3.2) aitli ginden,
®,(2) = [9(2D]" + En(2)
ve
En(2) = @,(2) — [p(2)]"
esitlikleri elde edilir.
I = {z€6":|p(2)| = R > 1}

olsun.



I, egrilerine G~ bdlgesinin seviye gileri denir. w = @(z) donUmu
konform ve univalent oldtundan,[; kapal analitik bir gridir. Bu nedenld} seviye
egrisi C duzlemini iki bolgeye ayirir. Bu bdlgelerden bidiy ile sinirh olan sinirli
bdlgedir. Bu bdlgeyiz; ile gosterelim. Dier boélge ise sinir; olan sonsuzigu
iceren bir boélgedir. Bunu is€y ile gosterelimGy ve G; bolgelerine kanonik veya
dogal bélgeler denir.

z € G icin (3.2) aitli ginin her iki tarafininfz boyunca integralini alirsak,

1 [p(]" 1 @, (¢) 1 En(5)
J-FR d dg

= dc — —
2mi ¢c—2z 2niJ, ¢ =2z d 2ni ), ¢—z

esitli gi elde edilir.
Buradaz € G oldugundan sinirsiz boélgeler icin Cauchy integral foriamidlen,

1 En(s)

2t ¢~z

d¢=20

ve Cauchy integral teoreminden,

1 D(0)
2mi ), g—zdg_d)”(z)
olur. Dolayisiylaz € Gy icin,
1 [p(]"
b, (2) = o er . dg 3.3)

esitli gi elde edilir.

z = P (w) fonksiyonuw = ¢(z) fonksiyonunun ters fonksiyonu olsun. Bu
durumday) fonksiyonuD~ bélgesiniG~ bolgesine konform ve univalent olarak
resmeder.

() =0 ve () =lim,_, L2 =y >0

oldugu g6z 6nine alinirsa,

Y(0) =0 ve P (0)=——=2=F>0

P ¥

dir. O halde,y fonksiyonuD~ bdlgesindeco noktasi dyinda analitiktir veoco
noktasinda bir basit kutba sahiptir. Bu durumfddonksiyonunureo noktasindaki
Laurent acilimi,

10



B B B
z=¢(w)=ﬁw+ﬁo+i+w—22+---+w—';+--- . wl>1

seklindedir. (3.3) integralinde = ¥ (t) donkimu yapilirsa,

1 t"p'(t)

®,(2) =— dt, ZEG
n 21 g Y (8) — 2 R
esitli 5i elde edilir. Son stlikten gorildisu gibi {®,(z)} Faber polinomlar%

fonksiyonunureo noktasinin ¢ikariingikomsulugundaki Laurent acgiliminin Laurent
katsayilaridir. O halde,

[oe)

! (pn
JTG_)Z:Z tnszl) z € Gy ve |t| >R

elde edilir.

3.1.2 Tanim : % fonksiyonuna{®, (z)} Faber polinomlarininiretec

fonksiyonudenir.

3.2 Faber Polinomlarina Ornekler

3.2.1 Ornek: EgerG bolgesi|z — z,| < R, diski ise bu diskin gini birim
diskin dsina, @() = o ve ¢'(w) = limz_)oo@ > 0 kosullari altinda resmeden
konform dongim

Z—2Z
Ry

w=¢(z) =
dir. Bu durumda her n gial sayisi icin,

Bu(2) = Rion(z )"

olur. Goruldigu gibi |z — z,| < R, diski icin Faber polinomlari, konform dogiim
fonksiyonunun negatif olmayan tam kuvvetleridirbygz) = 0 dir.
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3.2.2 Ornek: G:={z € C:|z| <1} olmas!I durumunda, diskinsan birim

)

diskin dsina ¢(c) = o ve ¢'(w) = limz_,ooq’T > 0 kosullari altinda resmeden

konform déngiim ¢(z) = z seklindedir. O halde)(t) = t oldugundan,

l/)l(ptl)(t—)zztiz % _ :%Z Z n+1

esitli gi elde edilir. Oyleysé bdlgesinin birim disk olmasi durumundg(z) = z"
dir.

<IN

Faber polinomlarinin tanimindan goiglilG bolgesi ileG bolgesinin Faber
polinomlari aynidir. Buna goére go zamar: bolgesinin Faber polinomlar yeritge
kompaktlginin ifadesi kullanilir. Bu agidan bakifginda bazi 6zel kompakt kiimeler

icin Faber polinomlari tanimlanabilir.

3.2.3 Ornek: K =[-1,1] olsun. K kontinyumunun ginin |w|>1
bdlgesine,

@(0) =00 ve ¢'() =lim,,, 1+ /1 —Ziz> 0

w=¢p(z)=z++22-1, z & [-1,1]

seklindedir. Karakok fonksiyonunun,

oVzZ2 -1
lim =1
Z—00 VA

kosulunu sglayan dalini secelim. Bu durumda K kompaktinigi duirim diskin
disina resmedilir. (Oier dal durumunda ise K kompaktinin i¢i birim diskgine
resmedilir.)
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¢ fonksiyonunun tersi,

Z=1p(w)=%(w+%), lw| > 1

Zhukovskii fonksiyonu olurR > 1 olmak Uzere,

z € Gy ve |t| >R

wo_i%@

l/)(t) -z - tn+1

oldugunu biliyoruz. Buradan,

Yo -1 _i%@
Y(t)—z t(t2-2tz+1) st
n=
veya
t2 —1 Bn(2) _ ¢
t2—-2tz+1 Z It >R,

n=0 n=1

1 .
bulunur. t = ” denirse,

1—2wz+w2 ZW Pu(2), wl <1

elde edilir.
Diger yandan ortogonal polinomlar teorisinden bilinen,
T,.(z) = cos (narccosx) (n = 0,1,2, ...)

biciminde tanimli Chebyshev polinomlari igin,

1—w?
1-2wz+w

= Ty(2) +2 Z W T, (2)
n=1

oldugu bilinmektedir. Buradan,
Dy(2) =Ty(2) =1
ve = 1igin,
@y (2) = 2T, (2)

esitli gi elde edilir.

13
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3.3 Faber Polinomlarinin Asimptotik Ozellikleri

Onceki bolimlerde belirtildi gibi |¢(z)| = R > 1 igin herly seviye grisi,
bu esrinin ici G ve dsl Gi olmak Uzere iki dgal bdlge tanimlarE, (z) fonksiyonu
G, kapali bolgesinde analitik VE,(c) = 0 oldusundanTly pozitif yonli olmak
Uzere sinirsiz bolgeler icin Cauchy integral forimé@ gore hez € G~ igin,

En(2) = —% . ]j"_(cz) ds, z€G;
yazilabilir.
En(2) = &,(2) — [9(D]"
oldugundan,

E,(z) =— S, z € Gy

2mi ¢—Zz

lf ¢’n(c)—[<p(c)]"d
Ir

olur. @,(z), Gg bolgesinde analitik oldiundan Cauchy integral teoreminden,

1 ¢
I 1) do=0
2ni ), ¢ =2
dir. Bu durumda,
1 [p()]"
E = d € Gi 3.4
D =] Tl 26 (34
esitli gi bulunur.
Boylece,
[p()]"
o) = dg , EG
n(Z) 27ri e ¢c—z ¢ Z R
ve

1 [p(]" _
En(Z) - 27_[’: ’[[‘R g — 5 dc, Z E GR

seklinde benzer iki bantiya sahip olmgioluruz.

K baglantih timleyene sahip sinirli kontinyum olsun. Aecrmiz Faber
polinomlarini K kontinyumunda gerlendirmektedir.
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Bunun icin, gerz € K ise yeteri kadar kii¢cuk salait> 0 sayisi icin (3.3) ifadesinde
R =1+ ¢ alinabilir. Bu durumda,

1 [p()]"
[0)) = d EG
D =] il 2€G
integralinden,
1 [o(o)]"
0 = |5 | d
Mn, $=2
1 lp(O)]™
S5 |dg|
L l¢ — 2]

_(1+a"f |do]
I;

2m .l =l

elde edilir. Burada, K kontinyumununli,, seviye grisine olan uzak§ini
p(K,I) olarak ve ;. egrisinin uzunlgunu dal(l7,) olarak saretleyelim. I .,
kapali ve K kimesi kompakt oldundan aralarindaki(K,I7,.) uzaklgl sifirdan
blyuktdr. Ayricase I, vez € K oldugundanp(K, I,4,) < |¢ — z| olur. O halde,

A+ o @+n

12| < 5——— | ld¢|l =5———
" 2mp (K, Ii4¢)

< I(M4e), 3.5
270 (K, Tyv0) Jr, . e (35)

Iy 4e)
2np(K.l1+¢)
bagli ve € — 0 icin artan bir sabit olmak tzere (3.5)tsizligini,

esitsizligi elde edilir.c;(¢) = olsun. ¢, () sayisl, yalnizca sayisina

10,2 < c1(e)(1+ &), zEK, (3.6)

seklinde yazabiliriz. (3.6) ifadesinin her iki tanain n. dereceden koku alinirsa,
n — oo igin limit durumunda

lim supy/|®,(2)|<1+¢ z€K
n—oo

ifadesi elde edilir. Bu gtsizlikte € yeteri kadar kucuk keyfi bir sabit ve sol tas&d
bagli olmadgindan,

lim supy|®,(2)| <1, z€K (3.7)
n—->oo
limit bagintisi elde edilir.

r ve R , 1 <r < R olacak sekilde iki say! olsun. Bu durumda, kapali
kiimesi Uzerindé,, (z) fonksiyonunu belirleyebiliriz. (3.4) ifadesindetant z € G,
icin,
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1 n
5.1 = o [ 2
I

1 @
T 2n)y l¢—2|

|dg]|

_r |dg]|
2 Jr, |¢ — 2|

olur. I, ve I seviye grileri arasindakip(I;., Iz) uzaklgini § ile isaretleyelim.Gy
kapali vel,, kompakt oldgundan aralarindaki uzaklik sifirdan buydktur. Agric
Z € Gi veg € I, oldugundand < |¢ — z| olur. Buradan,

n

[En(2)] < 51T, (3:8)

1(Iy)

— alinirsa,
21p(Iy,IR)

degerlendiriimesi elde edilirc, (R, 1) =

|En(2)| < (R, r)r™
elde edilir. Boylece,
Pn(2) =lp@]" + En(2), z€G™
bagintisindan , Faber polinomlari i¢in en basit aswotiptformuli,
D, (2) = [p@D]"+0(™"), zE€ Gy, 1<r<R (3.9
seklindedir.

(3.9) ifadesinin sa tarafinin hiziz € I ise|@(z)|™ = R™ dir. Fakat sg taraftaki
ikinci terimin sonsuza gitme hiz™ degerinin sonsuza gitme hizindan buyuk
degildir.

Hemen belirtelim ki, (3.8) ifadesind&(z) = p(z,I;) alirsakz — oo icin, (3.8)
ifadesinin sg tarafi sifira yakinsar.

R > 1 olmak lizere bir € I; alalim. Bu durumdal < r < R olmak Uzere,
Py (2) = [p()]" +0(™)

oldugunu biliyoruz. Buradan,

o™ l

@, (2) = [p@)]"+00™) = [p@)]" [1 + [o(2)]"
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o™

= [p(2)] [1 to@m| = @I [1 +0 (R:>]

esitli gi elde edilir. Bu eitlikten,

[Z(g]) —1=0 (;_)

esitli gi elde edilir. Buradan da,

n

b, (z T
‘ n<>n_1‘SC3_n
[e(2)] R
ve dolayisiyla,
P, (2)] r’
— i — < <1 -
SRS Tpm = TG Rn

rn

bagintisi elde edilirc,(R) =1 — cgg—z vecs(R) =1+ c3 — alinirsa,

RM

Pn
c.(R) S%SCS(R), z €Iy

cs(R)le@)|" < [Pp(2)] < cs(R)]@(2)]™

c4(R)R™ < |®,(2)| < cs(R)R™, z €Iy

olur. (3.10) eitsizliginin n. dereceden koku alingp,— oo icin limit alinirsa,

lim Vo2 =lo(2)|, z€G™

(3.10)

esitsizligini buluruz ki, burada yakinsam@™ deki her kompakt kiime Uzerinde
dizgundir. YaniG~ bolgesinde kapsanan her sinirli kapali F kimesgiritide

yakinsama diizgin olur.

Egerz € I ise bu durumda n+1 ve n icin (3.9) ifadesi,

Puis (D) _ 9] () +0G™)
9. @G+ 0™
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rn+1

1+0(£—2)

rn+1 rn
0 (1) ~° (&)

o)

= ¢(2)

=p) |1+

- o +0(3)

seklinde yazilabilir. Bu durumd&™ bélgesindeki her F kompakt kiimesi Uzerinde
dizgun yakinsayan ve

. Dpia(2) _ _
Tlll_{rolo O p(2), ZEG
limitini veren
Dpy1(2) r’
e 0@ 0w st oo

asimptotik bgintisini yazabiliriz.
3.4  Faber Serileri

3.4.1 Tanim: @,(z)’ ler K kontinyumunun Faber polinomlari olsqa,) bir

karmalk sayi dizi olmak tzere

[oe]

D (@

n=0

bicimindeki serilere K kontinyumuna gore Faberlserdenir.

3.4.2 Teorem: (c,,) bir karmaik say dizisi vep,(z)’ler K kontinyumunun

Faber polinomlari olsun.ger,
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1
lim sup \/|c,| = R < 1
n—00

ise Yoo cn®n(z) Faber serisiGy bolgesinde mutlak yakinsa; bolgesinin
kompakt alt kimelerinde diizglin yakinsak@gebolgesinde iraksaktir.

Ispat: lim,,_,.,sup V/|c,| = % oldugundan, hee > 0 icin dyle bir N dgal
sayisi vardir kin = N igin,

| ll < 1 4 1+ ¢R
C, N _— E =
" R R
£R? . .
olur. g, = o alinirsan > N igin,
1 1
cqhn <
enl < g

esitsizligi elde edilir. X r < R olmak tzere (3.10) antisindan heg € I, icin,
a, (Nr™ < [Py(2)| < ap ()™

oldugunu biliyoruz.e sayisinir < R — g, olacaksekilde alalim. Bu durumda,
n = N igin,

n

T
lcn®n(2)] < az(ﬂm
olur. q = ﬁ alinirsap < q < 1 vevz € I icin,
<o
len®r(2)| < az(r)q"

elde edilir. VZzeEGyz—K icin ze€l, olacak sekilde r € (1,R) sayisl
bulanabilecginden bu gitsizlik Vz € Gz — K icin gecerli olur.

K kompakt oldgundank c G, olacaksekilde birr € (1,R) sayisi vardir ki
Vz € K igin,

1
Pn(2) = 21i

[p(O)]"

oldugunu biliyoruz. Buradan,

,rn
|®,(2)| < Wl(rr) =c(r)r
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elde edilir.e sayisinrr < R — ¢, olacaksekilde secgelimp = * alinirsab <p <1
]

veVz € K icin,

len®@n(2)| < c(r)p™

olur. Yy olca®,(2)| serisi, Y-y q™ serisi yakinsak oldiundan herz € Gy — K
icin, Yh—op™ serisi yakinsak oldiu icindeVz € K igin yakinsaktir. O halde
Yimeo Cn @, (2) serisiGy Uzerinde mutlak yakinsaktir.

F, Gg'nin kompakt bir alt kiimesi olsun. Bu durumgle G,, olacaksekilde
bir 1 < ry < R sayisi vardir.ry, < r < R olmak Uzere, her € F igin

1 (]
Pn(2) = 2mi frr c—z ds

oldugunu biliyoruz. F vd,. kapali olduklarindaiw'z € F veV¢ € I. igin

l¢—z| =2 p(I;,F) >0

olur. Buradanvz € F igin,

n

19, (2)| = 5 () = c(m)r™

np (I} F)

2
elde edilir. Bire > 0 icin gy = % diyelim vee sayisinr < R — g, olacaksekilde

. n 1 o .. l 1 .
alalim. lim,,_,,,sup v/ lc,| = - olduzundan,n = N icin |c,|» < P olacak sekilde
bir N dasal sayisi vardir. O halde,> N icin ve herz € F igin

n

lcn @, (2)] < c(r)miw

rn
(R—gp)™
M testi gergince

olur. M,, = c(r) alinirsa;;—, M,, serisi yakinsak olagandan Weierstrass-

[oe]

D (@

n=0

serisi F Uzerinde dizgin yakinsak olur.
z € Gg olsun.R, = |@(z)| alinirsaR, > R vez € I olur. Bu durumda,
b1(Ro)Ry" < |@,(2)| < b2(Ro)R,y"

oldugu bilinmektedir.
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. n 1

lim sup knl—-ﬁ
L 1 1—-&R

oldugundan,ve > 0 icin (c,) dizisinin, |c,, | > ~—¢&=—— olacaksekilde bir

. 1
(cn, ) alt dizisi vardire; = o alinirsa,

| |nik>1—sR_ 1
‘i R  R+e

olur. € sayisiniR + ¢; < R, olacaksekilde secelim. Bu durumda,

ng

b (Ry)Ry"™* _ ( Ry )
|an¢)nk(z)| > (R+€1)nk - bl(RO) R+€1

Ry \k . .
> (R+°€ ) serisi iraksak olur. Buradan
1

Ym0 Cn®y (2) serisinin iraksak oldiu ¢ikar

3.5 Analitik Fonksiyonlarin Faber Serileri

Bu bolimde analitik olayi(z) fonksiyonunun Faber serisine agilabilg@ce
durumu inceleyecggz.

3.5.1 Teorem: G basit b&lantil ve sinirli bir boélge v& = dG analitik bir
egri olsun. Bu durumdd bélgesinde analitik olan her f fonksiyou= G U T
kontinyumunun Faber polinomlari serisine acilabi@ bu acilimG’nin kompakt

altkimeleri Gizerinde mutlak ve diizgiin yakinsaktir.

Ispat: I analitik bir eri oldugundanw = ¢(z) konform dongimi I
sinirindanG'nin igine belirli bir yere kadar analitik ve birglolarak gengletilebilir.
¢ konform dénuma belirli bir0 < p, < 1igin G, bolgesinde birebir ve analitik

olur. Bu durumdaz = y¥(w) fonksiyonu|w| > p, bélgesindeco noktasi dyinda
analitiktir veco noktasinda basit kutbu vardir.

f, G'de analitik bir fonksiyon ve € G olsun.p, < p < 1vez € G, olacak
sekilde birp sayisi vardir. Cauchy formilinden,

f©) 1 v
f(z)—mr g = Hf FOO)gedn @D
p ti=p
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olur.

z € G, ve|t| = p icin Y fonksiyonu analitik oldgundan,lg’lz;gt_)z fonksiyonu|t| = p
icin analitik olur. Ayrica,
1 t™P’(t
®,(z) = L0 dt
2mi 1t1=p Y () —
oldugundan|t| = p icin,
W) i Pu(2)
500 2= i 2€6 (3.12)

olur. F,G, bolgesinin kapali alt kimesi olmak Gzere (3.1@)a1 || = p kosulunu

sgilayan tler icin ve F kompakt kimesine ait olan pktalari icin dizgin
yakinsaktir. Gergekten, &G, bir kompakt kiimesi olmak lzeree F olsun. Bu

durumda p, <7 < p ve F c G, olacak sekilde bir r sayisi vardir. Bu durumda
&, (z) Faber polinomlari icin,

a@r' <o, < c,(r",  zel

dir. Bundan dolayijt| > p vez € F igin,

n=0 n=0 n=0
(7 - ™\
_ ) <_) <
p ~ P

P (2)

tn+1

oldugundan Weierstrass-M testi ggmece )., serisi [t| = p i¢cin dizgun

yakinsaktir.

(3.12) acilmini (3.11) de dikkate alirsak,

1 f@@®) 1 £

a, = % |t|=pwdt = i r, (p"+1(§) (P’(C)dC; (313)
olmak Uzere,
1 RACE )
tl=p
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fo=o | f(w@)){i q;(j)}

[t|=p n=0
C 1
=) 0, {zm ! (fil)) dt}
n=0 ltl=p
= Z a, P, (2), ZEG (3.14)

acithmi elde edilir.

Simdi Y5, a,®,(z) yakinsamasinig 'nin kompakt alt kiimeleri Gzerinde
dizgun oldgunu gdsterelim.

F, G’nin kompakt bir alt kiimesi olsun. Bu durum@la- G, olacaksekilde
bir ry < 1 sayisi vardirry < r < 1 olmak tzere

1 [p(]"
Pn(2) = 2mi '];r ¢—z ds

ve F ile I,. kapali olduklarindanyz € F igin

|®,(2)| < d(r)r™
elde edilir.

r < R; < 1 bigiminde birR; sayisI secelimz € F i¢in z € Gg, olur. Bu durumda
Vz € F icin,

f©, 1 20
F@) =5 lr] —H_fR FOO) 5o

ve

! ® ¢)n
lpl(/’t)(t_)z - Ztn—(j) tl=R, z€F

acilimi duzgun yakinsak oldundanvz € F igin,

_1 [ e,

a ;
"o2mi)y., t?

olmak lizere
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[oe)

) =) ann(@)

n=0
olur. M == max{|f (z)|: z € Gg, } olarak alinirsa
|an| < ﬁ
olacgindanvn € N veVz € F icin

0,9,(2)] < M (7)

n
olur. Yoo d(r)M (%) serisi yakinsak oldiundan Weierstrass- M testi ggiece
Ym0 an®,(z) serisi F Gzerinde mutlak ve diizgun yakinsak alur.

3.5.2 Tanim: (3.13) formiluyle ifade edilen, (3.14) serisindefi,}
katsayilarina K kontinyumunda analitik olgnfonksiyonununFaber katsayilari

denir.

3.5.3 Teorem: K kontinyumunda analitik olan hef(z) fonksiyonu K

kontinyumunda dizgin yakinsayan bir Faber serasgm@bilir.

Ispat: Bu teoremdeK, sinirli ve bglantili timleyene sahip olup siniri igin
herhangi bir keul yoktur.R = 1 + ¢ > 1 olmak Uzeref fonksiyonu K da analitik
ve K kapali oldgundan f fonksiyonu analitik olarak belirli biG, bdlgesine
gensletilebilir. 1 < p < R olacaksekilde birp sayisi alalimyz € K icin,

_1 flo) ., 1 Y'(t)
f@= zmrj g—zdc B zml lf f(l/)(t))—lp(t) —dt,  (3.15)
p ti=p

dir.z € K ve|t| = p i¢in,
AONE i b, (2)

Y(t) — z - tn+1

n=0

acthmi ©0zel olarakt| = p cemberi Gzerinde yakinsak ofglindan bunu (3.15)
esitli ginde dikkate alirsak = 1,2, ... i¢in a,, Faber katsayilari olmak tzere,
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o)

fD =) ad (), z€K

n=0

acthmi elde edilirm
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4. FABER SERILERININ MAKSIMAL YAKINSAKLIK
OZELL iKLER1

4.1 Bernstein & Walsh Diz Teoremler

K basit bglantii G~ timleyenine sahip sinirh kontinyum olsuif.
fonksiyonu K kontinyumunda analitik ise bRt > 1 icin G kanonik bdlgesine
analitik olarak gensietilebilir. Simdi f fonksiyonunun K kontinyumundaki cebirsel
polinomlarla dizgin yakjami argtiralim.

Bir P,(z) cebirsel polinomunun K kontinyumunda analitik olgiiz)
fonksiyonuna yaklgminin 6lgtsini ,

If = Pu(2)Il = max|f (2) = Pu(2)] (1)

olarak tanimlayalim. Bu norma diizgiin norm denir.
En(f; K) = Pnlggf)n”f - Pn” (4.2)

sayisini tanimlayalim. Burada infimum, € g, polinomlari Gzerinden alinir.
E,(f,K) sayisinaf fonksiyonunundiizgiin normdan iyi yaklaim sayisidenir.,,

sinifinda

If = Qnll = max,ex|f (2) — Qu(2)| = En(f, K) (4.3)

kosulunu sglayan bir tekQ,,(z) cebirsel polinomu vardir. B@,,(z) polinomuna, K
kontinyumundgf (z) fonksiyonunadiizgiin normdaen iyi yaklasan polinom denir.

Yaklasim teorisinde gosterilir IGE,, (f)} dizisi n’ ye gére goére monoton azalandir ve

lim E,(f,K) = 0 (4.4)

dir. Bu dizinin monoton azalan olgu agciktir. Limitin sifira gtligi ise yaklgim
teorisinde yapilngi olan bir dizi argtirmalarin sonucudur. (4.4) #aunun
salanmasi iginf fonksiyonunun ve yakkaminin gerceklgirildigi K kontinyumu
Uzerine konulan kallar ssagidaki teoremde ifade edilstir.
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4.1.1 Teorem (S. N. Mergelyan, M. V. Keldysh, M. A. Lavratiev):
Kompleks diizlemde verilmibir K c C alt kimesinde E,, (f) = E,,(f, K) sayilari
icin lim,,_,, E,(f)=0 baintisinin sglanmasi icin gerek ve yeter &d K kiimesinin
sinirl, kapali bir kime olmasi ve diuzlemi bolmeésiBu esitlik sadece ve sadece K
kontinyumunun i¢ noktalarinda analitik ve K kontimgunda surekli olan

fonksiyonlar icin gecerlidir.

f(z) fonksiyonu G, bdlgesinde analitik is€E,(f, K)}n=, dizisinin sifira
yaklasim hizinin R ile dgru orantilisekilde arttgini gésteren, S.N. Bernstein ve J.
Walsh tarafindan ispatlanasagidaki diiz teoremi verelim.

4.1.2 Teorem (S.N. Bernstein, J. Walsh)f (z) fonksiyonuR > 1 igin Gg
kanonik bolgesinde analitik ise her> 0 igin 3¢, (¢) sabiti vardir ki hen € N igin,

c1(€)
(R—2&)m’

E,(f,K) < (R—e>1) (4.5)

olur.

Ispat: f(2) fonksiyonu K kontinyumunda analitik olundanvz € K icin,

o0}

fD =) adn) 7K

k=0

Faber serisine acilabilir. (4.1) formiline gdig) fonksiyonuna yakkan P, (z)

polinomunu olarak bu fonksiyonun Faber serisinin,

n

P = ) 0 By(2)

k=0

bicimindeki kismi toplamini alalim. O halde K kamtumunda,

[ee)

R,(z[) = Z a, D(2), z€K (4.6)

k=n+1

Faber serilerinin kalan terimini gerlendirmemiz yeterlidir.
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&; > 1 sayisini yeterince kicuk seginizde,
|Pr(2)] < () + &),  zE€K (4.7)

oldugunu biliyoruz. Dger taraftare, > 0 isec;(e;) , [k, €8risi Uzerinde tanimli

olan f(z) fonksiyonunun modulinin en buylk geéei olmak (zerea, Faber

katsayilari icin,

la| <

(4.8)

1 fQ@(t) c3(&2)
anﬁg R—¢&, t|<

tk+1 _'(R __gz)k

bagintisi yazilabilir.e; ve e, sayilar yeterince kiiguk secifghhden 1+ &, < R — ¢,

esitsizliginin her zaman ggandg1 goralur. Bu durumda (4.6), (4.7) ve (4.8) den,

Raz Pl = | ) (@)
k=n+1
c3(&2)
=< (R )k CZ(EI)(]- + El)k
k=n+1
1+ & 041
] A+e) _  ®=g)
= —g)k Tt 1+¢
k=n+1 (R—&) 1- RTei
1+& ,
< Cs( 82) (4.9)

esitsizligi elde edilir.e; ve e, sayilari yeterince kiguk secilebighden,

1+¢ 1 &t &R
R—e R-¢ &= 1+¢&

(4.10)

esitsizliklerindeki e degeri yeterince kucuk sabitlengnidezer olarak alinabilir. O
halde (4.9) baintisindan,

ce(€)
n(zf)—(R ) z€eK
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esitsizligi elde edilir.m

. 1+81 _ l _ €1R+€2 . . T
Benzersekllde,l!?_g2 ==t é&, &= R-e,R alinirsa (4.5) gtsizligini,
1 n 1
En(f,K) S C7 (E‘I‘(‘fo) ) E‘}'SO < 1 (4’.11)

seklinde de ifade edebiliriz. (4.5) ve (4.11jitsizlikleri G de analitik olanf(z)
fonksiyonu icin{E,,(f,K)} dizisinin genel terimig :=% sayisina cok yakin bir

oranla sifira git@ini gosterir. (4.11) bantisinda,

n 1
lim sup/E,(f,K) SE + &
n—-oo

esitsizligi elde edilir.e, > 0 sayisi yeterince kiguk oldundan ve bugtsizligin sol

tarafie,’'a bagh olmadgindane, — 0 icin limit alinirsa,

1
lim supVE,(f, K <z (4.12)
n—->oo
esitsizligi elde edilir. (Bu tip dgerlendirmelere asimptotik derlendirmeler denir.)

Sonug olarakf (z) fonksiyonu,R > 1 olmak lzerdr; bolgesinde analitik ise
f fonksiyonunun K kontinyumu Uzerinde en iyi duzgyaklasimlari icin (4.12)
bagintisi sglanir. Bu teoremK = [—1,1] oldugunda Bernstein tarafindan 1911
yilinda ispatlanmtir. 1926 yilinda da Walsh tarafindan bu teorengney durumu

araggtirimistir.

4.2 Bernstein & Walsh Ters Teoremler

Bir dnceki bélumdef (z) € A(Gg) oldugunda,

" 1
lim sup+/E, (f,K) < 7
n—oo

oldugu ispatlandi. Bu bolimde de,
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1
lim supy/E,(f,K) < R
n—0oo

oldugundaf (z) € A(Gg) oldugunu gosterelim. Bunun icin dncelikle Bernst&n
Walsh lemmasi olarak bilinen lemmay! verelim.

4.2.1 Lemma (S. N. Berstein, J.Walsh)Derecesk n olanPB,(z) cebirsel

polinomu K kontinyumunda

max|P,(2)| <M (4.13)
ZEK

kosulunu sgliyorsa bu polinonvR > 1 igin,
|P,(2)| < M R", Z€Gg,R>1 (4.14)
esitsizligini saglar.

Goruldigtt gibi bu lemmada cebirsel polinomun K kontinyumakid
maksimal dgerine gore polinomun daha gertidlgede ari hizi,R ven derecesine
bagli olarak degerlendirilmektedir.

Ispat:

F(z) = & €G- 4.15
RO N (15)

fonksiyonunu tanimlayalinF (z) fonksiyonuG ™~ boélgesinde analitiktir ve,,, B,(z)
polinomunun bgkatsayisi ve , (3.1) b&intisinda tanimlanan ger olmak tzere,

Zli_)rgF(Z) _ th < z )n (Pn(z)> _On

~o\@(2) zn 4

dir. 1 < p < R olmak Uzerd,, egrisi lizerinde,

1 1
max|F (6)] = —max|P.(6)] = 5 [Pa(s)|

esitli gini yazabiliriz. F (z) fonksiyonuG, bdlgesinde analitiktir. (4.15) gantisindan

Fu(2)

»™(2)

esitsizligini elde ederizz € I veg, € I}, noktalari igin,

|F(2)| =

1
< rcrée;le(c)I =p—n|Pn(gp)| (4.16)
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Rn
|B,(2)] < p—ann(g‘p)l (4.17)

esitsizligini yazabiliriz. Bu gitsizligin sol tarafip dan b&msizdir.Simdi monoton
azalarak 1'e yakkan (py) dizisini alalim. Bu diziye uygun olara(lcpk) noktalar
dizisini alalim. Bu(s,, ) dizisi sinirl oldgundan(s,, ) dizisinin yakinsak,,) alt

dizisi vardir. Bu alt dizinin limiti, olsun. Bu limit noktasdK = I" sinir1 Uzerinde
olmak zorundadiiP,(¢)| fonksiyonu strekli oldgundan,

Aim [P, (gn)l = F(50)l, G0 €T <K (4.18)

dir. Diger taraftan (4.13) @antisindan B,(¢,)| < M dir. (4.17) bgintisini(g,,)
dizisi icin tekrar yazarsak,

n

R
|F(2)| < p—nIPn(cm)I, lo(sm)| = Pm

m

esitsizligini elde ederizm — oo icin bu aitsizligin limitini alirsak (4.17)
bagintisindan,

|P,(2)| <M R", vz € Iy
esitsizligi elde edilirm

Simdi Bernstein& Walsh ters teoremini verelim.

4.2.2 Teorem(S.N. Berstein, J.Walsh)f(z) fonksiyonu K kontinyumunda

surekli ve K kontinyumunun i¢ noktalarinda analiik fonksiyon olsun.

1
lim sup\E,(f,K) SE <1 (4.19)
ise f(z) fonksiyonuGg bolgesinde analitiktir.

Ispat: (4.19) kguluna goree > 0 icin An, = ny(e) € N sayisi vardir ki
n > n, oldugunda,

n

En(f,K)S(%+s> , n>ng

esitsizligindenc; (¢) sabiti vevn igin

n

1
En(f,K)Scl(E+£> , n>1
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olur. Bu sitsizlige gore oyle bifB,(z)} polinomlar dizisi vardir ki bu dizi igin,

n

(@) = Pu(2)] < En(f,K) < ¢ (% + s) . zeK  (420)
esitsizligi saglanir.

Simdi  {B,(z)} dizisinin Gp bolgesinde dizgin yakinsak ofgunu
gosterelim. Yan{P,(z)} dizisinin G, bdlgesinin her kompakt alt kiimesinde diuzgin
yakinsadgini gésterelim. Bunun icin,

Py(2) + [P1(2) = Po(2)] + -+ + [Py (2) = Py ()] + - (4.21)

serisininGy boélgesinde dizgun yakinsgohi gostermek yeterli olacaktiF. c G
kompakt kimesini alalim. Buna goéré" c G_p olacak sekilde p < R vardir. Ote
yandan (4.20) kantisindarvz € K igin,

|F(2) = Poo1 (D] S [P(2) = F(D)| + |f(2) = Pra(2)]

< ci(¢) [(% + e)n + (% + e)n_ll

< c,(¢) (% + e) (4.22)

dir. Simdi B,(z) — P,_1(2) polinomuna Bernstei& Walsh lemmasini uygulayalim.
Bu polinom (4.22) gtsizligini sagladigindanvz € G_p icin,

IP(2) ~ Pas (D] < ca(e) (% + ) (4.23)

ifadesini yazabilirizp < R oldugundang = (% + e)p = §+ ep < 1 olacaksekilde
yeterince kiguke > 0 sayisini alalimvz € G, oldusundan (4.23) @tsizligine gore
(4.21) serisk, Yp- q™ dizgin yakinsak serisine goregddendirilmis olur. Sonug
olarak (4.21) serisi véP,(z)} dizisi G bolgesinde dizgin yakinsaktir. Fakat
{P,(2)} dizisi K kontinyumundd (z) fonksiyonu icin diizgiin yakinsaktir. O halde K
kontinyumundan G bolgesine kadar f(z) fonksiyonu analitik olarak
gengletilebilir. m

Bernstein & Walsh Ters ve Diz Teoremlerinisagidaki gibi ifade etmek
mumkuanddr.

f(2) fonksiyonununG; kanonik bdlgesinde analitik olmasi icin gerek ve
yetersart

" 1
lim supy/E, (f,K) < 7
n—oo
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olmasidir.Simdi bu sonuncugsizlikteki esitlik durumunu inceleyim.

4.2.3 Tanim: K basit bglantili timleyene sahip bir kontinyum olsyi(z)
fonksiyonuGg kanonik bélgesinde analitik W@ kanonik bdlgesinin sinirinin en az
bir noktasindg (z) fonksiyonu aykiri noktaya sahip olsun. Bu durunhbdakosulu
sgilayan Gy bdlgelerinin en kiggiine f(z) fonksiyonunun en buyldk dgal

analitiklik bolgesidenir.

424 Teorem: R>1 olmak zere Gz kanonik bdlgesinin f(z)

fonksiyonunun en biyuk gal analitiklik bélgesi olmasi icin gerek ve yetexul

1
lim supy/E, (f, K =2
n—oo
olmasidir.
Ispat:

1
lim sup+y/E, (f, K =2
n—>oo

ise (4.12) gitsizligi sazlanir. Bernsteir& Walsh ters teoremine gofe&z) fonksiyonu
G bolgesinde analitiktir.

Kabul edelim kif (z) fonksiyonunun I, egrisi tUzerinde aykiri noktasi olmasin. O
haldeR; > R olmak Uzeref (z) fonksiyonuGg, bolgesinde analitiktir. Bernstei&
Walsh diiz teoreminden,

1 1
lim supy\/E,(f,K) SR— < R
n—>oo 1

olur. Fakat bu gtsizlik lim,_. supy/E,(f,K) =% esitli gi ile celisir. O haldef (2)

fonksiyonuly egrisi Uzerinde aykiri noktaya sahiptir. Bundan dolay bolgesif (z)
fonksiyonunun en buydk analitiklik boélgesi olur. dremin vyeterlilik kgulu
ispatlanmg olur.

f(2) fonksiyonu Gy bdlgesinde analitik vdy, Uzerinde en az bir aykir
noktaya sahip olsun. BernstenWalsh diiz teoreminden,

" 1
lim supy/E, (f,K) < 7
n—oo
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esitsizligini yazabiliriz. Bu gitsizlik R; > R olmak Uzeref (z) fonksiyonununG,
bolgesinde analitik olmasi durumunda gecerigilde. Clnkui f(z) fonksiyonuly
Uzerinde en az bir aykiri noktaya sahipiir.

4.3 Kanonik Bélgelerde Maksimal Yakinsaklik Teoremleri

K; baglantili timleyene sahip sinirli kontinyum ¥i€z), K da analitik bir fonksiyon
olsun.

f(2) = Yk=oax P(2), z€EK (4.24)

Faber serisine acilabilir. Bu Faber seri acilimrkdftinyumunda mutlak ve dizgin
yakinsaktir.

1 (fQe'(), _ 1 f@®)

= o o**+1(¢) ¢ o Itl=R th+1
I'r

A dt, k=012..  (425)

Faber katsayilari olmak tzere,

R f) = f@) = D ax () = ) ax®(2) (4:26)
k=0 k=n+1

olarak tanimlanirsf(z) Faber serisinin n. kalan terimi elde edilir. (4.26 (4.26)
esitliklerden,

1 o P
Ru(z,f) = 5— f(w(t)){ > t’;—ﬁ?}dt (4.27)

2 _
ItI=R k=n+1

esitli gini yazabiliriz. B,(z), G, bolgesindef (z) fonksiyonuna diizgiin normda en iyi
yaklasan polinom olsun. Bu durumda (4.273bdisindan,

o0}

{f(w(t))—Pn(l/J(t))}{ > ‘ii—f?}dt (428)

k=n+1

1
Rn(sz) =ﬁ.]|-

t|=R
olur. Diger yandan
@ (2) = [p(2)]* + Ex(2), zEK

oldugundan

34



[ee)

[ee] k [ee]
z Pi(2) _ [p(2)] N Z Ex(2) (4.29)

tk+1 tk+1 tk+1
k=n+1 k=n+1 k=n+1

olur. (4.28), (4.29) kantilari vez = iy (w) oldugu gdz 6niine alindinda

0
le

tk+1
k=n+1

|at]

Rzl <[ [F(@®) - B(p(®)|
2T It|=R

1 - Ek(¢(W))
), JWO) = RHO)) ;t"—l del  (4:30)
esitsizligi elde edilir. Ayrica,
RIS
F(t,w) VTes pTTem Sal—y |t > 1, lw| > 1
olmak tzere
1
E.(yw)) = o f ™®F(r,w)dr, |w|=p>1 (4.31)
Izl=p
1 p? p?
ﬂl lj |F (T, w)]||dT| S\/p4_1lnp2 —3 (4.32)
T|=p

degerlendirmeleri bilinmektedif3].

4.3.1 Tanim : f(z) € E,(Gg) isep > 1 olmak (zeref (z) fonksiyonunun

n. dereceden p ortalamada en iyi yaktasayisini

1
P

1
EX(fil) = inf Iﬁ [176) = PPlo ©llds
I'g

olarak tanimlayalim.
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Bu bdlimde argiiracaimiz problem;
Li={zeG:|lp(@)|=p, 1<p<R}

olmak Uzere > 1 icin f(z) € E,(Gg) vez € G, olduundaf (z) fonksiyonunun
Faber serisinin kismi toplaminin yagla hizini dgerlendirmektir.

Simdi esas teoremi ve ispatini verelim.

4.3.2 Teorem: p > 1icin f(z) € E,(Gg) vez € G, oldusunda,

Ruz Dl < ¢ (2) EP (1)

1
q
1 dt
—j ldi] vnlnn , n>1
27r|| |t —pl2

t|=R

dir. Buradac* > 0 sabitin vez den bgmsizdir.

Ispat: z€l, , p<p' <R veP(z), f(z) € Ey(Gg) fonksiyonuna
derecesk n olan polinomlar sinifinda en iyi yakkn polinom olsun.

[ee)

I = % |ﬂlef(zp(v:)) - R (®)| ,C:Z,mtv"vfl |dt]
ve

I CORITO Py s [T
olarak tanimlangsinda (4.30) baintisindan,

|Rn(z, I < I + I (4.33)

oldugu goriliir.

ORI DY
esitli gine %+ % = 1 icin Holder aitsizligi uygulanirsa

1 p(1 o)

L < {5 jl ) - Pn(zp(t>)|”|dt|} {% jl - kzzmtkﬂ |dt|}
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QR

-~ 1 wn n+2 a
< E}Y(f,Ix) P T +tnT+ |dt|
|t|=R
1
n+1 w WA 2 q q
:Er(lp)(f'rR){ tn+2 1+ +( ) ) |dt|
It|=R
1
q
1 wh t |
_ r®
= EP (1) {Zﬂ f | lal
1
1 Wn+1 q a
_ @ .
_ETL (f!rR) 27_[ tn+1 It_WIqldtl
|t|=R
1
1pn+1 ) a
<——EV(f,Ix) = =
= B0 |5 f Tl 1= R wi
elde edilir. Dolayisiyla
1
q
pn+1 ) 1 1
<2 _E®( ] = f dt :
VS e B 5 | el (434)
bulunur.Simdi I, integralini hesaplayalimw| > p’ > p oldugundan
1 - By W)
L=  fp©)-Rn@o)| ) Zmr
ItI=R k=n+1
esitli gi icin (4.31) b&intisindan
1 1 F(t,w)tk
I = % |f(¢(t)) P.(y(@®)| Z o ft"TdT |dt|
k=n+1 lz|=p’
1 k
<o W) - RO x| 1F e w)llde {lael
T J\t|=r lz|=p’ lk=n+1
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1 Tn+1 Tn+2

=2 ) If(w(®) - P(w(t))l{ Tt IF(r,w)IIdrl}ldtl
Izl=p

1 n+1 T

=2n ), (V©) - P(¢(t))|{ | [Fa+i+ |F(r,w>||dr|}|dt|
lzl=p’

-5 |f(¢<t))—Pn(wa))l{%lélnﬂ | |ﬁ||F<nw)||dr|}|dt|

2T It]
ITl=p’

bulunur . Fubini teoremine gore,

m+1

p 1 |dt|
<o f IF (z, W) {g fl tl:le(w(t)) - Pn(w(t))lm} |dr|

I = 2R +1
lz|=p’

olup Hoélder gitsizliginden

m+1

p f|p(f w)| l% f|f(1/)(t))—Pn(1p(t))|‘ lzi f |dt| r!uﬂ

I; = 27T Rn+1
lzl=p’ [t|=R

( 1)

m | q|

2 R:rl E(p)(f ) f |F(z,w)| il 171 f |dtT||q‘ ¥ ar|
lzl=p’ |=R

elde edilir. (4.32) bantisindan,

1
ITL+1 q

12 12
o 0 p 1 |dt|
Lo B r In il 4.35
2 < Rn“ (f, R)\/przl_l p12_1{2ﬂt|=R|t—P|q (439

elde edilir. (4.33), (4.34) ve (4.3%iwsizliklerinden,

1
nnt+1 12 12 E
< L -
|Rn(Zlf)| =0 (R) ETL (f'rR)\/p/4_1lnp/2_1l2ﬂtl_RIt—pIq

bulunur. Bu eitsizlikte, z € G_p vep' =p+ % alinirsa
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1
q

dt

dt] vnlnn, n>1

[t — pld

el () 80 5

t[=R
esitsizligi elde edilirm

Yukaridaki teorem 6zel halge= 1 olmasi durumunda € K icin P. K. Suetin
tarafindan ispatlanmtir [3].
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5. SONUC

Bu tez cajmasinda; Faber polinomlari, bu polinomlarin asirtipto
Ozellikleri, Faber serileri ve bu serilerin maksimgakinsaklik 0Ozellikleri
incelenmgtir.

f(2) fonksiyonununGg, R > 1, kanonik bdélgesinde analitik olmasi skidu
altindaG,, 1 < p < R, bolgesindg (z) fonksiyonuna, Faber serisinin kismi toplami
ile yaklsgim hizi deerlendirilmistir. Bu deserlendirme, ayni kgl altinda Suetin
tarafindan elde edilen Faber serisinin kismi tophamf(z) fonksiyonuna K
kontinyumu Uzerindeki yakiami veren sonucun bir geneiteilmesidir.
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