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OZET

OPTIMiZASYON PROBLEMLERINE USTEL CEZA FONKSIiYONU iLE
DINAMIK SISTEM YAKLASIMI
YUKSEK LiSANS TEZi
HULYA BOSTAN AYTIMUR
BALIKESIR UNIiVERSITESI FEN BiLIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIiM DALI
(TEZ DANISMANI: YRD. DOC. DR. FIRAT EVIRGEN)

BALIKESIR, HAZIRAN - 2012

En basit anlami ile optimizasyon eldeki kisitli kaynaklari optimum
bicimde kullanmak olarak tanimlanabilir. Matematiksel olarak ifade etmek
gerekirse optimizasyon, bir fonksiyonun minimize veya maksimize edilmesidir.

Optimizasyon problemlerini ¢ozmek i¢in giliniimiizde cesitli teknikler
uygulanmaktadir. Bu tezde; ¢6ziim, ceza fonksiyonunun bir 6zel ¢esidi olan tistel
ceza fonksiyonunun kullanilmasi ile elde edilmistir. Asil amag; dogrusal olmayan
bir optimizasyon problemini iistel ceza fonksiyonu ile kisitsiz optimizasyon
problemine doniistirmektir. Elde edilen kisitsiz optimizasyon problemi dinamik
sistem modeli kullanilarak ¢oziilmiistiir.

Bu tezde ilk olarak optimizasyon ve iistel ceza fonksiyonu ile ilgili
literatiirde yapilmis calismalara yer verilmistir. Devaminda bir optimizasyon
probleminin genel 6zelliklerinden, optimum ¢dziime sahip olabilmesi i¢in gereken
sartlardan bahsedilmistir. Sonrasinda kararlilik ile ilgili temel kavramlara yer
verilmistir. Son olarak ise problemi ¢6zmek i¢in kullanilacak olan iistel ceza
fonksiyonunun genel o6zelliklerine yer verilmistir. Problem bu fonksiyon
yardimiyla kisitsiz bir probleme doniistliriilmiistiir. Bu kisitsiz problemi ¢6zmek
icin dinamik sistem yapist olusturulmustur. Son olarak ydntemin dogrulugu
kararlilik analizi ile pekistirilmistir. Son kisimlarda ise bahsedilen adimlar
uygulanarak niimerik Orneklere yer verilmistir. Bu oOrneklerde Euler metodu
kullanilmis ve ¢oziimler, Matlab programi ile yapilmig ve devaminda bahsedilen
grafikler elde edilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: optimizasyon problemleri, iistel ceza fonksiyonu,
kararlilik, dinamik sistem yaklagimi



ABSTRACT

DYNAMIC SYSTEM APPROACH FOR OPTIMIZATION PROBLEMS
WITH EXPONENTIAL PENALTY FUNCTION
MSC THESIS
HULYA BOSTAN AYTIMUR
BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE

MATHEMATICS
(SUPERVISOR: ASSIST. PROF. DR. FIRAT EVIRGEN )

BALIKESIR, JUNE 2012

Optimization with the simplest means can be defined as using restricted
resources optimally. Mathematically, optimization is expressed as a maximizing
or minimizing of a function.

Various techniques are implemented today for solving optimization
problems. In this thesis, solution is obtained with using exponential penalty
function which is a special type of penalty function. The main purpose is to
convert non-linear optimization problem into unconstrained optimization problem
with exponential penalty function. The unconstrained optimization problem
obtained is solved by using dynamic system model.

In this thesis, firstly in literature studies done about with exponential
penalty function and optimization are mentioned. Secondly general features and
conditions are mentioned to have optimal solution of optimization problems.
Thirdly the basic concepts related to stability are given. Finally, general properties
of the exponential penalty function using for solving optimization problem are
presented. The problem is transformed into unconstrained problem with using this
function. Dynamic system model is formed to solve this unconstrained
optimization problem. In the last section, five numerical examples are given by
applying steps mentioned. In these examples, Euler method is used and solutions
are done using Matlab programme and graphics are drawn.

KEYWORDS: optimization problems, exponential penalty function, stability,
dynamic system approach
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SEMBOL LISTESI

R" : nboyutlu vektor uzay:

Q : R™inalt kiimesi ve kisit kiimesi veya uygun kiime

Df : T nin birinci mertebeden tdrevi

\'4i ; f ' nin gradiyenti veya Df ' in transpozu

F(x) . ' nin Hessian matrisi

2—; ; f ' nind yonunde yonlu tirevi

Dh(x) . h(x) esitlik kisitlarimin Jakobiyen matrisi

x(t)= d);(tt) : x(t)" nint bagimsiz degiskenine gore tiirevi

S : Kisitlarin tanmmladig yiizey

T(x*) - S yiizeyi lizerinde x* noktasindaki tanjant uzay

N (x*) - S yiizeyi lizerinde x* noktasindaki normal uzay

1(x,4) - Lagrange fonksiyonu

L(x,ﬂ) |, Lagrange fonksiyonunun Hessian matrisi

H, (X) : h.,k =1,...,m esitlik kisitlariin Hessian matrisi

J (X *) : x* noktasinda aktif esitsizlik kisitlarinin indeks kiimesi
/4 : Ceza parametresi

P : Ceza fonksiyonu

\ (X) : Orijini iceren D < R" bélgesinde tanimli Lyapunov fonksiyonu
R(A) : A matrisinin siitun uzay:
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1. GIRIS

Matematikte matematiksel programlama ya da optimizasyon terimi, bir
fonksiyonu minimize etmek ya da maksimize etmek amaci ile gergek ya da tamsay1
degerlerini, tanimli bir aralikta se¢ip fonksiyona yerlestirerek sistematik olarak bir

problemi incelemek ya da ¢ozmek islemlerini ifade eder.

Dik inis adiyla bilinen ilk optimizasyon tekniginin tarihi Gauss'a dek uzanir.
Tarihi  olarak, 1940'larda George Dantzig tarafindan ortaya atilan lineer
programlama kurami en yash optimizasyon terimidir. Programlama terimi bu
baglamda  Bilgisayar = Programciligi'n1  ifade  etmez.  Program teriminin
kullanim1 ABD Ordusunun, kendi igtimai ve lojistik takvimini belirlemede konteyner

kullandig1 "program" terimi ile iliskilidir.

Yapi1 ara¢ dinamigi'ne iliskin problemler siklik ile matematiksel programlama
teknikleri gerektirmektedir. Yapi-Arac Iskeleti, manifold ile kisitlanmis bir basit
diferansiyel denklem 'in ¢Oziimiine ihtiyag duyan bir yonelim olarak
degerlendirilebilir. Bu durumda kisitlar dogrusal geometrik ¢esitliliktedir, 6rnegin
"bu iki nokta daima temas etmeli”, "bu alan digerine etki etmemeli" ya da "bu nokta
her zaman bu egri ilizerinde olmali" gibi. Ayrica temas halindeki kuvvetlere iligkin

problemler de dogrusal uyumluluk ¢atis1 altinda ¢6ziildiiglinden, buna da bir tiir QP

(Kuadratik Programlama) problemi goéziiyle bakilabilir.

Pek cok dizayn problemi de optimizasyon programlari ile ¢oziilmektedir. Bu
tiir uygulamalara dizayn optimizasyonu denir. Bu alanda bilinen ve biiylimekte olan
bir alt kol ¢ok disiplinli dizayn optimizasyonudur. Bu tiir, pek ¢ok problemde
kullanmighh  oldugu gibi aynm1 zamanda da wuzay miihendisligi sahasina

uyarlanabilmektedir.

Ekonomi de matematiksel programlamaya agir bir bagimlilik duyar.
Mikroiktisat' da sik karsilasilan bir problem olan marjinal fayda ve bundan
kaynaklanan ikilik olan harcamalari minimize etme problemi iktisadi bir

optimizasyon problemidir. Tiiketiciler ve firmalar fayda/kar oranlarmi maksimize



etmek durumundadirlar. Ticaret teorisi de milletler arasi ticari ortakligin izahinda

optimizasyona sik sik bagvurur.

Sabit genel giderli zaman maliyet problemleri de 6nemli bir optimizasyon
problemidir. Ozellikle insaat ve endiistri miihendisliginde bu problemle sik¢a
karsilasilir. Dogrusal programlama, sezgisel ve iist sezgisel yontemler bu problem
tiriiniin  optimizasyonu i¢in kullanilmaktadir. Optimizasyon tekniklerinin sik¢a

kullanildig1 bir diger alan da operasyon aragtirmasidir.

Isci maliyetlerini, girdi maliyetlerini minimize etme, iiretimi miktarlar1 ile
ilgili olarak kari, yatirim araglarinda en fazla getiriyi saglamak gibi is hayatinda akla
gelen pek ¢ok isi yapmanin en iyi yolu bulunmak isteniyor. Bu en iyi yol bazen islevi
maksimize kilan yol, bazen islevi minimize eden yol veya bazen sifir kilan yoldur.
Bir¢ok isletme ve ekonomi sorunlarinda, 6zel veya kamu sektoriinde devamlhi
kullanilmaktadwr. Nakliyat, enerji lretimi ve dagitimi, telekomiinikasyon, sinai
iretim gibi teknik isletmecilik gerektiren alanlarda bulunan bir c¢ok firma
optimizasyonu ¢ok kullanmaktadir. Planlama, zaman programlamasi, is ve isci tahsis
edilmesi, fireyi azaltma, finansal getiriyi maksimize etme gibi bir¢ok sorun

optimizasyon ile ¢oziilebilir.

Sabit genel giderli zaman maliyet problemleri, 6nemli bir optimizasyon
problemidir. Ozellikle insaat ve endiistri miihendisliginde bu problemle sikca

karsilasilir.

Optimizasyon problemlerinin kullanim alanlar1 kadar ¢6ziim metotlar1 da
olduk¢a dnemlidir. Problemi ¢6zmek i¢in uzun yillardir bir¢ok metot gelistirilmistir
[1-3]. Bunlardan bir tanesi de ceza fonksiyonu kullanarak ceza metodu ile verilen
problemi ¢6zmektir [4,5]. Son yillarda, ceza fonksiyonu kullanarak lineer olmayan
matematiksel programlama problemlerini ¢6zmek i¢in cesitli metotlar verilebilir
[6,7]. Genel strateji; kisithi lineer olmayan matematiksel programlama problemini
ceza fonksiyonunun kisitsiz minimizasyonunun bir dizisine doniistiirmektir. Bu ceza
fonksiyonlari, orijinal optimizasyon probleminde kisitsiz optimal ¢oziim dizisinin

kisitl optimal ¢oziime yaklagmasiyla kurulur [8].



Ceza metodunun bir alt sinifi Motzkin [9] tarafindan tanitilan iistel ceza
yaklagimudir. Ustel ceza metodu ile, Motzkin’in ¢alismasmdan bu yana, genis dlciide
caligtimistir  [9-15]. Murphy, [14] makalesinde iistel ceza fonksiyonlarini

smiflandirmis, farkli Lagrange carpanlar1 denemistir.

Kisith  optimizasyon problemini kisitsiz  optimizasyon problemine
dontistiirmek igin tezde kullanilan metot literatiirde yapilan arastirmalar ile kisaca
bahsedilmis oldu. Simdi de kisitsiz optimizasyon problemini ¢6zmek i¢in kullanilan

metotlardan bahsedilecektir. Bunun i¢in de kitaplar da birgok metot bulunabilir [1-3].

Bu tezde ise dinamik sistem yapisiyla ¢6ziim ele alinacaktir. Bununla ilgili de
¢esitli calismalar yapilmustir [16]. Ornegin Ozdemir ve Evirgen [6] makalesinde
quadratik programlama problemi i¢in ceza fonksiyonu kullanmis ve probleme
dinamik sistem yapisi ile yaklasmistir. Dinamik sistem yapisinin bir ¢esidi de sinir
ag1 (neural network) modeliyle ¢6zmektir. Bu yontem de bir ¢esit dinamik sistem
yapisina karsilik gelir [17-20]. Ornegin Zhou ve Zhang, [20] makalesinde sinir ag1
icin gerekli olan bir aktivasyon fonksiyonu kullanmig, bu fonksiyon yardimiyla

kisitsiz probleme gecis yapmis ve sinir ag1 yapisini olusturmustur.

Tezin ikinci boliimiinde genel bir optimizasyon problemi ile ilgili temel
kavramlar verilmistir. Optimizasyon problemlerinin ¢oziimii i¢in gereken cesitli
teoremlerden ve optimallik kosullarindan bahsedilmistir. Ceza metoduna genel bir
bakis agis1 saglamak igin bir ceza fonksiyonunun yapisma ve Ozelliklerine

deginilmistir.

Tezin tglincii bolimiinde bir optimizasyon probleminin  kararliligimi

incelemek i¢in kararhilik ile ilgili genel bilgiler verilmistir.

Tezin dordiincii boliimiinde ise tstel ceza fonksiyonunun genel bir yapisindan
ve saglamasi gereken Ozelliklerden bahsedilmistir. Problemin ¢6ziimii yapilmis ve
dinamik sistem yapis1 olusturulmus, verilen probleme bu dinamik sistem yapist ile
yaklasilmistir. Devaminda ise tezde genis Olglide yer verilerek arastirilan metot
kullanilarak ¢Oziimii yapilan birka¢ nlimerik Ornege yer verilmistir. Bu Ornekler
coziilirken Euler metodu kullanilmis ve metodun niimerik agidan verdigi sonucu
gormek icin Matlab programindan yararlanilmistir ve bu orneklerin grafikleri

problemleri takiben sunulmustur.



2. OPTIMIZASYON iLE ILGILIi KAVRAMLAR

Matematiksel programlama problemlerinde, cogu kez sadece optimum yada
global ¢6ziimlerle ilgilenilmesine ragmen genelde sadece lokal ¢oziimler hakkinda

teoremler ispatlanabilir.

Minimum  f (x)

Kisitlar g,(x)<0 ,i=1..,m (2.1)

Lokal ¢6ziim, ama¢ fonksiyonunun daha kiiclik bir degerini veren, kisitlar1
saglayan, komsulugunda herhangi bir bagka nokta bulunmayan bir noktadir. Global
¢oziim, en kiigiik amag fonksiyonu degerini iireten herhangi bir lokal ¢dziim olarak
tanimlanir. Eger problem fonksiyonlarmin 6zel Ozellikleri varsa, Ornegin eger
konveks programlama problemi tanimlaniyorsa, her lokal ¢6ziimiin bir global ¢6ziim
oldugunu ispatlamak miimkiin olabilir. Problem (2.1) i¢in lokal ¢6ziim olan noktanin
yeter kosullarinin kiimesini ve gerek kosullarmin kiimesini sart kosan yararl

teoremler bu 6nemli 6zelliklere basvurmaksizin gelistirilebilirler [8].

2.1  Kiime Kisith ve Kisitsiz Optimizasyon

Bu bolimde

Minimum  f(x)

(2.2)
Kisitlar XeQ

optimizasyon problemi ele almacaktir.

f :R" - R minimize edilmesi amaglanan fonksiyon objektif fonksiyon yada
ama¢ fonksiyonu olarak adlandirilan reel degerli bir fonksiyondur. X,
degiskenlerinden bagimsiz X =[x, X,,..., X.]" € R" n boyutlu vektordiir. X, X,,..., X,

degiskenleri karar degiskenleri olarak ifade edilir. R"'in alt kiimesi olan Q Kkisit

kiimesi veya uygun kiime olarak adlandirilir [1].



(2.2) optimizasyon problemi, Q da ki biitiin olas1 vektorler iizerinde karar
degiskenlerinin en iyi X vektoriinii bulmay1 igeren bir karar problemi olarak
goriilebilir. En iyi vektorlerden kastedilen, amag¢ fonksiyonunun en kii¢iik degerini

bulmaktir. Bu vektor QQ da f ’nin minimumu olarak adlandirilir. Birgok minimum

nokta olmast miimkiindiir. Burada herhangi birini bulmak yeterli olacaktir [1].

Maksimumu arastirilan, amag¢ fonksiyonunun maksimumunu igeren

optimizasyon problemleri de vardwr. Ancak maksimum problemleri, f ’nin
maksimumu —f ’nin minimumuna esit oldugu i¢in yukaridaki minimum formuna

esit olarak ifade edilebilir. Sonu¢ olarak genelligi kaybetmeksizin minimum

problemleri ile inceleme yapilabilir [1].

(2.2) problemi kisitli optimizasyon probleminin genel formudur. Ciinkii karar

degiskenleri kisit kiimesi Q da smirlandirilmigtir. Eger Q=R" ise problem kisitsiz

optimizasyon problemi olarak adlandirilir.

“x e Q” kisit1 kiime kisit1 olarak adlandirilir. Siklikla, Q kisit kiimesi h ve

g verilen fonksiyonlar olmak iizere

Q={x:h(x)=0,9(x)<0},
formunda verilir [1].

Yukarida ki genel optimizasyon problemi diisliniildiigiinde iki ¢esit minimum

noktasi arasindan se¢im yapmak, asagidaki tanimlar yoluyla belirtilecektir.

Tamm 2.1.1: f:R" >R, QcR" kiimesinde reel degerli bir fonksiyon

olsun.

VX e Q\{X*} icin £>0 vardr oyle ki ||X - X*|| <& i¢in
f (x*)< f(x)olmas: durumunda x*eQ , Q daf ‘nin lokal minimumudur. Eger
vxeO\{x*} i¢in f(x*)<f(x) oluyorsa x*eQ , Q da f’nin global

minimumudur.

Eger yukarida ki tanimda “<” yerine “<” kullanilirsa tam lokal minimum ve

tam global minimum denir [1].



Eger x*, f’nin Q’da global minimumu ise f(x*)=minf(x) ve
xeQ)

x*=argmin f(X) yazilir. Eger minimum kisitsiz ise basitge X*=argmin f (x) veya
xeQ X

x*=argmin f (x) yazilabilir [1].

Lokal Minimum I¢in Sartlar

Bu bolimde x*’in local minimum olmasi i¢in sartlar tiiretilecek

ve f:R" >R fonksiyonunun tiirevleri kullanilacaktir.

Df ile tanimlanan f ’nin birinci basamaktan tiirevi

D {i....ﬂ}
oy

seklindedir. Gradiyent Vf, sadece Df ’nin transpozudur, yani Vf =(Df )T

f :R" — R ’nin ikinci basamaktan tiirevi ( f *nin Hesse matrisi)

o*f (x) o*f (x)
i W
F(x)2D*f (x)= : :
0 f (x) 0 f (x)
xox, X,

dir. Q kisit kiimesi ile verilen bir optimizasyon probleminde minimum , Q’nin
smirinda ya da ig¢inde olabilir. Sinirda oldugu durumu calismak i¢in uygun ydn

(feasible direction) notasyonuna gereksinim duyulur [1].



Tanim 2.1.2: Eger «, >0 vardrr 6yle ki Va [O, XO] i¢in
X+ad eQ

ise deR", d=0 vektorii x e Q ’da uygun (feasible) yondiir.

f:R" >R reel degerli fonksiyon ve d, xeQ’da uygun (feasible) yon olsun.

of /2d olarak tanimlanan f ’nin d yoniinde yone gore tiirevi

of (x) = lim f(x+ad)-f(x)

a_d a—0 o

seklinde tanimlanan reel degerli bir fonksiyondur. Eger ||d||=1 ise of /ad, d

yoniinde x noktasinda f ’nin artig oranidir.

Yukaridaki yonlii tiirevi hesaplamak i¢in, x ve d 'nin verildigi farz edelirse

f (x+ad), o nn bir fonksiyonudur ve

of () :di f(x+ad)|_, = Vf(x) d=(Vf (x),d)d"VF (x).

Ozet olarak eger d birim vektdr (||d||:1) ise (Vf(x),d), f nin x

noktasinda d yoniinde artis oranidir.

Teorem 2.1.3 (Birinci Basamaktan Gerek Kosul) : Q,R"in bir alt kiimesi
ve feC', Q’da reel degerli fonksiyon olsun. Eger x* , Qda f ’nin lokal

minimumu ise x*’da herhangi bir uygun (feasible) yon igin
d'Vf (x*)=0
yazilabilir [1].
Ispat: x(a)=x*+ad € Q tanmlanirsa, x(0)=x* dur.
Bileske fonksiyonu ¢(e) = f (X(c)) olarak tanimlanir ise Taylor teoreminden;

7



f(x*+ad)—f (x*)=¢(a)-4(0)=¢'(0)a+0(a)=ad"Vf (X(O))+0(a), a>0

elde edilir. Sonug olarak eger ¢(a)>¢(0) yani >0 mn yeteri kadar kiigiik degeri
igin f(x*+ad)> f(x*) (x* lokal minimum oldugu i¢in) ise d"Vf (x*)=0 elde
edilir.

Tiimuygun d yonleri i¢in yukaridaki teoremin baska bir alternatif yolu

of

Z (x*)=0
~ %)

dir. Diger bir deyisle x* bir lokal minimum ise f ’nin herhangi bir d yoniinde x*
noktasindaki artig orani negatif olmayandir. Yonlii tiirev kullanilarak teorem 2.1.1 in

alternatif bir ispat1 asagidaki gibi verilebilir. x* bir lokal minimum olsun. Bu

durumda herhangi bir d uygun (feasible) yonii i¢in & >0 vardirki Var€(0,a) igin
f(x*)< f(x*+ad)
yazilabilir.
Bunun sonucunda Ve € (0, @) igin

f (x*+ad)— f (x*)

o

>0

elde edilir.

a — 0 i¢in limit alinirsa

sonucuna varilabilir .

x* ‘m Q’nin i¢ noktast oldugu durum, 6zel bir durumdur. Buna gore,

herhangi bir yon uygundur ve asagidaki sonug verilebilir.



Sonug 2.1.4 (¢ nokta durumu) :  Q,R"in alt kiimesi ve f eC', Q da reel
degerli fonksiyon olsun. Eger x*,€2’da f ’nin bir lokal minimumu ve Q ’nm bir i¢

noktasi ise
v (x*)=0
dir [1].

Ispat : Q’nm i¢ noktasi olan x* f ’nin lokal minimumu olsun. x*, Q’nm i¢

noktasi oldugu i¢in x* ‘daki uygun yonlerin kiimesi tim R"’dir. Sonug olarak

herhangi d eR"i¢in d'Vf(x*)>0 ve —d'Vf(x*)>0 dir. Bunun sonucunda

vd eR" igin d"Vf (x*)=0 bulunur ve burada Vf (x*)=0 oldugunu gosterir.

Teorem 2.1.5 (ikinci Basamaktan Gerek Kosul) : QeR", f eC*> Q’da

bir fonksiyon, x* € etrafinda f ’nin bir lokal minimumu ve d, x*’da uygun y6n

olsun. Eger d'Vf (x*)=0 ise;
d'F(x*)d =0

dir. Burada F, f ’nin Hesse matrisidir [1].

Ispat: Teorem olmayana ergi yontemiyle ispatlanir. x*’da d uygun yonii vardir
oyle ki d'F(x*)d=0 ve d'F(x*)d<0 dr. x(a)=x*+ad olsun ve

d(a)=f (X*+ad ) =f (X(a)) bileske fonksiyonu tanimlanirsa Taylor teoreminden

2

#(er) = $(0)+¢"(0) 7 +0(?)

#'(0)=d"F(x*)d =0ve ¢"(0)=d"VF (x*)d <0

yazilir. Yeterince kiiclik « i¢in



bulunur. Yani f (X*+ad)< f (X*) Ki bu da x*’1in lokal minimum olmasiyla gelisir.

Sonug olarak
#(0)=d"F(x*)d 20
elde edilir.

Sonuc 2.1.6 (i¢ nokta durumu) : x*, QcR" in i¢ noktas1 olsun. Eger x* ,

f:Q—>R feC*fonksiyonun bir lokal minimumu ise Vf(x*)=0 ve F(x*)

pozitif yar1 tanimlidir (F (x*)> 0) yani vd e R" icin d'F (X*)d >0 dir [1].

Ispat : x* bir i¢ nokta ise, biitiin yonler uygundur. Ispat, Sonug¢ 2.1.1 ve Teorem
2.1.2 den elde edilir.

Simdi x*’mn lokal minimum oldugunu sdyleyen yeter kosullar1 belirlensin.

Teorem 2.1.7 (ikinci Basamaktan Yeter Kosul): f € C?, x*’ m bir i¢ nokta

oldugu bdlgede tanimlansin ve
1.Vf(x*)=0
2. F(x*)>0
olsun. Oyle ise x*, f *nin tam lokal minimumudur [1].

Ispat: f €C? oldugu i¢in F(X*) =F' (X*) yazilabilir. Tkinci sart1 kullanirsak ve
Raylrigh’s esitsizligini takiben eger d=0ise

0< A, (F (X*))”d ||2 <d"F (x*)d bulunur. Taylor teoremi ve birinci sarttan;

f(x*+d)—f (x*):%dTF(x*)d +o(||d||2)zw||d||2 +o([d[f)

yazilabilir. Sonug olarak ||d|| yeterince kiigiik tiim d ’ler i¢in
f(x*+d)> f(x*)
elde edilir ki bu da ispat1 tamamlar.
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2.2 Esitlik Kisith Optimizasyon

Bu bolimde (2.2) ile formiile edilmis lineer olmayan kisith optimizasyon

problemlerinin bir siifin1 ¢6zmek igin metotlar elde edilecek.

Vektor formunda (2.1) problemi asagidaki standart formda yeniden

gosterilebilir [1]

Minimum  f (x)

Kisitlar 0 (2.3)
0

o «Q
N~
xX X
N—

IA

Burada h:R" —>R"™ ve ¢g:R" —RP dir.

Tanim 2.2.1: Kisitlar1 saglayan herhangi bir noktaya uygun nokta adi verilir.

Uygun noktalarin kiimesi
{XER" :h(x):O,g(x)SO}
uygun kiime olarak adlandirilir.

Optimizasyon problemlerinin (2.3) formu bizim i¢in yeni degildir. Gergekten,

lineer programlama problemleri formu

Minimum c¢'x
Kisitlar Ax=D (2.4)
x>0

seklindedir [1].

Bu boliimiin diger kisminda sadece esitlik kisitlarma sahip kisith
optimizasyon problemleri incelenecek ve genel esitlik kisitli optimizasyon problemi

asagidaki boliimde verilecektir.
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2.2.1 Problemin Modellenmesi

Bu boliimde analiz edilecek optimizasyon problemleri sinifi

Minimum  f (x)
Kisitlar h(x)=0 (2.5)

seklindedir ki burada xeR", f:R"—>R , h:R">R" h=[h,.,h ] ve

m<ndir. h siirekli tiirevlenebilir bir fonksiyon yani heC' olsun. Asagidaki tanim

verilebilir.

Tamm 2.2.1.1: Eger Vh (x*),..,Vh, (x*) gradiyent vektorleri lineer
bagimsiz ise hl(X*)ZO,...,hm(X*)IOleItlarlnl saglayan X* noktasina kisitlarin

regiiler bir noktasidir denir. h= [hl,..., hm]T ’in x*’daki ,

Dh, (x*) Vh, (x*)"
Dh(x*)=| & |=|
Dh, (x*) vh_ (x*)

seklinde verilen Jakobiyen matrisi Dh(x*) olsun. Bu durumda x* noktasmmn
regiiler bir nokta olmasi i¢in gerek ve yeter sart rank Dh(X*)zmolma51d1r.

h(x)=0,..,h,(x)=0, h:R" >R esitlik kisitlarinmn kiimesi

S :{XER” :hl(x):O,...,hm(x)zo}

seklinde yiizey tanimlar.

S ’nin noktalar1 regiiler olsun. O halde S yiizeyinin boyutu n—m dir.
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2.2.2 Tanjant ve Normal Uzaylar

Bu boliimde, yiizeydeki bir nokta da normal uzay ve tanjant uzay notasyonlar1

verilecektir. S yiizeyinde bir egri tanimlanarak baglanacaktir.

Tanim 2.2.2.1: S yilizeyinde bir egri, siirekli te(a,b) parametrize edilmis

{X(t) eS:te (a, b)} noktalarmin  kiimesidir ~ yani  X: (a, b) —S surekli

fonksiyonudur .

Tamm 2.2.2.2: Eger; Vt € (a, b) icin

var ise C = {X(t) ‘te (a, b)} tiirevlenebilir egridir.

Tanim 2.2.2.3: S= {X eR":h(x)= O} yiizeyi iizerinde x* noktasindaki

tanjant uzay

T (x*)={y:Dh(x*)y=0}
dir.
T (x*) tanjant uzay1, D(h(x*)) matrisinin sifir uzayidir
T (x*)=N(Dh(x*)).

Tanjant uzay R"in alt uzayidir. x*’mn regiiler oldugu farz edilirse, tanjant uzaymin

boyutu n—m’dir ve burada m, h (X*) =0 esitlik kisitlarinin sayisidir.

Teorem 2.2.2.4: x*eS regiiler nokta VeT(X*) , X* noktasmda tanjant

uzay olsun. Bu durumda yeT (X*) olmasi i¢in gerek ve yeter sart S tizerinde bir x*
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noktasindan gegen ve bu noktadaki diferansiyeli y olan tiirevlenebilir bir egrinin

bulunmasidir [1,2].

Ispat: (<)§ iizerinde
{x(t):te(ab)]

egrisinin var oldugunu diisiinelim 8yle ki X(t*)=x* ve x(t*)=y ,t*<(a,b) olsun.

Oyle ise
h(x(t))=0, Vte(a,b) igin
zincir kuralindan h(x(t)) fonksiyonunun t’ye gore tiirevi alinirsa

d

—h(x(t))=Dh(x(t))x(t)=0, Vte(a,b)

dt

elde edilir. Boylece ,t*’da
Dh(x*)y=0veyeT(x*)
bulunur .

(=) Bu tarafi ispatlamak i¢in kapali fonksiyon teoreminin kullanilmasi gerekir

[2].

Asagida normal uzay notasyonunun tanimi verilmistir.

Tamm 2.2.2.5: S= {X eR":h(x)= O} yiizeyi iizerinde bir x*

noktasindaki N (Xx*) normal uzay1
N (x*) :{XER" DX = Dh(x*)T Z, Z eRm}
kiimesidir.

N (X *) normal uzayni



olarak ifade edebiliriz, yani Dh (X*)T matrisinin goriintiisiidiir. N (X*) normal
uzay1 Vh (X*) ,eeny VI (X*) vektorleri tarafindan gerilen R" 'in bir alt uzayidir yani

N (x*)=span| Vh (x*),...,Vh_ (x*)]
={XER” : x=z,Vh (x*)+..+z,Vh, (x*), z,...2, e]R}

dir. Normal uzay sifir vektdriinii igerir. X*’mn regiiler oldugu kabul edilirse , N (x*)

normal uzaymin boyutu m ’dir [1].

Simdi normal uzay ve tanjant uzaym birbirlerinin ortogonal tamamlayicilar1 olduklar:

ispatsiz verilecektir.

1

Lemma 2.2.2.6: T(x*)=N(x*)" ve T(x*) =N (x*) dir [1].

2.2.3 Lagrange Kosullar

Bu boéliimde kisith ekstremum problemleri i¢in birinci basamaktan bir yeter
kosul sunulacaktir. Bu sonuglar bilinen Lagrange teoremidir. Teoremin daha iyi

anlasilmasi i¢in iki degiskenli kisitli bir problem ele alinacaktir [1].

h:R*> >R kisit fonksiyonu olsun. Her bir x noktasmndaki Vh(X) gradiyent

vektorii bu noktadan gecen seviye kiimesine dik olmalidir. Simdi  x*= (Xi*, X, *)T
icin h(x*)=0 ve Vh(x*)=0 kabul edilsin. x* noktasmdaki seviye kiimesi
{X:h(X):O} kiimesi ile tanimlanir. Bu seviye kiimesi X*’mn bir komsulugunda

stirekli tiirevlenebilir {X(t)} ,X:IR — R? egrisi ile parametrize edilir. Yani

x(t):in(t)J, te(ab), x*=x(t*), X(t*)#0, t*<(a,b)olsun Simdi

Vh(x*) i %(t*)’a dik oldugu gésterilecektir. Vt e(a,b) i¢in
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d

h(x(t))=0= ah(x(t)) =0

= Vh(x(t)) x(t)=0

yani Vh(x*) , )'((t*) ’a diktir. Simdi x* noktasmm f:R* —R fonksiyonun
{X:h(x):O} kiimesi tizerinde minimumu oldugu kabul edilsin. Burada Vf (X*) ‘in
da X%(t*)’a dik oldugu gosterilmeye calisilacaktir. Bunun i¢in t* noktasinda

minimumu olan  ¢(t)=f (x(t)) bileske fonksiyonu ele ahnirsa x* minimum

oldugundan birinci basamaktan gerek kosul geregi

0=% =V (X(19) X(1%) = VE (x4 X(t¥)

olur. Buradan da Vf (x*)’m, x(t*)’a dik oldugu gériiliir. Sonug olarak Vh(x*)
da  x(t*)’a dik oldugundan Vh(x*)’m, Vf(x*)’a paralel, yani Vf(x*) ,

Vh(x*) ’m bir skaler katidir [1].

Yukaridaki gozlemler tek kisit ile iki degiskenli fonksiyonlar i¢in Lagrange

teoreminin formiile edilmesini saglar.

Teorem 2.2.3.1 (Lagrange Teoremi n=2, m=1):x*h(x)=0,h:R* >R
kisitina gore f :R?> — R fonksyionunun minimumu olsun. Bu durumda Vf (x*) ve
Vh(x*) paraleldir, yani eger, Vh(x*)=0ise dyle bir A* skaleri vardir ki

VF (x*)+A*Vh(x*)=0
dir [1].

2.2.3.1 teoreminde A*, Lagrange carpani olarak adlandmrilir. Teorem

maksimum ekstremum problemleri i¢inde saglanir.

Lagrange teoremi, bir noktanin lokal minimum olmas1 i¢in birinci
basamaktan gerek kosulu saglar. Bu kosul, iki denklemden olusan Lagrange kosulu

olarak bilinir,
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Lagrange kosulu gerek sarttir fakat yeter degildir. Simdi Lagrange

teoremi f :R" >R ve h:R" - R"™, m<n igin genellenecektir.

Teorem 2.2.3.2 (Lagrange Teoremi): x*; h(x)=0, h:R" ->R", m<n

kisitma gore f :R" — R fonksiyonunun bir lokal minimumu (veya maksimumu) ve

bu kisitlarin regiiler bir noktasi olsun. Bu durumda
Df (x*)+A* Dh(x*)=0"
saglanacak sekilde bir A*e R™ vardir [1].
ispat: Bazi A" €R" igin

T

Vf (x*)=-Dh(x*) A1*
oldugunu géstermek gerekir, yani
VE (x*)eR(Dh(x*)' ) =N (x*)
dir. Fakat Lemma 2.2.2.6’dan N (x*):T(x*)l. Bu yiizden Vf (x*)eT(x*)l
oldugunu gostermek yeterlidir. y €T (x*) olsun.
Teorem 2.2.2.4 den {x(t):t e(a,b)} egrisi vardir dyle ki Vt € (a,b)igin
h(x(t))=0

ve t*e(a,b), X(t*):x*, )'((t*)z y saglanr.

#(t)=f(x(t)) bileske fonksiyonu diisiiniilirse t*,bu fonksiyonun lokal

minimumudur. Kisitsiz lokal minimum i¢in birinci basamaktan gerek sarttan

(Teorem 2.1.3)
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dt

dir. Zincir kuralmin uygulanmasiyla;

S (14)= DF (x%)%(1¥)= DF (x*)y =V (x*) y =0

elde edilir. Boylece Wy eT (x*) igin
;
v (x*) y=0
saglanir. Yani Vf (x*)eT (x*)" dir. Bu da ispat1 tamamlar.

Lagrange teoremi belirtir ki eger x* bir ekstremum nokta ise f amag

fonksiyonunun gradiyenti kisitlarin gradiyetlerinin lineer kombinasyonu olarak ifade
edilebilir. Teorem 2.2.3.2°’deki A* vektorii Lagrange carpan vektorii ve onun

bilesenleri Lagrange carpanlar1 olarak adlandirilir [1].

Lagrange teoreminin ispatindan goriiliir ki kompakt bir sekilde yazmak i¢in

gerek kosul Vf (X*) eN (X*) dir. Eger bu kosul saglanmazsa, x* ekstremum nokta

olmaz. Lagrange fonksiyonu
[:R"XR"™ > R
1(x,4)= f(x)+A"h(x)
ile verilebilir [1].

x* lokal minimumu i¢in Lagrange kosulu, Lagrange fonksiyonunun

DI (x*, A%) =0"

olarak kullanilmasiyla bazi A*’lar i¢in (ki burada D tiirev operatori, [XT,/IT ]T

argumanina gore tirevdir) Yyeniden sunulabilir. Diger bir degisle Lagrange
teoreminin gerek kosulu, kisitsiz optimizasyon igin birinci basamaktan gerek

kosulunun Lagrange fonksiyonuna uygulanmasina esittir [1].
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Yukaridaki ifadeyi gormek i¢in,|’nin X’e gore tirevi D,| ve 1 ya gore

tirevi D AI olarak tanimlanirsa

DI(x,4)=[ D,I(x,4),D,1(x,4)]
D,l(x,2)=Df (x)+A"Dh(x) ve D,l(x,2)=h(x)".

X

dir. Boylece x* lokal minimumu igin Lagrange teoremi

DI (x*,A*)=0"
D,I(x*, A*) =0

A*eR™ igin belirlenir ki bu da DI(x*,A*)=0 esitligini verir. Diger bir ifadeyle
Lagrange kosulu DI (x*,1*)=0" olarak ifade edilebilir [1].
Lagrange kosulu miimkiin olan ekstremum noktalarmi bulmak i¢in kullanilir. Bu ise

D,I(x2)=0"
D,I(x,4)=0"

denklemlerinin ¢6ziimiinii gerektirir [1].

Ikinci Basamaktan Kosullar

f:R" >R ve h:R"—>R"iki kez diferansiyellenebilir fonksiyonlar, yani

f,h e C?olmak iizere
1(x,4)=f (x)+A"h(x) = f (x)+A4h (X)+...+ 4,0, (X)
Lagrange fonksiyonunu ele alalim. L(x,1), X’e gdre |(X, 4) *nin Hesse matrisi
L(x,A)=F(x)+A4H, (X)+...+2,H, (X)

olsun. Burada F(x), f 'nin x e gére Hesse matrisi ve H, (x)
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o’h, (x) o’h (x)
ox OX. 0%,
H,(x)= : :
o*h(x)  'h(x)
OX,0X, ox,?

k=1..,m igin X e gore h, 'nin Hesse matrisidir. Bu durumda

[AH ()| = AH, (X)+...+ 2, H_ (X)

notasyonu kullanilarak

L(x,2)=F(x)+[ AH(x)]
yazilabilir [1].

Teorem 2.2.3.3 (Ikinci Basamaktan Gerek Kosullar)

:x*; h(x)=0, h:R" > R"™, m<n kisitma gore f:R"—R fonksiyonunun lokal

minimumu ve f,geC?olsun. x*’mn regiiler oldugu farzedilirse 6yle A*eR"™ vardir

Ki

1.Df (x*)+A*" Dh(x*)=0"

2. Yy eT(x*) iciny L(x*A*)y=>0
saglanir [1].

Ispat: 2*’m  varligi Df (x*)+A*" Dh(x*)=0" Lagrange teoreminden gdriiliir.
Geriye  sonucun  ikinci kismmi  ispatlamak kahr.yeT(X*)yani y
S= {X eR": h(X) = 0} yiizeyinde x* da tanjant uzayma ait olsun.heC’® oldugu
icin, Teorem 2.2.3.3 kosullarmi takiben, S iizerinde iki kez diferansiyellenebilir

{X(t) ‘te (a, b)} egrisi vardir 0yle ki baz1 t*e (a, b) icin

X(t*)=x*x(t*)=y

dir.
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Varsayimdan;  t*; ¢(t)=f(x(t)) fonksiyonunun lokal minimumudur.

Kisitsiz minimizasyon i¢in ikinci basamaktan gerek kosuldan; (Teorem 2.1.2)

d’p(t*) 0

elde edilir.

formiiliiniin kullanimi ve zincir kuralindan

d¢
w [ f(x(t)x(t9)]
‘X(t*) F () x(t*) + Df (x*)x(t*)

=y'F(x*)y+Df (x*)%(t*)>0

elde edilir. h(x(t))=0, Vte(a,b)oldugu igin

&2 h(x(1))=0

yazilir ve boylece Vt e (a, b)icin

2 n(x(1)

e %h(x(t))}
35 S (x()
340, (x(0)x(0)|
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dir. Yukaridaki t =t* i¢in dogrudur yani
y [ A*H (x*)]y+A*" Dh(x*)%(t*)=0
denkleminin eklenmesiyle esitsizlik
y'F(x*)y+Df (x*)%(t*)=0
y' (F(x*)+[2A*H(*)]) y+(Df (x*)+2* Dh(x*))%(t*)=0
seklini alir. Fakat Lagrange teoremi Df (x*)+A*" Dh(x*)=0" dir. Béylece
y' (F(x*)+[/1*H(x*)])y: y'L(x*1%)y>=0
bulunur ki bu da sonucu ispatlar.

L(X,ﬂ,),f ama¢ fonksiyonunu F(X) Hesse matrisinin  kisitsiz

minimizasyon durumunda yaptigi gibi benzer bir rol oynar. Ancak, simdi

L(x*,A*)>0 R"’den ziyade sadece T (x*) da gerektirir [1].

Bir noktanin lokal minimum olmasi i¢in yukaridaki kosullar gerek kosullardir
fakat yeter degildir. Simdi bir noktanin tam lokal minimum olmasi i¢in yeter kosullar

ispatsiz verilecektir.

Teorem 2.2.3.4 (ikinci Basamaktan Yeter Kosullar): f,g eC? ve x*eR" ve

A*eR"™ var oldugunu farz edelim 6yle ki
1.Df (x*)+A*" Dh(x*)=0"
2.vyeT(x*),y=0 i¢in y'L(X*,A*)y>0
dir. Bu durumda x* , h(x)=0 ksita gdre f *nin tam lokal minimumudur [2].

Teorem 2.2.3.4 efer x* Lagrange kosulunu saglar ve L(x*A%), T(x*)

iizerinde pozitif tanimli ise X*’mn tam lokal minimum oldugunu belirtir. Teorem
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2.2.34 e benzer sonu¢ tam lokal maksimumum igin, sadece L(X*,/l*),

T (X*) iizerinde negatif tanimli olmas1 farkiyla saglanir [1].

2.3  Esitsizlik Kisith Optimizasyon

2.3.1 Karush-Kuhn-Tucker Kosullar

Kisim 2.2°de sadece esitlik kisitlarini iceren kisitli optimizasyon problemleri
analiz edildi. Bu boliimde esitsizlik kisit1 igeren ektremum problemleri incelenecek.
Bu kisimdaki isleyis Kistm 2.2°deki ile paraleldir. Esitsizlik kisitli problemler
Lagrange carpanlar1 kullanilarak islem yapilir. Bu kisimda (2.3) problemi ele

almacaktir.
Tamim 2.3.1.1: Eger g, (X*) =0 ise g, (X*) < Oesitsizlik kisit1 x*’da aktif
kisit olarak soylenir. Eger g (X*) <0ise x*’da aktif olmayan kisittir.

Bu durumda h; (x)=0Oesitlik kisit1 her zaman aktiftir.

Tamm 2.3.1.2: x* noktasi h(x*)=0, g(x*)<0 kisitlarmi saglasin ve aktif

esitsizlik kisitlarinim indeks kiimesi, J(x*)

J (x*)é{j 19, (x*):O}
biciminde tanimlansin. Eger Vh (X*), Vg, (X*), 1<i<m,jeld (X*) lineer
bagimsiz ise x*’a bir regiiler noktadir denir.

Simdi bir noktanin lokal minimum olmasi i¢in birinci basamaktan gerek kosul
gosterilecektir. Bu kosul Karush-Kuhn-Tucker (KKT) kosulu olarak sdylenir.
Literatiirde bu kosul genellikle Kuhn-Tucker kosulu olarak bilinir.
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Teorem 2.3.1.3 (Karush-Kuhn-Tucker (KKT ) Teoremi): f,h,geC' , x*,

h(x)=0,9(x)<0 kisitlarma gdre f *nin minimum probleminin lokal minimumu ve

regiiler nokta olsun. Oyle ise X*eR"™ ve z*eRP vardr Ki
1.4%>0

2.Df (x*)+ A% Dh(x*)+ z* Dg (x*)=0"

saglanir [1,2]. Teorem 2.3.1.3’de A *,Lagrange ¢arpan vektorii ve u*,Karush-Kuhn-

Tucker (KKT) carpan vektorii olarak ifade edilir. Onlarin bilesenleri de Lagrange
carpanlar1 ve Karush-Kuhn-Tucker (KKT) ¢arpanlari olarak ifade edilir.

Bu teorem ispatlanmadan &nce, anlami tartisilacak, 4 >0 (sart 1) ve
g, (x*)<0 gozlemlenecektir. Boylece kosul
PR G(X*) =79y (X*) +t 11,% 9, (X*) =0

olarak elde edilir. Eger g;(x*)<O0ise ;*=0oldugunu ima eder yani Vj¢J(x*)
igin g;*=0 dir. Diger bir ifadeyle KKT ¢arpanlari g, *aktif olmayan kisitlarda

sifirdir. Diger KKT garpanlar1, 4;*, j € J(X*)negatif olmayandr, sifira esit ve esit

olmayan olabilirler [1].

KKT kosulunu saglayan noktalar arastirilir ve bu noktalar minimum aday1

olarak goriiliir. Ozetle, KKT kosulu bes kisimdan olusur.

1. 4,*20

2.Df (x*)+ A% Dh(x*)+u* Dg(x*)=0"
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5.9(x*)<0
Simdi asagida KKT teoreminin ispat1 verilecektir.

Ispat (KKT Teoremi): x*,{x: h(X) =0, g(X)SO} kiimesi tizerinde f 'nin regiiler
lokal minimumu olsun. Oyle ise X*, ayni zamanda
{X: h(x)=0,9,(x)=0,jeJ (X*)} kiimesi iizerinde de f ’nin regiiler lokal
minimumudur. Ikinci kisit kiimesi sadece esitlik kisitlarini icerir. Boylece Lagrange

teoreminden, A*€R"™ ve p*eRP vardrr dyle ki
Df (x*)+A*" Dh(x*)+ x* Dg(x*)=0"

MEN (X*) igin ~ 4,*=0 elde  edilir.  Ispat1  tamamlamak icin
Vjed(x*)igin 4£;*>0 oldugunu gostermek kahr. Olmayana ergi ydntemi

kullanilirsa j € J(x*) vardir dyle ki u;*<0olsun. Sve 'f(x*) kiimeleri sirasiyla

x *’daki biitiin diger aktif kisitlar tarafindan tanimlanan ylizey ve tanjant uzay1 ifade

etsin. Yani
§:{x:h(x):0, 9, (X)=0, ieJ(x*), i= j}
ve

T (x*)

{y: Dh(x*)y=0, Dg,(x*)y =0, ieJ(x*), i=j}
dir. x*’m regiilerliginden y eT (X*) vardir 6yle ki
Dg, (x*)y=0

yazilabilir. Buradan genelligi kaybetmeksizin, Vg, (X*) y < Okosulunu saglayan bir

y oldugu varsayilir ve Lagrange kosulu goz oniine alinir ise

Df (x*)+ A Dh(x*)+ 1, *Dg, (x*)+ 3 11, *Dg, (x*) = 0"

i#]

yazilabilir. Eger yukaridakiy ve ye T (X*) oldugu kullanilirsa
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Df (x*)y =—;*Dg; (x*)y
elde edilir.
Dg;, (X*) y<O0ve x;*<0oldugu farz edildigi igin
Df (x*)y <0
elde edilir. yeT (x*) oldugu i¢in Teorem 2.2.2.4°de S iizerinde tiirevlenebilir

bir{x(t):te(a,b)} egrisi bulunur. Oyle ki t*e(a,b)vardlr ve X(t*):x* ve

X(t*)=ydir.

Simdi %f( k*= (DY <x dir. Yani §>Ovardr dyle ki

Vte (t*, t *+5) icin

elde edilir. Diger taraftan

0,(x(t%)=Dg, (x*)y <0

ve  bazi  e>0ve  Vte(tit*+min{se})igin - g;(x(t))<0 e

f(X(t))< f(X*)bqunur.X(t), te(t*,t*+min{§,g}) S de olduklari icin amag

fonksiyonunun x*’dan daha disiik degerleri ile uygun (feasible ) noktalardir.

Bu, Xx*’1n lokal minimum olmasiyla ¢elisir ki bu da ispat1 tamamlar.

Amag fonksiyonu maksimize edildiginde, yani optimizasyon problemi

Maksimum  f (x)
Kisitlar g (X) <0
h(x)=0

formunda oldugunda KKT kosullar1

1. 4,*20
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2.—Df (x*)+A*" Dh(x*)+ x> Dg(x*)=0"
3. 4 * g(X*):O

4.h(x*)=0

IN

5.9(x*)<0

olarak yazilabilir. Yukaridaki ama¢ fonksiyonun -1 ile ¢arpilmasiyla yukaridaki
maksimum probleminin minimum probleme doniismesiyle kolayca tiiretilir ve

yukaridaki

1 p*<0

2.Df (x*)+A*" Dh(x*)+u*" Dg(x*)=0'"

olarak yeniden yazilabilir.

Yukaridaki gosterilen form, kosul 2°nin -1 ile ¢arpilmasi ve u*, A*’n

isaretlerinin degismesiyle elde edilir.

Benzer sekilde, esitsizlik kisit1 ¢ (X) >0 formunda oldugunda KKT kosulu

turetilebilir.

Minimum  f (x)
Kisitlar g (X)

v

0
0

>0
—

>
~—

problemi diisiiniilsiin. Esitsizlik kisit1 -1ile ¢arpilirsa —g(X) <0 elde edilir. Boylece

bu durum i¢in KKT kosulu
1. p¢;*20
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2.Df (x*)+A* Dh(x*)—u*" Dg(x*)=0"

dir. Onceki gibi £*1n isaretinin degismesiyle
1. 4;*<0

2. Df (x*)+ A% Dh(x*)+u* Dg(x*)=0"

elde edilir.

Maksimum  f (x)
Kisitlar

\

0
0

o «Q
N
X X
— —
I

problemi i¢in KKT kosulu tam anlamiyla Teorem 2.3.1.3 ile aynidir [1].
KKT kosulu ile iligkili daha fazla sonug i¢in [21] boliim 7’ye bakilabilir.
ikinci Basamaktan Kosullar

Esitlik kisitli ekstremum problemlerinin durumunda oldugu gibi esitsizlik
kisitlar1 igeren ekstremum problemleri i¢in ikinci basamaktan gerek ve yeter

kosullar1 verilebilir. Bunun i¢in asagidaki matrisi tanimlamak gerekir.
(%2, 0) = F (x) £ [2H () ]+ 16 (x)]
kiburada F(x), x>de f *nin Hesse Matrisi ve [ AH (x) |notasyonu
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[AH (X)]=A4H, (X)+...+ A4,H, (x)
seklinde sunulur. Benzer sekilde , [ uG (X)] notasyonu
[ 4G (X)]= G, (X)+...+ 1,5, (X)

dir ve burada G, (X);

0°g, (x) o°g, (x)
ol X0

%9, (%) 09, (x)
OX,OX. ox2

ile verilen x’de g, 'nin Hesse matrisidir [1].
Asagidaki teoremde ,

T (x*) :{y eR":Dh(x*)y=0,Dg,(x*)y=0,jeJ (x*)}
kullanilacak, yani yiizeyin tanjant uzay1 aktif kisitlar tarafindan tanimlanacaktir [1].

Teorem 2.3.2.1 (Ikinci Basamaktan Gerek

Kosullar): x*; h(x)=0, g(X)SO, h:R" ->R™ m<n, g:R" > R? kisitlarina
gore f:R"—>R fonksiyonunun lokal minimumu ve f,h,geC? olsun. x*’in

regiiler oldugu farz edilirse A*eR"™ ve g*<RP vardrr dyle ki
1.u*>0, Df (x*)+A*" Dh(x*)+x*" Dg(x*)=0", u*' g(x*)=0
2.y eT (x*) iginy L(x* A%, u*)y >0

dir [1,2].

Ispat: 1.kisim sadece KKT teoreminin bir sonucudur. 2.kisim ispat edilirse

X*, {X 'h (X) =0,9 (X) < O} tizerinde lokal minimum oldugu i¢in ayni zamanda

{x:h(x):O,gj(x)zo, i eJ(x*)} tizerinde de lokal minimumdur, yani x* esitlik
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kisitlart olarak alinan aktif kisitlarla lokal minimumdur. Boylece esitlik kisitlart i¢in
ikinci basamaktan gerek kosullar (Teorem 2.2.4.1) burada uygulanabilir ki bu da

ispat1 tamamlar.

Simdi esitsizlik kisitlarmi igceren ekstremum problemleri ig¢in ikinci
basamaktan yeter kosullar belirlenecektir. Bu sonucun formulasyonunda asagidaki

kiime kullanilacaktir [1].
T (X%, u*) = {y: Dh(x*)y=0,Dg, (x*)y=0,i e j(x*,y*)}

ki burada  J(x*,u*)={i1g,(x*)=0,4*>0} dir.J(x*x*), J(x*)'m alt
kiimesidir: yani j(x*,,u*)c J (X*) dir. Bu da T(X*) ‘1, j(x*,y*) 'in alt kiimesi

oldugunu ima eder: yani T (x*) =T (x*, u*) dir.

Teorem 2.3.2.2 (ikinci Basamaktan Yeter Kosullar) : f,g,heC? ve x*eR"

uygun (feasible) nokta olsun. A*e R™ vektorleri ve z* e RP vardir dyle ki
1.u*>0, Df (x*)+A*" Dh(x*)+x*" Dg(x*)=0", u*' g(x*)=0
2.9y eT(x*, 1*), y =0 iciny"L(x*, A%, u*)y >0

dir.

Bu durumda x* , h(x)=0,g(x)<0 kisitlarina gére f *nin tam lokal minimumudur
[2].

Teorem 2.3.2.2 nin benzer bir sonucu tam lokal maksimum i¢in de saglanir,

sadece fark £*<0 ve L(Xx*A*)’m 'f(x*, (1*) tizerinde negatif tanimli olmasidir.
Simdi bir sonraki boliimde yukaridaki bilgiler esliginde (2.2) optimizasyon

problemini ¢6zmek i¢in ceza metodu adi verilen genel bir metot verilecektir.

2.4  Ceza Fonksiyonu Metodu
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(2.2) genel kisithi bir optimizasyon problemi ele alnsm. Ozel olarak (2.2)
kisitl optimizasyon problemine , y e R pozitif sabiti ve P:R" — R verilen bir

fonksiyon olmak iizere
Minimum f (x)+yP(x)

kisitsiz optimizasyon problemi ile yaklasilacaktir. Sonra iligkili kisitsiz optimizasyon
problemi ¢oziilecek ve orijinal problemin minimumuna bir yaklagim olarak ¢6ziim

kullanilacaktir. y sabiti ceza (penalty) parametresi, P fonksiyonu ise ceza fonksiyonu

olarak adlandirilir [1]. Bir ceza fonksiyonu asagidaki gibi tanimlanabilir.

Tamm 2.4.1: Bir P:R" >R fonksiyonu eger asagidaki ti¢ sart1 sagliyor

ise yukaridaki kisitlt optimizasyon problemi i¢in bir ceza fonksiyonu adin1 alir [1].

1.P surekli

2.P(x)=0, ¥xeR"

3P(x)=0ancak ve ancak x uygun (feasible) nokta (x Q)

Acikga, (2.2) kisitsiz probleminde, orijinal probleme iyi bir yaklasim igin P
ceza fonksiyonu uygun bir sekilde secilmeli. Ceza fonksiyonunun rolii, feasible

(uygun) kiime digindaki noktalar1 “cezalandirmak™ tir.

Ceza fonksiyonlarinin nasil segilecegini gostermek igin, f:R" >R,

g,:R" >R, i=1,.., polmak iizere

Minimum  f (x)
Kisitlar gi(X)SO i=1..,p

kisith optimizasyon problemi ele alinsin. Sadece esitsizlik kisitlarinin diisiintilmesi
kisitlayict degildir ¢iinkii h(X) =0 formundaki bir esitlik kisit1 Hh(x)”2 <0 esitsizlik
kisitina esittir. Yukaridaki kisith problem i¢in ceza fonksiyonunun g,,...,g, kisit

fonksiyonlar1 cinsinden tanimlanmasi dogaldir. P i¢in muhtemel bir se¢im
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seklindedir ve burada

" (x)=max{0,g, (x)} =

dir [1]. Daha genel bir formiilasyon ile ifade etmek istersek x* problemin (global
minimumunu) bir ¢6ziimii, P problem igin verilen ceza fonksiyonu ve y, R

k =1,2,... pozitif sabitler olmak {izere

q(7.X):R" >R, q(#.X)=f(X)+%P(x)
fonksiyonu tanimlansin.

Her k i¢in asagidaki kisitsiz optimizasyon problemi yazilabilir
Minimum q(7,, ).

x*,  q(%.X)’in minimumunu ifade etsin. Asagidaki lemma, kisitli problem ve

kisitsiz problem arasindaki bazi yararl iligkileri tanimlar.

Lemma 2.4.2: Farzedelim ki {y,} azalmayan bir dizi, yani vk icin

Ve < Ve olsun. Sonra vk iin
L o)l )
2. P(x*)<p(x¥)
3. f (x<k+l>)2 f (x(k))
4. f(X*)Zq(yk,x(k))Zf(X(k))

elde edilir [1].

32



Ispat: Tlk olarak 1. kisim ispatlansin. Q *nun tanimindan ve {7k} ‘nin artan bir dizi

olmasindan
q (7/k+l’ X(k+1)) = f (X(k+1) ) + 7P (X(k+l) ) > f (X(k+l) )+ 7 P (x(k+1))

yazilabilir. $imdi x", (7, x)’in minimumu oldugu igin

q(yk,x(k)) = f (x(k))+7/kP(x(k)) < f (x(k”))ﬂ/kP(x(k”))

dir. Yukaridakilerin birlestirilmesiyle 1. kism elde edilir.

k+1)

Sonra 2. kisim ispatlansm. x* ve x| q(7,,X) ve q(yy,,X)’in minimumlart

oldugu i¢in

(700 £ ()< 1 () 2 )

Q(J/kwx(k*l)) f(x(k+l))+7/k+1p(x(k+l))g f(x(k))+7/k+lp<x(k))

yazilabilir. Esitsizliklerin taraf tarafa toplanmastyla
7P (x(k) ) + 7k+lP(x(k+1)) < yk+1P(x(") ) +yP (x(k”) )
elde edilir. Yeniden diizenlenirse
(Fea =2 P(X"?) < (a1 P(x)

bulunur. Verilen kosuldan 7, , 27, oldugu biliniyor. Eger  y,,>7, Iise
P(X(k+1)) < P(X(k)) elde edilir. Aksi taktirde eger 7,,, =7, ise agikga X*™ =x® dir

ve boylece P(X(k+1)) = P(X(k)) dir. Boylece 2. kisma ulasilir.

3. kisim ispatlansm. x* , q(¥,,X) ’in minimumu oldugu igin

A7) = (7)) < £ (x02) P (30

elde edilir ve boylece
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f (x(k*l))z i (x(k))+7k (P(x(k))— P(x(k*l)))

ve 2. kisimdan P(X(k))— P(X(M)) >0 ve y, >0 kosulundan

f (x(k*l)) > f (x("))
yazilir.

Son olarak 4. kisim ispatlansin. x* , q(y,,X) *nin minimumu oldugu igin

f(x*)+7P(x*)2 Q<7k,x(k)) =f (X(k))+7kP(x(k))
yazilir.

x*, kisith optimizasyon probleminin minimumu oldugu i¢in P(X*) =0 dir. Boylece

f(x*)> f(x(k))+ykP(x(k))
dir. P(x*)>0 ve y, >0 oldugu igin

f(x*)Zq(;/k,x(k))z f(x(k))

dir ki bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 2.4.3: f ama¢ fonksiyonu siirekli ve k—ooigin =y, >

olsun.{x,} dizisinin herhangi yakimsak alt dizisinin limiti kisith optimizasyon

probleminin bir ¢oziimiidir [1].

Ispat: {ka}, {Xk} dizisinin yakinsak alt dizisi ve X {ka}’mn limiti olsun.
Lemma 2.4.2’den {q(;/k,x(k))} dizisi, azalmayan ve f(x*) tarafindan tstten
siirhidir. Boylece {q(;/k,x(k))} dizisinin q*=l!i£?oq(yk,x(k)) limiti vardir oyle ki

gr< f (X*), f siirekli ve Lemma 2.4.2°den f (X(m")) <f (X*) oldugu i¢in
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lim £ (x"™) = £ (1imx™)) =  (x) < f (x*)

k—o k—o

elde edilir.

{ f (x(mk))} ve {q ( Vin s X(mk))} dizilerinin her ikisi de yakmsak ve

o=l )= (4

dizisi de yakinsak oldugu igin  limy,, P(X™)=g*—f () elde edilir.

Lemma 2.4.2 den {P(ka )} dizisi artmayan ve 0 tarafindan alttan siirlidir. Boylece

{P(xk)} ve {F’(xmk )} yakmsaktir. y,. — oo oldugu igin

limP(x" )=0

k—w

bulunur. P’ nin siirekliliginden

0=limP(x™)=P(limx™) =P (%)

k—o0 k—o0

ve X uygun (feasible) bir noktadir. Yukaridan f (x*)> f (X) oldugu i¢in % "m kisith

optimizasyon probleminin bir ¢6zlimii oldugu sonucuna varilabilir.
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3. KARARLILIK ANALIiZi

3.1  Lyapunov Kararhhk ve Dinamik Sistem

f :D > R" olmak iizere
x=f (x) (3.1)

otonom sistemi, R" iginde D —R" bolgesinde lokal Lipschitz dontisiimidiir [22].

X € D, (3.1)’in denge noktasi olsun yani;
f(X)=0

dir. Amag¢ X ’m kararlilig1 ile calismak ve onu karakterize etmektir. Kolaylik i¢in

biitlin tanim ve teoremlerde R"’in orijin noktasinin denge noktasi oldugu durum ele
almacaktir. Bunu yapmada higbir genelleme kaybi olmaz ¢iinkii herhangi bir denge
noktasi degisken degistirmesi ile orijin noktasina donistiiriilebilir. X #0 olsun ve

y =X—X degisken degistirmesini diisiiniilsiin. Y ’nin tiirevi
y=i=1(x)= f(y+%)=9(y), 9(0)=0

olarak verilir. Yeni degisken Y i¢in sistemin orijininde denge noktasi vardir. Boylece
genelligi kaybetmeksizin her zaman f(x)’in f(0)=0"1 sagladig: diisiiniilebilir ve

x =0 orijinin kararlihginda ¢alisabilir [22].
Tamm 3.1.1: x=0 (3.1)’in denge noktasi
e cger Ve >0 igin 0 = 5(8) >0 vardir 6yle ki
Ix(0)| <5 =|x(t)| <& vt=0

ise kararhdr.
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e cger kararl degilse kararsizdir.

e cger kararlive ¢

Hx H<6:>I|mx =0

t—oowo

seklinde secilirse asimptotik kararlidir [21].

V:D — R, orijini igeren D c R" boélgesinde taniml, siirekli, tiirevlenebilir
fonksiyon olsun. V ’nin , (3.1)’in ¢dziim egrisi boyunca tirevi V(x) olarak

tanimlanir ve

V (X) :_18x _z (x)
_fl(x_
f,(x
{ﬂﬁ,_,,ﬂ} ey
OX, OX, OX,, OX
(X))

dir. V ’nin sistemin ¢6ziim egrisi boyunca tiirevi, sistemin denklemine baglidir.
Boylece V (x) farkli sistemler i¢in farkli olacaktir. Eger ¢(t; X), t =0 zamaninda x

baslangi¢ durumunda (3.1)’ in ¢6zlimii ise

dir. Bdylece V (x) negatif ise V , (3.1)’in ¢dziimii boyunca azalacaktir [4]. Simdi

Lyapunov Kararlilik teoremi verilebilir.

Teorem 3.1.2: x=0 , (3.1) i¢in denge noktasi ve D —R", x=0"1igeren bir

bolge olsun. V : D — R siirekli tiirevlenebilir bir fonksiyon olmak {izere
V(0)=0, vexe D—{0} icin V(x) >0, (3.2)

herxe D igin V (x)<0 (3.3)
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ise verilen sistem x = 0noktasinda kararlidir denir. Ayrica eger

vxeD-{0} i¢inV (x)<0 (3.4)

ise sistem x = 0 noktasinda asimptotik kararlidir denir [22].

Ispat: £ >0 verilsin ve

B {XeRn

x| < r} cD

sartini saglayan r €(0,&] segilsin. & =minV (x) olsun. Oyle ise (3.2) den & >0

Ixl=r

dir. fe(0,&) alalim ve
Q,={xeB|V(x)<|

olsun. Bu durumda Q,, B, nin i¢ bolgesidir. QQ, kiimesi t=0 da Q, da baslayan
herhangi bir egrinin Vt>0 i¢in Q,’nin i¢inde kalmasi zelligine sahiptir. (3.2) den

bu goriiniir ¢iinkii
V(x)<0=V(x(t))<V(x(0))< B, vt=0

dir. Q, kompakt bir kiime oldugu i¢in (tanimindan kapali ve B, ’nin iginde oldugu

igin smirhidir) ve varlik teklik teoreminden ([22],teorem 2.4) (3.1) in x(0)eQ,
oldugu her durumda Vt>0 i¢in tanimlanan tek bir ¢oziimii oldugu sonucuna

ulasilabilir.V (x) siirekli ve V (0)=0 oldugu i¢in &>0 vardir &yle ki
IX|<s=V(x)<B
dir.
B, cQ,cB,

ve
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r

x(0)eB, = X(O)eQﬁ =>x(t)eQ, = x(t)eB
dir ve boylece
x(0)] < 5 = [x(t)] <r <&, ¥t 20

dir ki bu da x=0 denge noktasmin kararli oldugunu gosterir. Simdi de (3.4) iin

saglandig farzedilsin. Asimptotik kararhligi gostermek igin t—oo igin x(t) —>0
oldugu gdsterilmeli yani Ve >0 igin T >0 vardir dyle ki |X| < e, vt>T . Bilinir ki
va>0 igin b>0 segilebilir dyle ki Q, =B,. Bdylece t—>o0 igin V(x(t))—>0
gostermek yeterlidir. V(X(t)) monoton azalan ve sifir tarafindan alttan smirh
oldugu i¢in

t — o0 icin V(X(t))—)CZO
dir. ¢ =0 oldugunu gostermek igin olmayana ergi yontemi Kullanilsm. ¢ >0 olsun.
V(x)’in siirekliliginden d >0 vardir dyle ki B, Q.. V(x(t))—>c>0 limiti
Vt>0 i¢in B, nin disina uzanan X(t) egrisini ifade eder. Siirekli V (x) fonksiyonu
kompakt bir {d<|x|<r} kiimesinde maksimuma sahip oldugu igin

—y =maksV (x) var olsun.

d<|x|<r

t

v (x(0) =V (x(0)) + [V (x())dr <V (x(0)) -
0
dir. Sag taraf negatif olacagi i¢in esitsizlik ¢ >0 kabulii ile celigir.

(3.2) ve (3.3)’0 saglayan siirekli tiirevlenebilir bir V(X) fonksiyonu

Lyapunov fonksiyonu olarak adlandirilir. Baz1 ¢ >0 igin V (X) =C yiizeyi Lyapunov

ylizey veya seviye ylizeyi olarak adlandirilir [22].
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(3.2) sartin1 yani x =0 i¢in V (X) =0wveV (X) >0 sartini saglayan bir V (X)
fonksiyonu pozitif tanimlidir denir. Eger x#0 icin V (X) >0 daha zayif kosulunu
sagliyor ise pozitif yar1 tanimhidir denir. Eger -V (X) pozitif tanimli veya pozitif yar1
tanimli ise V (X) fonksiyonu negatif tanimli veya negatif yar1 tanimlidir denir. Bu
ifadeyle, Lyapunov teoremi; eger V (x) negatif yar1 tammh olacak sekilde pozitif
tanimli siirekli tiirevlenebilir bir V (X) fonksiyonu varsa orijin kararlidir ve eger

V (X) negatif tanimli ise asimptotik kararlidir seklinde yeniden sdylenebilir [22].
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4. USTEL CEZA FONKSIiYONU VE DINAMIK SISTEM
YAKLASIMI

4.1  Ustel Ceza Fonksiyonu

Minimum f(x)

4.1
Kisitlar 9,(x)<0,..,9,(x)<0 41

problemi ele almsin. Asagidaki oOzellikler ile birlikte iki kez tiirevlenebilen

w:R—>R ceza fonksiyonu tarafindan karakterize edilen bir metot tanimlanacaktir
(). Vi (t)>0,vte R
(ii).w(0)=0,Vy(0) =1,
(iii).tl_i)rﬂot//(t) > —00,
(iv) tIinjOVy/(t) =—0 Ve !LTVW(t) =0 .

Basit bir 6rnegi istel ceza fonksiyonudur ve

w(t)=e' -1 (4.2)

seklindedir [23,24].

xeR"

xK eargmin{f(x)+ ﬂ—kt//(c';gj(x))} (4.3)
kisitsiz minimizasyonlar dizisinin olusturdugu metot

yj“l:y;‘Vy/(c‘j‘gj(x")),j=1,...,r (4.4)

carpan iterasyonu yoluyla meydana gelir [23].
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Burada, {CIJ(} her j igin pozitif ceza parametresi dizisidir ve baglangig

carpanlari ,u? keyfi pozitif sayilardir. ,u;( >0 sabiti i¢in “ceza” terimi
luk
j k
C_Ijl// (cf9;(x))
i
(C‘j‘ —o00 i¢in) tlim uygun olmayan x [gj(x)>0] ler i¢in oo a; tim uygun
X [g J.(X)SO] noktalar1 igin 0’a yakmsar. Bunu gérmek igin,  ’nin

konveksliginden ve

%W@QZ%W@UQ+%VW@H@

ifadesinden
w@gzw@ua+%vw@ua

elde edilir. Boylece eger t>0 ise w(ct/2)>0 ve 1limVy(r)=o0 sartlari

T—>0

lim(1/c)y(ct)=oo esitligini ima eder. Ayrica eger t<0 ise lim(1/c)y(ct)=0

C— C—

oldugu icin ingl//(Ct)=inEl//(T)>oo elde edilir [23].

Diger taraftan, sabit C'j‘ i¢in , ,u:-‘ — 0 oldukga (ki bu da eger j-—yinci kisit

optimumda aktif degilse meydana gelmesi beklenendir) ceza terimi tiim x ler igin,

uygun yada uygun olmayan, sifira gider.
Ustel ceza fonksiyonu l//(t) =e¢' -1 i¢in carpan iterasyonu

k+1 _  k CFQJ(Xk)

Mj =H;€
seklindedir.

Carpanlarin anlik degerine bagli olan ceza parametresi bu carpanlar

kiiclildiikge biiytir iligkili carpanlarin sifira gittigi aktif olmayan kisitlar i¢in ilgili
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ceza parametreleri sonsuza gider. Her bir ¢!, u ile ters orantil olarak belirlenir,

yani ¢ degismez pozitif sabit olmak iizere
k k :
c;=Clu; , Vj

seklindedir [10].

4.2  Optimizasyon Problemine Dinamik Sistem Yaklasim

(4.1) problemi yeniden ele alinacaktir. Bu problem i¢in bir dnceki bolimde
tanimlanan (4.2) ceza fonksiyonu yardimi ile elde edilen (4.3) kisitsiz optimizasyon

problemi diisiiniiliir ve asagidaki sekilde diizenlenirse

Minimum f(x)+jzr;il—5y/(c'j‘gj (x)) (4.5)
=1 ¥

bulunur. Kisitsiz optimizasyon probleminin ¢dziimii i¢in giiniimiizde bir ¢ok metot
uygulanmaktadir. Newton metodu, Line search (¢izgi algoritmasi) metodu,....
seklinde cogaltilabilirler. Bu bolimde (4.5) kisitsiz optimizasyon problemini
¢ozmek i¢in dinamik sistem yapisi kullanilacaktir. Dinamik sistem yapisinin bir
cesidi de sinir agi1 (neural network) modelidir [16,18,19]. Sinir ag1 modelinde
problemi kisitsiz probleme ¢evirmek icin bir ¢esit aktivasyon fonksiyonu kullanilir.
Aslinda burada kullandigimiz iistel ceza fonksiyonu da aktivasyon fonksiyonuna bir
cesit 6rnek olarak diisiiniilebilir. Sonrasinda olusan sinir ag1 yapisi da matematiksel
olarak dinamik sistem yapisiyla benzerdir. Simdi tezde bahsedilen konuya geri

doniiliirse dinamik sistem yapisi elde edilir ve Kisitsiz optimizasyon problemi

F ()= (032w (clg, (1)

i1 Cj
seklinde yazilir. Burada ¢arpan iterasyonu ise l//(t) =e' 1 ceza fonksiyonu igin

k+1 _

= ool ()

seklindedir. Burada dinamik sistem yapisi gradiyentin tersi yoniinde olusturulur [25].

Yani dinamik sistem yapis1 asagidaki sekildedir
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%:—VF(X, 4,6). (4.6)

(4.6) dinamik sistemi verilen farkli baslangi¢ kosullarina gore ¢oziilebilir.

Dinamik sistemin herhangi bir ¢6ziim yoriingesinin kararliliktan dolay1 bir
¢oziime yakinsamasini géstermek i¢in bir sonraki boliimde sistemin kararlihigi ve
(4.5) kisitsiz optimizasyon probleminin minimum noktasi ile (4.6) dinamik

sisteminin denge noktasi arasindaki iligski incelenecektir.

4.3 Kararhhk Analizi

Tezin bu boliimiinde bir Onceki bolimde elde edilen dinamik sistemin
herhangi bir ¢6ziim yoriingesinin bir ¢éziime yakimsadig: {iclincii boliimde verilen

kararhlik teoremleri yardimiyla gosterilecektir.

Buraya kadar dogrusal olmayan kisitl bir optimizasyon problemi iistel ceza
fonksiyonu yardimiyla kisitsiz bir probleme doniismiis ve kisitsiz problemden bir
dinamik sistem yapisi olusturulmustur. Asil amag¢ problemin ¢oziimiine dinamik
sistem yapisiyla yaklagsmaktir. Bu yiizden bu béliimde elde edilen dinamik sistemin
herhangi bir ¢6ziim yoriingesinin kararliligi incelenerek bir ¢ozliime yakinsadigi
gosterilecek ve bu ¢oziim ile kisitsiz optimizasyon problemi arasindaki iliski bir

teorem yardimi ile elde edilecektir.

Asagidaki teorem, elde edilen dinamik sistem yapisinin ¢6ziim ydriingesinde
bir ¢dzlime yakinsadigmi ve bu ¢zlim ile bulunan kisitsiz optimizasyon probleminin

bir ¢6zlimii arasindaki iliskiyi géstermektedir.

Teorem 4.3.1: (4.6) dinamik sisteminin denge noktasi asimptotik kararhdir
ancak ve ancak denge noktasi, (4.5) kisitsiz optimizasyon probleminin tam lokal

minimum noktasidir.

44



Ispat: (:<:) X* (4.5) kisits1z optimizasyon probleminin tam lokal minimum noktasi

olsun. Genelligi kaybetmeksizin x*=0 almabilir. Simdi Lyapunov fonksiyonu

tanimlansin. Sistem i¢in Lyapunov fonksiyonu

seklindedir. x*, F fonksiyonunun tam lokal minimumu oldugu i¢in F (O) =0 ve

x*'mm Q komsulugunda agik¢a V (X) pozitif tanimlidir. Bunun yani sira V (X)

birinci basamaktan kismi tiirevlere sahiptir. Yani
V(x)= <VV (x)x> = <VF (x),-VF (x)> =-V'F(X)VF(x)<0

dir. Bu da Lyapunov kararlilik teoreminden x* tam lokal mininmum noktasmin

asimptotik kararl bir denge noktasi oldugunu gosterir.

(=) Simdi x* denge noktasi asimptotik kararli olsun. Yani x(t) dinamik sistemin
bir ¢dziimii olmak iizere Vt>t, icin 5>0 vardir ve [x(t,)—x*| <& iken t—oo
icin X(t) — X* dir. Burada [17] makalesinde ad1 gegen Teorem 1 in ispatina benzer
mantik uygulanacaktir. |X(t,)—x*| <& ve x,#x*, x(0)=x, olsun. Bu durumda

egri x(0)'dan x*=x(o0) = x(0)'a giderken
x dF = OF dx
F(x*)=F(x(0))=[" Tdt=["Y> T D gy
(x*)=F(x(0))=[ g =1, kz_;axk t °

2
= —r(dij dt<0
o\ dt

elde edilir. Boylece x*, [X(t,)—x*|<& iizerinde F fonksiyonunun tam lokal

minimum noktasi oldugu gosterildi.
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4.4 Niimerik ornekler

Ornek 1 [26, problem no: 324]:

Minimum  f (x)=0.01x +X;

Kisitlar g, (X)=x%X,-25>0
9,(X)=x +x; -25>0
9s(X)=%-220

optimizasyon problemi ele alinsin. Verilen baslangic degerleri X, :(2,2) seklinde

olup ulasilacak optimum deger X* =(15.81,1.581) seklindedir. Bu problemde

esitsizlik kisitlar1 6nceki boliimde tanimlanan problem seklinde verilmemistir. Fakat

problem istenen sekilde asagidaki gibi getirilebilir,

Minimum  f
Kisitlar 0,(X)=25-%xX%,<0

Buradan problem igin ,u;( carpanlar1

k+1 _

#" = i exp{cig; (x)f
esitliginden kisit sayisi ii¢ oldugu igin

k+1

=t explcf, (X))}

k+1

™ = s exp{csg, (X))
wt = s explesg, (X))}
seklindedir. Problemden g,,0,, 0, kisitlar1 yerlerine yazilirsa

k+1

4 = explef (25- %%, )|

15 = i expck (2542 -2 )
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k+1

H = s exp{ct (2-x,)]
olarak bulunur. Simdi sistem olusturulursa

dx
Z o VF(x
" (X, 1,¢)

elde edilir ve burada F (X, z,c) fonksiyonu

F(xuc)=f (x)+jz31:%(exp{cjgj}—l)

olarak bulunur. Problemdeki degerler yerlerine yazilirsa

F (X, 4,¢)=0.01x +x] +Cﬂ(exp{c1(25— XX, )} —1)

1

+%(exp{25— X2 —x§}—1)+%(exp{2—x1}—l)

2 3

seklindedir ve buradan da bu fonksiyonun gradiyenti alinarak dinamik sistem
asagidaki gibi olusturulur,
dx _

. ~0.02x, + 11,%, exp(c, (25-%X,))

+2/1,%, exp(c2 (25-x - xj))+y3 exp(c;(2-x,))

d
% = 2%, + 1% eXp(C, (25— %X, ) )+ 21,X, exp(c2 (25-x - xzz))

Verilen baslangi¢ kosullar1 ile birlikte gesitli niimerik metotlar kullanilarak problem
¢oziilebilir. Sekil (4.1) deki grafik problemin Euler metodu ve Matlab (R2007b)

programi yardimi ile ¢oziilmesiyle elde edilmistir.
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0 20 40 60 80 100 120

Sekil 4.1: Ornek 1 de X(t) “nin grafigi (X*=(15.81,1.581))

Ornek 2 [26,problem no:228]:

Minimum f(X)=x+X,
Kisitlar 9, (X)==%—%+1>0
gz(x):—(xf+x22)+920

kisith  optimizasyon problemi ele almsin. Verilen baslangic degerleri
X, =(0,0)seklinde olup ulasilacak optimum deger x*=(0,-3) dir. Ornek1 deki gibi
“>” esitsizligi “<” esitsizligine doniistiiriilebilir. Boliim 4.2°deki metot kullanilarak

13 2

elde edilecek sistem, ““ u” ¢arpani ve “c” ceza parametresi asagidaki gibi bulunur,

6 ot 3) Domen(o( 53]
d
% =—1— s exp(c, (X, +X, ~1))—2x, eXp(Cz (Xf +X; _9))

w(k+1)= ,ul(k)exp(cl(k)(xi +X, —1))
t (K+1)= 1, (k)exp(c2 (K)(x¢ +x —9))
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c,(k)=c/ (k)
c,(k)=c/ u, (k).
Verilen baslangi¢ kosullar1 ile birlikte g¢esitli niimerik metotlar kullanilarak problem

coziilebilir. Sekil (4.2) deki grafik problemin Euler metodu ile Matlab (R2007b)
programi yardimiyla elde edilmistir.

0.5 X3

05H

()

-1.5

-2.5

-3.5

Sekil 4.2: Ornek 2 de X(t) *nin grafigi (X*: (0, —3))

Ornek 3 [26,problem no:227]:

Minimum f(x) (x1—2)2+(x2—1)2
Kisitlar gl(x)=—)<12 +X,20
g,(X)=x—-x; >0

kisith  optimizasyon problemi ele alinsin. Verilen baslangic degerleri

X, :(0.5,0.5) seklinde olup ulasilacak optimum deger X* :(1,1) dir. Ornek1 deki
gibi “>” esitsizligi “<” esitsizligine doniistiiriilebilir. Bolim 4.2°deki metot

kullanilarak elde edilecek sistem, “u” garpani ve “c” ceza parametresi asagidaki
gibi bulunur,
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B 2 -2)- 2 en0(c, (06—, ) )+ 00 (e, ()

dx
d—tZ:—Z(x2 —1)+ylexp(cl(x12 —xz))—sz exp(c2 (% —xl))
(k+1) = ;Ll(k)exp(cl(k)(xi2 - xz))
(k1) = 15 (K)exp(c, (K) (3¢ —x,))
c,(k)=c/ (k)
c,(k)=c/ u, (k).
Verilen baslangi¢ kosullari ile birlikte ¢esitli nlimerik metotlar kullanilarak problem

cozilebilir. Sekil (4.3) deki grafik problemin Euler metodu ile Matlab (R2007b)
programi yardimiyla elde edilmistir.

0.9995

0.999

0.9985 | ¥

0.998 |-

()

0.9975

0.997

0.9965

0.996

0.9955
0

Sekil 4.3: Ornek 3 de X(t) ’nin grafigi (X*z (l,l))
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Ornek 4 [26,problem no:249]:

Minimum f(X)=% +%; +%;
Kisitlar 9,(X)=% +%x,-120
g,(x)=%-120

kisithh  optimizasyon problemi ele alinsin. Verilen baslangic degerleri
X, :(1,1,1) seklinde olup ulasilacak optimum deger X*:(l,0,0) dir. Ornekl deki
gibi “>” esitsizligi “<” esitsizligine donistiriilebilir. Bolim 4.2° deki metot
kullanilarak elde edilecek sistem, “u” carpani ve “c” ceza parametresi asagidaki

gibi bulunur,
%1 = 2%+ 2,4 exp(c, (1- X2 =2 ) )+ 1, exp(c, (1-%,))
% = 2%, + 2%,41,6xp 0, (13 )
4 (k+1) = 1 (k)exp(c, (1= =)
1 (k+1) = g1, (K)exp(c, (1-x,))

c,(k)=c/ (k)
c,(k)=c/ u, (k).

Verilen basglangi¢ kosullar ile birlikte ¢esitli nlimerik metotlar kullanilarak problem
¢oziilebilir. Sekil (4.4) deki grafik problemin Euler metodu ile Matlab (R2007b)

programi yardimiyla elde edilmistir.
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0.8

x(t)

Sekil 4.4: Ornek 4 de X(t) ‘nin grafigi (X*= (1,0,0))

Ornek 5 [26,problem no:235]:

Minimum f(1)=001(x 1) +(x, )
Kisitlar g(X):X1+X§+1:0

seklinde verilen optimizasyon problemi géz Oniine almnsm. Verilen baslangi¢
degerleri X, =(—2,0,1)seklinde olup ulasilacak optimum deger X*=(-1210) dir.
Verilen problem diger biitiin orneklerden farkli olup sadece esitlik kisit1
icermektedir. Fakat bilinir ki esitlik kisit1 iki esitsizlik kisitinin birlesimidir.
Boylelikle esitlik kisitli problemler de esitsizlik kisitlarma g¢evrilerek bahsedilen

metotla ¢oziilebilir. O halde bu problem esitsizlik kisit1 haline asagidaki sekilde
getirilebilir,

Minimur () 20005 1)+ (x, )
Kisitlar 9, (X)=x+x +1<0
9, (X)=+x+%; +1>0

52



Yine bir Onceki problemlerde oldugu gibi “>” esitsizligi “<” esitsizligine
cevrilebilir. Boliim 4.2°deki metot kullanilarak elde edilecek sistem, “ u” carpani ve

“c” ceza parametresi agsagidaki gibi bulunur

L ~0.02(x, —1)+4x,(x, —xf)—ﬂlexp(cl(x1 + X2 +1))—ﬂ2 exp(cl(—x1 — X2 —1))

B 2(o ) enp(c 45 +1) 25 np(cs (1)
%:sz

(K +1) = ,ui(k)exp(cl(xl + X2 +1))
#y (k+1) = 1, (K)exp(c, (—x, - ~1))

c,(k)=c/ (k)
c,(k)=c/ u, (k).
Verilen baslangi¢ kosullari ile birlikte ¢esitli nlimerik metotlar kullanilarak problem

¢oziilebilir. Sekil (4.5) deki grafik problemin Euler metodu ile Matlab (R2007b)
programi yardimiyla elde edilmistir.

15

0.5

LN

-0.5

B \IAV"' —

-1.5

)

0 20 40 60 80 100

Sekil 4.5 : Ornek 5 de X(t) *nin grafigi (x*=(-110))
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5. SONUCLAR

Hazirlanan bu tezde dogrusal olmayan bir optimizasyon problemini ¢6zmek
icin bir yontem kullanilmistir. ilk olarak problem yapis1 ve kisitlarm durumu
incelenmis ve en genel yapida olan dogrusal olmayan optimizasyon probleminin
¢coziimiine yaklasilmistir. Bu problem ilk olarak {istel ceza fonksiyonu yardimiyla
kisitsiz bir optimizasyon problemi haline getirilmis ve ¢6ziimiin ilk asamasi
gecilmistir. Daha sonra bu kisitsiz optimizasyon problemi dinamik sistem yapisina
cevrilmistir. Problem ile elde edilen dinamik sistem arasindaki iligski incelenmis ve

problemin ¢éziimiine bu dinamik sistem yapisiyla yaklasilmistir.

Tezin ilk boliimiinde optimizasyon problemi ve iistel ceza fonksiyonu ile

ilgili literatiirde yapilan ¢alismalardan bahsedilmis ve bir giris yapilmistir.

Tezin ikinci boliimiinde problem yapisiyla ilgili bilgiler ve optimum ¢6ziime
sahip olmasi i¢in gereken kosullar verilmistir. Problem yapis1 degisik sekillerde

incelenmistir.

Uciincii boliimde ise problem ile olusturulan dinamik sistem arasindaki
iligkiyi incelemek i¢in 6n bilgi olmasi bakimindan kararlilik ile ilgili kavramlardan

bahsedilmistir.

Son boliimde ise lstel ceza fonksiyonu ile ilgili genel bilgiler verilmis,
problem ilk Once kisitsiz optimizasyon problemine doniistiiriilmiis daha sonra
dinamik sistem modeli olusturulmustur. Problem ile dinamik sistem arasindaki iliski
bir teorem ile gosterilmistir. Devaminda ise niimerik Ornekler yapilmis ve bu

ornekler Euler metodu ile Matlab programi kullanilarak ¢oziilmiistiir.

54



6. KAYNAKLAR

[1] Chong, K. P. E. and Zak, H.S. , An Introduction to Optimization, third edition,
New Jersey: John Wiley and Sons, (2008).

[2] Luenberger D. G. and Ye Y., Linear and Nonlinear Programming, third edition

New York: Springer Science+Business Media, LLC, (2008).

[3] Bazara, M. S., Sherali, H. D. and Shetty, C. M., Nonlinear programming: Theory
and Algorithms, New York : John Willey and Sons, (1991).

[4] Gill, P.E., Murray, W. and Wright, M.H., Practical Optimization, Academic

Press Limited: Harcourt Brace and Company, (1997).

[5] Zangwill, W. 1., “Nonlinear programming via penalty functions”, Management

Science, 13, 344-358, (1967)

[6] Ozdemir, N. and Evirgen, F., “A Dynamic System Approach to Quadratic
Programming Problems with Penalty Method”, Bull. Malays. Math. Sci. Soc.
, 33, 1, 79-91, (2010).

[7] Evirgen, F., "Optimizasyon problemlerinin optimum degerlerinin Durum
Denklemleri Modeli ile Arastirilmasi", Doktora Tezi, Balikesir Universitesi Fen
bilimleri Enstitiisii, Matematik Anabilim Dali, Balikesir, (2009).

[8] Fiacco, A. V and McCorMic, G. P., Nonlinear Programming: Sequential

Unconstrained Minimization Techniques, New York: John Willey and Sons,

(1968).

[9] Motzkin, T. S., New Technique for linear inequalities and optimization, U.S.
Air Force, Washington D. C.,in : Project SCOOP Symposium on Linear

Inequalities and Programming, Planning Researc Division , (1952).

[10] Tseng, P. and Bertsekas, P. D., “On The Convergence of The Exponential

Multiplier Method for Convex Programming” Math Programming, 60, 1-19,

55



(1993).

[11] Alvarez, F., “Absolute minimizer in convex programming by exponential

penaly” , Journal of Convex Analysis, 7 (1), 197-202, (2000).

[12] Grigoriadis, M. and Khachiyan, L. “An exponential —function reduction

method for block-angular convex programs” , Networks, 26 (2), 59-68, (1995).

[13] Mouallif, K. And Tossing P., “Une méthode de penalisation exponentielle
associée 4 une régularisation proximalle”, Bulletin of Society Royal Science
Liege, 56 (2), 181-192, (1987).

[14] Murphy, F., “A class of exponential penalty functions”, SIAM Journal on
Control, 12, 679-687, (1974).

[15] Strodiot, J. J. and Nguyen V. H., “An exponential penalty method for non-
differentiable minimax problems with general constraints” , Journal of

Optimization , Theory and Applications, 27, 205-219, (1979).

[16] Nazemi, A.R., “A Dynamic System Model For Solving Convex Nonlinear
Optimization Problems”, Commun Nonlinear Sci Numer Simulat 17, 1696-

1705, (2012).

[17] Lillo, W. E., Loh, M.E., Hui, S. and Zak, S.H., “On Solving Constrained
Optimization Problems with Neural Networks: A Penalty Function Method
Approach”, Electrical and Computer Engineering ECE Technical Reports,
1-35, (1991).

[18] Chen, K. Z., Leung, Y., Leung, K.S. and Gao, X.b., “ A Neural Network For
Solving Nonlinear Programming Problems”, Neural Comput & Applic. 11,

103-111, (2002).

[19] Effati, S. and Baymani, M., “A new nonlinear neural network for solving

convex nonlinear programming problems”, Applied Mathematics and
Computation, 168, 1370-1379, (2005).

[20] Zhou, L. and Zhang, L., “A log sigmoid Lagrangian neural network for solving

56



nonlinear programming”, Eight ACIS Intenational Conference on Software
Engineering, Artificial Intelligence, Networking, and Parallel/Distributed

Computing,doi: 10.1109/SNPD.2007.15, 427-431, (2007).

[21] Mangasarian, O.L., Nonlinear Programming, New York: McGraw Hill Book

Co, (1969).

[22] Khalil, K. H., Nonlinear Systems, second edition, New Jersey :Prentice-Hall

Inc Simon and Schuster / A Viacom Company, (1996).

[23] Bertsekas P.D., Nonlinear Programming, 2nd edition , Massachusetts Institute

of Technology, (2003).

[24] Kort, B.W. and Bertsekas D.P., “A New Penalty Function Method For
Constrained Minimization”, Proceeding of the 1972 IEE Confer. Decision

Control, 162-166, (1972).

[25] Cominetti, R., “Asymptotic Convergence of the Steepest Decent Method for
the Exponential Penalty in Linear Programming” Journal of Convex Analysis,
2, No:1-2, 145-152, (1995).

[26] Schittkowski, K., Lecture Notes in Economics and Mathematical Systems New

York : Spring-Verlag Berlin Heidelberg, (1987).

57



