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OZET

REARRANGEMENT INVARIANT UZAYLARINDA
CEBIRSEL POLINOMLAR iLE YAKLASIM

Hasan YURT
Balikesir Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii,
Matematik Anabilim Dah

(Yiiksek Lisans Tezi / Tez Damismani : Do¢. Dr. Ali GUVEN)
Balikesir, 2011

Bu c¢alismanin amaci analitik fonksiyonlarin bazi smiflarinda yaklasim
teorisinin bazi problemlerini incelemektir.

Giris ve sonug boliimii disinda bu tez li¢ ana boliimden olusmaktadir.

2. Bolimde; Yaklagim probleminin incelenecegi fonksiyon uzaylari ve
analitik fonksiyonlarin siniflar1 tamtilmistir. Ayrica, Dini — diizgiin egriler tanitilmis
ve yaklasim teorisinde dnemli rol oynayan Cauchy singiiler operatoriiniin siirlilig
ile ilgili sonuglara deginilmistir.

3. Boliimde; Bir Jordan egrisinin i¢ ve dis bolgelerinin birim diskin digina
konform doniisimleri ve bunlarin bazi 6zellikleri incelenmistir. Daha sonra bu
doniistimler yardimiyla yaklasim probleminin ¢éziimiinde kullanilacak olan polinom
ve rasyonel fonksiyonlar insa edilmistir.

4. Bolimde; Analitik fonksiyonlarin bazi smiflarinda cebirsel polinomlarla
yaklasim teorisinin bazi diiz teoremleri ifade edilmis ve ispatlanmistir.

ANAHTAR SOZCUKLER:  Rearrangement invariant uzay, Faber
polinomlari, Faber - Laurent polinomlari, Dini — diizgiin egri, Cauchy singiiler
operatoru, Diiz teorem.



ABSTRACT

APPROXIMATION BY ALGEBRAIC POLYNOMIALS
IN REARRANGEMENT INVARIANT SPACES

Hasan YURT

Balikesir University, Institute of Science,
Department of Mathematics

(M.Sc. Thesis / Supervisor : Assoc. Prof. Dr. Ali GUVEN)
Balikesir, 2011

The purpose of this work is to investigate some problems of approximation
theory in some classes of analytic functions.

Except the introductory and the conclusion chapters, the thesis consists of
three main chapters.

In Chapter 2; The function spaces and some classes of analytic functions,
which the approximation problems will be investigated in them were introduced.
Further, Dini - smooth curves were introduced and the results about boundedness of
the Cauchy singular operator, which plays an important role in Approximation
theory , were introduced.

In Chapter 3; The conformal mappings of interior and exterior domains of a
Jordan curve onto the exterior of the unit disk and their some properties were
discussed. In this chapter, the polynomials and rational functions, which will be used
in solutions of approximation problems were constructed.

In Chapter 4; In some suitable classes of Rearrangement invariant spaces,
some direct theorems of approximation theory were stated and proved.

KEYWORDS: Rearrangement invariant space, Faber polynomials, Faber -
Laurent polynomials, Dini - smooth curve, Cauchy singular operator, Direct theorem.
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SEMBOL LiSTESI

Simge Tanim

C Kompleks sayilar kiimesi

C Genisletilmis kompleks sayilar kiimesi

R Reel sayilar kiimesi

T Kompleks diizlemde birim ¢ember

U Kompleks diizlemde birim disk

r Kompleks diizlemde sonlu uzunluklu bir Jordan egrisi

Sp Cauchy singiiler operatorii

I'g Seviye egrisi

oy, By Alt ve iist Boyd indisleri

X(T) I" egrisi lizerinde bir Rearrangement invariant uzay

£ Derecesi n’ yi asmayan cebirsel polinomlarin kiimesi
n
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2. GIRIS

Matematigin hemen hemen tiim alanlarinda, arastirtlmasi zor olan
fonksiyonlara iyi Ozelliklere sahip olan daha basit fonksiyonlarla yaklasim
problemleri biiylik 6nem tasimaktadir. Genellikle 1yi 6zelliklere sahip olan basit
fonksiyonlar olarak incelenmesi gereken temel fonksiyonlar uzaymin belirli alt
uzaylar segilir. Bu alt uzaylarin elemanlarinin temel uzayin elemanlarina gore daha
basit ve iyi Ozelliklere sahip olmasi gerekir. Bu acidan baktigimizda yaklagim
teorisinde sik kullanilan alt uzaylar olarak cebirsel polinomlar, rasyonel fonksiyonlar

kiimesi veya trigonometrik polinomlar kiimesi ( periyodik durumda ) alinir.

Yaklasim teorisindeki temel problemlerden biri, verilen fonksiyona alt
uzaydan en iyi yaklasan elemanm varligidir. Ozel halde, alt uzaylar olarak
polinomlar kiimesi alindiginda Banach uzaylarinda en iyi yaklasim elemaninin
varligl iyi bilinmektedir. Bu problemin pozitif ¢oziimii bir sonraki problemin,
verilen fonksiyonla buna en iyi yaklasan eleman arasindaki hatanin, fonksiyonun
belli karakteristikleri ( Ornegin, siireklilik modiilii ) yardimiyla degerlendirilmesi
problemin ¢6ziimii icin bir altyap: olusturmaktadir. En iy1 yaklasim hatasinin iistten
degerlendirilmesi ile ilgili problemlere yaklasim teorisinin diiz problemleri, elde
edilen teoremlere ise diiz teoremler denir. Bunun tam tersi olan yani fonksiyonun
yaklagim 0Ozelliklerine gore bu fonksiyonun ozellikleriyle ilgili bilgi veren
problemlere ise yaklagim teorisinin ters problemleri denir. Bu durumda, siireklilik
modiilii Gstten en i1yi yaklagim sayisi ile degerlendirilir ve fonksiyonun yaklasim
ozelliklerine gdre hangi smifa ait oldugu hakkinda bilgi edinme amaci giidiiliir. En
ideal durum, belli bir siifta elde edilen diiz ve ters teoremlerin gerek ve yeter kosul
olarak ifade edilebilmesidir.

Bu tez ¢alismasinda Rearrangement invariant uzaylarda yaklasim teorisinin
diiz problemleri incelenmistir. Temel uzaylar olarak bakilan Rearrangement

invariant uzaylar, Lebesgue uzaylarinin dogal genellestirilmeleridir. Ayrica sinir



degerleri X(I') Rearrangement invariant uzayma ait olan f € E,(G) fonksiyonlarmin

Ex(G) smiflar1 Ey(G), 1 < p < oo Smirnov smiflarinin genellestirilmesi olarak

diisiiniilebilir.

Eox(G), 1 < p < oo Smirnov simiflarinda yaklasim birgok matematikei tarafindan

calistlmistir. Ep(G), 1 < p < oo Smirnov siniflarinda yaklasim ¢alismalar1 ve farkli
uzaylarda yaklagim ile ilgili bilgiler [1], [2], [3], [4], [5]. [6], [7], [8], [9], [10], [11],
[12], [13], [14] ve [15] kaynaklarinda bulunabilir.

Biitin bu c¢aligmalarda, Faber polinomlar1 ve p — Faber polinomlari
kullanilmis ve yaklasimin derecesi fonksiyonlarin Faber serilerine degisik toplama
yontemleri uygulanarak calisilmistir.  Faber polinomlari, 1903 yilinda Alman
matematik¢i G. Faber tarafindan tanimlanmistir.  Bu polinomlar kompleks
fonksiyonlarin yaklasimi teorisinde Onemli bir rol oynamaktadir. Faber
polinomlarmin serileri, basit baglantili bolgelerde analitik fonksiyonlarin gosterimi
icin kullanilmis ve analitik fonksiyonlarin yaklagimi ile ilgili bir¢ok teorem bu
serilerin yardimiyla ispatlanmistir. Faber serileri, dairesel bolgeler i¢in mevcut olan

Taylor serilerinin basit baglantili bolgelere dogal bir genellestirmesidir.

Rearrangement invariant uzaylarda yaklasim problemleri ¢alisilirken Cauchy
singiiler operatorii de en az Faber polinomlar1 kadar 6nemli bir rol oynamaktadir. Bu
operatdriin Rearrangement invariant uzaylarda sinirliligi problemi A. Yu. Karlovich

tarafindan ¢oztlmiistiir [16].

Bu tez ¢alismasinda, Dini — diizgiin egrileri tlizerinde tanimli Rearrangement
invariant uzaylarda yeni siireklilik modiilleri tanimlanmigtir. Bu egrilerle sinirlanan
bolgeler ilizerinde yeni fonksiyon siniflar1 tanimlanmis ve bu smiflarda yaklasim

teorisinin diiz teoremleri ¢alisilmistir.

Metin i¢inde gegen C, C,, C,,..., farkli bagintilarda genelde farkli olan ve tanim

ve teoremlerdeki esas parametrelere bagli olmayan sabitlerdir.



2. UZAYLAR VE EGRILER
2.1. Fonksiyon Uzaylar

Tanimm 2.1. Kompleks diizlemde, baglantili ve acgik bir kiimeye bolge, baglantili ve
kapali bir kiimeye de kontinyum denir [17].

I', kompleks diizlemde bir egri olsun. Eger I' bir gembere homeomorfik ise
buna bir Jordan egrisi denir. I' egrisinin sinirli degisimli bir parametrizasyonu var

ise, bu egriye sonlu uzunluklu egri ad1 verilir.

Tamim 2.2. T, kompleks diizlemde sonlu uzunluklu bir Jordan egrisi ve 1<p <o

olsun. T tizerinde tanimli ve

1/,

15 = [ 1”1
r

kosulunu saglayan f : I' - C fonksiyonlarmin kiimesini Ly(I') ile gosterilir. Ly(I),

|| . ||Lp normuna gore bir Banach uzayidir.

Tamm 2.3. 1<p <o olmak iizere L, (I") Banach uzayma Lebesgue uzay: denir.

I', kompleks diizlemde sonlu uzunluklu bir Jordan egrisi olsun. I' egrisinin

|d 7| (Lebesgue yay uzunlugu ) dlgiisii ile donatildigini kabul edelim.

M(T) ile, dl¢iilebilir biitiin f : T' — C fonksiyonlariimn kiimesini ve M*(T') ile
M(T") kiimesinin [0,00] araliginda deger alan elemanlarinin kiimesini gosterelim.

3



Bir p:M" (I') — [0,00] doniisiimiinii géz oniine alalim. Her f, g, f e M™(I')

(neN) fonksiyonlari, her a > 0 sabiti ve Olgiilebilir her E < TI' kiimesi igin

asagidakiler saglaniyorsa p dontisiimiine bir fonksiyon normu adi verilir:
1) p(f)=0< f=0h.h. (hemen her yerde),
p(af) =ap(/),
p(f +9) <p(f)+ p(9)
(i) 0<g<fhh =p(f)<p(9)

(i) 0< f. 1 fhh. = p(f) T p(£)

(V) p(x, ) <o,

[ riazl= c.o0.
E
Burada C; € (0,00 E ve p ’yabaglh fakat f fonksiyonuna bagli olmayan bir sabittir.

p bir fonksiyon normu ise

p'(g) = sup { f S@g@ldz]:fe MTD), p(f) <1
r

dontisiimii de bir fonksiyon normu olur. Buna p fonksiyon normunun eslenik normu

ad1 verilir.

p bir fonksiyon normu olsun. p(] f |) < o bi¢iminde biitin f € M (I)
fonksiyonlarmin kiimesini X(I') ile gosterelim. X(I') bir lineer uzaydir. Buna bir

Banach fonksiyon uzay:r ad1 verilir. f e X(I') fonksiyonunun normu

£l =p(fD

X(r)



olarak tanimlanirsa, X(I') bir Banach uzayi olur.

p, p' fonksiyon normunun eslenik normu olsun. p' ile iiretilen Banach
fonksiyon uzayma X(I') uzayinin eslenik uzayr denir ve X'(I') ile gosterilir. Her
X(I') Banach fonksiyon uzayi, ikinci eslenik uzayi ile ¢akisir, yani, X (I') = X"(I)
olur. Ayrica, her f € X(I') i¢in

el = el

olur. Boylece

1711, =Sup{j /@@ ldr|: g e X [lg ], < 1} 2.1)
r

ve

lell,,,

— sup U | f(Dg@)| |dz]|: f e X(T), Hfom < 1} (2.2)
T

elde edilir [18].

Teorem 2.4. X(I') bir Banach fonksiyon uzay1 ve X'(I') bu uzaym eslenik Banach
fonksiyon uzayi olsun. Eger f e X(I') ve g € X'(T') ise,

X(T) X(I)

[1r@g@llazl: A1, lell, 23)
r

Holder esitsizligi saglanir [18].

M,(T) ve M,'(') , sirasiyla M(I') ve M*(I") ° nin hemen her yerde sonlu
fonksiyonlarinin smiflart olsunlar. Bir f e My(I') fonksiyonun dagilim

(distribution) fonksiyonu,



mA)={zer:[f@>1}, r>0
olarak tanimlanir. Eger f, g € M (I') fonksiyonlari igin
me (A) = My A),r>0
oluyorsa, f ve g fonksiyonlarina es-dl¢iilebilir (equimeasurable) fonksiyonlar denir.

Tamm 2.5. Eger her [, 9 € M(I') es-dlgiilebilir fonksiyon c¢ifti icin p(f) =p(Q)
oluyorsa, p fonksiyon normuna rearrangement invariant fonksiyon normu denir.

Bu durumda, p ile diretilen Banach fonksiyon uzayina bir rearrangement invariant

(R. 1) uzay adi verilir.

Bir X(I') Banach fonksiyon uzaymin R. I. olmasi i¢in yeterli kosul, bunun

X'(T') eslenik uzaymin R. I. olmasidir [18].
X(') R. I uzay1 igin
L, < X(I) < LN (2.4)
olur.

f e My(I') olsun.
f*@)=inf{A:m @A) <t} t>0

bigiminde tanimlanan f * fonksiyonuna, f fonksiyonunun azalan rearrangementi

denir.

X(I'), sonlu uzunluklu bir T Jordan egrisi iizerinde bir R. 1. uzay olsun.
Luxemburg gosterim teoremine gore [18], R, = [0, oo ) iizerinde, her f e M,"(I')

i¢in ,



p(f) = p(f7)

olacak sekilde bir p R. 1. fonksiyon normu vardir. R, iizerinde p ile iiretilen R. 1.

uzayr X ile gosterelim.

M,(R,) iizerinde, X > 0 i¢in

fxt),xt € [0,|T]]

t>
0 xtefo |l > 0

E.(f )t = {
bigiminde tamimlanan E, operatdriinii goz oniine alalm. B(X) ile X iizerindeki
sinirl lineer operatorlerin Banach cebirini gosterelim. Her X > 0 i¢in E; /€ B( X)

X
olur [18]. hy(x) ile E; /. operatdriiniin operatdr normunu gosterelim, yani,
X
hx (x) = ” El/x” B(x)
olsun.

o, = sup log hy(x)
o<x<1  logx

ve

Bx — inf log h,(x)
0<x<00 logx

bi¢iminde tanimlanan o, ve B, sayilarma X(I') R. L uzaymin sirasiyla alt ve iist

Boyd indisleri denir. Boyd indisleri,
0<a,<B,<1

esitsizliklerini saglar. Eger
O<a,<B,<1

ise, Boyd indisleri nontrivial *dir denir.



2.2. Analitik Fonksiyonlarin Bazi Siniflari

I" sonlu uzunluklu bir Jordan egrisi ve 0 < p < oo olsun. Jordan egri teoremine
gore, her Jordan egrisi, kompleks diizlemi biri sinirh digeri sinirsiz olan ve bu egriyi

ortak sinir kabul eden iki basit baglantili bolgeye ayirir. G ile I' egrisinin i¢ bolgesini

ve G ile T egrisinin dis bolgesini gosterelim.
AyricaU ={z € C: |z| < 1}olsun.

I, O<r <1, Udiskinin G bolgesi tizerine bir konform déniisiimii altinda

{w:|w|=r,0<r<1} ¢emberinin goriintlisii olsun. G bolgesinde analitik olan ve

sup J | (2)[ldz| < oo

O<r<1 I,

kosulunu saglayan f fonksiyonlarmin kiimesini E,(G) ile gosterelim. E,(G)

siniflarina Smirnov siniflar: denir.

Her f e E,(G) (0 < p < =) fonksiyonun I iizerinde hemen her yerde agisal

limit degerleri vardir ve bu limit degerleri ig¢in yine f gdsterimini kullanirsak

fe Lp(F) olur [19].
Smirnov siniflarinin 6nemli bir 6zelligi Cauchy integral gosterimidir [19].

Teorem 2.6. f e E;(G) ise

1 @dg:{f(z), zeG

271 ) ¢z 0, ze G (2.5)
r

olur.



E,(G™) Smirnov smifida benzer sekilde tanimlanir ve E,(G) ile aym

ozelliklere sahiptir. Cauchy integral teoremi ise, f € E;(G ) i¢in

i fﬁ dg: { f(OO) _f(Z)’ zelG (26)

27 ) ¢z f (), zeG
r

bi¢imini alir.
X([), ' iizerinde bir R. L. uzay olsun. f e X(I') bigimindeki f e E,(G)

fonksiyonlarinin kiimesini  E, (G) ile ve f € X(I') bigimindeki f e E,(G )

fonksiyonlarinin kiimesini de E, (G ) ile gosterelim :
Ex(G)= { feE(G) : feX()}
Ex(G)={feE(G): feXT) }.

Kompleks diizlemde, derecesi en fazla n € N olan cebirsel polinomlarin

kiimesini 49, ile gosterelim.
Tanmm 2.7. f € E,(G) olsun. n € N olmak iizere

X o B
EX(f.6):= inf [l1-pll,

sayisina f fonksiyonunun 49, smifinda en iyi yaklasim sayisi denir.

2.3. Egriler ve Cauchy Singiiler Operatorii

h, [0,2n] izerinde siirekli bir fonksiyon olsun. h fonksiyonun siireklilik

moduli

o(th) := sup{|h(t) — h(t)|: t,, t, €[0,2n],|t-t|<t}, t>0



olarak tanimlanir.

h fonksiyonu,
't o(th)dt < oo

kosulunu sagliyorsa bu fonksiyon Dini siireklidir denir [20].

Tanmmm 2.8. T kompleks diizlemde sonlu uzunluklu bir Jordan egrisi olsun. I

egrisinin ¢, Dini siirekli ve ¢(z) # 0 bigiminde bir
It py(0), 0<z<2rx

parametrizasyonu varsa, I egrisine Dini - diizgiin egri denir [20].

I' kompleks diizlemde sonlu uzunluklu bir Jordan egrisi olsun. t € I've £> 0
icin, I" egrisinin t merkezli ve ¢ yarigapl agik disk i¢inde kalan parcasin1 I'(t,¢) ile

gosterelim, yani,
I'te={rel:|t-t|<e}
olsun.

Tamm 2.9. Eger

(9|
C, = supsup —— <
tel &>0 &

(o]

kosulunu saglantyor ise I egrisine bir Carleson egrisi denir [10].

Bu tanimdaki C sayismna Carleson sabiti adi verilir. Bazi kaynaklarda
Carleson egrilerine Ahlfors regiiler egri, David regiiler egri ya da Ahlfors-David
egrisi de denmektedir [21].

10



Carleson egrileri sinifi ¢ok genis bir egriler sinifidir. Dini- diizgiin egriler,
Lyapunov egrileri ve Lavrentiev egrileri Carleson egrileridir. Carleson egrisi

ornekleri [21] numarali kaynakta bulunabilir.

I" sonlu uzunluklu bir Jordan egrisi, G = Intl" ve G = ExtT" olsun. f e L (')

i¢in

vy L [f(Q)

/() —Z—M_Fg_—zdg,zec (2.7)
ve

ey _ L [f© -

f (Z)—Z—ﬂ_irg_—zdg,zeG (2.8)

biciminde tanimlanan f  ve f = fonksiyonlari, sirasiyla G ve G bélgelerinde

analitiktir ve f~ (c0) =0 olur.

f e L,(I') fonksiyonunun bir z € I' noktasindaki Cauchy singiiler integrali,

, f(©
Sr(f)(z) = lim — dg
€0 C—Z
T-I'(t,e)

olarak tanimlanir. Bu limit hemen her z € I' i¢in mevcuttur [21].

Bir f e L (I') igin, f*ve f~ fonksiyonlarindan birinin T iizerinde hemen her
yerde acgisal limit degerleri varsa, Sp( f )(z) Cauchy singiiler integrali T

iizerinde hemen her yerde mevcuttur ve f*ve f~ fonksiyonlarindan digerinin de T

tizerinde hemen her yerde agisal limit degerleri vardir. Tersine olarak, Sp(f )(z)

11



Cauchy singiiler integrali I' iizerinde hemen her yerde mevcut ise, " ve f~
fonksiyonlarinin I' iizerinde hemen her yerde agisal limit degerleri vardir. Her iki

durumda da hemen her z e I igin
N 1
F@=s(t)@+;10 29)
ve
_ 1
F@=s(f)2) -5@ (2.10)
esitlikleri saglanir [22] ve boylece I iizerinde hemen her yerde
f=f'—f" (2.11)
olur.

f e L,(I') fonksiyonuna, I iizerinde hemen her yerde S-( f )(z) degerini
alan Sp(f ) fonksiyonunu karsilik getirelim. Bu sekilde tanimlanan S lineer

operatdriine Cauchy singiiler operatérii denir.

Sy lineer operatoriniin - sinirlihi@l, yaklagim teorisinde Onemli bir yer
tutmaktadir. Bu operatdriin Lp(F) Lebesgue uzay1 tizerinde smirliligi problemi G.
David tarafindan ¢oziilmistir [23]. Agirhikli Lebesgue uzaylarinda ise sinirlilik

problemi Muckenhoupt agirliklar1 kullanilarak ¢oziillmiistir. A. Yu. Karlovich,

David’ in teoremini ve Boyd interpolasyon teoremini kullanarak, S, operatoriiniin

Orlicz uzaylari tizerinde sinirliligi problemi ¢ozmiistiir [24]. Bu teoremlerin ayrintili
ispatlar1 ve Cauchy singiiler integrali ile ilgili genis bilgi [21] numarali kitabinda

bulunabilir.

Rearrangement invariant uzaylar iizerinde Cauchy singiiler operatdriiniin

siirligi problemi yine A. Yu Karlovich tarafindan ¢6ziilmistiir [16]:

12



Teorem 2.10. X(I') nontrivial Boyd indislerine sahip bir R. I. Uzay olsun. Sy

lineer operatoriiniin X(I') uzay tizerinde sinirli olmasi i¢in, yani
<
s (Ol < cllfll, . fexm

esitsizliginin saglanmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul, I" egrisinin bir Carleson egrisi

olmasidir.
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3. YAKLASAN POLiNOM VE RASYONEL FONKSiYONLAR

3.1. Konform Doniisiimler

T={zeC:z]=1},U=IntTve U =ExtT olsun.

Teorem 3.1 (Riemann Doniisiim Teoremi). G — C sinir1 en az iki noktadan olusan

basit baglantili bir bolge ve z, € G olsun. Bu durumda, G bolgesini U iizerine
f(z0))=0vef'(z)>0
kosullar1 altinda resmeden bir tek f konform dontisiim vardir [25].

Teorem 3.2. Eger bir G bolgesinin smirt Jordan egrisi ise, G’nin U {izerine her

konform déniisiimii G kapali bdlgesine birebir ve siirekli olarak genisletilebilir [17].

I', kompleks diizlemde sonlu uzunluklu bir Jordan egrisi, G = IntC’ ve G =

ExtI" olsun. Genelligi kaybetmeden O € G oldugunu varsayalim.

Riemann konform déniigsiim teoreminden asagidakiler elde edilir:
(1) G~ bolgesinin, U iizerine
¢(c0) = o ve}irgloﬂza>0
kosullarini saglayan bir tek ¢ konform doniisiimii vardir.
(2) G bolgesinin, U lizerine

¢,(0) =0 ve 12%1 2¢,(2)>0

14



kosullarini saglayan bir tek ¢, konform déniisiimii vardr.
¢ doniisiminiin tersini y ve ¢, déniisiminiin tersine de y ile gosterelim.

I" bir Jordan egrisi oldugundan, ¢ ve ¢, déniisiimlerinin I lizerine, y ve y,
doniistimlerinin de T {izerine homoemorfik genislemeleri vardir. Ayrica I" sonlu
uzunluklu oldugundan ¢' € E\(G ), 9, € E,(G) ve y', y 'e E/(U ) olur [22].
Baylece, ¢' ve ¢’ fonksiyonlar: I' lizerinde hemen her yerde agisal limit degerlerine
sahiptirler ve bu limit degerleri L,(I") uzayma aittirler. Ayni sekilde, ' ve v,/

fonksiyonlarinin da T tizerinde hemen her yerde agisal limitleri vardir ve bu degerler

L,(T) uzayna aittir.

k negatif olmayan bir tamsay1 olsun. [(p(Z)]k fonksiyonu G bolgesinde oo

noktasi disinda analitiktir ve oo noktasinda Kk dereceli bir kutbu vardir. Bu nedenle
k -
[o@)] =F(z)-E(@2), zeG

olacak sekilde, derecesi k olan bir F (z) polinomu ve G bdlgesinde analitik olan ve

E,(c0) = 0 kosulunu saglayan bir E,(z) fonksiyonu vardir.
F(z) (k=0,1,2,... ) polinomlarina G bdlgesinin Faber polinomlar: denir.

Cauchy integral formiilii kullanilir ve ¢ = y(t) doniisiimii yapilirsa, her z € G

ve k=0,1,2,... i¢cin

k '
[9(c)] do= 1 J ey '(8) ds
—Z

1
F ()= —
k() sz G 27 v (H)—z
r =1

elde edilir.

Yukaridaki formiil kullanilarak Faber polinomlar1 i¢in
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o0

LAY ZF" @) cGveteU (3.1)

— - k+1
v -z £t

bagintis1 elde edilir [26].

[(pl(z)]k fonksiyonu G \{0} kiimesinde analitiktir ve 0 noktasinda k dereceli

bir kutbu vardir. Bu fonksiyonun 0 noktasindaki esas kismin1 £, (1/,) ile gdsterelim.

Bu durumda G bolgesinde analitik olan ve her z € G \{0} i¢in
K =~ ~
[¢,@] = F(1/2) - E (2)

olacak sekilde bir E\(z) fonksiyonu vardir. F,(1/;) (k=0,1,2,...) esas kisimlarina, G

bolgesinin Faber - Laurent polinomlar: ad1 verilir.

Cauchy integral formiilii kullanilir ve ¢ =y, (t) doniisiimii yapilirsa, her z €

G vek=0,1,2,... i¢in

SPPININE B () (SN SR RSO
_Fk(l/z)—zm_j e dg—zm_ le(t)_zdt

=1

elde edilir.

Yukaridaki formiil kullanilarak Faber - Laurent polinomlari i¢in

v i F. (/)

-z th+1
v, (¢) &~

zeG vetelU (3.2)

bagintisi elde edilir [26].

K, D := C\ K tiimleyeni baglantili olan smirli bir kontinyum ve f, K da

analitik bir fonksiyon olsun. Bu durumda

f(2) =Z aF,.(z), zeK (3.3)

Faber acilim1 K iizerinde mutlak ve diizgiin yakinsaktir [26].
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n

R(2) =@ - ) aF (D= ) aF (@), 7K (3.4)

k=0 k=n+1

ve
I[r:={zeD: lo@)| =

olsun. Burada R > 1 ve Gy:=Intl’; olsun. (3.3) serisinde katsayilar

fv@®)
a, .= — =
v | odt k=012,
T

olarak tanimlanir ve (3.4) den

R =5 | f(w(t))[z %}dt
T

k=n+1

oldugu goriiliir. Eger P, € £, ise

R(2.f) = 5= [ (Fwt)-P, w))}{Z t,’ifl)] : (35)

T k=n+1

olur. Diger yandan

F() = [(p(Z)]k +E (), zeK

oldugundan

F,(2) _ [(P(Z)] Ey (2)
tllz +1 tk+1 tllz +1 (3'6)
k=n+1 k=n+1 k=n+1

olur ve (3.5) ve (3.6) goz Oniine alindiginda

1 00
Renl =g [ lrworeoo)| Y g |lal

|t| — k=n+1
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= E(y(t (3.7)
L o)) | D) |4

‘t‘ =R k=n+1

elde edilir.

Faw) = oD Lo el > 1wl

olmak lizere

E(v(®) = i J *F(zw) dz,lwl>r>1

r? r?

r4—1 r2—1

1 1
Q“F(T,W)Hdﬂé( )/2,r>l,|w|2r>1

degerlendirmeleri bilinmektedir [26, s. 63,205].

3.2. Yaklasan Polinom ve Rasyonel Fonksiyonlar

(3.8)

(3.9)

n =12,...i¢cin, K,0)= Z A im0 negatif olmayan, cift ve her n icin

k=-n

! ”K 0)do = 1
o [ Ku(@a0 = (310)

ve

18



(3.11)

1f91< 0)do < <
2 n(®) T n
0

kosullarin1 saglayan bir trigonometrik polinom olsun. Bu tiir trigonometrik

polinomlara 6rnek olarak

B 3(sinne/2)4
I (0) = n(2nz+1)(sine/2)4

bigiminde tanimlanan Jackson ¢ekirdekleri verilebilir [27, s. 203-204].

I' Kompleks diizlemde bir Dini-diizgiin egri olsun. f e X(I') olsun. (2.4)’
ten f e L (') elde edilir. T" Dini-diizgiin bir egri oldugundan foy, foy, € L (T)

olur. Bu durumda,
fo(w) == f(y(w))

ve

fi(w) = Ty (w))
biciminde tanimlanan f;, ve f; fonksiyonlar1 T {izerinde integrallenebilen

fonksiyonlar olurlar. f, ve f; fonksiyonlarinin Fourier serileri

0

fow) ~ Z awk (3.12)
ve

fi(w) ~ i aj we (3.13)
olsun.
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c e I've O € [-m, ] olmak tizere

g, = wle(e) €71, ¢, = v, [(c) €]
noktalarim tammlayahm. ¢~ ve ¢~ noktalariin I' egrisi tzerinde oldugu

agiktir.

1 (f(c,)
1(0,2z) = %if s dc, ze€G, 0¢el[-nmn (3.14)

integralini goz Gniine alalim. ¢ = y(e") doniisiimii uygulanirsa,

W,( eit)eit

1 T
1(6,2) =ﬁj fly(e= 7)) v(et)—z

elde ederiz. 1(6,z) hemen her 8 € [-=, 7] igin mevcuttur ve 1(0,2) € L ([-m, n]) olur

[28]. (3.1)ile (3.12) bagintilarini hesaba katarsak,

1(6,2) ~z aF, (z)e "+
k=0

yazabiliriz.  1(6,2) € L,([-m,n]) ve  K,(0) smirli degisimli oldugundan,
genellestirilmis Parseval 6zdesligi [28, s. 225-228] kullanarak-

4 n
1 |
— j K, (0)1(6,2)d0 = z/l(,?)aka (e~ *0
- k=0

bagintisi elde edilir ve bu (3.14) ile birlikte diisiiniildiigiinde, z € G i¢in

1 i f(cy) Y ) .y
472 JKn(e)dejﬁ dQ: kz_oﬂ’l? aka(Z)e ko

- r

bulunur. Béylece hern=1, 2, 3,... igin

1 T
P, f) :=mf1<n(e)def% ds, z€G
T r

ifadesinin n. dereceden bir cebirsel polinom oldugu goriilmektedir.
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Simdiz € G ve 0 € [-w, nt] olmak lizere

1 f(€1(7e)) dc

1.(0,z) = — : 3.15
(0.0) = — [ =2 (3.15)

integralini goz 6niine alalm. ¢ = . ( e") doniisiimii yapilirsa

1 4 (o— g Wl’( eit)eit
1,(6,2) =ﬁf fQy(elt=2)) Wdt

1,(6,2) hemen her 6 e [-7t, ] icin mevcuttur ve 1,(6,2) € L,([-m, =]) olur [28]. (3.2)

ile (3.13) bagintilarin1 hesaba katarsak,

LO.2) ~ ) aF, (Ve ™

k=0

yazabiliriz. 1,02) € L([-mn]) ve Ky(0) smurli degisimli oldugundan,
genellestirilmis Parseval 6zdesligi kullanarak [28, s. 225-228]
i n
%T f K, (0)1,(6,2)d6 = Zﬂfﬁ aF , (M)e %o
k=0

-T

bagintis1 elde edilir ve bu (3.15) ile birlikte diistiniildiigiinde, z € G igin
n

1 G O n g 1y
men(e)de fﬁ dg = Zﬂlnk @ (e *°
T

- k=0

bulunur. Buradan, her n dogal sayist i¢in

fs,

_ 1 [ ) .
0./, f) :=mf1<n(9)de f : _(Ze> dc, ze€G
T r

ifadesinin 1/, nin derecesi n olan bir polinomu oldugu goériilmektedir.
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K.,(0) ¢ift bir fonksiyon oldugundan, z € G igin
1 [ dg
Put,f) = g7 [ @30 [1f 5+ f5.0) 12
0 r
vez e G igin
0 (1 L (k@0 dg
Qn( /Z’f) sz Kn( ) f[f(@le) +f(g1(_e))]gTZ
0 r

oldugu gortiliir.
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4. REARRANGEMENT INVARIANT UZAYLARDA YAKLASIM
4.1. Giris ve Ana Sonuclar

I' sonlu uzunluklu bir Jordan egrisi ve X(I'), I lizerinde bir R. Luzay olsun.

X(T') iizerinde, 6 € [-7, 7] olmak iizere, f € X(I') ve ¢ e T igin

To(f)(c) =1(cy) (4.1)
ve

Tio(T)(c) =T(cy) (4.2)

bi¢imde tammlanan T ve T, operatorlerini tanimlayalim.

Ozel T =T ise, Te(f )(W) = f ( Weie)’ Tle(f )( W) = f ( We_ie) Ve

boylece T f e X(I') ve T, f e X(I') olur.

I egrisi bir Dini-diizglin egri olsun. Bu durumda c; ,c, ,C; ,C4

sabitler olmak iizere, asagidaki esitsizlikler saglanir [29]:
0<c,<|lgl<c,< o zeT (4.3)
ve

O<co<lo/[<ci< o zeT. (4.4)

Yukaridaki esitsizlikler kullanilarak f e X(I') igin T,f € X(I') ve T, f
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e X(I') olur.

Buradan hareketle, f € X(I') olmak tizere 6 > 0 i¢in,

o (8, f)=sup|| F-T,f ||,

lol <5 X(r)

ve

0 (3, F) =sup|| - T, f ||

ol <5 XM
biciminde o, (3, f) ve w,(J, f) fonksiyonlarini tanimlayalim.
oy (9, f) fonksiyonu,
(1) o,(0,f)=0,
(2) 8>0i¢in o, (3,f)>0,

(3) lsim o, (5, f) =0,
—0

(4) Her f,g € Ex (G) i¢in @, (3, f+g) <o, (5, )+ 0, (3, 9),

(5) n e N olmak iizere, o, (n3, f) < nw, (5, f)
ozelliklerine sahiptir.

Ayni sekilde o, (8, f) fonksiyonu da ayni 6zelliklere sahiptir.

Egerf € Ex (G) veya f e Ex(G) ise Tyf € X(I') ve T, f e X(I') olacag:

aciktir.
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®, Ve o, , yukardaki ozellikleri saglayan fonksiyonlar, I" bir Dini-

diizgiin egri ve X(I'), I' tizerinde tamiml1 nontrivial Boyd indislerine sahip bir R. I.

olsun. Bu durumda asagidaki teoremler gegerlidir.

Teorem 4. 1. G < C Dini-diizgiin bir T" egrisi ile sinirh, basit baglantili bir bolge

olsun. f € E,(G) ise hern € N i¢in

- PP I, <coxn )

olacak sekilde bir P, € 4, vardur.

Teorem 4. 2. G < C Dini-diizgiin bir T" egrisi ile sinirli, basit baglantili bir bolge

olsun. f e E, (G )isehern e Nigin

11- 0,072 Dl < € 00 (i F)

olacak sekilde bir Qn € £, vardr.

feXT)ise f™eE,(G) vef e Ey (G ) olacagindan asagidaki sonug elde

edilir:
Sonug 4. 3.f € X(I') ise her n € N igin

1=t P N < 0 fex (Vs £ + @0 (s f 7))

olacak sekilde bir

H(f)= ) bz*

k=—n

rasyonel fonksiyonu vardir. Burada
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~

{ a, , k>0
ak, k<0

dir.
Burada c, pozitif ve n sayilarindan bagimsiz sabiti gostermektedir.

X(I'), T tizerinde bir R. L. uzay olsun. f e X(I') bigimindeki f e E,(GR)

fonksiyonlarmin kiimesini Ey (Gg) ile gosterelim (R > 1).

Teorem4. 4. f € Ey(Gyg) ise

c
IR,z )| ﬁmEf(f,GR)w/nlogn,z e K

saglanir. Burada ¢ > 0 sabiti n ve z den bagimsizdir.

Sonug 4. 5. K, baglantili timleyene sahip smurlt bir kontinyum ve R > 1 ise her
f € Ey (Gg) icin

c
| R,z )] S D ™ (/n, f) Ynlogn,z e K
olur. Burada ¢ > 0 n sayilarina bagli olmayan bir sabittir.
4.2. Ana Sonuclarin Ispati
Teorem 4. 1 in Ispati:
f € Ex(G) olsun. 7' € G alalim.

1 T
ZZJKn(E))dE) =1

esitliginin her iki yanini,
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f2)=1"@)

oldugu da dikkate alinarak, f'(z’) ile carparsak
f(z) = ! ﬁf*( VK, (6)d0 = — ”2]”( DK, (0)do
) = o | F1@H,O —;[0] 20K (0)

elde edilir. Bu esitlik (4.1) , (2.7) esitlikleri ve P,(.,f) polinomu ile birlikte

diisiiniildiiglinde

f@)—- Pz, f)

1 ieon 1 dg
=;[0f1<n(9){2f (z)—z—ﬂif[f(gehf(ge)]g:}de

r

1 ieon 1 dg
= Z[! K, (©) {Zf (z') - Z_ﬂif[Tef(Q)+T(—e)f(€)]gTZ}d9

r

T

1 o . o
=2 Of Kn(0)(2f ") = [(Tof) (2) + (T f) (2 136

elde edilir.

I" egrisinin i¢ tarafindaki biitiin agisal yollar lizerinden z'— z € T i¢in limit

alinirsa ve (2.9) kullanilirsa, hemen her z € T i¢in

1 ¢ 1
F@ = PG = 5 [ KO 25 @+ @ -5.TH@ - 5Tf ()
0

1
B Sr(T(_e)f) (Z) B ET(_Q)f(Z) ] do

1 T
=2 Of KOS (f = Tof)(2) + S.(f = T _o,f)(2) 1d6
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1 T
+ Eof K,@®)[(f =T )@ +(f =T _of)(2) 1d0

bulunur. Bu esitlik, (2.1) formiilii ve Fubini teoremi kullanilir ve supremum integral

isareti icine alinirsa,
Irer =Pl = sup [ 1) = Pota Plig(
r
1 T
<sup [ | o= [ Ku@IS,(F = TP )@ +5,(F = T o N0 ls()l s
r 0

1
wsup [ |- f KaOI(f = Tof)@) + (TN (2]1d0| 12l
r 0

1 T
<sw [ o | @87 - TN @IS T <z>\]de} s(2)lldz
r 0

1 T
+ sup f f K,®[|(f -TeN@)| +|(f - T(_e)f)(z)”de} ig(2)||dz|
r 0

1 T
<sup—— [ K, [[15:F - TP @IS T o) (Z)H|g(2)||d2|} o
0 r

1 T
esup [ K, [ [ 1)@ T ) <z>\]|g<z>udz|} 0
0

r

1 T
< Zzof K,(0) {Suprfnsr(f - Tof)@D|HS(f - T(_e)f)(z)|]|g(z)||dz|} do
r

1 T
t o f K.,(6) {sup f [1(f - TN @I+|(f - T<_e)f)(z)\]lg(z)lldzl} do
0
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1 T
< o= [ K@ [Iscr -Tonl, 157 - Tl o
0
1 T
v = [Ka@ 1ol e -7 fll Jao
0
elde edilir. Burada supremum || ¢ ||X,(r) < 1 bigimindeki biitin g € X'(I')

fonksiyonlar1 tizerinden alinmigtir. Teorem 2.10 dan

v

If@ =PI = j KO£ - Tof || +If ~Teof|

0

}do

X(T)

bulunur. o, (., f) fonksiyonunun tanimindan,

T

1@ = PCan,, < [ Ka® 0,01 )0

0
<o, (1 f) | Ku(@)m0+1)d0
0

elde edilir. K,, trigonometrik polinomunun (3.10) ve (3.11) 6zellikleri
- PG O NI, < c 0/ F),

oldugunu verir. [}

Teorem 4. 2 in Ispati:

f e Ex(G )olsun. ' € G alalim.

1 T
> f K,(0)do = 1

esitliginin her iki yanini,
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f@)=1 )

oldugu da dikkate alinarak, f (z') ile ¢arparsak
f@) = ! ”f(’)K 0)d0 = — ﬂzf(’)K 0)do
) = o | F @O —;[0] 2)K,(©)

elde edilir. Bu esitlik (4.2) , (2.8) esitlikleri ve Q,(1/,,f) polinomu ile birlikte

diisiiniildiiglinde

f @) =0,/ 6)

1 [ 1 dg
=Z[01Kn(e){2f (Z)_ﬁ![f(gle)-i_f(gl(e))]g_z}de
-ifx O 2 @)= 5= [T, @ 4T, @1 do
—27[0 n zm-r 16 10 (S c—z

= %r f K (0){2f (2) = [(T,f) (@) + (T, o f) (2) 30
0

elde edilir.

I" egrisinin dis tarafindaki biitiin acisal yollar {izerinden z'— z € T i¢in limit

alinirsa, (2.10) dan hemen her z € T igin

5 1 [ 1
F@ = 00D =5 [ Ki®[255@) - F@) 5.0, N@ + 3T,/ @
0

1
STy @ + 5T f (@) ] do

1 T
= fo Kn@)[S (f = T1of)(2) + S(f =T _4/)(2) ]d6
0

1 T
s f Ka@®)(T,of = )@+ (Ty_of — f)(2)1d0
0
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bulunur. Bu esitlik, (2.1) formiilii ve Fubini teoremi kullanilir ve supremum integral

isareti icine alinirsa,

1 @) = 0./ Dl = sup f () = 0/ D@1 1d2

r

1 T
<sup [ |5 [ Ku@IS, 7 = TN+, = T, @8] Il
0

r
+supf|
r

1 T
<sup f i— f Kn@[|S(f - T1 e @IS H(f - Ty ) (z)|]d9} Ih(2)|dz]
r 0

| =

[ KO of TP @ + (T o f - DNa0| b2
0

S

T

1 T
caup [ f KO Ty + |<fTl(e)f><z>\ld9}\h<z>udzl
r

1 T
<sup— f K.,(0) { f [[S:(f - Ty V@IS - Ty o)) (z)\]lh(zwdzl} do
r

0

1 T
#sup - [ K,(0) { [16 - 1@ T (z)|]\h(z)ndz\} o
T

0

—

1 Vs
< sz K, (8) {Sup [lSr(f - T1ef)(Z)|+|Sr(f - Tl(_e)f)(z)\]lh(z)lldz|} do
0

1 v
o f K,(6) sup { rf UG =T N@IH - Ty o)) (z)\]lh@lldzl} de
0

1 T
<5 f K (0) IS¢ -TooPl, #HISe(F - Ty P 1o
0

X(I)

1 T
i Ezf K@) [[If _T19f||X(T)+||f i Tl(‘e)f”)«r)]de
0
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elde edilir. Burada supremum || ||X,(r) < 1 bigimindeki biitin h e X'(I')

fonksiyonlar lizerinden alinmistir. Teorem 2.10 dan

}de

X(T)

lf @ - Q.7 Dl = CfKn(e){HfT1ef“X(r)+HfT1(e)f”
0

esitsizligi saglanir. o,, (., f) fonksiyonunun tanimindan,

T

1) = @D, <e [ Ku®) 040, £ a0

0
<o () [ Ku@@0+1)d0
0

elde edilir. K,, trigonometrik polinomunun (3.10) ve (3.11) 6zellikleri

| - 0./, Ol <c oy f),

X(T)

oldugunu verir. []
Teorem 4. 4 iin ispati:

zely,1kr<RveP,, feE(Gg) fonksiyonuna derecesi n yi asmayan

n !

polinomlar siifindan en iyi yaklasan polinom olsun.

= 2 [ 1 ©)-r) ]| Y 2 [l

|t| =R k=n+1

ve

i=r [ 1) reo) | YA g

|t| =R k=n+1

olarak tanimlandiginda (3.7) den
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Rz, )| <1,+1, (4.5)
oldugu goriiliir. (4.3 ) ve (2.3) U kullanarak

[p(2)]"

o™ || ¢'(9) Il ds

Li= o [ lr@-r@||
Tr

[o(2)]" || |
k=n+1 [(p(g)]k+1

IA

— [ lro-ro||
Tr

IN

~ {sup f | f@-P. @ [v@| dg|}5uP{k . To ()]M BT o lag

bulunur. Burada, supremumlar sirasiyla, || u ”X(l“) < 1 kosulunu saglayan biitiin

ueX(T)ve ||v ”x'(r) <1 kosulunu saglayan biitiin v € X'(I") fonksiyonlar iizerinden

|

X'mo

B o [ RO, 1
0@ [ |o(e) — 9(2) |

ol 1

alimmistir. Boylece

) E(fG) [p(2)]"
< —=n SR ¢ {f| [(Eg)z]k+l ||

k=n+1

n

X 1
By T J\
= 2 Rn+1(R—T p

ve (2.3) yardimiyla

o {f | ey } : Hv”x’(r) HIHX(F) s ¢ (4.6)
elde edilir. Dolasiyla,
X
~ CEn(f,GR)rnﬂ (4.7)

[, <
1 27ar+1 (R - T‘)
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bulunur. Simdi I, integralini degerlendirelim. (3.8) kullanilirsa

~

= [ 1)) | Y [ e rwar |

|t| R k=n+1 |r—r

szi f | Fw®)-P(v®) | = f|ztk+1 |l FCaw)ldel {lar

‘t‘ R T‘ r k=n+l

Szi f | Fv®)-P.(v®) {5 f|tk+1(t ||F(rw)||dr| |dt|

=R

bulunur ve Fubini teoremine gore

- dt
I,< r—m f Fmw)l{5- f |f(w(t))—Pn(w(t))|% dz|

27
Izl =7 |t\=R

elde edilir. Sonra, en son integralde degisken degisimi yapilip (2.3) te verilen

Holder esitsizligi kullanilirsa

o’ ()]
I<—n+[ j|F(TW)|{ J|f(€) (G)|m|d€|}|df|

')
e o [ el r@l, N2 Ha

lzl=7

s [ iR el ) e

T‘T‘

c rn+1
472R" (R — 1)

| el [EECr 6o~
Izl =7
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sup{f\V(Q) Jdc|: vl <1 {]las]
g

bulunur. Son esitsizlikte (4.6) daki gibi bir degerlendirme g6z Oniine almnip (3.9)

kullanilirsa

C rn+1

I,<
2 27zR" Y (R =)

r2 r2 1
Er)zf(f:GR)(rz}_llogrz_l) ’ (4.8)

cikar. (4.5), (4.7) ve (4.8) esitsizliklerinden

rn+1Ejf(f,c;R)( r2 l r2 )1/2
rt—1 08 1

C
| f | 277Rn+1(R—T') r2 —

bulunur. Bu esitsizlikte, z € K ve r :=1+1/n alinarak
R (z, P Efi( ,G,) [nlogn

elde edilir. ]
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5. SONUC

Bu tez c¢alismasinda, elde edilen yeni sonuglar dordiincii bdéliimde

bulunmaktadir ve bunlar asagidaki gibi belirtilebilir.

Dini — diizgiin bir egri lizerinde tanimli Rearrangement invariant uzaylarin
bazi alt smiflar1 ve bu alt siniflara ait fonksiyonlarin polinom ve rasyonel
fonksiyonlar ile yaklasiminin bazi diiz teoremleri siireklilik modiiliine gore elde
edilmistir. Faber serilerinin maksimal yakinsaklik 6zelligi ile ilgili bir teorem

ispatlanmugtir.

Yaklasim probleminin ¢6zlimiinde kullanilan polinom ve rasyonel
fonksiyonlar, baz1 trigonometrik polinomlar, Faber polinomlar1 ve Faber — Laurent

rasyonel fonksiyonlar1 kullanilarak ingsa edilmistir.
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