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ORLICZ UZAYLARINDA
FOURIER SERILERI ILE YAKLASIM

Mehmet ARSLAN
Balikesir Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii,
Matematik Anabilim Dah

(Yiiksek Lisans Tezi / Tez Damismani : Doc. Dr. Ali GUVEN)
Balikesir, 2010

Bu caligma, trigonometrik Fourier serilerinin Norlund ve Riesz
ortalamalarinin agirlikli Orlicz uzaylarindaki bazi yaklasim 6zelliklerinden
olusmaktadir.

Bu ¢alisma giris boliimii disinda ii¢ ana boliimden olugmaktadir.

Birinci boliimde, bu calismada kullanilan fonksiyon uzaylarinin tanimlari ve
temel Ozellikleri verilmistir.

Ikinci boliimde, trigonometrik yaklasimim temel tast olan Fourier serilerinin
tanimi verilmistir. Bu boliimiin ikinci kismi, Cesaro, Norlund ve Riesz
ortalamalarinin tanimu ile ana teoremlerde kullanilacak bazi1 tanimlardan
olusmaktadir.

Ucgiincii boliimde, elde edilen sonuglar, bu sonuglarin ispatlar1 ve bu
ispatlarda kullanilan bazi lemmalar verilmistir. Bu boliimiin son kisminda ise
Norlund ortalamasinin bir genellestirmesi olan matris doniisiimleri ile yaklagim
konusunda tanim ve sonugclar verilmistir.

ANAHTAR SOZCUKLER : Young fonksiyonu / agirhikli Orlicz Uzaylari /
Boyd indisleri / Muckenhoupt siniflar1 / Lipschitz siniflar1 / Fourier serileri / Norlund
ortalamasi / Riesz ortalamasi / matris doniistimii



ABSTRACT

APPROXIMATION BY FOURIER SERIES
IN ORLICZ SPACES

Mehmet ARSLAN

Balikesir University, Institute of Science,
Department of Mathematics

(M.Sc. Thesis / Supervisor : Assoc. Prof. Ali GUVEN)
Balikesir, 2010

This work consists of some approximation properties of Norlund and Riesz
means of trigonometric Fourier series in weighted Orlicz spaces.

This work consists of three main chapters except for introduction chapter.

In the first chapter, the definitions and basic properties of function spaces
used in this work are given.

In the second chapter, the definition of Fourier series, which is crucial point
of trigonometric approximation is given. The second part of this chapter consists of
definitions of Cesaro, Norlund and Riesz means and some definitions that is going to
use in main results.

In the third chapter, the results we obtained, the proofs of these results and
some lemmas that are used in proofs of the results are given. In the last part of this
chapter, the definitions and the results about approximation by matrix transforms,
which are generalizations of Nérlund means are given.

KEY WORDS : Young function / weighted Orlicz spaces/ Boyd indices /
weight function / Muckenhoupt classes / Lipschitz classes / Fourier series / Norlund
mean / Riesz mean / matrix transform /
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SEMBOL LiSTESI

Simge Tanim

C Karmagik sayilar kiimesi

R Reel sayilar kiimesi

h.h. Hemen her yerde

|J| J araliginin uzunlugu

f f fonksiyonunun eslenik fonksiyonu

IT, Derecesi n’yi agmayan trigonometrik polinomlarin kiimesi
[] Tam deger fonksiyonu
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1. GIRiS

Trigonometrik Fourier serilerinin Cesaro, Norlund ve Riesz ortalamalari ve
matris doniisiimleri ile yaklagim problemi birgok matematik¢i tarafindan galigilmistir.
Cesaro ortalamasinin Lebesgue uzaylarinda bazi yaklagim o6zellikleri Quade
tarafindan incelenmistir ([1]). Daha sonra, Cesaro ortalamasinin genellestirmeleri
olan Norlund ve Riesz ortalamalarimin L” uzaylarinda yaklagim 6zellikleri
Mohapatra ve Russell ([2]), Chandra ([3]) ve Leindler ([4]) tarafindan galisilmustir.
Mittal, Rhoades, Mishra ve Singh ise Fourier serilerinin bazi matris doniisiimlerinin

L? uzaylarinda yaklasim Ozellikleri ilgili sonuglar elde etmislerdir ([5]).

Giiven, Chandra’nmin agirlikli L? uzaylarina genellestirmelerini ispatlamig
([6]), Giiven ve Israfilov ise Chandra ve Leindler’in sonuglarmn benzerlerini
genellestirilmis Lebesgue uzaylarinda elde etmislerdir ([7]). Mittal, Rhoades, Mishra
ve Singh’in sonuglarini genellestirilmis Lebesgue uzaylarindaki benzerleri yine

Giiven tarafindan ispatlanmistir ([8]).

Agirlikli Orlicz uzaylarinda trigonometrik polinomlarla yaklasim teorisinin

diiz ve ters teoremleri Giiven ve Israfilov tarafindan elde edilmistir ([9]).

Bu caligmada trigonometrik Fourier serilerinin Norlund ve Riesz ortalamalari
ile baz1 matris doniisiimlerinin agirlikli Orlicz uzaylarindaki yaklagim 6zellikleri
incelenmis, 6zel halde [3], [4] ve [5] calismalarinda elde edilen sonuglarin bu

uzaylardaki benzerleri ispatlanmistir.



2. FONKSIYON UZAYLARI
2.1 Lebesgue Uzaylari

2.1.1 Tammm: 1< p<oo olmak lizere
2z
[1£ 00| dx < oo
0

kosulunu saglayan olgiilebilir f : [0,27[] — C fonksiyonlarinin hemen her yerde esit

olma bagintisina gore denklik siniflarinin kiimesi L° ([0,27[]) = L" ile gosterilir.
(f+g))=Ff)+g(x) ve (o )X)=af(x), aeC (2.1)

islemleri altinda L" bir vektor uzayidir ve
1
2z ; B
11, = lrcore
0
fonksiyonu LP iizerinde bir normdur. L" bu norma gore bir Banach uzayidir.

2.1.2 Tanim: 3M> 0 sayisi i¢in
|f(x)|£M h.h.

sartin1 saglayan f : [0,272] — C fonksiyonlarinin hemen her yerde esit olma bagintisina
gore denklik siniflarinin kiimesi L” ([0,27[]) =L" ile gosterilir. Aym sekilde (2.1)
islemleri altinda L” bir vektor uzayidir ve

2



||f||w =inf {M>0: |f(x)| <M h.h.
fonksiyonu L” iizerinde bir normdur. L bu norma gore bir Banach uzayidir.
2.1.3 Tanim: 1< p <o olmak lizere L? Banach uzayina Lebesgue uzay:
denir.

2.2 Orlicz Uzaylan

2.2.1 Tanim: AcR bir kiime olsun. VX,ye A ve Vo e [0,1] i¢in

ax+(L—a)y € A oluyorsa A kiimesine bir konveks kiime denir.

2.2.2 Tanim: A cR konveks bir kiime olsun. M : A —R fonksiyonu

vx,ye Ave Va e [0,1] igin
M(ox +(1L-a)y)<aM (X) + L—a)M(y)
sartin1 sagliyorsa M fonksiyonuna konveks fonksiyon denir.

2.2.3 Tamm: M :[0,00) — [0,00) konveks ve siirekli bir fonksiyon olsun.
Eger M fonksiyonu

i) M(x)=0<x=0

i) imM&) _
x—0 X

i) tim M) _
X—00 X



kosullarini sagliyorsa M fonksiyonuna bir Young fonksiyonu denir.
2.2.4 Ornekler:

XP
i) M(x)=? , 1< p<ow

i) M(x)=e*—x-1

i) M(x) =¥ -1, §>1

p

In(e + x)

iv) M(x) = , p=

fonksiyonlar1 birer Y oung fonksiyonudur.
2.2.5 Teorem: M bir Young fonksiyonu ise
N (y) = max{xy — M (x), x > 0} (2.2)
fonksiyonu da bir Young fonksiyonudur.
2.2.6 Ornek: 1< p<oo ve 1/ p+1/q=1 olmak iizere

M(x):x—p
p

ise

Ny =¥
q



olur.

2.2.7 Tammm: M bir Young fonksiyonu olsun. (2.2) seklinde tanimli Y oung

fonksiyonuna M fonksiyonunun tiimleyen Young fonksiyonu denir.

2.2.8 Tammm: M bir Young fonksiyonu ve
2z
oy ()= jMQf(x)|)dx
0

olmak tizere da >0 i¢in

oy (af) <o

kosulunu saglayan f : [0,27[]—>C Ol¢tilebilir fonksiyonlarinin kiimesi
L ([0,272]) =M ile gosterilir. Aym sekilde (2.1) islemleri altinda L™ bir vektor

uzayidir. LM uzay:
27
[, =sup{ | [fg(ax |: gel", py(g)<1 }
0
Orlicz normu ve

. f
[, = mf{i ~0:p, (Ijsl}

Luxemburg normuyla birlikte bir Banach uzayidir. L" Banach uzayia [0,27[]

tizerinde M ile tiretilen Orlicz uzay: denir [10, s. 69].

2.2.9 Teorem: L™ bir Orlicz uzay1 olmak iizere Vf e L igin



[y <00 <20
esitsizligi vardir. Boylece || . ”M ve || : ||(M) normlar1 denktir [10, s. 80].

p
2.2.10 Teorem: M(x) = Ll , 1< p <oo olarak alinirsa
p

LM ~ L
olur.

Orlicz uzaylar ile ilgili daha kapsamli bilgi [10], [11] ve [12] numaral1
kaynaklardan saglanabilir.

2.2.11 Tamm: M bir Young fonksiyonu olsun.

M~(x)
T

h(t) = limsup

X—>00

, t >0 olmak tizere

Ay = lim(—wj ve S, = lim (_ Mj

toe logt t-0° logt

saytlarina L Orlicz uzayinin sirastyla alt ve iist Boyd indisleri denir.

2.2.12 Teorem: M bir young fonksiyonu ve N bunun tiimleyen Y oung

fonksiyonu olmak iizere L™ ve " uzaylarinin Boyd indislerinin
i)0<e, <y <1

i oy +py=1 ve oay+p,=1



ozellikleri vardir [13].
2.213 Tamm: O0<aq,, , B, <1 ise Boyd indisleri nontrivialdir denir.

2.2.14 Teorem: L" uzayr yansimali < O<a,, < S, <1 [13].

p
2.2.15 Ornek: M(X) = X , 1< p<oo Young fonksiyonu i¢in
p

ay =Pu=1p
dir.
2.2.16 Teorem: L™ bir Orlicz uzay1 olsun.
1<p<1/ g, £1llay, <q<o

bigimindeki her p,q sayilari igin L* = L™ < L olur ve buradaki kapsamalar
stireklidir [13].

2.2.17 Teorem (Boyd interpolasyon Teoremi): 1< p <(<oo olsun. Bir

lineer operatér L” ve L' uzaylari {izerinde sinirli ise Boyd indisleri
1/qg<ay < By, <1lp
Kosulunu saglayan her L™ Orlicz uzay1 iizerinde de sinirlidir [14].

Boyd indisleri ile ilgili daha genis bilgi [15] de bulunabilir.



2.3 Agirhikh Uzaylar

2.3.1 Tanim: ®:[0,27] — [0, 0] 6lgiilebilir bir fonksiyon olsun. @ *({0,00})
kiimesinin Lebesgue 6l¢iimi sifir ise @ fonksiyonuna [0,27z] tizerinde bir agwrlik

fonksiyonu denir.

2.3.2 Tammm: @ bir agirlik fonksiyonu olsun. fw e L” sartin1 saglayan

Slciilebilir f : [0,27]—C fonksiyonlarinm kiimesi L’ ile gosterilir.

£, = 1fel,

fonksiyonu L tizerinde bir normdur. L? normlu uzayina Agirlikli Lebesgue uzay

denir.

2.3.3 Tamm: @ bir agirlik fonksiyonu olsun. fe e L™ seklindeki

olgiilebilir f: [O,27r]—>C fonksiyonlarinin kiimesi L ile gosterilir.

[1.. = [fel,

fonksiyonu L iizerinde bir normdur. L normlu uzayma Agwrlikly Orlicz uzay
® » y g

denir.
2.3.4 Teorem: o bir agirlik fonksiyonu olsun. we L™ ve l/we L" ise
Yl

dir.



2.4 Muckenhoupt Agirhiklar:

2.4.1 Tanim: 1< p<owo Ve @, [0,272'] tizerinde bir agirlik fonksiyonu olsun.

1/p+1/9=1 olmak iizere

1/q

sgp(ﬁ!a)p(x)dx] (ﬁ!a)‘q(x)dx] <o

oluyorsa @ fonksiyonu A, ([O,Z;z]) = A, Muckenhoupt sinifindandir denir. Burada

supremum biitiin J [0,27z] araliklari iizerinden alinmustir ve |J| , J araliginin

uzunlugunu gostermektedir.

2.4.2 Ornek: o: [0,272] - [0,00] , @(X) =X olmak tizere

o(X)=x"ehA, & —£<a<1.
p q

Muckenhoupt agirliklart ile ilgili genis bilgi [16], [17] ve [18] numarali kaynaklarda

bulunabilir.

2.5 Siireklilik Modiilii ve Lipschitz Siniflar:

2.5.1 Tamm: L" nontrivial «,,, f,, Boyd indislerine sahip bir Orlicz uzay

ve weA,, NA,, olsun. Bir fe LY fonksiyonunun siireklilik modiiliinii

T,(F)(%) ::%j|f(x+t)— f (x)|dt (2.3)

olmak tizere



Q,,(6,f)= iﬁgllTh(f)llM,w , 6>0 (2.4)

seklinde tanimlayalim.

Hardy-Littlewood maximal fonksiyonu agirlikli Orlicz uzayinda sinirh

oldugundan QM’&)(-, f ) siireklilik modiilii iyi tanimhdir.
QM'w(é' , f ) stireklilik modiilii, negatif olmayan, siirekli, azalmayan ve
limQ, (5, f)=0,
Dy o0 Ty £) <y o 0 1)+ (0 T2)

kosullarii saglayan bir fonksiyondur.
L? uzayinda siireklilik modiilii,
A ()= f(x+h)—f(x)
olmak iizere

w,(5,1)= ﬁ]l‘ig”Ah (), (2.5)

olarak tanimlanir.

Fakat L? ve L uzaylari
A, (f)=f(x+h)—f(x)

10



geleneksel kaydirma operatoriine gore invariant olmadigindan, bu uzaylarda

stireklilik modiiliinii (2.3) operatorii yardimiyla tanimlamaktayiz.

L” uzay: iizerinde (2.4) siireklilik modiilii ile (2.5) siireklilik modiilii birbirine

denktir [19].

(2.3) operatorii kullanilarak siireklilik modiilii tanimlama diisiincesi Ky

tarafindan gelistirilmistir ([19]).

2.5.2 Tamm: 0< a <1 olsun.
Lip(a)y ,={ f el : Q, (6 f)=0(5)}

kiimesine Lipschitz sinifi denir.

11



3. FOURIER SERILERI

3.1 Fourier Serileri

3.1.1 Tamm: a, , b, (k=012,...) sabit sayilar ve |ak|+|bk| # 0 olmak lizere

QD

?0+§:(ak cos kx+b, sinkx) (3.1)
k=1

serisine bir trigonometrik seri denir.

o0

> (a, sinkx—b, coskx) (3.2)

=1

=~

serisine de (3.1) serisinin eslenik serisi denir.

3.1.2 Tamm: a_, b, (k=012,..) sabit sayilar ve |ak| +|bk| # 0 olmak iizere

+ (a, coskx+b,sinkx) , n=012,...
k=1

t,(x) =

N |2

[fadesine n. dereceden bir trigonometrik polinom denir.

3.1.3 Tammm: n=012,... igin derecesi n’yi agsmayan trigonometrik

polinomlarm kiimesi IT, ile gosterilir.

3.1.4 Tamm: f e L* olsun.

12



2
a == | f(t)coskidt , k=0,1,2,...
4 0
ve
1 2z
b, =—_[f(t)sinktdt k=1.2,...
4 0
olmak tizere (3.1) serisine f fonksiyonunun Fourier serisi denir ve

f(x) ~

N |2

+ Zool(ak coskx+b, sinkx)
K=

1

yazilir.
. aO
3.15 Tanim: A (f)(x) = o

A (f)x) = a coskx+b, sinkx, k =12,...

olmak tizere

S, (f)x)= Zi:Ak(f )x), n=012,...

bigiminde tamimli S, (f) dizisine f fonksiyonunun Fourier serisinin kismi toplamlar

dizisi denir.

3.1.6 Tamm: fel've f(x) ~ %+Z(ak coskx+b, sinkx) olsun. (3.2)
k=1

trigonometrik serisi bir Fourier serisi ise bu seriye sahip fonksiyona f fonksiyonunun

eslenik fonksiyonu denir ve f seklinde gosterilir;

13



f(x) ~ i(ak sinkx —b, coskx).

k=1

Trigonometrik seriler ve Fourier serileri ile ilgili daha genis bilgiye [20]

numarali kaynaktan ulasilabilir.

3.L.7 Tamm: E,(f),, =inf{|f -t,|, :t, eI, |

M,

degerine f e L fonksiyonun IT, in elemanlar ile en iyi yaklagimi denir.

3.1.8 Teorem: E (f), , :Hf —t,

., olacak sekilde t- eIl vardir [21,s.

59].

Asagidaki f - S (f) ve f — f operatorlerinin diizgtin sinirliligin

gosteren

I5:(Fly. = O l.) I, =olifl,.)

esitsizlikleri ve bunlarin sonucu olan
” f - Sn(f )”Ma) = O(En( f )M,(u)’ En(f~)M,w = O(En( f )M,(u)

esitsizlikleri [9] numarali kaynakta verilmistir.

3.2 Cesaro, Norlund ve Riesz Ortalamalari

3.2.1 Tanim: Sn(f )(X) f fonksiyonunun Fourier serisinin kismi toplamlar

dizisi olmak tizere

14



n

an(f)(x)=ni+1 S.(£)%), n=012,...

k=0

ifadesine f fonksiyonunun Fourier serisinin n. dereceden Cesaro (Fejér) ortalamasi

denir.

3.2.2 Tanim: {pn }:0:0 pozitif reel sayilarin bir dizisi olsun.

Pnzzpm , p,=P;=0
m=0

olmak tizere

Nn(f)(x)— anm ()X ve R(F)0== mem )(x)

an an

ifadelerine f fonksiyonunun Fourier serisinin {pn} dizisine gore sirasiyla

Norlund ve Riesz ortalamalari denir.

Aciktir ki p, =1, n=012,... durumunda Nérlund ve Riesz ortalamalarinin

ikisi de Cesaro ortalamasina esit olur.

3.2.3 Tamim: {pn }::0 pozitif reel sayilarin bir dizisi olsun. N =m seklindeki

her n,meN i¢in
p.<cp, (p,=cp,)

olacak sekilde sadece {pn }n _, dizisine bagli bir ¢ sabiti varsa {pn} dizisine hemen

hemen monoton azalan (artan) dizi denir ve {p,}”, € AMDS ({p,} , € AMIS)

seklinde gosterilir.

15



3.2.4 Tanim: Ana teoremlerde kullamlacak olan Ap, gosterimi

Apn = Pn— Pnas

seklinde tanimlidir.

16



4. AGIRLIKLI ORLICZ UZAYLARINDA YAKLASIM
4.1 Lemmalar

Bu kisimda ana teoremlerin ispatinda kullanilacak olan bazi lemmalar

verilmistir.

4.1.1 Lemma: LY, Boyd indisleri 0<e,, <f, <1 seklinde bir agirlikl

Orlicz uzayive we A, NA,, ise her fe LY icin
E.(f)y., =0, .@/nf), n=12,.. (4.1)

esitsizligi saglanir [9].

4.1.2 Lemma: M

@ !

Boyd indisleri 0 < «,, < f3,, <1 seklinde bir agirliklt
Orlicz uzayl, O<a<lve we A,, NA,, olsun. Budurumda her f e Lip(a)M’w

icin
|t =S.(F)],,=0(n*), n=12... (4.2)
olur.

Ispat: t' (n=01..), fe Lip(a)Myw fonksiyonunun trigonometrik

polinomlarla en iyi yaklasimi olsun. O halde

E.(Fwo=|f-t;

M,o

ve (4.1) den
17



|f-t] =olQy,,an))

M,o

ve fe Lip(a)M’w oldugundan

Hf —t’

Mo O(QM,w(ll n, f)) = O( n_a>
olur. Kismi toplamlar dizisinin L uzayinda diizgiin stnirliligindan

||f—Sn(f)||Mywst —t

+

-5,

M,

=|f -l +ls @ -0,
<|f -l +elf-ul.
=o( |f-t; )
~o(n)

4.1.3 Lemma: L), Boyd indisleri 0<¢,, <f, <1 seklinde bir agirlikl
Orliczuzayl, we A,, NA,, ve fe Lip(l)Myw ise f mutlak siirekli ve f'e L)

olur.
Ispat: 0<a,, < B, <1 oldugundan

1< p<l/p, £llea, <q<o

18



ve we A, N A, olacak sekilde p ve g sayilari bulunabilir ([18, s. 58]). O halde

LM < L olur.
MclP=> Ll

boylece

T(f) el =T (f)elLP.
LY < L? kapsamast siirekli oldugundan

()., = OC M (P, )

weA =3p,: 1<p, <o, L) < L™

Ve

[T ()], =0C M(D),,, )

=O( [T(D,., )
elde edilir [19]. O halde

w, (f,5)=0(Q, (5, )).
f e Lip), ., = @, (f,6) =0(5)

= f e Lip@d), ,,
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= f mutlak siirekli ve f' e L™

olur [21, s. 51-54]. f mutlak siirekli oldugundan hh. x € [0,27] igin

tirevlenebilirdir.

T *9=10) | t/x), t >0 hh
t , h

oldugundan hemen her yerde

—|f'(x), t >0

[f(x+t)— f(X)|
t

_[ |f(x+t) f(x)|dt

512

£'(x)|, 5 >0,

oy (9) <1 bigimindeki her g e L" fonksiyonu igin

[l #00e00lg00x = I(Ilm j'f(x“) fedl }P(x)|g(x)|dx

J.(Ilmlnf f'f(XH) f(X)|dtJoo(X)|§l(X)|dx

50" (5/2

< liminf I(& I [FO+D - F () dtJa)(X)|9(X)|dx

50 $ia t

<liminf 2 j ( [If(x+t)— f (x)|}~(x)|g(x)|dx

50"
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- "E%[‘f %TTé.( f)(X)eo(x)|g (X)|dx

50"

27
< Iiminfﬂ{ sup jTg(f)(x)a)(x)|g(x)|dx}
O |anmsty
— liminf 2T, (£) ()], = liminf 2[T.(0)|
550" O d M 550" S s M,»

< liminf 4(sup”T (), )_ Iign iorjf%QM'w(é, f)

50" 0<h<s
_liminf 20(5) = 0(1) <
- 550 5 h *
= f'e M.

4.1.4 Lemma: L, Boydindisleri 0<a,, </, <1 seklinde bir agirlikli

Orlicz uzayl, we A,, NA,, ve fe Lip(l)Myw ise her n=1,2,... i¢in

Is.(f)~o,(f), ,=0(n?) (4.3)
olur.

Ispat: 4.1.3 Lemmadan f mutlak siireklive f'e L. f fonksiyonunun

Fourier serisi
f(x)~ ZAk ) = Zk& XX) .

S,(1)-0,(1) = Y~ A0 =5, (Fho.

e N+
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Kismi toplamlar dizisi ve eslenik fonksiyon operatérii L uzayinda diizgiin simrlt

oldugundan her n=1.2,... i¢in
Is.(f)=0,(P),, =0(n?)
elde edilir.

4.1.5 Lemma: {pn }::O pozitif sayilarin bir dizisi olsun.

(P, < AMDS
veya
{p.}, e AMIS ve (n+1)p, =O(P,)

ise 0<a <1igin
i m—a pn—m = O( nia Pﬂ) (44)
m=1

olur [4].

4.2 Agirhikh Orlicz Uzaylarinda Norlund Ortalamasi ile Yaklasim

4.2.1 Teorem: LM

® !

Boyd indisleri 0 <, < f,, <1 seklinde bir agirhikli
Orlicz uzayl, O<a <1, f elip(@)y,, @€ A, NA,, Ve {p, }::0 pozitif

sayilarin bir dizisi olsun.
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{p.}", € AMDS

veya
P}, e AMIS ve (n+1)p,=0O(P,)
ise
=N, (£, =0(n)
olur.

Ispat: f(x)= Pi > Py f(X) oldugundan

n m=0

- N, (F)0) == anmf(x) Sn(f)}

an

olur. (4.2) ve (4.4) ten

1
[ENONEES SR IRCYO

— 520 )+ e -5y,
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4.2.2 Teorem: LY, Boyd indisleri 0< ¢, < 3, <1 seklinde bir agirhkh

Orlicz uzayi, f eLipQ)y, ,, @€ A,,, NA,, Ve {p, }:zo pozitif sayilarin bir dizisi

olsun.

n-1

k|Apk|_ ( )

k=1
veya

n-1 P

Z|Apk|=o(ﬁj

k=0
ise

|t =N, (F),,=0(n?). n=12,..
olur.
ispat:
ZP WAL
n m=0

esitliginden ve Abel doniisiimiinden

S,(1)00 =N, (100 = =3P, ~ B A (100

n m=1

— o3 BFn S (1w L S (1w

buradan
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1
f <
||S )|M 2] < P —

S,(1)09 =0, (1)00 = —— S TkA ()00

oldugundan (4.3) geregi

=[s,(f)=a (), =0(n?)

;0

n+1

ZAM{

olur. Boylece

SORTONEEES

elde edilir. Once

n-1
k|Apk| =

k=1

oldugunu kabul edelim. Bu varsayimla birlikte

Am( Pn — I:)n—m} —
m

oldugu [4] numarali kaynakta gosterilmistir. Boylece (4.5) den

I8,(1)=N, ()], =0(n")

25
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oldugu cikar. Son esitlik ve (4.2) den

[F=NL(F), o <1 F=Sa(E)] + 1S, ()= N ()],
—o(n?)+o(n?)

= O( n‘l).

Simdi de

5 Jan =0 %) (46)

k=0

oldugunu kabul edelim.

Am(Pn_Pn—mJ_ 1 { Zn:pk_(m+1)p”_m}

m m+1 |57,

esitliginden ve tiimevarimdan

Z Px — (m +1) Pn-m

k=n-m

< zk| Pnks1— pn—k|
k=1
elde edilir. Bununla birlikte

Am( I:)n — I:)n—m j
m

n 1 m
< Z (Zk|pnk+l - pnk|)

mam(m+1) Ui

n n 1
= k| pn—k+l - pn—k| [Z j
k=1

axm(m+1)
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n n 1
<>k —
= | pn—k+l pn—k| (r§ m(m +1)]

: - 1
< k| Pk — pn—k| (z—j
k=1

m=k m(m +1)
n n-1
< Z| Pnoka — pn—k| = Z|Apk|'
k=1 k=1
(4.5) ve (4.6) dan

[84(F)— N, ()

2,

_ol L
M, Pn ~

Son esitlik ve (4.2) den
[F=Na(F o <IE =S80y, + 184 (F)=N(F ),
= O( n‘l) +O( n‘l)
of)

elde edilir ki bu da ispati bitirir.
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4.3 Agirhikh Orlicz Uzaylarinda Riesz Ortalamasi ile Yaklasim

4.3.1 Teorem: LY Boyd indisleri 0< «,, < 3, <1 seklinde agirlikli Orlicz

uzayl, 0< a <1, f eLip(@)y ,, €A, NA,,, Ve {p, }::0 pozitif sayilarin bir

dizisi olsun
3 A( i j‘:o( it j 4.7)
mool \m+1 n+1
ise
| =R,(f),,=0(n), n=12..
olur.

Ispat: 0<a <1 olsun.

F09= 2> Py f (0

n m=0

oldugundan ve N (f )(X) ortalamasinin tanimindan

F09-R (1) = 33 P {F00-5,(D)}.

n m=0

(4.2) den

[ =Ry <= DRl = S0(P,. (48)

i n
Pn m=0

1 —a
- L3 po(m)+ Bt s, ,

n m=1

28



_ o[%ji p,0(m™).

n /m=1L

Abel doniistimiinden

Zn:pmm’“:niPn{ (m+1) }+n “P
m=1 m=1
< n7lm‘°’ P +n“P,,
—~ m+1

elde edilir. Boylece

olur. Bu son esitlik ve (4.8) den

I =Ry(t)],,=0(n")

elde edilir. Simdi o =1 durumunu ele alalim. Abel doniistimiinden

f)x) = me n(F)(x)

an
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{Pa(Sn ()00 = S (F)00))+ RS, (F)00)]

= =3 P A (F)0)+ 8,(FXX)

olur ve buradan

R,(f)(x)-S,(f (x)———ZP A ().

an

Yine Abel doniisiimiinden

TWGEES LR DRSO

(F)0x).
Bununla beraber (4.3) ve (4.7) gbz 6niine alinirsa
n-1 P m
) :ZA(miJ > (1)
()
Z [ j (m+2)[Sp1(f) = oma(F,
+RS,(F)=on(f ).,
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-1
A( P j +0
= m+1

elde edilir. Bu da

-1

Z f)(x)

m=0

IR.(£)00 =S, (£)X,, ., =

I’]

M, o

esitligini verir. Bu son esitlik ve (4.2) den

[ =R(F N, <IF =SaCEy , +[Sa(F)=R(F ), ,

4.4 Agirhikh Orlicz Uzaylarinda Matris Doniisiimleri ile Yaklasim

4.4.1 Tanm: A=(a,,) negatif 6gesi olmayan regiiler bir sonsuz alt

liggensel matris ve s¥ (n=0,1,2,...) bu matrisin satirlarmin toplami yani

n
(A _
Sn - zan,k
k=0

olsun. Eger her neN ve 0<k <m<n seklindeki her k,m N igin
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a

n,

(a < Can,k)

n,m —

<ca

n,m

olacak sekilde sadece A matrisine bagh bir ¢ sabiti varsa A= (a,,) matrisi hemen

hemen artan (azalan) satirlara sahiptir denir.

442 Tamm: A=(a,,) negatif 6gesi olmayan regiiler bir sonsuz alt

licgensel matris olmak iizere Tn(A)(f ) matris dontistimii

Tn(A) ( f )(X) = zan,ksk ( f )(X)
k=0
seklinde tanimlanir.

Ozel halde, {p, }::0 pozitif sayilarin bir dizisi olmak iizere a,, = % ise

n

TW(E)x) =N, (f)x)
olur.

443 Lemma: A=(a,,) ve 0<a <1olsun. Eger

(i) A hemen hemen azalan satirlara sahip ve (n+1)a,, =0(1),

(i) A hemen hemen artan satirlara sahip ve I = [n/ 2] ve

s —ﬂ =0(n™“) olmak

izere (n+1a,, =0(1)

sartlarindan biri saglaniyorsa

> k™“a,, =0(n™). (4.9)
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Ispat: (i) saglansin. Bu durumda

n

k*=0(n"“) ve k=12,.. i¢in a,, <ca,,
k=1

oldugundan

Zn: k™“a,, < can,ozn: k™
k=1 k=1

= O(i) O(nl"’)

n+1
— O(nl—a)
elde edilir. Simdi (ii) durumunu ele alalim. Bu durumda k =1,2,... i¢in

a,, <ca,, Ve

n,r

51 ~1=0(n")

oldugundan

Zn:k’“an'k = Zr:k*"‘an,k + Zn:k’“an’k
k=1 k=1

k=r+1

< can'rzr:k"’ + (r+1)™ Zn:anvk
k=1

k=r+1

n n
<ca, D kK +(r+)“ > a,,
k=1 k=0
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_ o(ij o) +O(n) s
n+1

=0(n™).

4.4.4 Teorem: LY, Boyd indisleri 0< «,, < f3,, <1 seklinde bir agirhkh

Orlicz uzay1, 0<a <1, f eLip(@)y,, w€h,,, NAy, Ve A=(a,,),

s{A —1‘ =0(n™) seklinde regiiler bir alt iggensel matris olsun.
(i) A hemen hemen azalan satirlara sahip ve (n+1)a,, =0(1),

(i) A hemen hemen artan satirlara sahip ve r = [n/2] olmak tizere (n+1)a, =0(1)

kosullarindan biri saglaniyorsa

[t -T& () =0o(n)

M,
olur.

ispat: T™(f) tammindan

TO(F)0) - £00 =Y, S, (F)x) - £ (%)

n

=", S, (F)) = f(x) +sP (%) =5V £ (x)

k=0

n

=>a,, (S (1)) = £ (9) + (s ~1)f (x).

k=0

34



Boylece (4.2) ile (4.9) dan ve

s{M —1‘ =0(n™*) oldugundan

|f-T(1 )HM@ <Y, [S(f)-f[, , +anoSo(f)- T
k=0

s =4[],

+
M,w

=>Kk“a,, + O(Lj +0(n™®)
vy ‘ n+1
=0(n™).

4.45 Teorem: LY, Boyd indisleri 0< ¢, < f3,, <1 seklinde bir agirhkh

Orlicz uzayi, f eLipQ)y ,, @A, NA,, Ve A=(a,),

s ~1=0(n")

seklinde regiiler bir alt tiggensel matris olsun. Eger

~ofn")

a'n,k—l _an,k

0y

~o()

a'n,k—l - a‘n,k

n-1
(i) Z(n —-k)
k=1
kosullarindan biri saglaniyorsa

[t -T& (8 =o(n?)

M, o
olur.

Ispat: (4.2) den

|f =T, L, <IF=Sa(F),, +

S,(1)-T"(1),.,
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S.(F)-TA(1), +0o(n?).

Boylelikle

S.(F)-T™(f), , =oln™) (4.10)

oldugunu gosterirsek ispat biter. A , = Zanym olsun. Bu durumda
m=k
A n n K
TO(0)0) =228 (1)) = a, (ZAn (x)j
k=0 k=0 m=0

=i(”anmj £)0x) = ZAqu Xx).

Diger taraftan

f)x) = Zﬁx )x) = AZA( )x) + (@~ Aq)zﬁx )(x)

n

=3 A GA(F)X) + @L—=s?) S, (f)%).

k=0

Boylece
TO(F)00 =8,(F)00 = X (A= A A0 + (57 - 8,(F))

olur ve kismi toplamlar dizisinin smirliligindan

(1)-TO(F], <

(4.11)

> (A —/x,o)Ak(f)(

M,
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ski_(ﬁh,k—a,o)a(f){ +0(n?)
elde edilir ve is
> (A Aq,o)Ak(f)( ~o(n?) (4.12)

oldugunu gostermeye kalir.

bnk:zw, k=12,..,n

olarak alalim. Abel doniisiimiinden

n

(v = Avo) AT ) = gkbn,kAk(f ))

k=1

n

=, 3 ()0 + > (b, 0.0 [ZmAn(f )(x)]

m=1 m=1

elde edilir. Buradan

<

bn,n

> mA, ()00

|

M,

n-1
3
k=1

bn,k _bn,k+1

2 mA,(F)0x)

)

(4.3) i goz Oniine alirsak
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=(n+1) s,(f)-o,(f)],, =(+D O(n*)=0().

ZmAn )%)

M,

Bu ve bir dnceki esitsizlikten

£ (A‘u k Awo) Ak(f % = O(l) bn,n + 0(1)2 bn k bn,k+1 (413)
=1 M, k=1
N —1‘ = O( n’l) oldugundan
bnnz‘p\nn_p\no‘:a‘nn (414)
n n

_% (s¥-a,,)< %syv

= %0(1) -o(n?)
olur. Bu durumda

—1
Z b, =0(n?) (4.15)

oldugu gosterilmelidir. Basitge goriilebilir ki;

bn,k _bn,k+1 k(k 1) {(k +1)an k Zan m}

n-1
Once (i) kosulunu ele alalim.

k=1

=0(1) olsun. Tiimevarimdan

an,k—l _an,k

k=12,..,n igin
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k k
Ya, - Kk+Da, <D ma, ., —a,, (4.16)
m=0 m=1
oldugunu gosterelim. k =1 ise
1
zan,m - 2an,1 = a‘n,m - 28‘n,l

olur ve (4.16) saglanir. Simdi k =v igin (4.16) esitsizliginin dogru oldugunu

varsayalim. k=v+1 i¢in

v+l

zan,m - (V + 2)a‘n,wrl

m=0

|4

Zan,m - (V +1)an,v+1

m=0

|4

Zan,m - (V +1)an,v+l

m=0

<

+|(v+Da,, - (v+1)a

n,v+1

v
< Z m a‘n,m—l - an,m + (V +1) a‘n,v - an,v+l
m=1
v+l
<> mag =2,
m=1

Boylece (4.16) k =1,2,...,n igin saglanir. Buradan

n-1 n-1 1 k
b..—Db = k+Da , — > a
; n,k n,k+1 kZ:l: k(k +1) {( ) n,k mZ:; n,m}

n-1 l
= k(k+1)

k
= Zan,m _(k +1)an,k

m=0
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n-1 1
< manm—_anm
2kern 2
n-1 n-1 1

:;m nm-1"~ %nm k:zmk(k-i-l)

n-1 ) 1
< ; m a‘n,m—l - an,m I;m

n-1
Simdi de (ii) sart1 i¢in ispatlayalim. Z(n —k) = O(l) olsun. r= [n/ 2]
k=1

a'n,k—l _an,k

olmak tizere (4.16) esitsizliginden

<

k n-1 1 k
2k +1) 2 My = | + kz k(k+1) 2m

m=1 r m=1

a a

n,m

nm-1 "

elde edilir. Abel doniisiimiinden

r 1 k r
mia, —a < a —a
= k(k +l) ; n,m-1 n,m ; n,k-1 n,k

a‘n,k—l - an,k
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olur. Diger yandan

n-1 k
kzr:k(k +1) mZ: B =
n-1 1 r K
< Ma, =8+ > Ma, g —am
k=r k(k +1) {; m ' m=r m ' }
~k(k+1) & MM Sk & T el
Kisalik amacryla
n-1 r n-1 K
—a ve | = mla a
K=r k(k +l) Z_l nm - nm n2 — k(k +1) ; n,m-1 n,m
olsun. >la, 4 —a,, =O(n‘1) oldugu i¢in
k=1
n-1 1 r n-1 1
Iy <D =D Ay =8, =0(n") > ——
2= 2ol ~O 2

elde edilir. 1, i¢in de ayn1 durum s6z konusudur:
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2 n-1 k
<— (Z an,m—l - an,m ]
n k=r \.m=r
=2 5 (1K [y -
n k=n-r
2 n-1
< —Z(n —K) Qs — @k
Nz
=%o(1) —o(n?)
Yani
n-1 1 k
— <
;k(k_'_l);man,m—l an,m - Inl+|n2
= O( n‘l) + O( n‘l) = O( n‘l)
ve boylece

=

n—:

:O(n’l).

bn,k _bn,k+l

=
Il

1
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Yani (i) ve (ii) kosullarinin her ikisinde de (4.15) saglanir. Sonug olarak (4.10),
(4.11), (4.12), (4.13), (4.14), ve (4.15) birlestirilirse ispat biter.
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