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ÖZET 
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Balıkesir Üniversitesi, Fen Bilimleri Enstitüsü, 

Matematik Anabilim Dalı 

 

(Yüksek Lisans Tezi / Tez DanıĢmanı : Doç. Dr. Ali GÜVEN) 

 

Balıkesir, 2010 

 

Bu çalışma, trigonometrik Fourier serilerinin Nörlund ve Riesz 

ortalamalarının ağırlıklı Orlicz uzaylarındaki bazı yaklaşım özelliklerinden 

oluşmaktadır. 

 

Bu çalışma giriş bölümü dışında üç ana bölümden oluşmaktadır. 

 

Birinci bölümde, bu çalışmada kullanılan fonksiyon uzaylarının tanımları ve 

temel özellikleri verilmiştir. 

 

İkinci bölümde, trigonometrik yaklaşımın temel taşı olan Fourier serilerinin 

tanımı verilmiştir.  Bu bölümün ikinci kısmı, Cesàro, Nörlund ve Riesz 

ortalamalarının tanımı ile ana teoremlerde kullanılacak bazı tanımlardan 

oluşmaktadır. 

 

Üçüncü bölümde, elde edilen sonuçlar, bu sonuçların ispatları ve bu 

ispatlarda kullanılan bazı lemmalar verilmiştir.  Bu bölümün son kısmında ise 

Nörlund ortalamasının bir genelleştirmesi olan matris dönüşümleri ile yaklaşım 

konusunda tanım ve sonuçlar verilmiştir. 

 

 

 

 ANAHTAR SÖZCÜKLER :  Young fonksiyonu / ağırlıklı Orlicz Uzayları / 

Boyd indisleri / Muckenhoupt sınıfları / Lipschitz sınıfları / Fourier serileri / Nörlund 

ortalaması / Riesz ortalaması / matris dönüşümü 
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ABSTRACT 

 

APPROXIMATION BY FOURIER SERIES 
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Department of Mathematics 
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 This work consists of some approximation properties of Nörlund and Riesz 

means of trigonometric Fourier series in weighted Orlicz spaces. 

 

 This work consists of three main chapters except for introduction chapter. 

 

 In the first chapter, the definitions and basic properties of function spaces 

used in this work are given. 

 

 In the second chapter, the definition of Fourier series, which is crucial point 

of trigonometric approximation is given.  The second part of this chapter consists of 

definitions of Cesàro, Nörlund and Riesz means and some definitions that is going to 

use in main results. 

 

 In the third chapter, the results we obtained, the proofs of these results and 

some lemmas that are used in proofs of the results are given.  In the last part of this 

chapter, the definitions and the results about approximation by matrix transforms, 

which are generalizations of Nörlund means are given. 

 

 

 

 KEY WORDS :  Young function / weighted Orlicz spaces / Boyd indices / 

weight function / Muckenhoupt classes / Lipschitz classes / Fourier series / Nörlund 

mean / Riesz mean / matrix transform /  
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1.  GĠRĠġ 

 

 Trigonometrik Fourier serilerinin Cesàro, Nörlund ve Riesz ortalamaları ve 

matris dönüşümleri ile yaklaşım problemi birçok matematikçi tarafından çalışılmıştır. 

Cesàro ortalamasının Lebesgue uzaylarında bazı yaklaşım özellikleri Quade 

tarafından incelenmiştir ([1]).  Daha sonra, Cesàro ortalamasının genelleştirmeleri 

olan Nörlund ve Riesz ortalamalarının pL  uzaylarında yaklaşım özellikleri 

Mohapatra ve Russell ([2]), Chandra ([3]) ve Leindler ([4]) tarafından çalışılmıştır.  

Mittal, Rhoades, Mishra ve Singh ise Fourier serilerinin bazı matris dönüşümlerinin 

pL  uzaylarında yaklaşım özellikleri ilgili sonuçlar elde etmişlerdir ([5]). 

 

 Güven, Chandra’nın ağırlıklı pL  uzaylarına genelleştirmelerini ispatlamış 

([6]), Güven ve İsrafilov ise Chandra ve Leindler’in sonuçlarının benzerlerini 

genelleştirilmiş Lebesgue uzaylarında elde etmişlerdir ([7]).  Mittal, Rhoades, Mishra 

ve Singh’in sonuçlarını genelleştirilmiş Lebesgue uzaylarındaki benzerleri yine 

Güven tarafından ispatlanmıştır ([8]). 

 

 Ağırlıklı Orlicz uzaylarında trigonometrik polinomlarla yaklaşım teorisinin 

düz ve ters teoremleri Güven ve İsrafilov tarafından elde edilmiştir ([9]). 

 

 Bu çalışmada trigonometrik Fourier serilerinin Nörlund ve Riesz ortalamaları 

ile bazı matris dönüşümlerinin ağırlıklı Orlicz uzaylarındaki yaklaşım özellikleri 

incelenmiş, özel halde [3], [4] ve [5] çalışmalarında elde edilen sonuçların bu 

uzaylardaki benzerleri ispatlanmıştır. 
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2.  FONKSĠYON UZAYLARI 

 

2.1 Lebesgue Uzayları 

 

2.1.1 Tanım:   p1  olmak üzere  

 

 dxxf
p

2

0

)(   

 

koşulunu sağlayan ölçülebilir f :  2,0 C fonksiyonlarının hemen her yerde eşit 

olma bağıntısına göre denklik sınıflarının kümesi pL   2,0 pL  ile gösterilir. 

 

  )()(:)( xgxfxgf      ve      )(:)( xfxf   ,  C                 (2.1) 

 

işlemleri altında pL  bir vektör uzayıdır ve 

 

:
p

f
p

p
dxxf

1
2

0

)( 















 

 

fonksiyonu pL  üzerinde bir normdur.  pL  bu norma göre bir Banach uzayıdır. 

 

 2.1.2 Tanım:  M 0  sayısı için 

 

)(xf M  h.h. 

 

şartını sağlayan f :  2,0 C fonksiyonlarının hemen her yerde eşit olma bağıntısına 

göre denklik sınıflarının kümesi 
L   2,0  L  ile gösterilir.  Aynı şekilde (2.1) 

işlemleri altında 
L  bir vektör uzayıdır ve 
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inf:


f { M>0 : )(xf M  h.h. 

 

fonksiyonu L  üzerinde bir normdur.  L  bu norma göre bir Banach uzayıdır. 

 

 2.1.3 Tanım:   p1  olmak üzere pL  Banach uzayına Lebesgue uzayı 

denir. 

 

 

 2.2 Orlicz Uzayları 

 

 2.2.1 Tanım:  AR bir küme olsun.  Ayx  ,  ve  1,0  için 

Ayx  )1(   oluyorsa A  kümesine bir konveks küme denir. 

 

 2.2.2 Tanım:  AR konveks bir küme olsun.  AM : R fonksiyonu 

Ayx  ,  ve  1,0  için 

 

  )()1()()1( yMxMyxM    

 

şartını sağlıyorsa M fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. 

 

2.2.3 Tanım:      ,0,0:M  konveks ve sürekli bir fonksiyon olsun. 

Eğer M  fonksiyonu 

 

i) 00)(  xxM  

 

ii) 0
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xM

x

)(
lim  
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koşullarını sağlıyorsa M  fonksiyonuna bir Young  fonksiyonu denir. 

 

2.2.4 Örnekler: 

 

i) 
p

x
xM

p

)(  ,  p1  

 

ii) 1)(  xexM x  

 

iii) 1)( 
xexM  , 1  

 

iv) 
)ln(

)(
xe

x
xM

p


  , 2p  

 

fonksiyonları birer Young fonksiyonudur. 

 

2.2.5 Teorem:  M  bir Young fonksiyonu ise 

 

 0 ),(max)(  xxMxyyN                                      (2.2) 

 

fonksiyonu da bir Young fonksiyonudur. 

 

 2.2.6 Örnek:   p1  ve 1/1/1  qp  olmak üzere 
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olur. 

 

2.2.7 Tanım:  M  bir Young fonksiyonu olsun.  (2.2) şeklinde tanımlı Young 

fonksiyonuna M fonksiyonunun tümleyen Young fonksiyonu denir. 

 

2.2.8 Tanım:  M  bir Young fonksiyonu ve 

 

)( fM  dxxfM  )(

2

0




 

 

olmak üzere  >0 için 

 

)( fM   

 

koşulunu sağlayan f :  2,0 →C ölçülebilir fonksiyonlarının kümesi 

ML   2,0 ML  ile gösterilir.  Aynı şekilde (2.1) işlemleri altında ML  bir vektör 

uzayıdır.  ML  uzayı 

 

:
M

f sup  dxxgxf
2

0

)()(  : g NL ,  1)( gN  

 

Orlicz  normu ve 

 

:
)(M

f
















 1 : 0inf




f
M  

 

Luxemburg normuyla birlikte bir Banach uzayıdır.  ML  Banach uzayına  2,0  

üzerinde M  ile üretilen Orlicz  uzayı denir [10, s. 69]. 

 

2.2.9 Teorem:  
ML  bir Orlicz uzayı olmak üzere f ML  için 
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)(M
f 

M
f  2

)(M
f  

 

eşitsizliği vardır.  Böylece 
M

 .  ve 
)(

 . 
M

 normları denktir [10, s. 80]. 

 

 2.2.10 Teorem:  
p

x
xM

p

)(  ,  p1  olarak alınırsa 

 

ML  ~ pL  

 

olur. 

 

 Orlicz uzayları ile ilgili daha kapsamlı bilgi [10], [11] ve [12] numaralı 

kaynaklardan sağlanabilir. 

 

2.2.11 Tanım:  M  bir Young fonksiyonu olsun. 
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)(
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  , 0t  olmak üzere 
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0
  

 

sayılarına ML  Orlicz uzayının sırasıyla alt ve üst Boyd  indisleri denir. 

 

2.2.12 Teorem:  M bir young fonksiyonu ve N bunun tümleyen Young 

fonksiyonu olmak üzere ML  ve NL  uzaylarının Boyd indislerinin 

 

i) 10  MM   

 

ii) 1 NM       ve     1 MN   

 



 

7 

 

özellikleri vardır [13]. 

 

2.2.13 Tanım:  M0  , 1M  ise Boyd indisleri nontrivialdir denir. 

 

2.2.14 Teorem:  ML  uzayı yansımalı  10  MM   [13]. 

 

2.2.15 Örnek:  
p

x
xM

p

)(  ,  p1  Young fonksiyonu için 

 

pMM /1   

 

dir. 

 

 2.2.16 Teorem:  ML  bir Orlicz uzayı olsun. 

 

 qp MM  /1/11  

 

biçimindeki her p,q sayıları için qL ML pL  olur ve buradaki kapsamalar 

süreklidir [13]. 

 

2.2.17 Teorem (Boyd Ġnterpolasyon Teoremi):   qp1  olsun.  Bir 

lineer operatör pL  ve qL  uzayları üzerinde sınırlı ise Boyd indisleri 

 

pq MM /1/1    

 

koşulunu sağlayan her 
ML  Orlicz uzayı üzerinde de sınırlıdır [14]. 

 

 Boyd indisleri ile ilgili daha geniş bilgi [15] de bulunabilir. 
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 2.3 Ağırlıklı Uzaylar 

 

 2.3.1 Tanım:  ω:  2,0   ,0  ölçülebilir bir fonksiyon olsun.     ,01  

kümesinin Lebesgue ölçümü sıfır ise   fonksiyonuna  2,0  üzerinde bir ağırlık 

fonksiyonu denir. 

 

 2.3.2 Tanım:    bir ağırlık fonksiyonu olsun. f 
pL  şartını sağlayan 

ölçülebilir f :  2,0 →C fonksiyonlarının kümesi pL  ile gösterilir. 

 

:
,p

f
p

f  

 

fonksiyonu pL  üzerinde bir normdur.  pL  normlu uzayına Ağırlıklı Lebesgue uzayı 

denir. 

 

 2.3.3 Tanım:    bir ağırlık fonksiyonu olsun. f 
ML  şeklindeki 

ölçülebilir f :  2,0 →C fonksiyonlarının kümesi ML  ile gösterilir. 

 

:
,M

f
M

f  

 

fonksiyonu ML  üzerinde bir normdur. ML  normlu uzayına Ağırlıklı Orlicz  uzayı 

denir. 

 

 2.3.4 Teorem:    bir ağırlık fonksiyonu olsun.   ML  ve /1 NL  ise  

 

L ML 1L  

 

dir. 
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 2.4 Muckenhoupt Ağırlıkları 

 

2.4.1 Tanım:  1< p <  ve  ,  2,0  üzerinde bir ağırlık fonksiyonu olsun.  

1/p+1/q=1 olmak üzere 

 

































q

J

q

p

J

p

J

dxx
J

dxx
J

/1/1

)(
1

)(
1

 sup   

 

oluyorsa   fonksiyonu pA   2,0 pA  Muckenhoupt sınıfındandır denir. Burada 

supremum bütün J  2,0  aralıkları üzerinden alınmıştır ve J , J aralığının 

uzunluğunu göstermektedir. 

 

 2.4.2 Örnek:  ω:  2,0   ,0  , 
 xx )(  olmak üzere 

 

pAxx   )(    
qp

11
  . 

 

Muckenhoupt ağırlıkları ile ilgili geniş bilgi [16], [17] ve [18] numaralı kaynaklarda 

bulunabilir. 

 

 

 2.5 Süreklilik Modülü ve Lipschitz Sınıfları 

 

 2.5.1 Tanım:  
ML  nontrivial M , M  Boyd indislerine sahip bir Orlicz uzayı 

ve 
MM

AA  /1/1   olsun.  Bir f ML  fonksiyonunun süreklilik modülünü 

 

   

h

h dtxftxf
h

xfT
0

)()(
1

:)(                                     (2.3) 

 

olmak üzere 
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,, )(sup:,
Mh

h
M fTf



  , 0                                  (2.4) 

 

şeklinde tanımlayalım. 

 

Hardy-Littlewood maximal fonksiyonu ağırlıklı Orlicz uzayında sınırlı 

olduğundan  fM ,,    süreklilik modülü iyi tanımlıdır. 

 

  fM ,,   süreklilik modülü, negatif olmayan, sürekli, azalmayan ve  

 

  0,lim ,
0




fM 


, 

 

 21, , ffM    1, , fM    2, , fM    

 

koşullarını sağlayan bir fonksiyondur. 

 

pL  uzayında süreklilik modülü, 

 

)()()( xfhxffh   

 

olmak üzere  

 

 fp ,
ph

h

f )(sup 


                                           (2.5) 

 

 

olarak tanımlanır. 

 

 Fakat 
pL  ve 

ML  uzayları 

 

)()()( xfhxffh   



 

11 

 

 

geleneksel kaydırma operatörüne göre invariant olmadığından, bu uzaylarda 

süreklilik modülünü (2.3) operatörü yardımıyla tanımlamaktayız. 

 

pL  uzayı üzerinde (2.4) süreklilik modülü ile (2.5) süreklilik modülü birbirine 

denktir [19]. 

 

 (2.3) operatörü kullanılarak süreklilik modülü tanımlama düşüncesi Ky 

tarafından geliştirilmiştir ([19]). 

 

2.5.2 Tanım:  10   olsun. 

 

  :, MLip { f ML  :   )(,,


  OfM  } 

 

kümesine Lipschitz sınıfı denir. 
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 3.  FOURIER SERĠLERĠ 

 

 3.1 Fourier Serileri 

 

 3.1.1 Tanım:  
ka  , 

kb  ,...)2,1,0( k  sabit sayılar ve 0 kk ba  olmak üzere 

 

 





1

0 sincos
2 k

kk kxbkxa
a

                                       (3.1) 

 

serisine bir trigonometrik seri denir. 

 

 





1

cossin
k

kk kxbkxa                                           (3.2) 

 

serisine de (3.1) serisinin eşlenik serisi denir. 

 

 3.1.2 Tanım:  ka , kb  ,...)2,1,0( k  sabit sayılar ve 0 kk ba  olmak üzere 

 

 



n

k

kkn kxbkxa
a

xt
1

0 sincos
2

)(  , ,...2,1,0n  

 

İfadesine n. dereceden bir trigonometrik polinom denir. 

 

 3.1.3 Tanım:  ,...2,1,0n  için derecesi n’yi aşmayan trigonometrik 

polinomların kümesi n  ile gösterilir. 

 

3.1.4 Tanım:  f 1L  olsun. 
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2

0

cos)(
1

ktdttfak  , k=0,1,2,… 

 

ve 

 







2

0

sin)(
1

ktdttfbk  , k=1,2,… 

 

olmak üzere (3.1) serisine f  fonksiyonunun Fourier  serisi denir ve  

 

)(xf  ~  





1

0 sincos
2 k

kk kxbkxa
a

 

 

yazılır. 

 

3.1.5 Tanım:    :)(xfAo
2

0a
 , 

 

  :)(xfAk kxbkxa kk sincos  , ,...2,1k  

 

olmak üzere  

 

   



n

k

kn xfAxfS
0

)()( , ,...2,1,0n  

 

biçiminde tanımlı  fSn  dizisine f  fonksiyonunun Fourier serisinin kısmi toplamlar 

dizisi denir. 

 

3.1.6 Tanım:  f 1L  ve )(xf  ~  





1

0 sincos
2 k

kk kxbkxa
a

 olsun.  (3.2) 

trigonometrik serisi bir Fourier serisi ise bu seriye sahip fonksiyona f fonksiyonunun 

eşlenik fonksiyonu denir ve f
~

 şeklinde gösterilir; 
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)(
~

xf  ~  





1

cossin
k

kk kxbkxa . 

 

 Trigonometrik seriler ve Fourier serileri ile ilgili daha geniş bilgiye [20] 

numaralı kaynaktan ulaşılabilir. 

 

3.1.7 Tanım:     : inf)(
,, nnMnMn ttffE 
  

 

değerine f ML  fonksiyonun n  in elemanları ile en iyi yaklaşımı denir. 

 

 3.1.8 Teorem:  


,
,)(

M
nMn tffE   olacak şekilde nnt   vardır [21, s. 

59]. 

 

 Aşağıdaki )( fSf n  ve ff
~

   operatörlerinin düzgün sınırlılığını 

gösteren 

 


,

)(
Mn fS  

,
 

M
fO ,              

,

~

M
f  

,
 

M
fO  

 

eşitsizlikleri ve bunların sonucu olan 

 


,

)(
Mn fSf  ,)( Mn fEO ,              ,)

~
( Mn fE  ,)( Mn fEO  

 

eşitsizlikleri [9] numaralı kaynakta verilmiştir. 

 

 

3.2 Cesàro, Nörlund ve Riesz Ortalamaları 

 

3.2.1 Tanım:    )(xfSn  f  fonksiyonunun Fourier serisinin kısmi toplamlar 

dizisi olmak üzere 
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n

ok

kn xfS
n

xf )(
1

1
)( , ,...2,1,0n  

 

ifadesine f  fonksiyonunun Fourier serisinin n. dereceden Cesàro (Fejér) ortalaması 

denir. 

 

 3.2.2 Tanım:   
0nnp  pozitif reel sayıların bir dizisi olsun. 

 





n

m

mn pP
0

 , 0:11   Pp  

 

olmak üzere  

 

   



n

om

mmn

n

n xfSp
P

xfN )(
1

)(    ve      



n

om

mm

n

n xfSp
P

xfR )(
1

)(  

 

ifadelerine f  fonksiyonunun Fourier serisinin  
0nnp  dizisine göre sırasıyla 

Nörlund  ve Riesz  ortalamaları denir. 

 

 Açıktır ki 1np , ,...2,1,0n  durumunda Nörlund ve Riesz ortalamalarının 

ikisi de Cesàro ortalamasına eşit olur. 

 

3.2.3 Tanım:   
0nnp  pozitif reel sayıların bir dizisi olsun. mn   şeklindeki 

her n,mN için  

 

mn cpp        mn cpp   

 

olacak şekilde sadece  
0nnp  dizisine bağlı bir c  sabiti varsa  

0nnp  dizisine hemen 

hemen monoton azalan (artan) dizi denir ve  
0nnp AMDS    ( 

0nnp AMIS ) 

şeklinde gösterilir. 

 



 

16 

 

 3.2.4 Tanım:  Ana teoremlerde kullanılacak olan 
np  gösterimi 

 

1:  nnn ppp  

 

şeklinde tanımlıdır. 
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 4.  AĞIRLIKLI ORLĠCZ UZAYLARINDA YAKLAġIM  

 

 4.1 Lemmalar 

 

 Bu kısımda ana teoremlerin ispatında kullanılacak olan bazı lemmalar 

verilmiştir. 

 

4.1.1 Lemma:  ML , Boyd indisleri 10  MM   şeklinde bir ağırlıklı 

Orlicz uzayı ve 
MM

AA  /1/1   ise, her f ML  için 

 

,)( Mn fE  ),/1(, fnO M  , ,...2,1n                              (4.1) 

 

eşitsizliği sağlanır [9]. 

 

4.1.2 Lemma:  ML , Boyd indisleri 10  MM   şeklinde bir ağırlıklı 

Orlicz uzayı, 10   ve 
MM

AA  /1/1   olsun.  Bu durumda her f    ,MLip  

için 

 

 



 nOfSf
Mn  )(

,
, ,...2,1n                                  (4.2) 

 

olur. 

 

 Ġspat:  


nt  ,...)1,0( n , f    ,MLip  fonksiyonunun trigonometrik 

polinomlarla en iyi yaklaşımı olsun.  O halde 

 

,)( Mn fE
,M

ntf   

 

ve (4.1) den 
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,M
ntf   ),/1(, fnO M   

 

ve f    ,MLip  olduğundan 

 

,M
ntf   ),/1(, fnO M    nO   

 

olur.  Kısmi toplamlar dizisinin ML  uzayında düzgün sınırlılığından 

 

    
,

)(
Mn fSf   

,M
ntf

,
)(

M
nn fSt   

 

                                       
,M

ntf 
,

)(
M

nn ftS    

 

                                       
,M

ntf 
,M

ntfc   

 

                                        
,M

ntfO   

 

                                         nO  . 

 

4.1.3 Lemma:  ML , Boyd indisleri 10  MM   şeklinde bir ağırlıklı 

Orlicz uzayı, 
MM

AA  /1/1   ve f   ,1 MLip  ise f  mutlak sürekli ve MLf   

olur. 

 

Ġspat: 10  MM   olduğundan  

 

 qp MM  /1/11  
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ve qp AA   olacak şekilde p ve q sayıları bulunabilir ([18, s. 58]).  O halde 

ML 
pL  olur. 

 

ML 
pL  ML 

pL  

 

böylece 

 

)( fTh 
ML  )( fTh 

pL . 

 

ML 
pL  kapsaması sürekli olduğundan  

 

,
)(

ph fT   
,

)(
Mh fTO . 

 

pA 
0p  :   01 p , pL 

0p
L  

 

ve 

 

0

)(
ph fT   

,
)(

ph fTO  

 

                   
,

)(
Mh fTO  

 

elde edilir [19].  O halde 

 

),(  f
op    fO M ,,  . 

 

   f   ,1 MLip  ),(  f
op   O  

 

                                      f   ,1 MLip  
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                                      f  mutlak sürekli ve f   0p
L  

 

olur [21, s. 51-54].  f  mutlak sürekli olduğundan ..hh  x  2,0  için 

türevlenebilirdir. 

 

t

xftxf )()( 
 )(xf  , t  ..hh  

 

olduğundan hemen her yerde 

 

t

xftxf )()( 
 )(xf  , 

 0t  

 




2




 2/

)()(
dt

t

xftxf
 )(xf  , 

 0 . 

 

1)( gN  biçimindeki her g NL  fonksiyonu için 

 

   dxxgxxf 



2

0

)()()(  dxxgxdt
t

xftxf
)()(

)()(2
lim

2

0 2/
0




 




  











 


 

 

                                     dxxgxdt
t

xftxf
)()(

)()(2
inflim

2

0 2/
0




 




  











 


 

 

                                     dxxgxdt
t

xftxf
)()(

)()(2
inflim

2

0 2/
0




 




  











 


 

 

                                                dxxgxxftxf )()()()(
14

inflim

2

0 0
0
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                                                 dxxgxxfT )()())((
4

inflim

2

0
0







 

 

 

                                                









 

dxxgxxfT
Tg N

)()())((sup
4

inflim

2

0
1)(0









 

 

                                                
M

xfT )()(
4

inflim
0





 




  ,0
)(

4
inflim

M
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  ,

00
)(sup

4
inflim

M
h

fT   fM ,
4

inflim ,
0










 

 

                                                 )(
4

inflim
0




O


 )1(O <  

 

 f ML . 

 

4.1.4 Lemma:  ML , Boyd indisleri 10  MM   şeklinde bir ağırlıklı 

Orlicz uzayı, 
MM

AA  /1/1   ve f   ,1 MLip  ise her ,...2,1n  için  

 




,
)()(

Mnn ffS    1 nO                                       (4.3) 

 

olur. 

 

 Ġspat:  4.1.3 Lemma dan f  mutlak sürekli ve MLf  .  f  fonksiyonunun 

Fourier serisi  

 

)(xf ~  


0

)(
k

k xfA              )(
~

xf   ~  


1

)(
k

k xfkA . 

 

    )()( ffS nn    
 

n

k

k xfA
n

k

1

)(
1

   )(
~

1

1
xfS

n
n




. 
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Kısmi toplamlar dizisi ve eşlenik fonksiyon operatörü ML  uzayında düzgün sınırlı 

olduğundan her ,...2,1n  için 

 





,

)()(
Mnn ffS  1 nO  

 

elde edilir. 

 

4.1.5 Lemma:   
0nnp  pozitif sayıların bir dizisi olsun. 

 

 
0nnp AMDS  

 

veya 

 

 
0nnp AMIS   ve  )()1( nn POpn   

 

ise 10   için  

 

mn

n

m

pm 




1

   nPnO                                            (4.4) 

 

olur [4]. 

 

 

 4.2 Ağırlıklı Orlicz Uzaylarında Nörlund Ortalaması ile YaklaĢım 

 

4.2.1 Teorem:  
ML , Boyd indisleri 10  MM   şeklinde bir ağırlıklı 

Orlicz uzayı, 10  ,  ,)( MLipf  , 
MM

AA  /1/1   ve  
0nnp  pozitif 

sayıların bir dizisi olsun. 
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0nnp AMDS  

 

veya 

 
0nnp AMIS     ve    )()1( nn POpn   

 

ise 

 

   



 nOfNf
Mn  

,
 

 

olur. 

 

Ġspat:  )(xf = 




n

m

mn

n

xfp
P 0

)(
1

 olduğundan 

 

)(xf -   )(xfNn   


 
n

m

mmn

n

fSxfp
P 0

)()(
1

 

 

olur.  (4.2) ve (4.4) ten  
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m
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n
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1
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                                          nO  . 
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4.2.2 Teorem:  ML , Boyd indisleri 10  MM   şeklinde bir ağırlıklı 

Orlicz uzayı, ,)1( MLipf  , 
MM

AA  /1/1   ve  
0nnp  pozitif sayıların bir dizisi 

olsun. 

 

 n

n

k

k POpk 




1

1

 

 

veya 

 













 n

P
Op n

n

k

k

1

0

 

ise 

 

   1

,
  nOfNf

Mn 
, ,...2,1n  

 

olur. 

 

Ġspat: 

 fNn
 




n

m

mmn

n

xfAP
P 0

)(
1

 

 

eşitliğinden ve Abel dönüşümünden  

 

        )()( xfNxfS nn     



n

m
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n

xfAPP
P 1

)(
1

 

 

                                                    
 












 


m

k

k

n

m

m

k

k
mnn

m

n

xfkA
n

xfA
m

PP

P 11 1

)(
1

1
)(

1
 

 

buradan  

 



 

25 

 

       
,Mnn fNfS 
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P 1
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k fA


 

 

                                                            
,11

1

M

m

k
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        )()( xfxfS nn   


m

k

k xfkA
n 1

)(
1

1
 

 

olduğundan (4.3) gereği  

 

      


 ,11

1

M

m

k

k fA
n

    



,Mnn ffS  1 nO  

 

olur.  Böylece  

 

        
,Mnn fNfS 







 













n

m
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m

n m

PP

P
O

1

1  1 nO                        (4.5) 

 

elde edilir.  Önce  

 

 n

n

k

k POpk 




1

1

 

 

olduğunu kabul edelim.  Bu varsayımla birlikte 

 








 





n

m
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m

m

PP

1










n

P
O n  

 

olduğu [4] numaralı kaynakta gösterilmiştir.  Böylece (4.5) den  

 

    
,Mnn fNfS  1 nO  
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olduğu çıkar.  Son eşitlik ve (4.2) den 

 

     
,Mn fNf 

,
)(

Mn fSf    
,Mnn fNfS   

 

                                         1  nO  1  nO  

 

                                         1  nO . 

 

 Şimdi de  
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                                               (4.6) 

 

olduğunu kabul edelim. 
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eşitliğinden ve tümevarımdan 
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k
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n
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elde edilir.  Bununla birlikte  
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(4.5) ve (4.6) dan  
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Son eşitlik ve (4.2) den 

 

     
,Mn fNf 

,
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Mn fSf    
,Mnn fNfS   

 

                                         1  nO  1  nO  

 

                                         1  nO  

 

elde edilir ki bu da ispatı bitirir. 
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4.3 Ağırlıklı Orlicz Uzaylarında Riesz Ortalaması ile YaklaĢım 

 

4.3.1 Teorem:  ML , Boyd indisleri 10  MM   şeklinde ağırlıklı Orlicz 

uzayı, 0   1,  ,)( MLipf   , 
MM

AA  /1/1   ve  
0nnp  pozitif sayıların bir 

dizisi olsun 

 


















1

0 1

n

m

m

m
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1n

P
O n                                         (4.7) 

 

ise 

 

   



 nOfRf
Mn  

,
 , ,...2,1n  

 

olur. 

 

Ġspat:  0< <1 olsun. 

 

)(xf = 




n

m
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n

xfp
P 0

)(
1

 

 

olduğundan ve   )(xfNn  ortalamasının tanımından 

 

   )()( xfRxf n  



n

m
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n
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(4.2) den 
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Abel dönüşümünden  
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ve (4.7) koşulundan  

 

    








1

1 1

n

m

m

m

P
m  


















 








m

k

n

m

m k
m

P

1

1

1 1












1

11

n

m

n m
n

P   

 

                                     nPnO    

 

elde edilir.  Böylece 
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m
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  nPnO   

 

olur.  Bu son eşitlik ve (4.8) den  

 

  
,Mn fRf  nO   

 

elde edilir.  Şimdi 1  durumunu ele alalım.  Abel dönüşümünden  
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Yine Abel dönüşümünden 
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Bununla beraber (4.3) ve (4.7) göz önüne alınırsa 
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eşitliğini verir.  Bu son eşitlik ve (4.2) den 
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4.4 Ağırlıklı Orlicz Uzaylarında Matris DönüĢümleri ile YaklaĢım 

 

 4.4.1 Tanım:  )( ,knaA   negatif öğesi olmayan regüler bir sonsuz alt 

üçgensel matris  ve )( A

ns  (n0,1,2,…) bu matrisin satırlarının toplamı yani 

 

)( A

ns 



n

k

kna
0

,  

 

olsun.  Eğer her n N ve nmk 0  şeklindeki her mk, N için  
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mnkn caa ,,        knmn caa ,,   

 

olacak şekilde sadece A  matrisine bağlı bir c  sabiti varsa )( ,knaA   matrisi hemen 

hemen artan (azalan) satırlara sahiptir denir. 

 

4.4.2 Tanım:  )( ,knaA   negatif öğesi olmayan regüler bir sonsuz alt 

üçgensel matris olmak  üzere  fT A

n

)(  matris dönüşümü 

 

    )(:)(
0

,

)( xfSaxfT k

n

k

kn

A

n 


  

 

şeklinde tanımlanır. 

 

Özel halde,  
0nnp  pozitif sayıların bir dizisi olmak üzere 

n

kn
kn

P

p
a ,

 ise 

 

  )()( xfT A

n   )(xfNn  

 

olur. 

 

4.4.3 Lemma:  )( ,knaA   ve 10   olsun.  Eğer 

 

(i)  A  hemen hemen azalan satırlara sahip ve )1()1( 0, Oan n  , 

 

(ii)  A  hemen hemen artan satırlara sahip ve  2/nr   ve )(1)(  nOs A

n  olmak 

üzere )1()1( , Oan rn   

 

şartlarından biri sağlanıyorsa  

 

)(,

1

 



  nOak kn

n

k

.                                            (4.9) 
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 Ġspat:  (i) sağlansın.  Bu durumda  
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4.4.4 Teorem:  ML , Boyd indisleri 10  MM   şeklinde bir ağırlıklı 

Orlicz uzayı, 10  ,  ,)( MLipf  , 
MM

AA  /1/1   ve )( ,knaA  , 

)(1)(  nOs A

n  şeklinde regüler bir alt üçgensel matris olsun. 

 

(i)  A  hemen hemen azalan satırlara sahip ve )1()1( 0, Oan n  , 

 

(ii)  A  hemen hemen artan satırlara sahip ve  2/nr   olmak üzere )1()1( , Oan rn   

 

koşullarından biri sağlanıyorsa 
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Böylece (4.2) ile (4.9) dan ve )(1)(  nOs A

n  olduğundan 
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4.4.5 Teorem:  ML , Boyd indisleri 10  MM   şeklinde bir ağırlıklı 

Orlicz uzayı, ,)1( MLipf  , 
MM

AA  /1/1   ve )( ,knaA  , )(1 1)(  nOs A

n  

şeklinde regüler bir alt üçgensel matris olsun.  Eğer 
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olduğunu göstermeye kalır. 
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(4.3) ü göz önüne alırsak  
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Bu ve bir önceki eşitsizlikten  
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olur.  Bu durumda  
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olduğu gösterilmelidir.  Basitçe görülebilir ki; 
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Önce (i) koşulunu ele alalım.  




 
1

1

,1,

n

k

knkn aa  1O  olsun.  Tümevarımdan 

nk ,...,2,1  için 



 

39 

 

 





k

om

knmn aka ,, )1( mnmn

k

m

aam ,1,

1

 



                           (4.16) 

 

olduğunu gösterelim.  1k  ise  
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Şimdi de (ii) şartı için ispatlayalım.  
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elde edilir.  2nI  için de aynı durum söz konusudur: 
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Yani (i) ve (ii) koşullarının her ikisinde de (4.15) sağlanır.  Sonuç olarak (4.10), 

(4.11), (4.12), (4.13), (4.14), ve (4.15) birleştirilirse ispat biter. 
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