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OZET

SONLU SERBEST COZULUMLERIN CEBIRSEL YAPILARI
YUKSEK LiSANS TEZi
ESRA EMINE ZENGIN
BALIKESIR UNIVERSITESI FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIiM DALI

(TEZ DANISMANI: YRD. DOC. DR. PINAR METE)

BALIKESIR, MAYIS - 2015

Coziilim, spesifik bir modiiliin yapisim1 tanimlamak i¢in kullanilan,
modiillerin bir tam dizisidir. Serbest ¢oziiliimler ise, bir modiiliin yapis ile ilgili
geometrik invaryantlar1 verir. Bu sebeple, bir modiilii bir R-modiil olarak serbest
minimal ¢oziiliimiinden elde edilen niimerik invaryantlar1 araciligla ¢calismak da
oldukca yaygindir.

Bu tez ¢alismasi, sonlu serbest ¢oziiliimlerin cebirsel yapisi teorisi lizerine
bir derleme olup, amacimiz bu alandaki en Onemli g¢alismalardan birisi olan
Buchsbaum-Eisenbud Tamlik Teoreminin ispatini detaylica anlatmaktir.

ANAHTAR KELIMELER: Serbest modiil, serbest ¢oziilim, sonlu serbest
¢0Oziiliim, minimal serbest ¢oziiliim.



ABSTRACT

ALGEBRAIC STRUCTURES OF FINITE FREE RESOLUTIONS
MSC THESIS
ESRA EMINE ZENGIN
BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE

DEPARTMENT OF MATHEMATICS

(SUPERVISOR: ASSIST. PROF. DR. PINAR METE)
BALIKESIR, MAYIS - 2015

A resolution is an exact sequences of modules, which is used to describe
the structure of a specific module. Free resolutions give the geometric invariants
which are related to the structure of the module. It is much customary to study a
module by means of numerical invariants that are obtained from its minimal free
resolution as an R-module.

This thesis study is a survey of the theory of algebraic structures of finite
free resolutions and our aim is to give the detailed proof of the Buchsbaum-
Eisenbud Exactness Theorem which is one of the most important works in this
area.

KEYWORDS: Free module, free resolution, finite free resolution, minimal free
resolution.
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SEMBOL LiSTESI

Hom(M, R)
Syz(F)
Sfr(P)
M(d)
Cek(f)
Gor(f)
Escek(f)
M

J

Pr(M)
Bix(M)
der(F)
rank(T)
stfirlik(T)
boy(T)
derinlik(1)

I(A)

M den R ye homomorfizmalarinin kiimesi
Sizigi modiili

P modiiliiniin sifirlayicist

M’nin d kadar kaydirilmigt

f doniistimiiniin ¢ekirdegi

f doniistimiiniin goriintiisi

f doniistimiiniin escekirdegi

Maksimal ideal

Jacobson radikali

M modiiliiniin k. Betti sayisi

M modiiliiniin derecelendirilmis Betti sayis1
F’nin derecesi

T’nin rank1

T’nin bos uzay1

T’nin boyutu

I'nin derinligi

A matrisinin rxr minorleri ile turetilen 1deal



ONSOZ

[k olarak, degismeli cebir ve cebirsel geometrinin bilinmez diinyasma adim
atmami saglayan ve her zaman sabirla ve ilgiyle sorularimi yanitlayan sayin

danisman hocam Yrd. Dog. Dr. Pinar Mete’ ye tesekkiir ederim.

Hayatimin her anina ortak olan, her zaman yanimda olan aileme, destekleri,

sabirlar1 ve 6zverileri i¢in tesekkiir ederim.



1. GIRIS

Cebirsel geometri ve degismeli cebirde pek c¢ok geometrik defismez serbest
cozilimler kullanilarak yazilir.  Serbest ¢oziilimii bir sonlu iiretilmis modiil ile
iliskilendirme fikri, ilk olarak Hilbert’ in iinlii makalelerinde [1], [2] tanitilmustir.

Hilbert, R bir polinom halkas1 oldugunda, sonlu iiretilmis her R-modiiliin sonlu
serbest ¢oziillimii oldugunu ispatlamistir. Lokal ve derecelendirilmis durumlarda ise
minimal serbest ¢oziiliim vardir. Bir sonlu iiretilmis modiiliin degismezleri, modiiliin
minimal serbest coziilimil ile yakindan bagintilidir. Bu nedenle, minimal serbest
coziillimii agik sekilde yazmak degismeli cebirin en temel problemlerinden birisidir.

Bu tezde asil amag, Buchsbaum-Eisenbud’ in Tamlik Teoremini verdikleri makaleyi
[3] calismaktir. Bu amagla, sonlu serbest ¢oziiliimiin, herhangi bir serbest kompleksden,
doniisiimlerinin ideallerini kontrol ederek nasil elde edildigini inceleyece8iz. Bir
kompleksin tamliginin hangi sartlarda saglandig1 detayl olarak anlatilacaktir.

Tezin 2. boliimiinde, modiil teori ve serbest modiiller ile ilgili temel kavramlar
verilecektir.

Tezin 3. boliimiinde, serbest ¢oziiliimler ilgili genel bilgiler anlatilacaktir.

Tezin 4. boliimiinde, bir idealin ve derecelendirilmis modiiliin serbest ¢oziiliimleri
orneklerle hesaplanacaktir.

Tezin 5. bolimiinde, degismeli halkalardaki injektif matrisleri karakterize eden
McCoy Teoreminin ispat1 detaylica verilecektir.

Tezin 6. boliimiinde, Buchsbaum- Eisenbud Tamlik Teoremi [3] nin detayli ispati
anlatilacaktir.

Bu tez boyunca biitiin halkalarin degismeli ve birimli oldugu kabul edilecektir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boéliimde, modiiller ve serbest modiiller ile ilgili temel tanim ve teoremler

verilecektir. Bu bilgiler [4], [S] kaynaklarindan alinmustir.

2.1 Serbest Modiiller

Modiil teori, en iyi sekilde, halka {izerindeki lineer cebir olarak tanimlanabilir. Halka
tizerindeki modiil kavrami, cisim iizerindeki vektor uzay1 kavram ile benzerdir. Fakat,
vektor uzayinin aksine, her modiiliin baz1 yoktur ve bu halka {izerindeki lineer cebiri,
cisim iizerindeki lineer cebirden daha iistiin kilar.

Herhangi bir halka tizerindeki modiillerin siniflandirilmasi zor olmasina ragmen, halka
tizerindeki serbest modiiller yardimiyla bu siniflama yapilabilmektedir.

Simdi, modiil tantmimi verelim.

2.1.1 Tanmm. R bir halka olsun. R-modiil M,
RxM—M
(r,m) —rxm
islemi altinda degismeli gruptur ve asagidaki kosullar1 saglar.
(1) Vri,m9 € Rvem € M igin (r; +13).m = ri.m + ro.m
(ii) Vri,re € Rvem € M igin (r1.r2).m = r1.(re.m)

(iii) Vr € Rve my,mg € M igin r.(my + mg) = romy + r.mo

Eger halka birimli ise,

(iv) Vm € M icin l.m =m



2.1.2 Tanmmm. R bir halka, M, N R-modiil olmak iizere her » € R ve m,n € M i¢in

p:M—N
doniigiimii
(@) @(m+mn) = p(m)+p(n)
(i) p(r-m) = p(r).e(m)
sartlarin1 sagliyor ise ¢ doniisiimiine R-modiil homomorfizmasi denir.

M den N ye biitin R-modiill homomorfizmalarinin kiimesi Hompg(M, N) ile

gosterilir.
2.1.3 Tammm. M* = Hompg(M, R) modiiline M/ modiiliniin dual modiilii denir.

2.1.4 Tanim. M bir R-modil ve N C M olsun.
Vm,n€ N,r € R i¢gin m+né& Nvermée N

sartlar1 saglaniyorsa /N modiiliine A/ modiiliiniin altmodiilii denir.

2.1.5 Tanim. M modiiliiniin mq, mo, . . ., m, iiretecleri i¢in,
M =<mqy,mg,...,m, >
seklindeki M modiiliine sonlu iiretilmistir denir ve my, mo, ..., m, € M icin
n
k=1

seklinde gosterilir.

Bir eleman ile iiretilen modiile devirli modiil denir.

2.1.6 Tamm. N, P C M alt modiiller olsun. B6liim modiilii,
N:P=N:pzpP={a€R|aP €N}

seklinde tanimlanir.

P modiiliiniin sifirlayicist,
Sfr(P)=Sfrr(P)=<a>P={a€ R|aP =0}

seklindedir.



2.1.7 Tanmm. 7 C R bir ideal olsun.P modiiliiniin 7 ideali ile boliim modiilii,
P:yZT={meM|ImcCP}

seklinde tanimlanir.

2.1.8 Tanmm. ¢ € [ i¢in M; bir R-modiil olsun. M; modiillerinin direkt toplama,
D,c; Mi = {(ms)ier | mi € M;, m; # 0, sonlu ¢oklukta i igin}

seklindedir.

2.1.9 Tammm. M bir R-modiil olmak iizere,
M= Gaz‘el R

ise, M modiiliine serbest modiil denir. I indeks kiimesinin eleman sayis1 // modiiliiniin
rankidir.

S C M altkiimesi, Vm € M, m; € S, a; € R igin
m = a1mi + asMo + ...+ a,my,

sonlu lineer kombinasyonu olacak sekilde ve tek olarak yazilabiliyorsa, S kiimesine M
modiiliiniin bir bazidir denir.
Simdi 3. boliimde kullanacagimiz sizigi ve temsilci matris kavramlarinin tanimlarini

verelim.
2110 Tamm. M C R*, F ={f1,..., fs} kiimesiyle tiretilen modiil olsun. F'

modiiliiniin sizigi modiili, Syz(F') ile gosterilir ve

Syz(fl,---,fs>:{(91,---795) ERS | flgl+"-+fsgs:0}

seklindedir. Syz(F') modiiliiniin elemanlarina sizigi denir.
2.1.11 Tanim. M bir R-modiil olsun. Matrisin siitunlar1 olarak, Syz(f1,. .., fs)

sizigi modiiliiniin iireteclerinin yazilmasiyla elde edilen matrise, M/ modiiliiniin temsilci

matrisi denir.



2.2 Derecelendirilmis Halka ve Modiiller

Bu boliimde, derecelendirilmis halka ve modiiller ile ilgili temel tanim ve teoremler

[4] verilecektir.

2.2.1 Tanim. R bir halka olsun. Her v, 1 > 0 i¢in R, degismeli gruplar1
R, R, C R,y

sartin1 sagliyor ve

R=ER,

v=0

olarak yazilabiliyor ise, i halkasina derecelendirilmis halka denir.

2.2.2 Tanim. £ bir cisim olsun. R = @u>0 R, derecelendirilmis halkasinda, her
v > 0icin R, bir k-vektor uzay1 ve Ry = k oluyor ise; R, k-cebirine derecelendirilmis
k-cebiri denir.

2.2.3 Ornek. [6] k[x], k cisim iizerinde = bilinmeyenli bir polinom halkast olsun. Bu

halkadaki herhangi bir polinom,
ap+a1x +ax®+ ... +ax” n=0, a,...,a, €k

seklinde yazilabilir.

k|[x] polinom halkast,
Ro={ao | ap € k}, R ={aiz |a1 €k}, ..., R, ={a,2" | a, € k}

olacak sekilde
yazilabilir.

i # jicin R; = {a;z" | a; € k} ve R; ={a;2’ | a; € k}

oldugunu diistinelim.
R; halkasindaki her eleman a; € k i¢in a;x; olarak yazilabilir. Benzer sekilde, R?;

halkasindaki her eleman a; € k icin a;x; olarak yazilabilir.



¢ # j oldugundan a; = a; = 0 i¢in,

(- J
;T = ;T

elde edilir.
Buradan,
R,NR; = {0}
dir.
Boylece,
dir.

Ry =k ve a;a' € R;, a;a’ € R; oldugundan
(aix?)(a;2?) = (aa;)x™,  a;a; = a;; €k
= (a;x")(a;a?) € Riy;
= R;R; C Riy;
dir. Boylece, k[x] derecelendirilmis k-cebiridir.
2.2.4 Teorem. [6] k bir cisim ve R, V1 < i < nigin der(x;) = 1 olan k[z1, ..., x,]
polinom halkas1 ise R sonlu iiretilmis k-cebiridir.
Ispat: §
Ry, = Sp{a* .. a0 | a; €N, Z a; =m}
i=1
= Sp{a® [ |a] = m}
olarak alalim.
V1 < i < nigin der(xz;) = 1 olduundan R, halkasindaki her eleman, toplam
derecesi m olan xy, . .., x,, polinomlarinin k iizerindeki lineer kombinasyonudur.

D.n>0 Fim nin derecelendirilmis k-cebiri oldugunu gdsterelim.

1,5 € Nvei # jolsun.

R; = Sp{z* | |a| = i}
R; = Sp{a” | |8 = j}

6



dir.

Simdi, 0 € R; N R; oldugunu gosterelim.

0=> 0a"=> 02", 0€k

=0e€ RiNR;
f:ZakxaeRi
:ZbkxﬁeRj
i # j ve R; N R; = 0 oldugundan
Sapr® = b’ ol =i, (Bl =

dir. 2 = 0 i¢in,

Ry = Sp{z® | |a| = 0}
olur. Bu durumda, 1 <7 < ni¢in «; > 0 oldugundan,

a_ 0.0 0 _
=12y .. 2, =1

dir. i € Nigina € R; ve b € R; alahm.

Boylece,
a € Sp{a® | || = i}
be Sp{a” | 18] = j}
oldugundan
a' = z{tx5? .. a0 ¢ a’da bir tekterimli

W = a? x> . xPr : b’de bir tekterimli
dir. Bir bagka deyisle,

a’ niin toplam derecesi a3 + ...+ a, =1

V' niin toplam derecesi [y + ...+ 3, = J



olur. O halde,
ab = (xS . o) (a2 b

n

_ x?1+ﬂ1$32+52 N .:L‘g"—’_ﬁn

olur.
a'b’ niin toplam derecesi,
(1 +B81)+-+(an+8p)=i+7
dir. Boylece,
RZ'RJ' C Ri+j

elde edilir.

Sonugta, @mZO R, standart derecelendirilmis k-cebiridir.

Simdi, R = k[zy, 29, ..., x,] polinom halkasi olmak iizere,
- @,
m>0

oldugunu gorelim:

re @mzo R,, alalim. Boylece,
r=rg+ri+...+rmmeN, neR 0<i<n
dir. Vr; € R; igin,
ri € Ry = Splaf’ x| ar + .+ an| = i}

dir.
rn, # 0 ise r’nin tanimindan toplam derecesi n’dir.

Bu durumda,

rek[azl,...,xn]jre@ngR

m>0
elde edilir.

f € R, toplam derecesi s olan bir polinom olsun. f’yi homojen bilesenleri ile yeniden

yazabiliriz. f;, f ’deki toplam derecesi i olan tekterimliler olmak iizere,

f=lo+ it .+ [

8



dir. Boylece, f;, k iizerindeki toplam derecesi ¢ olan x4, ..., x, tekterimlilerinin lineer

kombinasyonudur. 1 <17 <'s, f; € R; oldugundan,

jfe@li’m

m>0
= RC P Rn
m>0
olur. Boylece,
R=ERn
m>0
elde edilir. O

2.2.5 Tanmm. R = (P, ., R, derecelendirilmis bir halka ve M bir R-modiil olsun.
YueZz
icin M,, degismeli gruplari,
Vv >0 i¢in R,M, C M4,

Ve

M:@MV

WEZL
sartlar1 saglaniyor ise, M modiiliine derecelendirilmis R-modiil denir. M, ’niin

elemanlarina v dereceli homojen elemanlar denir. Eger, m, € M, i¢in

m = E m,
v
. , . .
ise m,,’ye m elemaninin v dereceden homojen eleman denir.

2.2.6 Ornek. R = @uzo R, derecelendirilmis k-cebiri olsun. Bu durumda, R,

k-vektor uzay1 ve Ry = k dir.
ei=(0,0,...,1,...,0), B™ = D Re;
i=1

serbest modiiliinii olusturabiliriz.

Vi, Uy €72, der(e;) =v; ve M, bir k-modiil olsun.
- @,
VEZL

9



oldugunu gosterelim.
(ri,...,m) € R™" = rie; + -+ rmem

serbest modiil tanimindan,

ri€ R=EPR,

v>0

dir.

e; € R, ve rie; € @1/20 R, .., oldugundan,
rie; € M,, M, =< fe; > der(f) =v —v; der(e;) = v,
<:>(T1,...,T'm) EMQ@Ml@...

e (LT G@MV

v>0

Vi, o Um € Z, der(e;) :=v; ve M, ,f € R, icin Vf; Ry-modiil tarafindan

iretilmis ise,

Rm:@MV

VEZ
derecelendirilmis R-modiildiir.

2.2.7 Tanmm. M = &, M, derecelendirilmis R-modiil olsun. d € Z ve

VEZL

M (d) := M, 4 olmak iizere,
M(d) == P M(d),

VEZL

dir.
Burada, M (d) kiimesine, M nin d kadar kaydirilmigidir, denir.

2.2.8 Ornek. 1 € R(—5) olsun.
Burada, der(1) = 5 dir. Yine, 1 € R(—5); = Rs_5 = Ry dur.
2.2.9 Ornek. 22 + 4> € R(—5) olsun. Burada, der(z? + y?) = 7 dir.
22+ 9% € R(—5); = Ry_5 = R, dir.
2.2.10 Ornek. M (d) derecelendirilmis R-modiildiir. M (d), = M, 4 oldugunu ve

M = @, ., M, mn bir derecelendirilmig R-modiil oldugunu biliyoruz.
Ry M(d), € M(d),s,

10



oldugunu gosterelim.

M(d), = My+q

oldugundan
M (d)u = Mu+d
dir. Buradan,

M<d)u’+u = Myt pta
olur.
M = @, ., M, derecelendirilmis R-modiil oldugundan,

RV’ M,u-i—d g Ml/l-l-p,-‘rd

dir.
M, yqa=M(d), ve My ,1a = M(d), 1, esitliginden,

R,/M(d)“ < M(d)vuru

elde edilir. Boylece, M (d) derecelendirilmis R-modiildiir.

2.2.11 Yardima1 Teorem. M = &, _, M, derecelendirilmis R-modiil N C M alt

VEZL

modiil olsun. Asagidaki ifadeler denktir:
i) N =@,z (M,NN)
(i1) N homojen elemanlar tarafindan uiretilmistir.
(i) m=>m,, m, € M\, me M < Vv, m, € N

ispat: [4] O
2.2.12 Tamm. N C M altmodiilii 2.2.11 Yardimc1 Teorem’deki kosullart sagliyorsa

derecelendirilmis (yada homojen) alt modiil denir.  Derecelendirilmis halkalarin

derecelendirilmis alt modiillerine derecelendirilmis ideal yada homojen ideal denir.

2.2.13 Not. R = @uzo R, derecelendirilmis halka ve Z C R homojen ideal olmak

11



uzere,

RII=E(R, +1)/I=EPR./(ZNR,)

v>0 v>0

dir.

2.2.14 Tanim. R = P, R, derecelendirilmis halka, M = ., M, ve

VEZL

N =D, N, derecelendirilmis R-modiil olsun.
p:M—=N
homomorfizmasi, Vv icin,
QO(M) C Nl/+d

sartin1 sagliyorsa ¢ ye d dereceli homojen (yada derecelendirilmis) homomorfizma denir.
2.2.15 Ornek. M = @D, o M, derecelendirilmis R-modiil, R = P, 1,

derecelendirilmis halka olsun. f € R, alalim.

po: M — N

p* = i
doniislimiinii tanimlayalim.

der(f.p) =a+d
olur.
o: M — M(d) =M,

P fop”

elde edilir.

2.2.16 Yardimci Teorem. R derecelendirilmis halka, M, N derecelendirilmis R-

modiil ve ¢ : M — N homojen R-modiil homomorfizmasi olsun. Cek(y), Gor(yp),
Escek(y) derecelendirilmis R-modiildiir.
ispat: [4] O

12



2.3 Noether Halkalari ve Modiiller

Bu boéliimde Noether halkalar1 ve modiiller hakkinda temel kavramlar [4], [5]

verilecektir.

2.3.1 Tanim. A bir modiil olsun ve A’nin altmodiilleri,
AL CAyC ...

kosulunu saglasin. Bu durumda, her ¢ > n i¢cin A; = A,, olacak sekilde bir n € Z var ise,
A modiilii artan zincir kosulunu sagliyor denir.

Benzer sekilde, B bir modiil ve B’nin altmodiilleri
B1DByD ...

kosulunu saglasin. Bu durumda, her ¢ > n icin B; = B,, olacak sekilde bir m € Z var

ise, B modiilii azalan zincir kogulunu sagliyor denir.

2.3.2 Tammm. R halkasi, idealleri iizerinde artan zincir kosulunu (azalan zincir
kosulunu) sagliyor ise, R halkasina Noether (Artin) halkasi denir.

2.3.3 Ornek. Z tamsayilar halkasini alalim. Z’nin ideallerinin artan zinciri,

ng, N1, No . .. € Z olmak iizere,

(no) C (n1) C (n2) ...
formundadir. 7 > 0 icin
(ni) C (nis1)
oldugundan
n; € (ni+1)
=n; =Nk, kE€Z
= Ny | Ny

elde edilir. Bu durumda, n( tamsayisi ile baglayan ideallerin her artan zincirinin en fazla

n tane terimi olabilir. Béylece Z halkas1 bir Z modiil olarak Noether halkasidir.
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Fakat, n € Z i¢in
(n)>m*) > @) >...
oldugundan Z Artin halkas1 degildir.

2.3.4 Teorem. ) bir R-modiil olsun. Asagidaki ifadeler denktirler.

(i) M Noetherdir.
(i1)) M’nin her altmodiilii sonlu iiretilmisgtir.

(iii) M ’nin altmodiillerinin bog olmayan her S kiimesinin bir maksimal eleman1 vardir.

Ispat: (i) = (ii) N, M’nin altmodiilii olsun. N altmodiiliiniin sonlu iiretilmis
olmadigini varsayalim.

k€ Z" i¢inay,...,a; € N olsun. O halde,
N # (a1,...,ax)
dir.
ag+1 € N ve agyq ¢ (ag,...,ax)
alalim. Boylece,
(a1) C (ay,a9) C (ay,a9,a3) C ... C (a1,...,a5) C (ag,...,axe1) C ...

M’nin altmodiillerinin sonsuz artan dizisini elde ettik. Bu, M ’nin sonlu iiretilmis
olmasiyla celisir. Bu durumda, N sonlu iiretilmistir.

(ii) = (iii) Ny € S olsun. Ny maksimal degil ise,
N; € Sigin Ny C N
olacak sekilde /V; altmodiilii vardir. N; maksimal degil ise,
Ny € Sigin Ny C N,
olacak sekilde NV, altmodiilii vardir. Bu sekilde devam edilir ise,
NoCN,CNyC...

sonsuz artan dizisi elde edilir.

N = U;N; olsun. N, M’nin altmodiilidiir. (i7)’den N sonlu iiretilmistir. Dolay1st ile
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N = (a,...,an)
olacak sekilde ay, . ..,a, € N vardir. Bu durumda,
Vi<:<n igin a; € Ny

olacak sekilde /V; altmodiilii vardir.

N, C N ve N, a;’leri iceren en kiiciik altmodiil oldugundan
N, =N

dir. Boylece,
Nk — Nk+1 — ...

olur. Bu durumda, S kiimesinin maksimal elemani vardir.

(iii) = (i) M’nin altmodiillerinin artan dizisi oldugunu varsayalim.

M, C M, C...
(791)’den My, My, Ms, ... dizisinin maksimal elemani vardir ve bu eleman A/} olsun.
Boylece,
M1 =M, =...
elde edilir.
Buradan, M Noetherdir. ]

2.3.5 Teorem. )/ bir modiil olsun. M/ modiiliiniin artan zincir kosulunu saglamasi

icin gerekli ve yeterli kosul M/ modiiliiniin her altmodiiliiniin sonlu tiretilmis olmasidir.

Ispat: (=)N, M’nin altmodiilii olsun.

S ={C; | C; : N altmodiillerinin sonlu iiretilmis altmodiilleri }

= S bir maksimal C elemant icerir.

C € S ise C sonlu iiretilmistir ve C =< C4,Cy,...,C, > dir. b € N alalim ve D,

altmodiilii b, cq, . . ., ¢, ile tiretilsin. Boylece,

D, e SveC C D,
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elde edilir. ' maksimal oldugundan, Vb € N icin D, = C dir.
VoeDy,=C=BcCveCCB

oldugundan,

dir. Sonugta, B sonlu iiretilmisgtir.

(<)M modiiliiniin her altmodiiliiniin sonlu tiretilmis oldugunu varsayalim.
M, C M,cC...

iken U;>1 M;, M’nin altmodiiliidiir. Varsayimdan U,;>; M, sonlu iiretilmigtir ve iiretecleri

maq, ..., My olsun.
< Mmiy,..., M >= UiZlMi
Bir ¢ i¢in,
=i=1,...,kicin a; € M, olacak sekilde bir indeks vardir. Bu durumda,
Uis1M; C M,

elde edilir. Boylece,

Ustteki teoremi kullanarak, Noether modiiliiniin tanimi asagidaki gibi verilebilir.
2.3.6 Tammm. M bir R-modiil ve N, M’ nin altmodiilii olsun. M nin her N altmodiili
sonlu tiretilmis ise M’ ye Noether modiilii denir.

2.3.7 Yardimci Teorem. Asagidaki ifadeler denktirler:
(1) Noether modiillerinin altmodiilleri ve boliim modiilleri de Noetherdir.

(i) N, M, R-modiiller ve N C M olsun.

M Noetherdir < M ve M /N Noetherdir.

16



Ispat: (ii) (<) N ve M/N Noether ve K, M nin altmodiilii olsun. Buradan,
(K + N)/N, M/N’nin alt modiiliidiir.
elde edilir. 2.3.4 Teorem geregince,
(K+ N)/N
sonlu iiretilmistir. [zomorfizma Teoremlerinden,
(K+ N)/N=K/(NNK)

dir. Boylece,
K/(NNK)

sonlu iiretilmigtir.
NNK=(T7)+...+ (@), vi€ K/(NNK)
x; € K i¢in,
K=(z1)+...+ (zm) + (NN K)
N Noether ise,
(NNK)

sonlu iiretilmigtir.

Yis-- -, Yo € (NN K) alalim.
K= (@) oot (o) (9) 4ot (30)

seklinde yazabiliriz. O halde, K sonlu iiretilmistir.
Bu durumda, M Noetherdir.
(=) (i)’den N ve M /N Noetherdir. O

2.3.8 Not. R halkasinin bir Noether R-modiil olmasi icin gerekli ve yeterli kosul, R

halkasinin Noether halkas1 olmasidir.
Simdi verecegimiz 6nerme, Noether modiilleri ile sonlu tiretilmis modiiller arasindaki

baglantiy1 verir.
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2.3.9 Onerme. R bir Noether halkas1 olsun. A/ sonlu iiretilmis bir R-modiil ise, M

Noether R-moduldiir.

Ispat: M sonlu iiretilmis R-modiil oldugundan, M =< zy,...,z, > olarak
yazilabilir.
p:R"—> M
(a1,...,an) = p(ay,...,a,) = Zaixi
i=1

doniisiimiinii alalim.
M =< x1,...,x, > oldugundan, ¢ bir 6rten modiil homomorfizmasidir. L = Cek(y)

olsun. L bir altmodiildiir. 1. [zomorfizma Teoremi geregince,
Gor(p) = M = R"/Cek(p) = R"/L
elde edilir.
Cek(p) = {(a1,...,a,) € R" | ¢(ai,...,a,) =0y}
={(a1,...,a,) | iaixi = 0p}
171+ ... + a,x, = 0p7 ve z;’ler Uireteg oldugg:l;dan, x; # 0 dir. Buradan,
a; =0
elde edilir.
Cek(p) = {(a1,...,a,) € R" | a; =0} = {(0,...,0)}

Boylece,
M =R"

alabiliriz. n lizerinden tiimevarim yapalim.
n = lise M = R! ve R Noether halkasi oldugundan M Noether R-modiildiir.
n>2 ve
7:R"— R"!
(riy e ymn) = (11,0 Te1)

orten izdiisiim doniistimiinii alalim.

Cek(m) ={(r1,...,rn) | w(ry,...,m) = (0,...,0)}
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={(ri,...,m) | (r1,...,7-1) = (0,...,0)}
={(0,...,0,7,) | € R} =R
1. Izomorfizma Teoreminden
R ' =~ R"/Cek(r) = R"/R

elde edilir.
Tiimevarim hipotezinde R"~! Noether ve n = 1 durumunda R Noether oldugundan

2.3.7 Yardimc1 Teorem (i) geregince,

Rn

[
<

Noether R-modiildiir. ]

2.4 Nakayama Yardimci Teoremleri

Nakayama Yardimci Teoremi [7], cebirsel geometride oldukca kullanmigli ve
farkli sonuclar1 olan onemli bir teoremdir. Bu teorem, degismeli halkalar iizerindeki
modiillerin, cisimler iizerindeki vektor uzaylardan hangi yonlerden farklilastiginin tam
olarak anlagilmasim saglar.  Degismeli halkalarda, Nakayama Yardimci Teoremi,
Cayley-Hamilton teoreminin genellestirilmis formunun basit bir sonucudur.

Bu boliimde, Nakayama Yardimci Teoremi, derecelendirilmis ve lokal versiyonlari ile
birlikte anlatilacaktir.

Simdi, Jacobson radikalinin tanimini verelim.

2.4.1 Tammm. R bir halka olsun.

J = ﬂim maksimal m

seklindeki ideale, R halkasinin Jacobson Radikali denir.
2.4.2 Onerme. z € J < Vy € R icin 1 — zy tersinirdir.

Ispat: (=)1 — zy nin tersinir olmadigini varsayalim.
= (1 —ay) # (1)
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Boylece,
l—zyeM

olacak sekilde bir maksimal ideal vardir.
x € J olurise, x € 91 dir. Buradan,
l—azy+ayeM
olur. Boylece,
lem

elde edilir. Bu, 99’ nin maksimal olmasiyla ¢elisir. O halde,
r¢J

dir.
(<) Vy € Rigin 1 — zy nin tersinir oldugunu varsayalim.
x ¢ Jise,
x#M

olacak sekilde )1 ideali vardir. Buradan,
(x) + 9 = (1)

elde edilir.
y € Rvem; € Migin

yr+mp =1

dir. Boylece,
l—zy=mp €M

olur. Bu, 1 — zy’nin tersinir olmasiyla celisir. U
2.4.3 Yardimci Teorem. (Nakayama(l)) R bir halka, M sonlu iiretilmis bir R-modiil,

7, R’nin Jacobson radikali tarafindan kapsanan bir ideali 6yleki;

IM =M
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olsun. Bu durumda,

M =0
dir.
Ispat: A sonlu iiretilmis oldugundan, M nin X = {m,,...,m,} olan bir minimal
iretec kiimesi vardir:
M=< X >=<mq,mg,...,m, >

Eger M # 0 ise, m,, # 0 olur. ZM = M oldugundan,
My = a1M1 + aGaMo + ... +a,m, , a; €L
elde edilir.
(Mmy, — apmy) = aymy + ...+ ap_1My_1
(1 —ap)m, =amy+ ...+ ap_1my_1

dir. Boylece,

anpb €L CJ

dir. 2.4.2. Onerme geregince,
ap, € J < 1-—1aq,

J’de tersinirdir.

(1 —ay)mp,=a1my+ ...+ ap_1Mp_1

ve 1 — a, tersinir oldugundan,
M, €< Mp,...,Mp_1 >

dir. Boylece, myq, ..., m,_1, M modiliini iiretir. Bu da, {m, ..., m,} minimal iireteg
kiimesi olmasiyla ¢elisir. Sonucta,

M=0
elde edilir. O

2.4.4 Yardimci Teorem. (Nakayama(2)) R bir halka, M modiilii sonlu iiretilmis bir
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R-modill ve N, M modiiliiniin altmodiilii Z, R halkasinin Jacobson idealini iceren bir

ideali olsun. Bu durumda,
M=IM+N=M-=N

dir.

ispat: Halka teorideki III. izomorfizma Teoreminden,
M/N =(IM + N)/N =IM/M NN

Boylece,

o IM — I(M/N)
am +— a(m+ N)

doniistimiinii alalim. Bu 6rten bir doniistimdyir.
Cek(p) = {am € ZM | p(am) = Oz(n/n) }
={am € IM | a(m+ N) =0}
={am €IM |am e N} =IM NN

Boylece,
(ZM + N)/N 2IM/N

elde edilir. M = ZM + N oldugundan,
M/N =Z(M/N)

dir. Z, M modiliiniin Jacobson ideali tarfindan kapsandigi icin M /N modiiliiniin

Jacobson idealinin de i¢indedir. Nakayama (1)’den
M/N=0=M=N

elde edilir. 0
Simdi, Nakayama Yardimcit Teoreminin derecelendirilmis halkalar icin olan

versiyonlarin inceleyelim.
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2.4.5 Yardimc1 Teorem. (Nakayama (3)) R = P 450 R, bir derecelendirilmis halka,

Z, R halkasinin bir derecelendirilmis 6z ideali ve M derecelendirilmis sonlu iiretilmis bir
R-modiil olsun.

IM=M=M=0

dir.
Ispat: M # 0 oldugunu varsayalim. M ’nin homojen iireteglerinin bir sonlu X
kiimesini alalim:

M=<X >

m € M ve m # 0 igin,

me X

dir ve m’nin derecesi minimal olsun. j < der(m) i¢in m’nin se¢iminden, M; = 0 dur.
7 # R ve R derecelendirilmis halka oldugundan Z M’ nin her homojen elemanin derecesi

m’nin derecesinden biiyiiktiir. Diger taraftan, ZM = M oldugundan m € M dir. U

2.4.6 Yardimci Teorem. (Nakayama (4)) N, M-modiiliiniin
MCN+1
seklindeki derecelendirilmis altmodiilii olsun. Bu durumda,
N=M

dir.
Ispat: M /N modiiliine Nakayama (3)’ii uygulayalim.

I(M/N)C (N+ZIM)/N =M/N
Nakayama (2) den
M/N=0=M=N

elde edilir. 0
Simdi de lokal halkalar i¢in Nakayama Yardimci Teoremi ile ilgili teoremleri verelim.

Bunun i¢in ilk 6nce lokal halka tanimin1 verecegiz.

2.4.7 Tammm. R bir halka ve 9%, R halkasinin maksimal ideali olsun. R halkasinin 93t
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idealinden bagka maksimal ideali yok ise, R halkasina lokal halka denir ve (R,9) ile

gosterilir.
2.4.8 Yardimci Teorem. (Nakayama (5)) R bir lokal halka, )T, R’nin maksimal

ideali ve M sonlu iiretilmis /2-modiil olsun.
MM =0=M=0

dir.

ispat: [8] O

2.4.9 Yardimci Teorem. (Nakayama (6)) R bir lokal halka 9T, R’nin maksimal
ideali, M sonlu iiretilmis R-modiil ve N, N C M olacak sekilde bir altmodiil olsun. Bu
durumda,

M=N+MM = M=N

dir.

Ispat: [8] O
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3. SERBEST COZULUMLER

Serbest coziiliimler, dogrusal denklem sistemlerinin halkalar iizerinde c¢alisilmasi
sonucu ortaya c¢ikar. Bir cisim iizerinde, sonlu bilinmeyenli bir dogrusal denklem
sisteminin diger ¢coziimleri bunlarin bir dogrusal kombinasyonu olarak ifade edilebilen,
bir esas ¢oziim kiimesi vardir ve bu ¢oziim kiimesi lineer bagimsiz olarak secilebilir.
Sonlu bilinmeyenli dogrusal denklem sistemi, bir polinom halkas1 veya daha genel olarak
herhangi bir Noether halkasi iizerinde ise, yine sonlu bir ¢oziime sahiptir ancak bu
coziimler genelde lineer bagimlidirlar. Verilen ¢6ziim sistemindeki bagimlilik iligkisini
(sizigi) bulmak icin, yeni bir dogrusal denklem sistemini ¢ézmek gerekir. Bu yOntem
tekrarlanarak, her biri bir 6nceki denklem sisteminin ¢dziimii olan bir dizi serbest modiil
elde edilir ve bunlarin hepsi birden asil sisteminin bir serbest ¢coziiliimiinii verir.

Bir M modiiliiniin, bir serbest c¢oziiliimiine M ’nin herhangi bir iirete¢c kiimesini
secerek baslamak yerine, minimal iirete¢ kiimesini secmek daha dogru bir baslangictir.
F' serbest modiiliinden M modiiliine bu sekilde bir minimal doniisiim elde etmek igin,
F’nin ¢ekirdeginin bir minimal iirete¢ kiimesini seceriz ve benzer sekilde hareket ederek
bir minimal serbest ¢oziilim elde ederiz. Bir baska deyisle, serbest ¢oziiliimdeki her
F; serbest R-modiillerinin iiretegleri, F; modiillerinin goriintiisiindeki minimal {iirete¢
kiimesine tasiniyor ise , bu ¢oziiliim minimal serbest ¢6ziiliim olur.

R bir derecelendirilmis halka, ¢oziiliimiindeki her bir F; derecelendirilmis serbest
R-modiil ve ¢oziilimde homojen elemanlar ayn1 dereceden homojen elemanlara taginiyor

ise, serbest ¢oziiliim derecelendirilmis serbest ¢coziiliim adinm alir.

3.1 Tam Diziler

Tam diziler, 6zellikle halka ve modiil teorisi, homolojik cebir, diferansiyel geometri

ve grup teorinin temel kavramlarindan birisidir.
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Simdi, modiil homomorfizmalari, goriintiileri ve cekirdekleri kavramlarini birlestiren

tam diziler, temel diizeyde verilecektir [4], [5].

3.1.1 Tanim. M; R-modiil ve ¢, R-modiill homomorfizmasi olmak iizere,

@
...—)Mk+1ﬂ>M]€&>Mk,1%...

dizisinde,
Gor(pr+1) C Cek(epr)

ise, bu diziye kompleks denir.
Eger,
Gor(pr41) = Cek(px)

ise, bu diziye M) modiiliinde tamdir, denir.

Her M), modiiliinde bu esitlik saglaniyor ise, bu diziye tam dizi denir.
3.1.2 Teorem. f: A — B R-modiil homomorfizmasi, 0 — A gémme

homomorfizmasi ve B = 0 sifir homomorfizmasi olsun.
(i) f bir monomorfizmadir. < 0 ‘s AL B dizisi tamdur.
(i1) f bir epimorfizmadir. < A Iy B 2 0 dizisi tamdr.
(iii) f bir izomorfizmadir. < 0 -5 A s B 2 0 dizisi tamdr.

Ispat: [4] O

26



3.1.3 Tanim.
0sALBS S0

seklindeki tam diziye kisa tam dizi denir.
3.1.4 Not. Kisa tam dizide, f monomorfizma, g epimorfizmadir.

3.1.5 Yardimc1 Teorem. (The Short Five Yardimci Teoremi) R bir halka olsun.

0 A L B 5 o S0
la G 1y

0o - A L op L o 50
Her siras1 tam dizi olan R-modiil homomorfizmalarinin,
Bof=foa,yog=gof
olan diyagrami (degismeli diyagrami) olsun. Bu durumda,
(1) «a, f monomorfizmadir. <  monomorfizmadir.
(i1) «, 3 epimorfizmadir. < [ epimorfizmadir.
(iii) «, 8 izomorfizmadir. < 3 izomorfizmadir.

ispat: [5] ]
3.1.6Not. A, B, C, A', B’, (', R-modiiller olmak iizere,

0 - A —- B — (C =0

Lf Ly Lh
0O - A —- B - C =0

modiill homomorfizmalarinin degismeli diyagraminda f, g ve h izomorfizma ise, bu iki

tam diziye izomorfiktir denir.

Ayrica,
0 — A — B — C — 0
T tg! Th!
0 — A’ — B’ — C’ — 0

dizilerinin de degismeli oldugu agikg¢a goriiliir.

3.1.7 Teorem. R bir halka ve
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04,5 B% 4,0
dizisi R-modiil homomorfizmalarinin kisa tam dizisi olsun. Asagidaki ifadeler denktir.
(i) gh = 14, olacak sekilde h : A, — B R-modiil homomorfizmasi vardir.
(ii) kf = 14, olacak sekilde k£ : B — A; R-modiil homomorfizmasi vardir.
(iii) Bu dizi,
0= A B A4 @A, ™ A, 50
kisa tam dizisine izomorftur. Burada,
B=A & A
dir.
Bu sekildeki kisa tam diziye par¢alanmis tam dizi denir.
Ispat: [5]
3.1.8 Not.
0— M, &% M, 1 25 .= My 25 My 25 My — 0

R-modiillerinin bir dizisi olsun. Bu dizinin tam olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul,

Vi=1,...,n— 1igin,

GOI'((,O1) = Mo,

Cek(¢,) = 0 ve Cek(p;) = Gor(v;11)
olmasidir.

Bu diziler tam ise, asagidaki tam dizileri tanimlar:
0 — Cek(py) = My 25 Gor(py) — 0

0 — Cek(py) = My 2 Gor(py) — 0

0 — Cek(p,) — M, 2 Gor(p,) — 0

Burada, 7 birim doniisiim ve birebirdir.
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Cek(p1) C My, Cek(p1) - M,

dir. Tam dizi tanimindan,

0— Cek(wl) — M1

ve (o Orten oldugundan,

My 25 Gor(gr) — 0

dizileri tamdir.
Gor(i) = Cek(p;) oldugunu gosterelim.
i : Cek(yp1) — M doniisiimiinde,

Gor(i) = Cek(1)

dir. Boylece,
0 — Cek(p1) = My 25 Gor(py) — 0

kisa tam dizidir.
Benzer sekilde, diger tam diziler de kisa tam dizidir.
Tersine,

0— K — M — My—0

00— Ky — My, — K, —0

0—-0—M, > K,.1—0

seklinde verilen kisa tam diziler, uzun tam diziye genisletilebilir.

0O—->M,—M,_1— ...~ M — My—0

M, RN M, 2 My, — 0
T N9 T

K, K,

T 0

0 0

elde ederiz. Buradan,

O%Kgi)Mgi)Kl—)O
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elde edilir ve

Gor(g) = K1, Cek(f) =0, Gor(f) = Cek(g)
dir.
0— Ky 5 M 5% My — 0

dizisi kisa tam dizi oldugundan,

Gor()) = Cek(p1), Cek(y) =0, Gor(p1) = Mo

elde edilir.
Simdi,
Gor(ps) = Cek(y1)
oldugunu gosterelim. Gor(p2) C Cek(¢1) oldugu agikca goriiliir.
my € Cek(pq) alalim.
Cek(p1) = Gor(y)
oldugundan,

my € Gor(Y) = {v (ki) | by € K1}

dir. Buradan,

dk, € Ky oyleki  ¥(ky) = my
elde edilir. Boylece,
ki € Gor(g) = 3Ime € My oyleki  g(mse) = kg
U(k1) = (g(m2)) = ma
pr=1poy
my € Cek(p1) = my € Gor(ps) = Imy  Oyleki  pa(me) = my = (Y o g)(me) =my

3.1.9 Yardimc1 Teorem. (Snake Yardimci Teoremi)

0— M, 25 My 2 My — 0
Y1 P2
0> Ny — Ny —> N3 =0
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R-modiiliiniin kisa tam dizileri olsun. 7 = 1,2, 3 i¢in,

)\3090221/120/\2 s )\20901=¢1O>\1

kosulunu saglayan modiil homomorfizmasi olsun.

0 — Cek(\;) = Cek(Az) — Cek(A3) —
— Escek(A1) — Escek(A2) — Escek(A3) — 0

ispat: [4] O

3.1.10 Onerme.

¥
...—)Mk_;,_l—kil—)Mkﬂ)Mk_l—)...

R-modiiliiniin tam dizisi ve x € R her M}, modiiliinde sifir bolensiz olsun.
o Mk+1/JIMk+1 — Mk/ZL’Mk — Mk—l/ka—l — ...

dizisi tamdir.

Ispat: 3.1.8 Not geregince kisa tam diziler icin ispatlamak yeterlidir.
0->M1$M2&M3—>0

veE

/\11M1—)M1, )\21M2—>M2, /\33M3—>M3

my — Ty Mg > Ty ms — TMms
doniisiimlerini tanimlayalim. Burada,
Cek(A\) =0
Gor(Ay) = M,
Escek(A\) = M, /Gor(Ay) = M, /x M,
Cek(X2) =0
Gor(Ag) = My
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Escek(A\y) = My /Gor(Ag) = My/x My
Cek(A3) =0
Gor(A3) = xM;
Escek(A3) = M3/Gor(A3) = Msz/xM;

olur. 3.1.9 Yardimci Teorem geregince,

0 — Cek(A1) = Cek(A2) — Cek(A;3) —
— Escek(A) — Escek(As) — Escek(A3) — 0

elde edilir. 0

3.2 Modiillerin Lokalizasyonu

3.2.1 Tamimm. R bir halka ve S C R olsun.
G 1esS
(i) a,b € Sikenab € S

ise, S’ye R’nin carpimsal kapali kiimesi denir.

3.2.2 Tanmm. R bir halka ve S , R’nin ¢arpimsal kapali altkiimesi olsun.
R,={r/s|reR,se S}

={(r,s) | re R,se S}

R, kiimesi tizerinde ,

ror

- =—osr=osr
S s’

olacak sekilde o € S vardir.

¢ 9 ¢

R, tizerinde “+” ve *“-” iglemlerini tanimlayalim:

ri,r9 € R, s1, 89 € S olmak lizere,

™ T SoT1 + S172
J— + - = - =
51 52 5182

L To rro

51 52 5152

(Rs, 4+, ) degismeli ve birimli bir halkadur.
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3.2.3 Tanim. 7, R’nin bir ideali ve

¢:R— R,

T
T —
1

dogal halka homomorfizmasi olsun.
IRS:{geRs]aeI,seS}
s

idealine, ¢(Z) ile iiretilen ideal denir.
3.2.4 Not. P, R’nin asal ideali olsun. S = R/P, R’nin bir ¢carpimsal kapal alt

kiimesidir. Bu durumda, R, yerine R, notasyonu kullanilir ki bu da, problemi P’de

lokallestirdigimiz anlamina gelir.

3.2.5 Tammm. M bir R-modiil ve S, R’nin ¢arpimsal kapali altkiimesi olsun.
Ms:{mlmeM,SES}
S

kiimesinde,

m m

—=— % os'm = omr’
s s

olacak sekilde o € S vardir.

M tizerinde “+” iglemi, my,mo € M, s1,s9 € S olmak iizere,

mq 1 mo . SS9 + S1My

S1 S9 5152
olarak tanimlansin. Bu durumda,
(M, +) bir degismeli gruptur.

€ Ry, ™ € M olmak iizere,

rom rm
o :

s os
carpma islemi ile (M, +) bir degismeli grubu bir R,-modiildiir.

3.2.6 Tannm. M, N R-modiiller ve
p:M—N
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bir modiil homomorfizmasi olsun. Bu durumda,

ps : Mg — Ny
m m
m . plm)
S S
bir R,-modiil homomorfizmasidir:
my,mg € M , s1,89 € S igin,
mq meo 527n1-+-$17n2
ps(—+—)=ps(———
S1 52 5152

©(somy + s1ms3)
S1592
sap(my) + s1p(ma)

5152

p(m) i p(my)

elde edilir. Benzer sekilde,

Z € R,, ™ € M, olmak iizere,

My (M — p(rm) _ ro(m)

S (o] gs (o]

©s(

Q=
Q=3
V,)

elde edilir.

3.2.7 Yardima1 Teorem. [9] M, N, K R-modiiller,
o:M—N ve v: N —K
modiil homomorfizmalar: olsun. Bu durumda,

(¢O¢)s:¢sows

dir.
Ispat:




— —
s S s
ve
(Yop)s: My — K
m ., (Yop)(m)
S s
alalim.
= € M, ise,
(¢ 0 p)(m)
(o p)(D) = L2¥

dir. Simdi, 5 o ¢, ye bakalim.

(s 0 0)(Z) = hul2s(2)) = Wil

S S S

dir. Bu durumda,

(1/)090)52%0905

Simdi, tam dizilerin modiil lokalizasyonundaki durumuna bakalim.

3.2.8 Teorem. [9]
M&S NS K

R-modiillerin bir tam dizisi olsun. Bu durumda,
M, %5 N, 2 K,

R,-modiillerinin bir tam dizisi olur.

Ispat:
M45NYS K
tam dizi oldugundan,
oy =
dir. =t € M, olsun.
(0 22 = vl = (P _ RO 0 0
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dir. Simdi,
Cek(1)s) C Gor(ps)

oldugunu gosterelim.

2 € Cek(1),) alahm. n € N, s € S igin,

dir. Bu durumda,
o(n) =0

olacak sekilde, o € S vardir. ¢ modiil homomorfizmasi oldugundan,

(o) =0

dir. Boylece,
on € Cek(y) C Gor(y)

elde edilir. O halde,
on = p(m)
olacak sekilde m € M vardir.

m o(m) on _n

S () =2 TR T
gs gs ags S

= g € Gor(yp,)
elde edilir. 0
3.2.9 Yardimc1 Teorem. [9] M, bir R-modiil ve S, R’nin ¢arpimsal kapali altkiimesi

olsun. {m;}ic;, M’nin iireteglerinin bir kiimesi oldugunu varsayalim. Bu durumda,
M,’nin elemanlari olan {% };c; , M,’yi bir R,-modiil olarak iretir.

Ispat: m € M ve s € S alalim.
i€ ligin M =< {m;} > dir.

m € M oldugundan /’nin sonlu alt kiimesi olacak gekilde bir J vardir ve r; € R igin

m = E ijj

jeJ
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seklindedir. Buradan,
mo e i T My

S S S 1
dir. Boylece,

m
S

e M;

elde edilir.

Sonugta, M, {**}icr elemanlariyla, bir R, modiil olarak iiretilmigtir.

3.2.10 Teorem. [9] F' bir serbest modiil, {m;};c; F’nin bir baz1 ve S, R’nin sifir

U

elemanini icermeyen carpimsal kapali alt kiimesi olsun. Bu durumda, F} serbest Rs-modiil

ve I i¢in baz olan elemanlar1 {“* };c; formunda ise,
Rankgr(F) = Rankg,(F5)

dir.
Ispat: 3.2.9 Yardimci Teorem’den, { " }ier ailesi, Fy modiiliinii iiretir.
J, I'nin sonlu altkiimesi ve {(;};cs, Rs nin
>y =0
jed
seklindeki elemanlar1 olsun.
Iddia: Her ¢; = 0 midir?

J sonlu bir kiime oldugundan, r; € R ve s € S igin,
G="LVjeJ
S

elemanlarini bulabiliriz.

mGMﬁermj:m

jeJ
dir. Bu durumda,
LI < BEUI YL
S S ‘—~ g 1 ‘ |
JjeJ jeJ
dir. Boylece R,’de
m_y
s
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elde edilir. O halde,
Jo € S, oyleki om =0

dir. Bu durumda,

UE rym; = E orym; =0

jed jed

dir. {m;}, F i¢in baz oldugundan,
VjeJigino; =0

dir. O halde, R.’de

dir. Boylece ,
Rankg(F) = Rankg,(F})

olur. O

3.3 Minimal Serbest Coziiliimler

Bu boliimde, serbest ¢oziilimler ve minimal serbest ¢oziilimler hakkinda temel

bilgiler verilecektir.
3.3.1 Tammm. R bir halka, M sonlu iiretilmis bir £-modiil ve Vi > 0 i¢in F; serbest

R-modiil olsun.

[¢2]
FiooioE 2502 SRS S M-—0

tam dizisine M modiiliiniin serbest ¢oziiliimii denir. Her £ > n i¢in, F, = 0 ve n bu
ozellikteki minimal pozitif tamsayi ise, serbest ¢oziilim n-uzunluktadir ya da sonludur
denir.

Serbest ¢oziiliimiin olusturulmasinda her asamada minimal iiretec kiimesi secilirse, M
modiiliiniin, minimal serbest ¢oziiliimii elde edilir.

M bir R-modiil olsun. M modiiliiniin her zaman sonlu bir serbest ¢oziilimiinii
bulabilir miyiz?

Cevap genelde olumsuz olsa da, polinom halkalar1 i¢in olumludur.
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3.3.2 Teorem. (Hilbert Sizigi Teoremi) R = k[xz1,. .., x,] olsun. Bu durumda, her
sonlu iiretilmis /2-modiiliin uzunlugu en fazla n olan bir serbest ¢oziiliimii vardir.

ispat: [10] ]

3.3.3 Tanim. 7 idealinin i. Betti say1s1, ¢Oziiliimiin 1. adiminda ortaya ¢ikan /2’nin
rankina, yani, ¢;’ye esittir ve [3;(Z) ile gosterilir. [;(Z) sayisi, Cek(p;_1)’in minimal
ireteclerinin sayisidir.

3.3.4 Tanim. (R, 9N) lokal Noetherian halka, M sonlu iiretilmis R-modiil ve,

SO,
R e N ) R N /)

M modiiliiniin serbest ¢oziiliimii olsun.
Vk >1 191n ‘pk(Fk) =ME._

ise, iistteki ¢oziilim minimaldir.

Be(M) = Rank(Fy), k>0

ifadesindeki (3 (M) ye M modiiliiniin k. Betti sayis1 denir.
Simdiki teoremler, M modiiliiniin Betti sayilarinin iyi tanimliligini gostermesi
acisindan onemlidir.

3.3.5 Teorem. [4] (R, ) lokal Noetherian halka, M sonlu iiretilmis R-modiil ise,

M modiiliiniin minimal serbest ¢oziilimii vardir.

Ispat: {m, ..., my}, M modiiliniin minimal tireteglerinin kiimesi olsun.

QOOIF()I:RSO%M

S0

(r1, .., 7sg) F> po(T1, .o Tsy) = Zrimi

i=1
orten doniisiimiinii  diisiinelim. 2.4.3 Nakayama Yardimci Teoremi geregince,
mi,..., Mg, m/IMM vektor uzaymmin bir bazina indirgenebilir. Boylece, g

doniistimiinden,

Dy - Fo/mFo%M/mM
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(r1, ..y Tsy) + IMFo = oo(r1, ... Tsy) + MM

izomorfizmasi elde edilir. Yy doniisiimiiniin iyi tamimli oldugunu gosterelim.

(F1y - Ts) + MEy = (1,1 ) + Oy
:>(r1—7"/1,...,7"50—r;0) € MEy C Fo

dir. Buradan,
S0
!

SOO(TI - Tlla ey gy — Tso> - Z(Tz - T;>m2 eEM

i—1

=(r — T;)ml + (ry — r;)mg + .o (rs — T;O)mso eEM

2.4.3 Nakayama Yardimci Teoremi geregince,
(ry — rll)(ml +IMM) + ...+ (rsy — 'r’;o)(ms0 +IMM) € M/ MM
elde edilir. Bu durumda,
[(re — r)ma + MM + ...+ [(rgy — 7y, )sy + MM
S0
= Z(n —r;)m; + MM
i=1

900«7"1 - rll)? SR (TSO - 7";0>> + MM

olur. ¢y modiil homomorfizmasi oldugundan,
00Ty Tsg) — <,00(7“/1, o ,T;O) + MM
elde edilir. Boylece,
©0o(r1, ... Tsy) + MM = @o(ry, . .. ,7“;0) + MM
olur. g tanim1 geregince,
Do((r1y...,7rs) + MEY) = %((T;, e ,T;O) + MEy)

dir. Boylece,

©o 1yl tamimlidir.
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©p doniislimiiniin orten oldugunu gosterelim.
GOI‘(%) = {%((7’1, Ce ,7’50) + EDTF[)) ’ (7“1, e ,7“50) + mFO € FQ/mFo}

= {@0(7"1, . ,T’SO) + MM ’ (7"1, c. ,TSO) + EJJTFO € Fg/mpo}

o Orten oldugundan,

Gor(Fg) = M /MM

elde edilir. Boylece,
©o doniistimii ortendir.

©o doniigiimiiniin birebir oldugunu gosterelim.

Cek(@o) = {(r1, -, 7s) + IMFY [ @ol(71, .-+ 7s0) + IMF) = Onryomans }
={(r1,...,7s) + MEy | po(r1,...,7Ts) +IMM =0+ MM}
:{(rl,...,r50)+9ﬁFg ’ @0(?"1,...,7"80) GSUIM}

={(r1,...,7s) +MFy | rimq +romg + ... + ryymg, € MM}

:{(Tl,...,TSO)—f—mFO | Tlml+T2m2+...+T$0m50 :GM/DJTM}
:{(7‘1,...,7“50)+931F0 | T1m1+r2m2+...+r80m50 :GM/EDTM}
={(r1,...,1s) + MEy | FL.L + T2 02 + ... + Ty Mgy = Ongjomar -
my, ..., ms, baz oldugundan,
:{(7’1,...,7"80)+9JIF0 |T_1::E:6R/gm}
elde edilir. Boylece,
Cek(%) = {(7"1, - ,7‘50) —|—931F0 | r; € m}

={(r1,...,75) + R | (r1,...,75,) € ME}

= {0p,/mm

dir. Boylece,

©o doniisiimii birebirdir.
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©o doniigtimiiniin homomorfizma oldugunu gosterelim.

o Tso) + IMEY) + (1, .., 7y, ) + M)
’r;o) + ‘SIRFO)

Po(((r1, -
Po((r1y ... 7sy) + (r;, o
Po((r + 7“/1, B 7";0) + MFy)

dir. ¥y’ 1n tanimindan,
wolr: + 7’,1, N r;o) + MM

S0
i=1
S0 S0
= (Zrimi + MM) + (Zrimi + MM)
i=1 i=1
elde edilir. Boylece
=Po((r1,...,7s) + MEY) —1—%((7“/1, . ,7“;,0) + IMFY)

dir.
7 € R/ alahm. Burada 7 = r + 901 dir.

Po(T.((r1,...,7s) + MFy))

©o nin tanimindan,
=0o((rry,...,rrsy) + ME)

= po(rri,...,rrs) + MM

S0
= (rr)m; + MM € M/MM
=1

elde edilir. Boylece,
S0

=1

7(o(r1, - -

S Ts) + IMM)

Il
S|

.%((Tl, Ce ,TSO) + mF())

Buradan,
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©o homomorfizmadir.
©o 1izomorfizmadir.

K; := Cek(ipg) olsun.

Cek(po) = {(r1,...,75) € R* | po(r1,...,75) =0}

={(r,...,rs) € R | rymy + ... +ry,mso = 0y}

={(r1,...,75) € R | Tymy + ramy + ... F Ty, = Opgjomur }
={(r1,...,75) € R | 7101 + 723 + . .. + T M5 = Opgyomas }
={(r1,...,1s) € R |T Z---:EZGR/M}

={(r1,...,1s) € R® | 1; € M}
elde edilir.
(r1,..,7rsg) =71(1,0,...,0) +72(0,1,...,0) + ... +75(0,...

dir. Boylece,
K, C IMF,

elde edilir.

O halde, K sonlu iiretilmistir. Benzer sekilde,
v F=RY— Ky
S1
(7”1, ce ,7”51) — Zrzkz
i=1
orten doniisiimiinii tanimlayabiliriz.
Y
F1 — Kl — FO

elde edilir. Burada,
1= (poot): F1 = Fy

olsun. Boylece,

1(F1) = (po 0 ¥)(F1) = @o(¢(F1))
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dir. 1) 6rten oldugundan,

po(K1) C MFy

elde edilir. Buraya kadar,

FI 25 Fy 2% M —0

tam dizisini elde ettik.

Bu sekilde devam edilirse, M modiiliiniin minimal serbest ¢oziiliimiinii elde ederiz. [

3.4 Derecelendirilmis Modiillerin Coziiliimleri

3.4.1 Tanim. R bir derecelendirilmis halka ve M bir derecelendirilmis R-modiil

olsun. Fj, sonlu iiretilmis derecelendirilmis serbest 2 modiilleri

Fi = @ R(—j)>

JEL
ve ¢y, stfir dereceden homojen doniisiimler olmak iizere,

¥

coziilimiine M modiiliiniin derecelendirilmis serbest ¢coziiliimii denir.

M ideali, tiim pozitif dereceli elemanlarin iirettigi bir ideal iken
er(Fr) C MEy—
saglaniyor ise serbest ¢oziilim minimaldir.
Bik = Bjx(M)

sayilarina M modiiliiniin derecelendirilmis Betti sayilar1 denir ve
B(M) = Bjs(M)
J

sayisina M modiiliiniin k. Betti sayis1 ad1 verilir.

3.4.2 Teorem. (Derecelendirilmis Hilbert Sizigi Teoremi) R = klzy,...,x,]
olsun. Her sonlu iiretilmis derecelendirilimis R-modiiliin en fazla n uzunlugunda

derecelendirilmis ¢6ziiliimii vardir.

ispat: [11] O
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4. SERBEST COZULUMLERIN HESAPLANMASI

Bu béliimde, serbest ¢oziiliimlerin hesaplanmasi hakkinda bilgi verilecektir. Temel

tanimlar ve ornekler anlatilirken [11], [12] kaynaklar kullanilmistr.

4.1 Bir Idealin Serbest Coziiliimii

Bu boliimde, bir idealin serbest ¢oziiliimiiniin hesaplanmasi lineer cebir kullanilarak
anlatilacaktir.

Z=(Fyi,...,Foys). R halkasinin bir ideali olsun.
Vo - R -7 C R}

(Gl, R 7Gt0) — QO()(Gl, R >Gt0) = GlF()’l + ...+ Gt0F07t0

Gy

= [F071 - FO,to] .
Gy,

seklinde R modiil homomorfizmasi olusturabiliriz.

o doniistimii ile ilgili gbzlemler yapalim.

(1) Cek(gpo) = {(Gl, ey Gt0> ’ QOO(Gl, ey Gt()) = G1F071 4+ ...+ GtgFO,to = O}

={Fo1,..., Fos 1n biitiin sizigileri}
= 7 idealinin birinci sizigi modiilii
(ii) Cek(yp), R’ sonlu iiretilmig altmodiiliidiir. Bu durumda,
Cek(po) =< Fi1,... . Fig >= {G1ﬂ+...+6’tlh | G; € R}
olacak sekilde E e h vardir.
(iii) Cek(yg), A matrisinin sifir uzay: gibidir.
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Boylece,
QY1 - Rtl — Cek(@o) - Rto
(Gl, . ,th) — QOO(Glu . ,th) = Gl&—i_ Lot GtOFLtl
G

= F171...F17t1] :
Gy,
doniigiimiinii tammlayabiliriz.
Burada da asagidaki gozlemleri yapabiliriz.
(i) Cek(ip1), ikinci sizigi modiilidiir.

(ii) Cek(p1), Cek(pg) 1 iireteglerinin arasindaki bagintilar 6lger.

(iii) Cek(¢1) sonlu iiretilmistir:

olacak sekilde Fy 1, ..., Iy, € Cek(py) vardir.
Yine iistteki gibi,
p1: R — Cek(py)
doniisiimiinii elde ederiz. Coziiliim, Hilbert Sizigi Teoremi geregince sonludur.

4.1.1 Tanm. Z C k[zy, ..., z,| homojen idealinin minimal derecelendirilmis serbest

coziilimi,

0= F 2SR, 2 RS RS T S0

seklindedir ve
e [ <n
* ;, R’de bir matris
e [, =R(—d;1)@... 0 R(—diy)

sartlarini saglar.

4.1.2 Tamm. [3; ;(Z) seklindeki Betti sayist, Cek(y;_1) modiiliiniin minimal
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tireteglerinin sayisidir.
4.1.3 Ornek. R = k[z,y, z] halkas1 ve Z = (22, 4>, z) ideali i¢in minimal serbest

¢oziilimii olugturahm. Z idealinde, 2? = Fy;, y*> = Fya, 2 = Fp3 olsun.

¢0:R3:t0—>I§R

G
Yo Go =G1.Fy1 +Gafpo + Gs. Fos
Gs
doniiglimiinii olugturalim.
G Gy
Cek(pg) = Ga| | o Go =G1.Fy1 +Gofyo + Gs.Fp3 =0
G's Gs

Cek(go), 1. sizigi modiiliidiir.

y: oz 0
2 0 | 0 =
0 -z Y 1 sxs=ty
Buraya kadar olusan serbest ¢oziiliim,

y: oz 0
-2 0 z

2 2 2,2

R3:t1 L Y R3:t0 [.Z' Y ] T 0

seklindedir.

Cek(p), R® modiiliiniin sonlu iiretilmig altmodiiliidiir. 3 F} 1, Fy 5, F} 3 igin,
Cek(po) =< Fiq1, Fi2, Fi3 >
dir. Bu durumda,
Cek(pg) = {G1.F11+ Go.Fio+ G3.Fi 3 | G; € R}

olur. Simdi,

¢1: R=" — Cek(pg) € R

(G1,G2,G3) = 01((G1,Ga,Gs)) = G1.F11 + Go. Fi o + G3.Fy 5
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doniistimiinii olusturalim.

Gy G,
Cek(py) = Gal | o1 | |G =G1.Fi1+GoFiog+Gs.Fi3=0
Gy Gy
Cek(gy), 2. sizigi modiiliidiir.
y> z 0 z
-2 0 z —y? =0
2 2 2
A P 7 1 3x1=1,
elde edilir. Buraya kadar ¢oziiliim,
z y? z 0
—? -2 0 2
2 2 2 2,2
o L7 g L0 0 2 e 0 A

seklindedir. Cek(¢;), R? modiiliiniin sonlu iiretilmis altmodiiliidiir. 3 Fy 1, F o, Fy 3 igin,
Cek(p1) =< Foq, Fo, Fi3 >

dir.
Cek(p1) = {G.For + Go.Foy + Gy.Frs | G € R}

olur. Simdi,

@y 1 R'=" — Cek(yp;) C R¥"
G 0o((G=Ga4 Gy + Gy.2)) = G.Foq + Gy.Foo + Gy.Fys
(;ek(<p2) = {G | (pQ(G) = Gll.FQ’l + G;.FQQ —|— G;.Fg,g = 0}

dir.

elde edilir. Burada,

dir. Boylece,

2 y: oz 0
—? -2 0 z
2 0 —22 —y? 2 2 7

0 R L1, pien y RPN -0

7 idealinin minimal serbest ¢oziiliimiinii elde ederiz.
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4.2 Bir Derecelendirilmis Modiiliin Serbest Coziiliimii
T = (Fo1,...,Fos,) der(Fo;) =dy,; dereceli homojen ideal olsun.
o R(—do1) ® R(—do2) ® ... R(—doy,) = (Foa,..., Fou) CR
(G1,...,Gy) = wo((Gh,y ..., Gyy)) = Gr.Fo1 + ... + Gy Foy,
doniiglimiinii tanimlayalim. ¢ doniisiimiiniin derecesi sifirdir:
(G1,...,Gy,), R(—dp1) ® R(—doa)® ... D R(—dpy,)
modiiliinde d dereceli homojen ideal ise, i’de
der(G;) =d —do;

dir.
gO((Gl, . ,Gto)) = Gl.F()’l 4+ ...+ Gto-FO,to

R’de d dereceli homojen elemandir.
Cek(gp()) =< Fl,la s 7F1,t1 >, R(_d()’l) D...P R(—d(lm)

modiiliiniin sirastyla, d; 1, . . ., d;, dereceli elemanlarindan tiretilmistir.

@Y1 - R(—d1’1> D...P R(_dl,tl) — CCk(QOl) - R(—do’l) b...P R<—d07t0)

G
(Gh,...,G) = [Fin ... Fig]-|:
G,
doniistimiinii tanimlayalim.
Cek(p;) homojen elemanlardan iiretilmistir. Bu sgekilde devam edilerek

derecelendirilmis modiiliin serbest ¢oziilimii elde edilir. Derecelendirilmis Hilbert Sizigi

Teoremi geregince bu ¢oziiliim sonludur.

4.2.1 Tanim. Sonlu iiretilmis M , R-modiiliiniin serbest ¢oziiliimii
Fio.F, 5 FE . —... -5 E

R-modiillerin homomorfizmalarinin bir dizisidir dyleki;
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(1) F sonlu iiretilmis F; R-modiillerinin bir kompleksidir.
(i) F tamdr.
(iii) M = Fy/Gor(p;) = Escek(y;)
kosullarini saglar. Bu ¢oziiliimii,
FioE5SF . RS HE—M-=0

seklinde de yazabiliriz.

M derecelendirilmis modiil ,/ derecelendirilmis kompleks ve
Fo/Gér(gpl) = M

izomorfizmasinin derecesi 0 ise ¢oziiliim derecelendirilmistir.

Simdi, derecelendirilmis serbest ¢oziilimii olusturalim. M sonlu iiretilmis serbest
modiil olsun.

Adim 1: My = M alalim. M, modiiliiniin m,, ..., m, homojen iireteclerini secelim.
ai,...,a, , my,...,m, ireteclerinin dereceleri ve Fy = R(—ay) @ ... ® R(—a,) olsun.

1 < j <rigin, R(—a,) nin 1-tireteci f; ile gosterilir. Boylece,

der(f;) = a;
olur.
1 <7 <rigin,
©o - FO — M
fi = m;

doniiglimiinii tanimlayalim.

Tiimevarim ile F; ve ¢, nin tanimlandigini varsayalim.

Adim i+1: M, = Cek(y;)

M; 1 modiiliiniin homojen tireteclerini [y, . . . , [ olarak secelim. ¢1,...,¢cs , l1,...,1s
tireteclerinin dereceleri olsun.

F/L'Jrl = R(—Cl) EB N EB R<—CS)
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1 <j<si¢in , R(—c;) modiiliniin 1-iireteci g; olarak gosterilir. Boylece,

der(g;) = ¢;
olur. 1 <5 < sigin,
Yit1 : Fiyr — Mg C F
9; =1
doniisiimiinii tanimlayalim.
Gor(piv1) C Cek(p:)
Cek(y;) C Gor(piy1) C My
4.2.2 Ornek. R = k[z,y] halkasi ve M = (2°, 2y, y°) i¢in R/M modiiliiniin R

tizerindeki derecelendirilmis serbest ¢oziiliimiinii bulalim.
Adm0: Fy=R
wo: R— R/M

Adim 1: Cek(ypg) modiiliinii bulalim.
Cek(po) = {r € R | po(r) = M}
—{reR|r+M=M}=M
= (2%, 2y, 9°)

elde edilir. 23, zy, 3y° elemanlar1 Cek(yp) modiiliiniin homojen iiretegleridir ve dereceleri

sirastyla 3, 2, 5 dir. F} = R(—3) & R(—2) @ R(—5) olsun.
f1'in 1-iireteci R(—3)
f2 'nin 1-iireteci R(—2)
f3 'tin 1-iireteci R(—5)
dir. Buradan,
der(fi) =3, der(f:) =2, der(fs) =5
elde edilir.

01 : R(=3)® R(—2)® R(—5) = R
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fi—a®
f2 = zy
fa =y
doniistimiinii tanimlayalim. Boylece, ¢oziiliimiin baslangicini elde ettik.

R(=3) ® R(—2) ® R(—5) "% R R/M — 0

Adim 2: Cek(y;) modiiliinii olugturalim. Cek(y;) modiliiniin homojen {iireteglerini
bulalim.

Cek(p1) C R(=3) ® R(=2) ® R(=5) =< f1, fa, f3 >
r € Cek(p1) C< f1, fo, f3 >

Buradan,
r=a.fi+B.fo+7.fs

elde edilir. = € Cek(¢;) oldugundan ¢;(z) = 0 dir.

or(a.fi+B.fa+v.f3) =0

1 homomorfizma oldugundan,

a1 (fi) + Boi(f2) +ve1(f3) =0

dir. Buradan,
a.xd + pay+vy° =0
a.x® = —y(B.ox+~v.yh)
elde edilir. Boylece,
ylor
dir. Benzer sekilde,
vy’ = —w(aa® + By)

52



dir.

yla=a=ya
zly=y=275
elde edilir. Burada, («, 3,v) = 1 dir.
a.z3 + B.xy + v.4° = 0 oldugundan a = y.a ve v = z.7 yerine yazilirsa,
yaz® + fry + 23y° = 0
elde edilir.
= zy(az® + B+ Fy*) = 0, (Burada zy # 0)
~ 2 ~o4
=ar”+p+7y =0
=fB=—-ar*—-3*€eR
£ nin her terimi 22 ya da y* ile boliinebilirdir.

/4 " 4

a=dy +a", "ty
B _ /B/y4+ﬁ//x2 +Bl,2y4 ’ 5*272 ve 6//*y4
,?:7/_'_,}///:[2’ ’}//'fZUQ
dir. ax? + 8 + Jy* = 0 denkleminde yerine yazilirsa,
(o/y4 + O//>$2 + (ﬂ'y4 +ﬂ”$2 +B$2y4) + (,}/ +7//x2)y4 =0
elde edilir. Buradan,

o'yta? + o2 + Byt + B + Byt + 4yt + "2yt =0
(o + B +9")2*y" + (o + B")a” + (B +7 )y =0
dir.
o + 3" terimleri y* ile boliinebilir olmadigindan,
a"+p5"=0
dir.
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B+~ terimleri 2 ile boliinebilir olmadigindan,
B+q=0

dir. Boylece,
(o' +6+7") =0

elde edilir.
Simdi, (o/,a”, 8, 3", 3,7',7") y1 bulahm. o” + 3" = 0 oldugunu varsayalm. Bu
durumda,

o =1ve s =—1

olabilir. Buradan,

olur ya da,

a"=0vep =0

olur ise, 8 + ' = 0 dir. Buradan,

olur. Bu durumda,
(0/7 0//7 5/7 ﬁlla 67 7/7 7//) = (07 17 07 _17 07 07 0)

(0/7 0//7 5/7 /8//7 Bu 7/7 7//) = (07 07 _17 07 07 17 0)
ya da,
(0/7 &//, 5,7 5//7 Ba 7,7 ’7”) = (17 07 Oa 07 _17 07 0)

(0/7 alla ﬂ/a ﬁlla Ba 7/7 P)//) = (07 07 Oa 07 _17 07 1)

elde edilir.
* (O/7 Oé”a 6/7 5”7 67 ’7/7 ’Y”) = <07 17 07 _17 07 07 O) olsun.

a=dy*+d" =a=1
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olur. Buradan,

a = ya oldugundan o =y
dir.
ﬁ:ﬁ/y4+5,/$2+5$2y4:>62—$2
ve
¥=9+7"2"=5=0
dir. Boylece,
(O{, Ba ’7) = (ya _an 0)
olur.
(o, a", 8, 8", 8,7',7") = (0,0, ~1,0,0,1,0) olsun.
a=dy'+ad =a=0
ﬂ —_ 6/y4 _'_6//x2 +Bx2y4 = B — _y4
ve
Y=+t =5=1
dir.
v = 27 oldugundan y = x olur.
(Oé, 67 7) = <0a —?/47 :U)
elde edilir.
(o a”, 8, 8", 8,7',7") = (1,0,0,0,~1,0,0) olsun.
a=dy'+a" =a=y
a = ya oldugundan, o = y° dur.
B — 6/y4 +5//$2 +Bx2y4 = B — —$2y4
ve
¥=9+7"2"=5=0
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dir.
(Oé, ﬁ? 7) = (957 _x2y47 0)

elde edilir.
¢ (0/7 O/IJ 6/7 6”7 67 7/7 f}//) = <07 07 07 07 _17 07 1) olsun.
a=dyt+ad" =a=0
= ﬁ'y4+ﬁ"x2+gx2y4 - —x2y4
ve
;)a/:,y/+,y//$2:>,~y:x2
dir.
~ = 27 oldugundan v = z? olur. Boylece,
(Oé, /87 7) = (07 _$2?/47 x3)
elde edilir.
o1 = (y,—2%,0)
02 = (Ou —947 l’)
03 = (y57 —$2y4, O)
04 = (07 —x2y4, 513'3)
diyelim. o3 ve 04, 01 ve 02’nin,
03 = y401 y 04 = $302

seklindeki lineer kombinasyonu oldugundan sadece o, ve 02’yi almak yeterlidir.

Boylece,
(ya _127 0) = yfl - $2f2
ve

(0,—y* 2) = —y'fo+ 2 fs
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Cek(y;) modiiliniin homojen iiretegleridir ve dereceleri,
der(y) + der(fi) =4

der(y*) + der(f2) =6

dir. Buradan,

Iy = R(—4) ® R(—6)

alalim. gy, g2, R(—4) ve R(—6) nin 1-iiretegleri olsun. Bu durumda,
der(gi) = 4 ve der(gy) = 6
olur. O halde,
2 R(—4) ® R(—6) — R(—3) ® R(—2) ® R(-5)
g yfi =2 f

go — —y4f2 +xfs

doniisiimiinii seklinde tanimlayalim. Boylece ¢oziiliim,

Y 0
g2yt 3
R4 o R(—6) L2 ") R 3y e R(-2)@ R(—5) =

haline gelir.

Adim 3: Cek(p5) modiiliiniin homojen iireteglerini bulahm. p, v € R igin

191 + v.g2 € Cek(ps)

dir. g; ve g, yerine yazilirsa,

w(yfi — a2 fo) + v(=y* fo+xfs) = 0
elde edilir. Buradan,
pyfi — pa’ fo — vyt fo+vafs; =0
pyfi+ (—pa® +vy') fo+vafs =0
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elde edilir. f1, fo, f5 lineer bagimsiz oldugundan,
py =0, —ux2+l/y4:O, ve =10

dir. Buradan,
elde edilir. O halde

dir. Boylece,

[x?’ Ty y5]
e

0 R(—4)BR(~6) — "L R 3)eR(-2)@R(-5) R— R/M 0

derecelendirilmis serbest ¢oziiliimii elde ettik.
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5. MCCOY TEOREM

Degismeli halkalar tizerindeki lineer cebirde, N. H. McCoy’un arastirmalar1 oldukca
onemli ve etkileyicidir [13], [14].

Bu boliimde, degismeli halkalardaki injektif matrisleri karakterize eden McCoy
Teoremini ve ispatin1 detaylica anlatacagiz. Bu amagla, serbest modiillerin
homomorfizmalarinin birebirligi ve ortenligi ile ilgili bir teoremi vermeden dnce teoremin
ispatinda kullanilacak olan yardimci teorem ile baglayalim.

5.1 Yardimci Teorem. [15] E, F sonlu iiretilmis R-modiiller ve
o E—F

bir modiil homomorfizmasi olsun. Bu durumda, ¢ homomorfizmasinin drten olmasi icin

gerekli ve yeterli kosul R’nin her 9)t maksimal ideali i¢in
¢: E/ME — F/MF

orten homomorfizma olmasidir.

Ispat: ¢ homomorfizmasinin drten oldugunu varsayalim.

Gor(¢) = F/IMF

oldugunu ispatlamaliyiz.

¢ orten ise Gor(¢) = F dir.
Gor(¢) = {p(x +ME) | z + ME € E/ME}
={o(x) + MF | ¢(z) € F}

= F/MF
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Tersine,

¢: E/ME — F/MF
orten homomorfizma oldugunu varsayalim.
Gor(¢) = F,
buna denk olarak,
F/Gér(¢) = (0)

oldugunu ispatlamaliy1z. Oncelikle, R’nin her 9t maksimal ideali icin

M.(F/Gor(¢)) = F/Gor(o)
esitligini gorelim.

M.(F/Gor(4)) € F/Gor(9)

oldugu agiktir.

x € F olsun. Varsayimdan,

Gor(¢) = F/IMF
oldugundan,
z+ MF = ¢(y + ME)

olacak sekilde y € E vardir. Buradan,
r+MF = ¢(y) + MF

= ¢(y) —x € MF
S o(y)—z=2, 2€MF
=z +z = ¢(y) € Gor(¢)
=z + Gor(¢) = —z + Gor(¢) , —z € MF
= F/Gor(¢) C M.(F/Gor(¢))

elde edilir.
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R halkasmin bir tek maksimal ideali, 9)1, oldugunu varsayalim. 2.4.8 Nakayama
Yardimci Teoreminden, F', R iizerinde sonlu iiretilmis modiil ve 9MF = Fise F' = (0)

oldugunu biliyoruz. Bu durumda da, F'/Gor(¢) sonlu iiretilmis bir modiildiir.
M.(F/Gor(¢)) = F/Gor(¢)

oldugundan,

F/Gor(¢) = (0)

olur. R bir lokal halka olsaydi, ispat bitmis olurdu. Her 901 maksimal ideali i¢in

lokalizasyondan ve bir modiil lokal olarak (0) ise (0) modiil olmak zorundadir sonucundan

ispat tamamlanmuis olur. U
Simdi, teorem ile devam edelim.

5.2 Teorem. [15] R bir degismeli halka ve A € Mat(n, m) olmak iizere,
¢: R™ — R
T o(r) =Ax
bir R-modiil homomorfizmasi olsun.

(i) m > n ve Z,(A) R’nin, A matrisinin n X n-minérleri ile iiretilen bir ideal olsun.

Bu durumda, ¢’nin 6rten olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul Z,,(A) = R olmasidir.

(ii)) m < n ve Z,,(A), R’nin, A matrisinin m X m-mindrleri ile tretilen bir ideali
olsun. Bu durumda, ¢’nin birebir olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul Z,,(A) nin

stfirlayicisi, sifir elemanidir.
ispat:
(1) 5.1 Yardimci Teorem’den
¢: R™/MR™ — R"/MR"

doniigiimiiniin orten doniisiim olmasi icin gerekli ve yeterli kosul Z,,(A) = R

oldugunu ispatlamak yeterlidir.
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R /9 cisim oldugundan,
¢: R™/MR™ — R"/IMR"

doniislimii ortendir.

< Rank(p) =n

< Rank(A) =n
< R’nin her M maksimal ideali i¢cin 97 modiliine gore A’nin (n X n)-alt
determinantt sifir degilidir. Boylece, A’nin bir (n x n)-minorii 9’de olamaz.
Sonucta,

Z.(A) =R
olur.
(i) Simdi,
¢ birebir degildir. < ¢(z) = 0 olacak sekilde € R™/(0) elemani vardir.
Bu da,
Az =0

lineer denklemlerinin homojen sisteminin bir asikar olmayan z ¢oziimii vardir,

demektir. ]

Ustteki ifadeyi ispatlamak i¢in McCoy Teoremi yeterlidir:

5.3 Teorem. (McCoy Teoremi) Az = 0 homojen sisteminin agikar olmayan bir
¢Oztimiiniin olmast i¢in gerekli ve yeterli kosul S fr(Z,,,(A)) # {0} olmasidur.

Ispat: A = (a;j) € Mat(n,m) olsun. (by,...,by,)'nin by # 0 ile Az = 0

sisteminin bir agikar olmayan ¢6ziimii oldugunu varsayalim. A matrisinin m mertebeli

determinanti d olsun:

a1 ... Qim
d =

Ap1  -.. Apm
Bu determinantin elemanlariin A’nin ilk m satirindan geldigini varsayalim. Bu durumda,

m

Zaijbjzo, ].SZSTL

j=1
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esitliginin i. denklemi olan

aﬂbl + Gigbg + ..+ aimbm =0

esitligini, d’deki A,

ai a2 e a1(k—1) A1(k+1)
Ay = Ae—11 AGE-1)2 -+ A>G-1)(k=1) @>(-1)(k+1)
' Ai+1)1 Qa+1)2 - G1)(k-1)  Q(i+1)(k+1)
am1 Am2 -+ (Am(k-1) Am(k+1)

escarpani (kofaktorii) ile carpilip toplanir ise, j # h iken,
alelh + anggh + ...+ amjAmh =0

oldugundan

br.d =0

elde edilir.

Q1m

A(i—1)m
A(i+1)m

(5.1)

Benzer sekilde; b;, A’nin m mertebeli tiim alt determinantlarini sifirlar.

Sonugta; by, Z,,(A) y1 stfirlar, deriz.
Tersine, 0 # b € R’nin Z,,(A)’y1 sifirladigin1 varsayalim.

b, A’nin tim elemanlarini sifirladigindan
(b,b,....b)

A.xz = 0 sisteminin agikar olmayan bir ¢oztimiidiir.
Diger yandan, 7 sayisini

b.det(B) # 0

iken A’nin bir r x r-alt matrisi B, olacak sekilde maksimal secelim

denklemi eklenebileceginden r < n varsayalim. Ustelik, B matrisini

a1 ... iy
B =

Ary .. Qpp

63

. Gerektiginde sifir



olacak sekilde, A’nin sol iist kogesi olarak alalim. A matrisinin (r + 1) x (r + 1) alt

matrislerini diisiinelim.

C1 = A(r—i—l)l; cee 5 Cpa1 = A(r+1)(r+1) = det(B)

escarpanlart olsun.

ri=be, 1<i<r+1
z; =0, r+2<1<m

A.x = 0 sisteminin asikar olmayan ¢oziimleridirler:
Lyl = b.CT+1 = bdet(B) # 0

oldugundan asikar degildir.

r1 =b.cy,...,x, =b.c,

(5.1) esitliginden, A.x = 0 denklemini saglar. Kalan denklemlerde, A’nin herhengi bir

(r 4+ 1)-mertebeli minorii b tarafindan sifirlandigi i¢in saglanmus olur. O
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6. BIR KOMPLEKS NE ZAMAN TAM OLUR?

Bu bolimde, Buchsbaum-Eisenbud’in “Bir kompleksi tam yapan nedir?”
makalesindeki [3] tamlik teoremini anlatacagiz. Bu teorem, bir Noether halkasi lizerindeki
sonlu iiretilmis serbest modiillerin olusturdugu bir kompleksin tamligin1 belirlemek icin

bir kriter verdiginden olduk¢a énemlidir.

F:0opF p 2 R 6.1)

sonlu iiretilmis F; serbest R-modiillerinin bir kompleksi olsun. Bu kompleks ne zaman
tam olur? Bir bagka deyisle, bu kompleksin tamligim1 belirlemek i¢in doniisiimler ve

modiiller iizerindeki sartlar nelerdir?

6.1 Tamhik ve Rank Sifirlik Teoremi

Bu boliimde, oncelikle R halkasinin bir & cismi oldugu durumu inceleyelim.
Bu durumda, F;, R-modiilleri; Fj, k-modiilleri, yani, sonlu boyutlu vektor uzaylaridir.

Boylece; F' kompleksi, sonlu boyutlu vektor uzaylarin bir kompleksi olur.

6.1.1 Tammm. V', IV bir k£ cismi iizerinde vektor uzaylar ve
T: V=W

bir lineer doniisiim olsun.
Rank(7") = Boy(Gor (7))
Sifirlik(7") = Boy(Cek(T'))

olarak tanimlanir. Eger doniisiimleri, temsilci matrisleriyle diisiiniirsek, bir doniisiimiin
ranki, bu doniisiimii temsil eden herhangi bir matrisindeki sifir olmayan en biiyiik

mindriiniin boyutudur.
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6.1.2 Teorem. (Rank ve Sifirlik Teoremi) V', bir k cismi iizerinde sonlu boyutlu

vektor uzay, W vektor uzay ve

T: V=W

bir lineer doniisiim ise,
Boy (V') = Rank(T) + Sifirlik(T")
veya buna denk olarak
Boy (V') = Boy(Cek(7")) + Boy(Gor(T))

dir.

F kompleksinde, kompleks tanimindan,
Gor(¢;) C Cek(¢pi—1)
oldugunu biliyoruz. F’in F} vektdr uzayinda tam olmasi i¢in gerekli ve yeterli sart,
Gor(¢2) = Cek(¢1) (6.2)

olmasidir. 6.1.2 Teorem’den

Boyy,(F1) = Boyx(Gor(¢1)) + Boyx(Cek(¢1))

(6.2)'den
Boyy(F1) = Boyg(Gor(¢1)) + Boyx(Gor(¢s))

elde edilir. 6.1.1 Tamim’dan
Rank(Fy) = Rank(¢1) + Rank(¢2)

yazabiliriz. Bunu, 1 < j < nicin uygularsak, F kompleksinin tam olmasi i¢in gerekli ve
yeterli kosul,
Rank(F;) = Rank(¢;) + Rank(¢j11)

dir.
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S C Rve S, R tamlik bolgesinin sifir olmayan elemanlarinin olusturdugu bir kiime ve
T
k=R;={-|reR, seS}
s
oldugunu varsayalim.
¢ns ¢n—1s

Fs: 0= F,, — F,, — ... = F{,

Fs, k cismi iizerindeki vektor uzaylarin bir kompleksi olsun. F, R {izerinde tam ise,

[9T’dan Fy, k cismi lizerinde bir tam dizidir. Boylece,
Rank(F;,) = Rank(¢;,) + Rank(pit1,)
yazabiliriz. [9]’dan
Rankg(F) = Rankpg,(F})
elde edilir ve R tamlik bolgesi ise,
Rank(¢;) = Rank(¢;,)

oldugundan

Rank(F;) = Rank(¢;) + Rank(¢;+1)

elde edilir. Boylece,
Rank(F;) = Rank(¢;) + Rank(¢;+1), 1<j<n

F kompleksinin tamlig1 i¢in dogal olarak gerekli kosuldur.

6.2 Tamlik ve McCoy Teoremi

R halkasinin bir tamlik bolgesi olmadigini varsayalim. Bu durumda, F kompleksinin

tam olmasi icin

Rank(F;) = Rank(¢;) + Rank(¢;11) ., 1<j<n

67



kosulunun gerekli oldugunu gorelim.

n = 1 durumu ile baglayalim.

F 0L R E
F tam oldugundan,

Gor(0) = Cek(¢1)
dir. Burada

Cek(¢1) = {0}

dir. Boylece, ¢; doniisiimii birebirdir. F;’ler serbest R-modiil oldugundan,

F,=R" Fy=R"

S e I anmxm)

Q1m X1
Q2m X2

a x
nm nxm m
=A

yazabiliriz.
m $1 n
0—>R"™ =R
(T1, T, ..., ) — (@121 + ...+ ATy - - -
ailz Qa2
ag1  A22
gbl('rlv Loy ... 7$m) -
anp1  Ap2
dir. Buradaki matrise,
aijpr Q12 ... QAim
21 Q22 ... QA9m
ap1 Ap2 ... (npm

diyelim. Boylece,

F tamdir < Cek(¢1) = {Oga} = {(0,...,0)}

= Cek(¢1) = {(Z‘l, X9, ...

 Tm) € R™ | (21, 29,...,2,) = (0,...,0)}

111 + a9x9 + ...+ ATy = 0

& Cek(¢r) = ¢ (x1,22,...,2y) € R™

a21T1 + Q2222 + ... + QomTm = 0

ap1T1 + Qoo + ... + AT, = 0
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& a1 + apxe + ..+ Gy, =0

& a1 + a2+ ... + a9y =0

E A1 T1 + Ao + ...+ AT = 0

denklem sisteminin asikar ¢oziimii vardir.

Boylece, F tam olmas i¢in gerek ve yeter kosul katsayilar matrisi,

a1 Qa1 ... QAim

a21 Q29 ... QA9m
A= | .

Ap1 Ap2 ... Apm

olan m-bilinmeyenli n-lineer denklemden olusan homojen sistemin asikar olmayan
¢Oziimii yoktur.

Bu kosul, McCoy Teoreminin tam olarak devrik ifadesidir. Bir bagka deyisle:

F’in tam olmasi i¢in gerek ve yeter kosul A matrisinin tim m x m’lik 6 mindrleri i¢in

r.0 = 0 olacak sekilde 0 # r € R elemani1 yoktur.

6.3 Noether Halkalar1 ve McCoy Teoremi

McCoy Teoreminin, Noether halkalarindaki ifadesini vermeden O6nce onemli bir

teorem verelim.
6.3.1 Teorem. R bir Noether halkasi olsun. R halkasinda sadece sifir bolenlerin

olusturdugu bir ideal R’nin sifir olmayan bir elemani tarafindan sifirlanir.

Z, A matrisinin (m x m)-minorleri tarafindan iiretilen bir ideal olsun. Eger, 7 ideali
sifir bolen olmayan bir eleman igeriyor ise iistteki teoremden J tamdir.

R halkasimin bir Noether halkast ve /’nin tam oldugunu varsayalim. Bu durumda,

McCoy Teoremi’nin devrik ifadesinden,

rZl =0
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olacak sekilde 0 # r € R eleman1 yoktur. Bu durumda, 6.3.1 Teorem’den Z ideali sadece
sifir bolenlerden olugsamaz, yani, Z nin i¢inde bir sifir bélen olmayan eleman vardir.

Boylece, uistteki bilgilerden asagidaki sonuca varilabilir.

6.3.2 Teorem. R bir Noether halkasi ve
m é1 n
0—-R"™ =R

sonlu tretilmig serbest /2-modiillerinin bir kompleksi olsun. Bu durumda, bu kompleksin
tam olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul Z,,,(¢;) idealinin sifir bélen olmayan bir eleman
icermesidir.

Simdi, n = 2 durumunu goz Oniine alalim ve F kompleksinin tam oldugunu

varsayalim.
0> F4SE
fi=¢'(f1)

kompleksi tam ise, G herhangi bir sonlu iiretilmis serbest modiil olmak iizere, F de
FQZGVCFl :G@Fll
alirsak,

0 2 F 2 F,
G—GaF
g+ (9,0)
(9, f1) = &1(9, 1) = ¢'(f1)

tam dizisini elde ederiz. Gergekten de,
Cek(¢1) = {(g, f1) | d1(g. /1) = 0}

= {(g. f1) 1 &'(f1) = 0}
¢, birebir oldugundan,
={(g. f1) [ /i =0}

={(9,0) | g € G} = Gor(¢p2)
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dir.
Rank(Fy) = Boy(Gor(¢2)) = Rank(¢2)

Rank(Fy) = Boy(Gor(¢1)) + Boy(Gor(¢2))
= Rank(¢1) + Rank(p2)

Boylece, bu durumda da rank kosulu saglanmis olur.

Simdi, regiiler dizi ve derinlik tanimlarini verelim.

6.3.3 Tammm. R bir halka, M, R-modiil olsun. zi,...,x, R’nin elemanlarinin bir

dizisi olmak iizere,
i) (x1,...,2x. )M # M veya M/(xq,...,2,)M #0
(i) z,, M/(xq,...,x,)M-regiler

sartlar1 saglaniyorsa x4, . . . , z,- dizisine regiiler dizi denir.
7, R halkasinin bir ideali olsun. M # ZM ise, x1,...,x, € Z olan M — dizisinin

maksimal n uzunluguna M ’nin Z— derinligi denir.

v € Fy alalim.

¢2(v) = (v,0) = v.(1,0) +0.(0,1)
olarak yazilabileceginden,
v
elde edilir. Buradan,

Z(¢e) =<1>=R

olur.

Simdi, yine F’nin tam ve Z(¢,) & R oldugunu varsayalim.
M = GOT(¢1)
olarak alalim. Bu durumda,

022 Moo
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M modiiliiniin bir serbest ¢oziiliimiidiir. Eger,
0— R™ 2 £, 2% Gor(¢y) — 0
alirsak, R tamlik bolgesi olmadigindan, sifir bolen olmayacak sekilde x € Z,,(¢2) vardir.
Gor(¢p1) = M C F,
Bu durumda; =, M iizerinde bir sifir bolen degildir. Boylece, R/z R halkasi iizerinde,
0 FyfaFy 2 FyJaF, 25 MjeM — 0

tam dizidir. Burada ¢/ doniistimii,

o, Fi/aF; — Fiy[2F

a+xF; — ¢;(a) +xF;,_4
seklinde tanimlidir. McCoy Teoremi’ni R/x R halkasi i¢in uygularsak,

Iin(95) = Im(¢2)/zR

idealinde sifir bolen olmayan bir eleman vardir. Bu elemana ¢y’ diyelim.

Y € In(9s) = Im(¢2) /xR

Burada y € Z,,(¢-) icin,
vy =y+aR

elde edilir. Boylece; x, R halkasinda sifir bolen olmayacak sekilde x,y € Z,,(¢2)
elemanlar1 vardir. y eleman1 da R/xR halkasinda sifir bolen degilir. Boylece, x,y bir
regiiler dizi olusturur.

t = Rank(¢1) oldugunu varsayalim. Boylece, n = 2 durumunda eger F tam ise,
(i) Rank(F;) = Rank(¢;) + Rank(¢;j11), 1 <j <2

(ii) Z,,(¢2) = R veya Z,,(¢2) uzunlugu 2 olan ve Z;(¢;) uzunlugu 1 olan regiiler dizi

igerir.
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sartlarin1 saglamasini bekliyoruz.
Ana teoremi ve ispatin1 vermeden Once, teoremin ispat1 i¢inde gerekliligi hissedilen

son bir 6zel durumu inceleyelim.
F0-FE2 R %20

n = 2, Rank(F;) = m ve Z,(¢2) nin uzunlugu 2 olan bir regiiler dizi icerdigini
varsayalim.
Bu durumda, Z,,(¢2) sifir bélen olmayan bir eleman igerir ve McCoy Teoremi’den ¢»
birebirdir.
z € Cek(¢p) olsun. Asagidaki ozelligi saglayan ve sifir bolen olmayan bir x
elemaninin oldugunu gosterebildigimizi kabul edelim:
u € F5 i¢in,
T2 = ¢a(u)
dir.
¢; cFjaF — FioyJoFi
a+xF; — ¢;(a) +xF;,_y

doniistimiinii kullanirsak,
¢y(u') = Py(u+ xF)
= ¢o(u) + xFy
=x.2+ xF]
ve x.z € Cek(¢1) C F; oldugundan
¢5(t) = O /or,

elde edilir.
Diger yandan, J = (Z,,(¢2), x) ideali i¢in

J/zR = Tn(¢)

i¢cinde sifir bolen olmayan bir eleman vardir.
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Bu durumda, McCoy Teoreminden ¢/, birebir olur. Boylece,
u' = 0p, jam

elde edilir. ©' = u + xF, den

:>UEIF2

v € F5 i¢in,

= U=V

elde edilir. Sonucta,

.2 = ¢o(u) = Pa(x.0) = xPa(v)
= 2z = ¢o(v)
= 2z € Gor(¢s)
= F tamdur.

elde edilirr Bu z elemanini bulmak i¢in bir sonraki boliimde bir yardimci teorem

verilecektir.

6.4 Buchsbaum-Eisenbud Teorem
R bir Noether halkas1 ve
¢n71

F 0= F 2 p 2y 2R

sonlu {iiretilmig serbest R-modiillerinin bir kompleksi olsun. R, k& boliim cismi ile bir

tamlik bolgesi oldugunda, F’nin k cismi iizerinde tam olmasi icin
Rank(F;) = Rank(¢;) + Rank(¢j41) , 1 <j<n

olmasinin gerekli ve yeterli sart oldugunu gordiik. Yine, 6zel olarak eger S, R’nin sifir

olmayan elemanlarinin olusturdugu bir kiime oldugunda,

1<j<n igin Z(p;) NS # &
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veE

Fs tamdir < Rank(F;) = Rank(¢;) + Rank(¢ji1)

dir.

Birazdan verecegimiz 6.4.3 Yardimci Teorem, Onceki boliimde bahsettifimiz x
elemanin1 bulmak icin bize bir yontem saglarken, iistteki gozlemlerimizin ’nin tamhik
bolgesi olmadigr durumlara da genisletebilmemize olanak saglayacaktir. 6.4.3 Yardimci

Teoremi vermeden dnce bir bagka Yardimci Teorem ile baglayalim.
6.4.1 Yardimc1 Teorem. (R, P) bir lokal halka ve
¢:R"— R"

bir doniisiim olsun. r > 1 oldugunu varsayalim. vy, ..., v, vektorleri, ¢ doniislimiiniin
goriintii kiimesindeki siitun vektorler ve bu vektorlerin direttigi alt modiil V' C R"™ olsun.

A da buna karsilik gelen n x r matrisini gostersin. Yani,

¢: R"— R"
ay; a2 ... QA1 ... QAim I
91 A2 ... QA9r ... QA9m i)
(T1, oy T) = | .
Ap1 Qp2 ... Qpr ... Apm Tm
Bu durumda, asagidakiler denktirler:
(1) v1,...,v, vektorleri, R" nin bir bazina genisletilebilir.

(i) V, R™ nin ranki r olan serbest toplananidir.
(iii) A’nin, R’de tersinir olan bir 7 X r minorii vardir.
Ustelik, Rank(¢) = r ve iistteki kosullardan herhangi biri saglaniyor ise,
Gor(¢) =V

R™’nin ranki r olan bir serbest toplananidir.

Ispat: (i) = (ii)
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{'Ul,’l)g, ..

-5 Up, W1, W2, . .

., Wp—rp’nin R™ i¢in bir baz oldugunu varsayalim. Bu

durumda; W, w;’ler tarafindan tretilen alt modiil olmak tizere,

dir. Bu esitligi gorelim:

= (Y1, Y2, - - -

olacak sekilde a4, . .

dir ve

oldugundan

elde edilir.

R"=VaoW

(Y1, Y2y - -+, Yn) € R™ = Sp(v1,v2, ..., 00, W1, Wa, ..., Wy_y)

Urs Yrdds - -y Yn) = Q101 + QU3 + ... + QpUp + QW1 + ..o F QpWy
s Qpy Qpyt, ..., 0y € R elemanlan vardir. Boylece,
R"CV+W
R"DOV+W
R'"=V4+W

v € V. NW olsun. Buradan,

veE

elde edilir. O halde,

dir. {Ul, Vo, ..

dir.

v=cvi+...+cv. €V

v = d1w1 + ... +dn,1wn,r eWw

v+ ...+ v+ (—dy)wy + ..o+ (=dp—1)wy—p =0

<y Up, W1, W2, .

.., Wy, } baz oldugundan lineer bagimsizdir. Bylece,

c;=0ved; =0

Vnw ={0}
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elde edilir. Bu durumda,

R'"=VeaeW

olur. Buradan, V', R" ’in ranki r olan bir serbest toplanani olur.

(ii) = (iii) V" nin, R" 'nin ranki r olan bir serbest toplanani oldugunu varsayalim:
R'=VeoW

R" °de V’nin W tiimleyeni projektif modiil ve sonlu iiretilmis projektif modiiller R

lizerinde serbest oldugundan, v;’ler ve w;’ler R" i¢in bir baz olacak sekilde,
Wiy evw s Wy € w

elemanlarini bulabiliriz.

B=[Anw -] ..

ise, det(B) tersinirdir. [9]

= det(B) sifir bolen degildir.
= det(B) € I,(A)
= Z.(A) ¢ P (Aksi durumda, P = R olur.)

Bu durumda, A’nin bir 7 X r minorii tersinirdir.

(iii) = (i) A matrisinin bir (r X 7)-mindrii 6’ nin tersinir oldugunu varsayalim.
=d0¢P

§'=5+P#0, § ck=R/P

elde edilir. vy, ...,v, € V C R"igin,

R" — R"/PR"
V; > U,;
alalim.
vy, ..., v, R"/PR" k-vektor uzayina lineer bagimsizdirlar:

avi+...+eu. =0, ¢ ek
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= c¢i(vy+ PR") 4+ ...+ ¢ (v, + PR") =0+ PR"
= (qu+...+¢v.)+ PR"=0+ PR"
=cv1+...+cv, =0

{v1,...,v,} lineer bagimsiz oldugundan,
C;, = 0

elde edilir. Bu durumda, R" /P R"’deki goriintiileri v} vektorleri ile birlikte "/ PR™ igin
bir baz olacak sekilde

n
wl?"'awn—reR

vektorleri bulabiliriz. Boylece bu baza karsilik gelen matrisinin determinanti £’da sifir
olamaz. Buradan, bu determinant R’de tersinirdir.
Sonugta, {vy, ve, ..., V., w1, W, ..., Wy}, R igin bir bazdir.

Rank(¢) = r ve sartlardan birinin saglandigini varsayalim.

¢:R" — R"
g

(X1, .oy T) [Anw

o ']nxm '
Tm

w € Gor(¢) ise, A matrisine ekstra w siitun vektoriinii ekleyelim. Bu yeni matris A’ olsun.
Rank(A’) > r oldugundan A’ matrisinin tim (r x r)-minérleri sifirdir. §, A nin
herhangi bir (r X r)-mindri ise, dy,...,d,’ler A nin tipki Cramer kuralindaki gibi w

vektoriinii A nin siitun vektorlerinin yerine yazarak elde edilen minorleri olmak tizere
ow =0 + ...+ 00,
yazilir. (iii). kosuldan, 6 A nin bir (r X 7)-mindrii i¢in tersinir olacagindan,
weV

elde edilir. 0
Simdi, {iistteki Yardimci Teoremin 6.4.3 Yardimci Teoremdeki kullanilis seklini

ispatsiz olarak verelim.
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6.4.2 Onerme. ¢ : F — G serbest R-modiil homomorfizmasi ve P asal ideal olsun.
Bu durumda,

() Z:(¢) € P olmasi igin gerekli ve yeterli kosul (Gor(p))p, Gp’nin ranki ¢ olan

bir serbest direkt toplanini kapsamasidir.

(i) Ziy(¢) € P ve Zi11(p)p = 0 olmasi icin gerekli ve yeterli kosul (Gor(y))p,

G p’nin ranki ¢ olan bir serbest direkt toplanani olmasidir.

(iii) Rank(p) = r olmasi igin gerekli ve yeterli kosul Derinlik(Z.(p)) > 1 ve
Z,+1(¢) = 0 olmasidur.
6.4.3 Yardimci Teorem. R bir Noether halkasi, S C R sifir bolen olmayan
elemanlarin kiimesi ve

FO0=F, 2 p Y L F%E

sonlu iiretilmis serbest R-modiillerinin bir kompleksi olsun. Bu durumda, F; dizisinin

tam olmasi icin gerekli ve yeterli kosul, her 1 < 5 < n igin,
(i) Rank(F}) = Rank(¢;) + Rank(g, 1)

(i) Z(¢p;) NS # @

kosullarini saglamasidir.
Ispat: n iizerinden tiimevarim yapalim.

n = 1 ve F, kompleksinin tam oldugunu varsayalim:

0= 2 R,

tamdir. Buradan,

Rank(F;,) = Rank(¢1,)

elde edilir.

Rank(F},) = Rank(F})

ve

Rank(¢;,) = Rank(¢)
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oldugundan

Rank(F}) = Rank(¢,)

elde edilir. McCoy Teoremi’nden Z (¢, ) sifir bolen olmayan bir eleman igerir.
= IL(¢,) NS # 2

:I(le)sms%g

dir. Diger taraftan,

Rank(F;) = Rank(¢1)

veE

L(p)NS # o

oldugunu varsayalim.

fSIO%FlsﬂS—)FOS

kompleksinin tam oldugunu goérelim.
I(¢1S) N S - I(¢1)S N S 7é %)

oldugundan McCoy Teoremi’nden F, tamdir.
Simdi, n > 1 ve F;’nin tam oldugunu varsayalim. Tiimevarim kabuliinden,

F’deki sonn — 1 terim, 2 < 5 < nicin,
(i) Rank(F};) = Rank(¢;) + Rank(¢; 1)
(ii) Z(¢,) sifir bolen olmayan bir eleman igerir.

Bu durumda,

Rank(F}) = Rank(¢;) + Rank(¢2)
esitligini ve

Z(¢1)’in sifir bolen olmayan bir eleman icerdigini gostermeliyiz.
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k = Rank(Fy)
r = Rank(¢2)
t=k—r
alalim.
Pe Ass(R)={PCR|Pasal, P=<0><r>,re€R}

olsun. Noether halkalarinda, R’nin sifir bélenlerinin kiimesi asal ideallerinin birlesimi

oldugundan [16] ve Z(¢5) sifir bolen olmayan bir eleman igerdiginden

I(¢2) £ P

elde edilir. P asal idealinde lokalizasyon yapalim.
6.4.1 Yardimci Teorem’den, Gor(¢2) p, (F7) p’nin ranki r olan bir serbest toplananidir.

Bu durumda, FY, ranki ¢ olan bir serbest Rp-modiil olmak iizere,
(F1)p = (Gor(¢2)p) & F]
yazilir. Fp kompleksi tam oldugundan,
2 (R 28 (R

Cek((¢1)p) = GOr((d2)p)
yazabiliriz ve boylece,
¢
Fll — (F())p

indirgenmig doniisiimii birebir olur. McCoy Teoremi’nden Z; (¢ ) sifir bélen olmayan bir

eleman icerir ve buradan da
i) € P
dir. Ustelik,
Gor(¢) = Gor((¢1)p)
olmasindan
Ziv1(d1)p =0
dir. Bu tim P € Ass(R) i¢in gegerli oldugundan Z;(¢;) sifir bolen olmayan bir eleman
icerir ve Zy 11 (¢1) = 0 dir.

Tersine,
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(i) Rank(F7) = Rank(¢;) + Rank(¢»)
(ii) Z(¢1) sifir bolen olmayan bir eleman igerir.

oldugunu varsayalim.

( Vs

—= (Fr)s — (F)s

kompleksinde,

Cek((¢1)s) C Gor((¢2)s)

oldugunu gérmeliyiz. Oncelikle z € Cek(¢;) alindiginda,
x.z € GOr(¢s)

olacak sekilde x € S oldugunu ispatlamak yeterli olacaktir. Oncelikle bu ifadeyi
ispatlayalim.

J = {r|r.z € Gor(¢s)}

kiimesini alalim. J, R’nin bir idealidir. Her P € Ass(R) igin J € P oldugunu gdstermek,
J , tamamen sifir bolen elemanlardan olusmaz demektir. Bu da, J N S # & olmadigi
anlamina gelir ki, listteki ifade boylece ispatlanmis olur.

P € Ass(R) olsun. P idealinde lokalizasyon yapalim:

(¢>2) ( P

— (F1)p — (Fo)p

6.4.1 Yardimer Teoremdeki gibi F] ranki ¢ olan bir serbest Rp-modiil olmak iizere,
(F1)p = (Gor(¢2))p @ Fy
yazabiliriz. Boylece, (¢1)p’nin goriintii kiimesi ile ayn1 goriintii kiimesi olan
!

indirgenmis doniistimii vardir.

Z(¢)) = Z((d1)p) & Pr
oldugundan Z(¢}) sifir bolen olmayan bir eleman igerir ve boylece McCoy Teoremi’nden
A
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birebir olur. Buradan,
Cek((¢1)p) = Gor((¢2)p)

dir. Bir bagka deyisle,
z € Cek(p1) = zp € Cek(¢)p

= Zp € GOI'((¢2)p)
=J¢P
elde edilir. O

6.4.4 Teorem. (Buchsbaum-Eisenbud Teorem) R bir Noether halkas1 ve

F:0oF p 2% R R

sonlu iiretilmis serbest Z-modiillerin bir kompleksi olsun. F dizisinin tam olmasi i¢in

gerekli ve yeterli kosul, 1 < j < n igin
(i) Rank(F;) = Rank(¢;)+ Rank(¢ji1)
(i) Z(¢;) = R veyaZ(¢;), uzunlugu j olan bir regiiler dizi igerir.

sartlarinin saglanmasidir.
ispat: S C R ve S, sifir bolen olmayan elemanlarin kiimesi olsun. F tam dizi ise Fg

tamdir. 6.4.3 Yardimci Teorem’den 1 < j < nicin
(i) Rank(F;) = Rank(¢;) + Rank(dji1)
(i) Z(¢;) NS # @
dir. Boylece, her Z(¢;) sifir bolen olmayan bir eleman igerir.
1 <75 < nigin,
; € ()
sifir bolen olmasim. Eger Z(¢;) = R ise x; = 1 olarak alabiliriz.

T =21.29...Tp

alalim.
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Eger z = lise, Z(¢;) = R olur. Boylece ifadedeki (ii) saglanir.
Eger x # 1 ise, z sifir bolen degildir.

M = Gor(<b1)
olsun. Onceki boliimdeki tartismalarimizdaki gibi,
0= FyfaFy 5 By foFay 27 o FJaFy, S5 M/aM = 0

M /xM’nin R/zR iizerinde bir serbest ¢oziiliimiidiir. n iizerinden tiimevarim yapilirsa,
2 < j < nigin,
Z(¢;)/zR =R

veya

Z(¢;)/«R

uzunlugu j — 1 olan bir regiiler dizi igerir.
Buradan, 2 < j < n ig¢in,
I(¢;) = R

veya
Z(¢;), uzunlugu j olan bir regiiler dizi icerir.

Tersine, (1) ve (i1) kosullarimin saglandigini varsayalim. 6.4.3 Yardimci Teorem’den
Fs tamdir.

F’nin tamligin ispatlamak i¢in n tizerinden tiimevarim yapalim.

n = 1 oldugunda McCoy Teoremi’nden F tamdir.

n > 1 ise, timevarimdan,

Cek(¢1) € Gor(¢o)

oldugunu ispatlamak yeterlidir.

z € Cek(¢y) olsun. Fg tam oldugundan ve 6.4.3 Yardimci Teoremin ispatindan,
T.z € ¢o(u) , u € Fy

olacak sekilde = € S vardir.
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Yine onceki boliimlerdeki tartismalarimizdan, 2 < 7 < n i¢in,
(Z(¢;),x)/zR = R/zR
veya (Z(¢;), x)/z R, uzunlugu j — 1 olan bir regiiler dizi icerir.
Tiimevarim hipotezinden, (i) ve (ii), R/xR’deki n — 1 uzunlugundaki

0— Fn/l'Fn ﬁ) Fn—l/an—l :’5_71;1_> A FQ/%’FQ i2—> Fl/xFl

indirgenmis kompleksine uygulanir. Tiimevarimdan bu kompleks tamdir. R/x R iizerinde,

Gp(u) =0, u' € By/ak

/

= ¢3(w') = u

olacak sekilde w’ € F eleman: vardir. Tekrar R halkasina donersek,
u=¢3(w)+zv,veEF

= 2.2 = Pa(u) = Pa(P3(w) + z.v) = Po(z.v)
=z = ¢2(v)
z € GOr(¢p9)
dir. Boylece,
Cek(¢1) = Gor(¢)

elde edilir. ]

Simdi Buchsbaum - Eisenbud Teoremi ile ilgili bir 6rnek verelim.

6.4.5 Ornek. Boliim 4.1 de olusturdugumuz ¢oziiliimii alalim.

z y? z 0
—y2 -2 0 z

x? 0 -z —y? 22y oz

0— R! y R? >R3[ ]I—>O
Burada,

z
3= =y
2



veE

olsun. Bu ¢oziiliim i¢in Buchsbaum - Eisenbud Teoremi’nin saglandigini gorelim.
Rank(ps) = 1 = Rank(¢1)

det(py) = (=) (222) + (=12 2(2%y?) + (= 1) 2.0(2?)

= 2%%2 — 2%y?2 =0

oldugundan
Rank(pz) = 2
dir. Burada,
Rank:(R3) = Rank(ps3) + Rank(ps)
=1+2=3
ve

Rank(R?) = Rank(ps) + Rank(y,)
24+1=3

dir. Boylece teoremin birinci kosulu saglanmais olur.

Ti(p3) = Li(p1) = (x2y22).R

ve
To(ps) = 222, 22, 2%, ya?, o, o
yani
Ir(p2) = (2°y*2)".R
dir.

x,y, z bir regiiler dizi ve x2,9%, z de bir regiiler dizi olusturdugundan her iki

idealin mindérleri 3 uzunluklu bir regiiler dizi icerir.
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Boylece teoremin ikinci sart1 da saglanir.

z y? z 0
—y? -2 0 2
72 0 —22 2 a2 2 s
0— R! » R? y \Rd[ J ],I—>O

kompleksi tamdhir.
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7. SONUC

Bu tezde, Buchsbaum - Eisendbud’in bir Noether halkasi iizerindeki sonlu iiretilmis
serbest modiillerden olusan bir kompleksin tamligin belirleyen kriterlerin verildigi tamlik
teoremini detaylica ¢alistik. Bunun icin dnce gerekli temel bilgileri verdik. Sonrasinda,
minimal ve derecelendirilmis serbest ¢oziiliimleri anlatip, lineer cebir bilgisiyle bir idealin
ve bir modiiliin serbest ¢oziiliimiinii 6rneklerle acikladik.

Tezin, besinci boliimiinde, McCoy Teoremi’'ni hatirlattiktan sonra, son boliimde
Tamlik Teoremini ele alip 6rneklendirdik.

Degismeli cebirde, herhangi bir tekterimli idealin minimal serbest ¢oziiliimiinii agik
bicimde bulmanin hala acik bir problem oldugu gercegi bu teoremin hala giincelligini

korudugunu gostermektedir.
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